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Пути исследования приложений функционально-воксельное 
моделирования 

Функционально-
воксельное 

моделирование (ФВМ) 

Функционально-воксельное 
моделирование геометрических 
объектов 

Преимущества: 
•Регулярность структуры 
представления воксельных данных по 
аналогии с функциональным 
пространством; 
•Возможность воксельного 
представления функциональной 
области (положительная, 
отрицательная); 
Перспективные направления 
исследований: 
•Разработка инструмента 
аналитического конструирования; 
•Разработка средств динамической 
визуализации воксельных объектов 
  

Функционально-воксельное 
моделирование задач определения 
геометрических характеристик 

ФВМ в построении дифф. М-образов в 
реализации многомерного градиентного 
метода для определения концентраторов 
функции в теле объекта.  

ФВМ в определении 
центра масс объекта 

ФВМ в определении 
площади поверхности 

Преимущества:  
Простота реализации подобных алгоритмов 

Функционально-воксельное 
моделирование задач упругости и 
пластичности 

ФВМ плоского случая тензора напряжения на 
минимальной площадке приложения силы 
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Аналогичный расчёт 
тензорного поля, 
выполненный в 
системе SolidWorks на 
основе МКЭ 

Воксельный отрыв в 
моделитровании 
деформационного 
разрушения 

Преимущества: 
•Упрощение расчётных 
схем задач упругости; 
•Отказ от методов 
функционального 
подбора 
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Изображение поверхности функции окружности 

Базовый М-образ 

Порожденные М-образы 

Метод функционально-воксельного моделирования (ФВМ)  
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1. Рассмотрим построение функционально-воксельной 
модели на примере функции окружности                                
или  
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2. Добавим размерность пространству функции и 
получим поверхность    
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3. Линейная аппроксимация заданной области 
функции получает локальную функцию в каждой 
точке     0321  ijijijij DxCxBxA

4. Увеличиваем размерность локальной функции      

04321  xDxCxBxA ijijijij

4. Получаем образы компонентов 4D-нормали 
(базовые М-образы)      

5. Получение порождённых М-образов компонентов 2D-нормали 
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ГЛАВА 2. Градиентный метод в построении динамических 
решений задач поиска пути на основе ФВМ  

Реализация градиентного метода на основе ФВМ 
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R-функциональное моделирование (RFM)  

R-функциональное объединение R-функциональное пересечение 

α-система R-функций [23] 

[23] Рвачев, В. Л. Теория R - функций и некоторые ее приложения / В. Л. Рвачев. – Киев: Наукова думка, 1982. - 552 с. 
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Метод потенциальных полей 

[49] Платонов А. К., Карпов И. И., Кирильченко А. А. Метод потенциалов в задаче прокладки трассы //М.: Препринт Института 
прикладной математики АН СССР. – 1974. – Т. 124. – С. 27.  
. 

Достоинства Недостатки 

1. Динамическое построение маршрутов 
2. Высокая гладкость траекторий 
3. Возможность управления трассой за счет 

изменения функции отталкивания 

1. Некорректность работы с препятствиями 
сложной невыпуклой формы 

2. Попадание в локальный минимум 

Потенциал притяжения Потенциал отталкивания Результирующий потенциал 

Проблема попадания в локальный минимум: 
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Пара порожденных М-образов для функции w при α=0 

(R-функциональная градиентная модель) 
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Представим целевую точку с координатами (x1, y1) 
уравнением окружности   

где r1 → 0 минимальный радиус. 
222 )()( iiii ryyxx 

ik   ...)( 211

Препятствия:  

RfG-модель примет вид: 

Понижающий коэффициент изменения рельефа:  1k
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Построение геометрической RfG-модели  
(R-функциональная градиентная модель) 

Результат градиентного движения 
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RfG-модель среды с ловушкой (локальный минимум) 

Градиентный спуск без дополнительных 
алгоритмов 

543211   8762  

)()( 87654321  

Аналитическое описание 
препятствия-ловушки с 

помощью R-функций 
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RfG-модель среды с ловушкой (локальный минимум) 

[80] Mobile robots path planning based on evolutionary artificial potential fields approach / F. Li, Y. Tan, Y. Wang, G. Ge //Proc. of the 
2th Intl. Conf. on Computer Science and Electronics Engineering. – 2013. – P. 1314-1317.  

Применение вспомогательного алгоритма 
выхода из локального минимума [80] 

пk

Для предотвращения попадания в локальный 
минимум предлагается использовать 
дополнительный коэффициент, повышающий 
значение функции, описывающей вогнутый 

подконтур  kn  
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Трехмерная RfG-модель 

2
1

222

P

CBA

A
С III

x 

















2

1
222

P

CBA

B
С III

y 

















2
1

222

P

CBA

C
С III

z 

















Выбор однозначного направления смещения  (формирования плоскостей смещения) 

Необходимо вычислить косинусы углов проекции нормали в трехмерном 
пространстве  αxyz, βxyz и γxyz 
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Градиентный спуск в пространстве на основе RfG-модели 
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[71] Eftekharian A. A., Ilieş H. T. Distance functions and skeletal representations of rigid and non-rigid planar shapes //Computer-Aided Design. – 
2009. – Т. 41. – №. 12. – С. 865-876.  
 

R-функциональное построение скелета формы в решении задач 
поиска пути   

Достоинства Недостатки 

1. Избегание локальных минимумов  
2. Возможность управления гладкостью трассы за 

счет коэффициента R-функции 

1. Необходимость в дополнительных численных 
преобразованиях для выделения скелета  

2. Отсутствие возможности произвольного задания 
опорных точек 

Определение траектории маршрута на скелете 

10 
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R-функциональное построение скелета 
происходит с помощью выделения ребер рельефа 
на линейной R-функции расстояния с помощью 
конечно-разностной аппроксимации Лапласа: 

Линейная система R-функций при α=1: 



R-функциональная модель скелета 

).()()( 1312118743141096521  

.1410965211   ,432   ,873  

.1312114  

Представление контура в аналитическом виде с 
помощью системы R-функций: 

Прямолинейный скелет на 
основе алгоритма [82] 

[82] Felkel, P. Straight skeleton implementation 
/ P. Felkel, S. Obdrzalek // Proceedings of spring 
conference on computer graphics. – 
Budmerice, Slovakia. – 1998 – P. 210-218. 18 



Построение функционально-воксельного представления RfS-
модели (R-функциональная скелетная модель) 

Преобразование α-системы 
R-функций 

Сравнение полученных результатов 
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Построение диаграммы Вороного на основе RfS-модели 

Диаграмма Вороного конечного множества точек S на плоскости представляет такое 

разбиение плоскости, при котором каждая область этого разбиения образует 

множество точек, более близких к одному из элементов множества S, чем к любому 

другому элементу множества 

II
xС

II
yС 20 



1000 точек 25 объектов 200 точек 

Количество точек заданного множества может быть ограничено только 

габаритными размерами воксельного пространства, так для массива 1000х1000 без 

труда строится диаграмма Вороного на 200 и 1000 точек. 

Построение диаграммы Вороного на основе RfS-модели 

21 
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Организация среды построения маршрута с помощью фокусного 
уравнения эллипса 

Каноническое 
уравнение эллипса: 

Фокусное 
уравнение эллипса: 
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Этапы фильтрации элементов рельефа 

ГЛАВА 4. Решение задач поиска пути на основе рельефного 
подхода 

Построение геометрической RfR-модели (R-функциональная рельефная модель)  

Распознавание Разделение Удаление лишних 
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Применение геометрических преобразований для уточнения 
элементов трасс (Вариационная трассировка) 
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Обход трех препятствий 

Результирующие трассы Построение двух маршрутов на основе 
двух М-образов знака производной 
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Применение геометрических преобразований для уточнения 
элементов трасс (Вариационная трассировка) 

Многовариантная модель 
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Этапы поворота сцены 
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Изменение коэффициента при функции эллипса 

Влияние статических ограничений на построение вариантов 
маршрутов 

Изменение коэффициентов при функции  отдельных препятствий 



Случай «коридор» и «ловушка» (U-образное препятствие) 

А 

В 

А 

В 

Препятствие 
«коридор» 

Препятствие 
«ловушка» 
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ! 


