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В настоящее время рассматриваются разнообразные подходы к исследованию временных рядов в аспекте 
их прогнозирования. По мнению авторов, интерес представляет подход кластерного анализа, в котором 
объектом исследования является множество временных рядов, порожденных различными источниками. 
Пространство кластеризации строится на основе обобщенных универсальных характеристик временных 
рядов, каждая из которых является координатой этого пространства. Одному временному ряду в таком 
пространстве соответствует точка в координатах универсальных характеристик. Применение мето-
дов кластерного анализа позволяет выделить временные ряды, близкие по метрике пространства, а для 
полученных кластеров возможно решение задачи о выборе рационального метода прогнозирования. 
Построение специального метрического пространства для анализа временных рядов является объектом 
исследования данной статьи. Предметом исследования являются координаты этого пространства – 
обобщенные характеристики временных рядов. Авторами в ряде предыдущих работ уже были введены две 
координаты такого пространства – сложность временного ряда по Колмогорову и гармоническая 
сложность временного ряда. Настоящая статья посвящена разработке новой обобщенной характери-
стики временного ряда с использованием аппарата комбинаторики слов – мере символьного разнообразия. 
Применение подхода символьного кодирования позволяет получить представление временных рядов в 
пространстве слов некоторого выбранного алфавита. Исследование полученного представления методами 
комбинаторики слов позволяет получить оценку энтропии сдвигов как функцию длины скользящего окна. 
На основе исследования особенностей первой конечной разности этой функции предлагается мера
символьного разнообразия временного ряда. Предложенная обобщенная характеристика может быть 
использована для последующего выявления характерных особенностей временных рядов, в частности, 
как одна из осей пространства кластеризации.

Ключевые слова: временные ряды, обобщенные характеристики, символические описания, оценка энтро-

пии слов, мера символьного разнообразия.
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1. Введение

О
дним из перспективных подходов к иссле-

дованию временных рядов в аспекте их про-

гнозирования является подход кластерного 

анализа [1, 2], приводящий к выявлению групп вре-

менных рядов, обладающих близкими свойства-

ми. Кластерный анализ базируется на построении 

специального метрического пространства, оси ко-

ординат которого соответствуют обобщенным уни-

версальным характеристикам временных рядов. 

В таком пространстве конкретному временному 

ряду соответствует кортеж – точка данного про-

странства. Последующий кластерный анализ при-

водит к выделению кластеров, элементами которых 

являются временные ряды, близкие по выбранной 

метрике. Для полученных кластеров может быть 

решена задача о назначениях методов прогнозиро-

вания: такой подход может способствовать повы-

шению точности прогнозов за счет выбора метода, 

учитывающего специфику временных рядов, при-

надлежащих данному кластеру.

С точки зрения авторов наибольший интерес 

представляет именно построение специального 

метрического пространства, координатами ко-

торого являются обобщенные универсальные 

характеристики временных рядов. В аспекте по-

строения пространства кластеризации авторами 

в предыдущих работах и докладах [2, 3, 4] были 

введены некоторые координаты такого простран-

ства – сложность временного ряда по Колмогоро-

ву и гармоническая сложность временного ряда. 

Настоящая статья посвящена новой обобщенной 

характеристике временного ряда – мере символь-

ного разнообразия.

Содержательно предлагаемая обобщенная ха-

рактеристика отражает границу наблюдаемого раз-

нообразия подслов над фиксированным алфавитом 

в слове, представляющим собой символьный код 

рассматриваемого временного ряда. Используемый 

при этом аппарат основан на методах символиче-

ской динамики и символическом кодировании зна-

чений временного ряда.

2. Символическая динамика 

и комбинаторика слов

В данной статье для исследования временных 

рядов предложено использовать подход, основан-

ный на методах комбинаторики слов и анализе эн-

тропии, в анализе информации, представленной в 

виде слов над конечным алфавитом.

Комбинаторика слов – термин, введенный в 

широкое обращение группой математиков, пу-

бликующих результаты своих исследований под 

псевдонимом M.Lothaire [5]. Этим термином объ-

единяются направления исследований, связанные 

общими подходами, которые ранее оставались раз-

бросанными по различным областям математики и 

информатики, от теории чисел и теории динамиче-

ских систем до анализа естественных языков или 

биологических последовательностей. В комбинато-

рике слов исследуется внутренняя структура слов. 

Плодотворность этого подхода проявилась в эф-

фективном применении методов из одной предмет-

ной области в других областях. Типичными приме-

рами являются применения в теории формальных 

языков и автоматов [6], теории групп [7], теории 

хаоса [8], фрактальном анализе [9], символической 

динамике [10] и анализе временных рядов, биоин-

форматике [11, 12], лингвистике и некоторых дру-

гих областях.

Анализ временных рядов или очень длинных после-

довательностей (например, ДНК [11, 13]) также тесно 

связан с задачами символической динамики [14]. 

Символической динамикой называют раздел тео-

рии динамических систем, в котором для описания 

последовательностей измерений состояния систе-

мы используются символы из некоторого алфави-

та. Последовательности соответствуют траектори-

ям изучаемой системы. Наиболее эффективными 

методы символической динамики оказываются в 

исследовании детерминированных систем, в кото-

рых из-за ограниченных возможностей измерения 

возникает сходство со случайными процессами. 

Описание динамики получается в терминах топо-

логических аналогов марковских процессов – ма-

триц возможных переходов между состояниями 

системы. Для построения такого описания необхо-

димо выбрать алфавит, наиболее подходящий для 

представления разбиения пространства состояний 

системы на области, соответствующие измеряемым 

значениям. Сложность систем естественно оцени-

вать числом различных конечных слов, входящих в 

допустимые бесконечные последовательности. Для 

количественной оценки целесообразно применять 

метрическую энтропию по Колмогорову или топо-

логическую энтропию. Для оценки сложности ин-

дивидуальных траекторий системы можно строить 

оценки на основе сложности по Колмогорову. С 

помощью теста Колмогорова-Мартина-Лефа мож-

но принимать решения о том, является ли индиви-

дуальная траектория случайной.
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В качестве примера можно привести задачу рас-

познавания вторичной структуры белков [15], 

которая заключается в следующем. Белок можно 

представлять как одномерную последовательность 

аминокислот или как одномерную последователь-

ность характерных локальных конфигураций. В 

настоящее время общепринятым является допуще-

ние, что первичная структура однозначно опреде-

ляет вторичную. При этом задача определения 

вторичной структуры (структуры локальных кон-

фигураций) формулируется как задача преобразо-

вания слов в алфавите имен аминокислот в слова 

над алфавитом локальных конфигураций с помо-

щью кодов скользящего блока.

В данной работе рассмотрена задача анализа бес-

конечных последовательностей (временных рядов) 

на основе их достаточно длинных конечных отрез-

ков. Предложен метод оценки энтропийных харак-

теристик, полезный для выделения признаков в це-

лях последующей классификации временных рядов.

3. Постановка задачи

Объектом исследования является временной ряд 

(произвольной природы)

              ,  (1)

где f
i
 – значение характеристики наблюдаемого 

процесса в момент t
i 
, n – число наблюдений (от-

счетов). 

Предметом исследования является построение 

обобщенной характеристики ряда, отражающей 

разнообразие наблюдаемых значений. В этой по-

становке мы формулируем следующие задачи отно-

сительно ряда V:

 задачу символьного кодирования значений 

временного ряда;

 задачу построения функции оценки энтропии 

сдвигов;

 задачу определения меры символьного раз-

нообразия временного ряда.

Дальнейшее изложение посвящено описанию 

решений сформулированных задач, предложенных 

авторами.

4. Символьное кодирование 

временного ряда по значениям

Требование универсальности пространства кла-

стеризации налагает, очевидно, и требования к 

обобщенным характеристикам временных рядов, 

конкретные значения которых интерпретируются 

как координаты точки, представляющей данный 

временной ряд в осях этого пространства. Пробле-

ма универсализации связана с тем, что различные 

временные ряды имеют различную точность изме-

рений (число значащих цифр в значении f
i
 ) и раз-

личный масштаб по значениям. Решение проблемы 

авторы видят в едином масштабировании значений 

наблюдаемой функции процесса и построении на 

этой основе строки символов, отражающей дина-

мику числовых значений исследуемого ряда.

В целях такого масштабирования мы вводим 

разбиение x
i 
, i

 
=

 
1, ..., m диапазона размаха варьи-

рования значений f
i
 от  до 

 

. 

Поскольку значения временного ряда могут по-

пасть в точки разбиения, мы рассматриваем мно-

жества , которые далее 

будем называть полусегментами. Определение 

числа и границ полусегментов доставляется би-

критериальным методом построения гистограмм 

[16]. Подробное изложение этого метода по отно-

шению к символьному кодированию приведено 

в [3]. Число полученных этим методом полусег-

ментов определяет мощность алфавита кодирова-

ния. Заметим, что последний элемент разбиения 

является, очевидно, сегментом. Выбор символов 

алфавита, по сути, не принципиален, но мы в даль-

нейшем будем использовать прописные символы 

латинского алфавита. Далее каждый полусегмент 

кодируется соответствующим символом алфави-

та, и мы получаем представление временного ряда 

в виде строки символов, например (для алфавита 

 = {A, B, C, D}): «BABCDEEEDDCCCBBAABB…..» 

При этом числовое значение ряда кодируется сим-

волом полусегмента, в котором оно находится. Для 

временного ряда, содержащего n наблюдений, мы 

получаем его представление в виде строки из n сим-

волов над алфавитом . Полученная строка сим-

вольного кода значений может быть основой и для 

решения задачи символьного кодирования времен-

ного ряда по тенденциям, более подробно см. в [3].

Отметим еще одно преимущество предлагаемого 

подхода символьного кодирования. За редким ис-

ключением значения в отсчетах временных рядов 

не являются точными. Одними из таких исключе-

ний являются, например, ряды курсов валют. Для 

значений, имеющих погрешность измерений, в 

математической статистике принято строить до-

верительные интервалы. Используемый авторами 

бикритериальный метод построения гистограмм 

как раз и определяет ширину полусегмента гисто-
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граммы, а, следовательно, и «ширину» значений 

для кодирующего этот полусегмент символа, на 

основе доверительной вероятности для среднего 

значения [16]. Таким образом, подход символьного 

кодирования более достоверно отражает исследуе-

мый процесс с точки зрения математической ста-

тистики.

5. Функция оценки 

энтропии сдвигов

С целью построения предлагаемой меры раз-

нообразия полученная символьным кодированием 

временного ряда строка подвергается обработке, 

первым этапом которой является оценка энтропии 

слов. Эта оценка используется как в символиче-

ской динамике [10], так и в биоинформатике для 

оценки сложности нуклеотидных геномных после-

довательностей [17]. 

Оценка энтропии слов строится следующим об-

разом [18]. Фиксируется длина подслова m и ал-

фавит , и далее рассматриваются все подслова 

длины m над алфавитом . Множество различных 

подслов есть , мощность этого множества M = |  | 

есть общее число подслов, очевидно, что M = km. Для 

рассматриваемого значения m вводится произволь-

ная нумерация подслов  и вводятся счетчики 

числа подслов c
i 
, которые изначально обнуляются. 

Изначально позиционированное в начале анали-

зируемого слова длины n, окно ширины m сдвига-

ется каждый раз на один символ. Таким образом, 

мы имеем n
 
-

 
m

 
+ 1 позиций окна, и для каждого его 

положения распознается подслово, полученное в 

окне. Если мы наблюдаем в текущей позиции окна 

ширины m подслово, которое имеет номер i в при-

нятой нумерации, то значение счетчика c
i 
 увеличи-

вается на единицу. По полученным значениям c
i 
, 

 и рассчитывается оценка энтропии слов C
m 
 

по следующей формуле:

         (2)

Заметим, что применение основания M у лога-

рифма приводит автоматически к нормировке зна-

чений C (m) – значение 0 означает, что все подслова 

длины m одинаковы и состоит из одного и того же 

подслова (фундаментальное отсутствие разноо-

бразия). Просто показать, что значение C (m)
 
=1 

соответствует равночастотности всех возможных 

подслов в исходном слове. На основании оценки  

энтропии слов мы строим функцию C (m) = C
m 

, 

аргументом которой является длина подслова m, с 

областью определения: 1  m  n. Функция C (m) вы-

числяется при фиксированном m сдвигом окна ши-

рины m по исходному слову по формуле (2) и увели-

чением на единицу ширины окна при изменении m 

от 1 до n. В соответствии с принятой в символиче-

ской динамике терминологией [10] будем называть 

C (m) функцией оценки энтропии сдвигов.

6. Монотонность функции оценки 

энтропии сдвигов

Для дальнейшего построения предлагаемой меры 

временного ряда рассмотрим поведение функции 

оценки энтропии сдвигов C (m) как функции длины 

подслова m. Очевидно, что при m = n мы наблюда-

ем всего одно подслово, совпадающее с исходным 

словом, и, в соответствии с (2) C (n) = 0. При m =
 
1 

максимум C (m) будет равен единице в случае, если 

частота символов алфавита в символьном представ-

лении временного ряда одинакова.

Покажем, что при малых значениях m (дли-

ны подслова) функция C (m) является монотон-

но убывающей. Далее мы сформулируем условие 

на «малость» m. Пусть алфавит , 

где k – мощность алфавита, c
i
 – кратность вхожде-

ния подслова , где , в рассма-

триваемое слово. При длине подслова m функция 

оценки энтропии сдвигов в соответствии с (2) мо-

жет быть записана в виде 

 (3)

При увеличении длины подслова на 1, , 

из каждого подслова длины m –  об-

разуются подслова длины m
 
+

 
1 – , 

, …, , при этом, 

возможно, некоторые из них будут иметь нулевую 

кратность, поэтому в функцию C (m) при длине 

подслова m
 
+

 
1  вместо i-го слагаемого в (3)

войдет слагаемое

,

где через c
ij
 мы обозначили кратность вхождения 

подслова w
ij 
.

Это слагаемое достигает максимума, когда крат-

ности всех образовавшихся подслов w
ij 
 одинаковы, 

, то есть его значение не 

превышает величины
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При  выполняется неравенство

   

следовательно, 

Можно показать, что при 

                             ,

следовательно, 

.

Таким образом, при достаточно малой длине 

подслова m по отношению к длине слова n (т.е. при 

 
) значение функции оценки энтропии 

сдвигов уменьшается при переходе от m к 
 
m

 
+ 1, 

следовательно, C (m) как функция целочисленного 

аргумента является функцией, спадающей от на-

чального значения C (1), которое при больших n и 

близких частотах символов алфавита, как правило, 

близка к единице, до C (n) = 0.

7. Мера символьного 

разнообразия

Интерес представляет изучение характера убыва-

ния значений C (m) с ростом аргумента. Поскольку 

функция C (m) — «убывающая по совокупности», 

рассмотрим инверсную конечную разность функ-

ции C (m): 

            .  (4)

По определению C (m) значения C(m) ограниче-

ны, и , но поведение C(m) может быть 

достаточно сложным. Предположим, что начальное 

значение C (1)  1, т.е. символы алфавита кодирова-

ния временного ряда имеют слабо отличающуюся 

частотную встречаемость. Тогда близкие к нулю 

начальные значения C(m), характеризует нашу 

символьную последовательность как последова-

тельность, обладающую достаточно богатым разно-

образием подслов. Однако функция C(m) не может 

долго «держать единицу». Определим пороговое 

значение , при котором теоретически функция 

оценки энтропии сдвигов еще может быть равной 

единице. Поскольку в сдвигающемся окне шири-

ны m при мощности алфавита кодирования  

может наблюдаться максимально  

различных подслов, а всего в слове длины n мы 

имеем n
 
-

 
m

 
+ 1 позиций окна, то максимально воз-

можная длина подслова при котором еще можно 

наблюдать полное разнообразие подслов, опреде-

ляется из уравнения , что с уче-

том целочисленности  приводит к уравнению 

. В предположении, что m
   n, 

значение . В окне ширины  + 1 мак-

симально наблюдаемое разнообразие слов в k раз 

меньше полного разнообразия в алфавите мощно-

сти k. Поэтому мы ожидаем резкого падения значе-

ния функции C(m) при m =  + 1, и, следовательно, 

резкого скачка C(m) даже для псевдослучайной 

последовательности символов исходного слова, 

обладающего конечной длиной. Таким образом, 

наличие ярко выраженного максимума у функции 

C(m) при m   означает, что начиная с данного 

значения m разнообразие подслов резко уменьши-

лось, и исходное слово обладает определенной ре-

гулярностью или периодичностью.

На основе этих рассуждений авторы и вводят 

меру символьного разнообразия временного ряда 

 в виде отношения значения аргумента функ-

ции C(m), доставляющего ее максимум к макси-

мально возможной ширине окна, сохраняющей 

полное разнообразие подслов. В этих целях опреде-

лим максимум функции C(m), и обозначим через 

 аргумент этого максимума

.

Тем самым значение  определяет положение 

скачка конечной разности. Рассмотрим отношение 

 

. Оно нормировано в [0,1], и малые 

значения свидетельствуют о раннем наступлении 

потери разнообразия и большей «простоте» ис-

следуемого слова. Учитывая принцип построения 

меры, мы окончательно получаем меру символьно-

го разнообразия временного ряда  в виде 
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               (5)

Здесь авторы понимают меру символьного раз-

нообразия как функционал, т.е. как индивидуаль-

ную меру на одноэлементных подмножествах.  За-

метим, что в соответствии с (4) для периодических 

слов с малым периодом с ростом длины слова (чис-

ла отсчетов исходного временного ряда) значение 

 будет уменьшаться, что соответствует логике 

введенной меры — для длинного периодического 

слова с малым периодом символьное разнообразие 

очевидно мало.

8. Модельный пример

Приведем модельный пример вычисления пред-

ложенной меры символьного разнообразия для 

бесконечной периодической строки (ABBAAB)
n 

в алфавите 
 
. Вычисленные по формулам 

(3) и (4) значения функций C(m) и C(m) приведе-

ны в табл. 1.

Таблица 1. 

Значения функции оценки энтропии сдвигов 

и ее конечной разности для модельной строки

m C(m) C(m)

1 1,000

2 0,959 0,041

 3 0,862 0,097

4 0,646 0,215

5 0,517 0,129

6 0,431 0,086

7 0,369 0,062

8 0,323 0,046

Соответствующие графики приведены на рис. 1 и 

2. Обе функции являются функциями целочислен-

ного аргумента, но мы показываем их как кусочно-

линейные для наглядности отображения тенден-

ций.

Заметим, что поскольку модельное слово имеет 

период 6, то, начиная с окна ширины 3, мы на-

блюдаем всего 6 различных подслов, а поскольку 

, то полное разнообразие подслов увели-

чивается вдвое при увеличении ширины окна на 

единицу. Таким образом, при m = 3 мы наблюдаем 

6 подслов из 8 возможных, а при m = 4 – всего 6 

подслов из 16 возможных, и максимум функции 

C(m) фиксирует потерю разнообразия в окне 

ширины 4. Значение предложенной меры зависит 

от длины строки в соответствии с (5). Значения в 

табл. 1 рассчитаны для бесконечного слова, од-

нако при больших длинах, например, при n
 
=

 

1033 эти значения изменятся незначительно. Для 

такой строки  = 4, а  = 10 и значение меры 

=0,40.

9. Заключение

Представление временного ряда, полученное на 

основе символического кодирования полусегмен-

тов с использованием бикритериального метода 

построения гистограмм, является основной для 

построения функции оценки энтропии сдвигов 

C(m), аргументом которой является ширина окна. 

Построение конечной разности C(m) позволяет 

изучить особенности разнообразия подслов в ис-

следуемом слове, а максимум этой разности сви-

Рис. 2. График функции конечной разности C(m) 
для модельной строки

Рис. 1. График функции оценки энтропии сдвигов C(m) 
для модельной строки
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детельствует о падении разнообразия как в смысле 

отклонения от равномерности частот подслов, так 

и в смысле собственно наблюдаемого разнообразия 

подслов. На основе исследования поведения функ-

ции C(m) авторы вводят меру символьного раз-

нообразия временного ряда  как отношение 

значения аргумента функции C(m), доставляюще-

го ее максимум, к максимально возможной ширине 

окна, сохраняющей полное разнообразие подслов. 

По принципам построения, малые значения 

соответствуют «простым» временным рядам с ве-

роятно хорошей возможностью их прогнозиро-

вания, а большие, близкие к единице, значения – 

рядам с выраженной хаотичностью. 
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Currently various approaches to time series analysis are being investigated in terms of their forecasting. In the authors’ 

opinion, an approach to cluster analysis, which research object constitutes sets of time series generated by various sources, is of 

particular interest. The clusterization space is constructed by using generalized universal characteristics of time series each of 

which is a coordinate in this space. In such space for each time series there is a corresponding point in the coordinates of universal 

characteristics. Application of cluster analysis methods enables to identify time series that are space metric, and for the obtained 

clusters it is possible to solve the problem of choosing an efficient method of forecasting. 

Construction of a special metric space to analyze time series constitutes the research object of this article. The research subject 

is this space coordinates – generalized characteristics of time series. In their previous articles, the authors have already defined 

two coordinates of such space: the Kolmogorov complexity of the time series and its harmonic complexity. This paper focuses on 

elaboration of a new generalized characteristic of time series by using combinatorics on words technique: a measure of symbolic 

diversity. The application of the symbolic coding approach enables to represent time series in a space of words in a selected 

alphabet. Investigation of the representation generated by combinatorics on words methods enables to estimate the entropy of 

shifts as a function of the length of the sliding window. A measure of symbolic diversity of time series has been proposed based on 

investigation of specifics of the first finite difference of this function. The proposed generalized characteristic may be applied for 

further identification of specific features of time series; in particular as one of the axes in the clusterization space.

Key words: time series, generalized characteristics, symbolic descriptions, words entropy assessment, measure of 

symbolic diversity. 
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