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Ââåäåíèå

Îáùåå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé

Ëþäè íà ïðîòÿæåíèè âñåé æèçíè ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðîáëåìàìè ñîñòàâëåíèÿ
ðàñïèñàíèé. Â îáû÷íîé æèçíè ýòè ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ èíòóèòèâíî. Íî äàæå
íà îáûäåííîì óðîâíå ÷åëîâåê èñïîëíÿåò àëãîðèòìû, ïóñòü äàæå íå îñîçíà-
âàÿ ýòîãî. ×àñòî ìû ïëàíèðóåì íàøè äåéñòâèÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ êðàé-
íèõ ñðîêîâ èñïîëíåíèÿ ðàáîò. Íàïðèìåð, ñòóäåíòû âî âðåìÿ ýêçàìåíàöèîííîé
ñåññèè ó÷àò ïðåäìåò ñ íàèìåíüøèì äèðåêòèâíûì ñðîêîì (áëèæàéøèé ïî äà-
òå ñäà÷è ýêçàìåí), òåì ñàìûì îíè ìèíèìèçèðóþò ìàêñèìàëüíîå âðåìåíí�îå
ñìåùåíèå. Òàê êàê ëó÷øå ïîëó÷èòü íà ýêçàìåíàõ ÷åòûðå ÷åòâ¼ðêè, ÷åì òðè
ïÿòåðêè è îäíó òðîéêó,� ñòèïåíäèè íå áóäåò. . . Äëÿ ðåøåíèÿ áûòîâûõ âîïðî-
ñîâ ïðèìåíåíèå èíòóèòèâíîãî ïîäõîäà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî.×åëîâåê ïðè
ñîñòàâëåíèè ðàñïèñàíèÿ äëÿ ñåáÿ ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóåò íåêîòîðûì îáðàçîì
(êàê îí äóìàåò,� íàèëó÷øèì äëÿ ñåáÿ) öåëåâóþ ôóíêöèþ. Ìîæíî ñêàçàòü:
ñêàæè ìíå ñâîå ðàñïèñàíèå è ÿ ñêàæó êòî òû. . .

Ðàñïèñàíèÿ, ïî êîòîðûì ìû æèâåì, ÿâëÿþòñÿ ïëîäîì íàøåãî ñîçíà-
íèÿ, âîñïèòàíèÿ (èëè åãî îòñóòñòâèÿ), îáðàçîâàíèÿ, âíåøíèõ îáñòîÿòåëüñòâ.
Â ñâîþ î÷åðåäü ðàñïèñàíèÿ ôîðìèðóþò íàøå áûòèå.

Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò îäíî èç ïðîòèâîðå÷èé, êîòî-
ðîå áóäåò ñóùåñòâîâàòü â ÷åëîâå÷åñêîì îáùåñòâå äî òåõ ïîð, ïîêà â íåì áó-
äóò ñóùåñòâîâàòü îðãàíèçàöèîííûå ñòðóêòóðû. Èñïîëíèòåëü, â ïîäàâëÿþùåì
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, ïðèíèìàåò ðåøåíèå ïî ìèíèìàêñíîìó êðèòåðèþ (èëè
ìàêñèìèííîìó êðèòåðèþ â äðóãîé èíòåðïðåòàöèè), ò.å. èñïîëíèòåëü ïûòà-
åòñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìóì ïðèáûëè ïî êàæäîìó èç ïðîåêòîâ, íàä êîòîðûìè
ðàáîòàåò. Ñòðóêòóðà (ðóêîâîäñòâî ëàáîðàòîðèè, öåõà; äèðåêöèÿ èíñòèòóòà,
çàâîäà; ðóêîâîäèòåëü ìèíèñòåðñòâà è ò.ä.), â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ, ðóêîâîäñòâóåòñÿ ñóììàðíûì êðèòåðèåì ïðè âûïîëíåíèè âñåé ñîâîêóï-
íîñòè ïðîåêòîâ, ñòîÿùèõ ïåðåä íåé. È çäåñü âîçíèêàåò êîíôëèêò èíòåðåñîâ. . .
Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, êîãäà ðóêîâîäñòâî ëàáîðàòîðèè (öåõà, áðèãàäû è ò.ä.)
âûñòóïàåò â ðîëè "èñïîëíèòåëÿ" ïåðåä ðóêîâîäñòâîì èíñòèòóòà (çàâîäà è
ò.ä., ò.å. ñëåäóþùèé óðîâåíü îðãàíèçàöèîííîé ñòðóêòóðû), òî îíî íà÷èíàåò
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äåéñòâîâàòü ïî ìèíèìàêñíîìó êðèòåðèþ.

Òî åñòü â îðãàíèçàöèîííûõ ñòðóêòóðàõ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì,
êàæäûé ïðåäøåñòâóþùèé óðîâåíü ñòðóêòóðû ðóêîâîäñòâóåòñÿ ìèíèìàêñíûì
êðèòåðèåì ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ âûøåñòîÿùèìè óðîâíÿìè ñòðóêòóðû. Â òî
âðåìÿ êàê, âûøåñòîÿùèå óðîâíè ñòðóêòóðû ðóêîâîäñòâóþòñÿ ñóììàðíûìè
êðèòåðèÿìè ïðè ðàáîòå ñ íèæåñòîÿùèìè óðîâíÿìè ñòðóêòóðû.

Â äàííîé ðàáîòå ìû êàê ðàç è èññëåäóåì ïðèðîäó ìèíèìàêñíîãî è ñóì-
ìàðíîãî êðèòåðèåâ ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé ïðèñóòñòâóþò êàê ðàöèîíàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ, òàê è èððàöèîíàëüíàÿ (áåñêóëüòóðüå, ÷åëîâå÷åñêèå ïîðîêè è
ò.ï.) ñîñòàâëÿþùàÿ, êîòîðàÿ âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ.

Ðàçâèâàþùàÿñÿ ñòðåìèòåëüíûìè òåìïàìè àâòîìàòèçàöèÿ ïðîèçâîäñòâà
è íåóêëîííî óâåëè÷èâàþùèåñÿ åãî ìàñøòàáû ñòàâÿò ïåðåä íàó÷íûì ñîîáùå-
ñòâîì âñ¼ áîëåå è áîëåå òðóäíûå çàäà÷è ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ñîñòàâëåíèÿ
ðàñïèñàíèé.

Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðàçäåëîâ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé.
Òåðìèí �òåîðèÿ ðàñïèñàíèé� ïðåäëîæèë Ð. Áåëëìàí â 1956 ãîäó (Bellman [87]).
Ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Äàííîå íàïðàâëåíèå â íàóêå, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå �òåîðèÿ ðàñïèñà-
íèé�, áåð¼ò ñâîå íà÷àëî ñ èçâåñòíîé ðàáîòû â äàííîé îáëàñòè Ãåíðè Ãàíòòà
1903 ã. (Gantt H.L. [121]), ïðåäëîæèâøåãî òî, ÷òî ñåãîäíÿ íàçûâàþò äèàãðàì-
ìàìè Ãàíòòà, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî òåîðèè ðàñïèñàíèé,
â òîì ÷èñëå è â äàííîé ðàáîòå. Ñ 50-õ ãîäîâ 20-ãî âåêà íà÷àëîñü àêòèâíîå
òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé. Çäåñü ñëåäóåò îòìå-
òèòü ðàáîòû Äæîíñîíà (Johnson [135]), Äæåêñîíà (Jackson [133]) è Ñìèòà
(Smith [204]), à òàêæå ìîíîãðàôèè [13, 63].

Îäíèì èç ïåðâûõ âîïðîñîâ íîâîãî íàïðàâëåíèÿ áûëà êëàññèôèêàöèÿ
çàäà÷ è óñòàíîâëåíèå èõ ñëîæíîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå óñòîÿâøà-
ÿñÿ êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé áûëà ïðåäëîæåíà Ãðýõýìîì è
äð. (Graham at al. [125]). Îòíîñèòåëüíî áûñòðî áûëà óñòàíîâëåíà ñëîæíîñòü
áîëüøîãî ÷èñëà çàäà÷. Äîñòàòî÷íî ïîëíûå îáçîðû ïî çàäà÷àì òåîðèè ðàñ-
ïèñàíèé è èõ ñëîæíîñòè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ Ãýðè è Äæîíñîíà (Garey,
Johnson [7]), Ëåíñòðû è äð. (Lenstra et al. [167]), Ëîóëåðà è äð. (Lawler et
al. [147]), Òàíàåâà è äð. [63, 64, 65], Áðóêåðà è äð. [98, 99].

Ðàññìîòðèì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé. Ìíîæåñòâî
òðåáîâàíèé (ðàáîò) N = {1, 2, . . . , n} äîëæíî áûòü îáñëóæåíî áåç (èëè ñ) ïðå-
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ðûâàíèé íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ ïðèáîðàõ Mi, i = 1, . . . ,m, êîòîðûå ìîãóò
îáñëóæèâàòü íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ∈ N íà ïðèáîðå Mi îáîçíà÷àåòñÿ êàê pji, pji > 0.
Ìîìåíò, êîãäà òðåáîâàíèå j ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíûì äëÿ îáñëóæèâàíèÿ, çàäà-
¼òñÿ âðåìåíåì ïîñòóïëåíèÿ rj. Òðåáîâàíèå j ìîæåò èìåòü äèðåêòèâíûé ñðîê
dj (âðåìÿ, äî êîòîðîãî æåëàòåëüíî çàâåðøèòü îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ), à
òàêæå âåñ wj (çíà÷èìîñòü, âàæíîñòü òðåáîâàíèÿ). Ìåæäó òðåáîâàíèÿìè ìî-
ãóò áûòü çàäàíû îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ â âèäå àöèêëè÷åñêîãî îðèåíòè-
ðîâàííîãî ãðàôà G. Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ïî îïðåäåë¼ííîìó êðèòåðèþ èëè ñî-
âîêóïíîñòè êðèòåðèåâ. Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ òåîðèè ðàñïèñàíèé îáû÷íî
äëÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé íåîáõîäèìû îäèí èëè íåñêîëüêî ðåñóðñîâ. Äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ íàì íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå îïðåäåëå-
íèÿ.

Ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Cj(π). Îïðåäåëèì Lj(π) = Cj(π) − dj êàê âðåìåíí�îå
ñìåùåíèå òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π, à Tj(π) = max{0, Lj(π)} � êàê åãî
çàïàçäûâàíèå. Uj(π) îáîçíà÷àåò çàïàçäûâàåò ëè òðåáîâàíèå j ïðè ðàñïèñàíèè
π èëè íåò: Uj(π) = 1, åñëè j çàïàçäûâàåò (Cj(π) > dj), èíà÷å Uj(π) = 0 (òðå-
áîâàíèå j îáñëóæèâàåòñÿ âîâðåìÿ). Êëàññè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè â çàäà÷àõ
òåîðèè ðàñïèñàíèé ÿâëÿþòñÿ: Cmax � ìèíèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî âðåìå-
íè îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé (çàäà÷à íà áûñòðîäåéñòâèå)1;
Lmax � ìèíèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ;

∑
Tj � ìèíèìè-

çàöèÿ ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ;
∑
wjUj � ìèíèìèçàöèÿ âçâåøåííîãî ÷èñëà

çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé. Çàìåòèì, ÷òî äàííûå êðèòåðèè ÿâëÿþòñÿ ðåãó-
ëÿðíûìè, ò.å. äàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè ïî îòíîøåíèþ ê
ìîìåíòàì îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Ïðè íàëè÷èè ðåãóëÿðíîãî
êðèòåðèÿ ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ðàííèõ ðàñïèñàíèé,
áåç èñêóññòâåííûõ ïðîñòîåâ ïðèáîðîâ.

×åðåç πi áóäåì îáîçíà÷àòü ïåðåñòàíîâêó (ðàñïèñàíèå) èç ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà N , îáñëóæèâàåìûõ íà ïðèáîðå Mi, i = 1, . . . ,m, ìíîæåñòâî òðåáîâà-

íèé â ðàñïèñàíèè πi îáîçíà÷èì {πi} ⊆ N, à ÷åðåç π =
m⋃
i=1

πi, {πα}
⋂
{πβ} = ∅,

åñëè α 6= β, ðàñïèñàíèå äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé N = {π}. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äîïóñòèìûå ðàñïèñàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå îòíîøåíè-
ÿì ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ìîìåíòàì ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé rj, j ∈ N . Äëÿ
ëþáîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà G ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé íå ïóñòî.
Ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j íà ïðèáîðå Mi ïðè ðàñïèñà-

1â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå makespan
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íèè π îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Cj(π) = max

{
rj,max

k∈Nj
Ck(π), max

(k→j)πi
Ck(πi)

}
+ pji,

ãäå Nj � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé ïðåäøåñòâóþùèõ òðåáîâàíèþ j, ñîãëàñíî
ãðàôó G, è (k → j)πi òðåáîâàíèÿ, ñîãëàñíî ðàñïèñàíèþ πi íà ïðèáîðå Mi,
ïðåäøåñòâóþùèõ îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ j ∈ {πi}. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
äëÿ ïóñòîãî ðàñïèñàíèÿ Ck(π) = rk + pk äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé k, äëÿ êî-
òîðûõ íåò ïðåäøåñòâóþùèõ òðåáîâàíèé, ïðè îáñëóæèâàíèè íà ïðèáîðå Mi.
Ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N , äîïóñòèìûõ
îòíîñèòåëüíî ãðàôà ïðåäøåñòâîâàíèÿ G, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Π(N).

Åñëè îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ i ïðåäøåñòâóåò îáñëóæèâàíèþ òðåáîâà-
íèÿ j, ãäå i, j ∈ N, ïðè ðàñïèñàíèè π, òî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (i→ j)π èëè
i
π→ j, ÷òîáû �íå ïåðåãðóæàòü� íèæíèé èíäåêñ.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé îáñëó-
æèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N , ðàññìîòðåííûõ â äàííîé ðàáîòå, ìû áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå α|β|γ [125]. Ïåðâîå ïîëå α îïèñûâàåò îáñëóæè-
âàþùóþ ñèñòåìó: P � ïàðàëëåëüíûå èäåíòè÷íûå ïðèáîðû; Q � ïàðàëëåëüíûå
ïðèáîðû ðàçíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè; R � ïàðàëëåëüíûå ðàçëè÷íûå ïðèáîðû;
F � flow − shop � êàæäîå òðåáîâàíèå äîëæíî áûòü îáñëóæåíî êàæäûì èç
ïðèáîðîâ ìíîæåñòâà M = {1, . . . ,m} â ïîðÿäêå 1, . . . ,m. Â ðóññêîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå äàííûé êëàññ çàäà÷ îáû÷íî íàçûâàþò çàäà÷àìè êîíâåéåðíîãî òè-
ïà. O � open− shop � ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ íà ïðèáîðàõ ìîæåò
áûòü ïðîèçâîëüíûì; J � job − shop � ó êàæäîãî òðåáîâàíèÿ ñâîé òåõíîëî-
ãè÷åñêèé ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ. Âî âòîðîì ïîëå β îïèñûâàþòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêè òðåáîâàíèé è îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó íèìè: rj � çàäàíû
ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé íà îáñëóæèâàíèå; pj = p � âñå òðåáîâàíèÿ
èìåþò îäèíàêîâûå ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ; prec � ìåæäó òðåáî-
âàíèÿìè çàäàíû îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ; pmtn � ðàçðåøåíû ïðåðûâà-
íèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé. Òðåòüå ïîëå γ îïèñûâàåò êðèòåðèé çàäà-
÷è, êîòîðûé ñîñòîèò â îòûñêàíèè äîïóñòèìîãî (îòíîñèòåëüíî ãðàôà ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ) ðàñïèñàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî (èëè ìàêñèìèçèðóþùåãî) öåëåâîé
ôóíêöèîíàë.

Îòìåòèì, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî èññëåäîâàííûõ çàäà÷ òåîðèè
ðàñïèñàíèé ÿâëÿþòñÿ NP -òðóäíûìè. Íåñìîòðÿ íà ýòî, ïðàêòèêà òðåáóåò ðå-
øåíèå òàêèõ çàäà÷. Äëÿ ýòîãî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ.

Ïåðâûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ïîëèíîìèàëüíûõ ýâðèñòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ. Äëÿ ìíîãèõ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ áûëè íàéäåíû îöåíêè
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ïîãðåøíîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Òàêèå àëãîðèòìû íàçûâàþòñÿ ïðèáëè-
æ¼ííûìè [16, 58]. Ñóùåñòâóþò ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû, ãàðàíòèðóþùèå
êàê îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü [9, 198], òàê è àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü [61].
Íåêîòîðûå NP -òðóäíûå çàäà÷è äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìîé
àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû. Â ðàìêàõ äàííîé ñõåìû ìîæíî íàéòè ïðèáëè-
æ¼ííîå ðåøåíèå ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå ëþáîãî çàäàííîãî
çíà÷åíèÿ ε > 0 çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåå îò 1/ε è îò ðàçìåðà âõîä-
íîé èíôîðìàöèè çàäà÷è,� âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà
(FPTAS). Äëÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé òàêèå ñõåìû ðàçðàáîòàëè, íàïðèìåð,
Êîâàë¼â [12], Àëîí è äð. (Alon et al. [74]), Ìàñòðîëèëëè (Mastrolilli [172]), Ñå-
âàñòüÿíîâ è Â¼ãèíãåð (Sevastianov, Woeginger [199]). Äëÿ çàäà÷, íå èìåþùèõ
àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìû, áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò óñòàíîâëåíèå ïðåäåëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ ε, äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî íàõîæäåíèÿ ε-ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøå-
íèÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ,� ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà
(PTAS).

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå èìåþò ìåòàýâðèñòè÷å-
ñêèå àëãîðèòìû (åùå èõ íàçûâàþò àëãîðèòìàìè �ëîêàëüíîãî ïîèñêà�), êî-
òîðûå íàõîäÿò �õîðîøåå� ðåøåíèå, áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó, çà ïðèåìëåìîå
âðåìÿ. Íåäîñòàòêîì òàêèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå îöåíîê êà÷åñòâà
ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Íåèçâåñòíî, íàñêîëüêî ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îïòè-
ìàëüíîãî â íàèõóäøåì ñëó÷àå.

Òî÷íûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ NP -ñëîæíûõ çàäà÷ òàêæå óäåëåíî íåìàëîå
âíèìàíèå â ðàáîòàõ ïî òåîðèè ðàñïèñàíèé. Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïî-
ëó÷èëè ìåòîäû ñîêðàù¼ííîãî ïåðåáîðà, òàêæå íàçûâàåìûå ìåòîäàìè âåòâåé
è ãðàíèö [14, 62, 93, 101, 142]. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà âû÷èñëÿþòñÿ íèæíèå
îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè (â ñëó÷àå å¼ ìèíèìèçàöèè) è èñïîëüçóþòñÿ êîìáèíà-
òîðíûå ñâîéñòâà çàäà÷. Òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé øèðîêî
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1, 7, 58, 59, 98, 137].

×àñòî çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû êàê çà-
äà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷
ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû [71, 72, 189, 205].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ (ÏâÎ, â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå � Constraint
Programming). Îäíîé èç îáëàñòåé åãî óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðèÿ ðàñïèñàíèé [84].

Íåêîòîðûå ñëîæíûå çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé ìîãóò áûòü îïòèìàëüíî
ðåøåíû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ ýëåìåíòû ñðàçó íåñêîëüêèõ
ìåòîäîâ. Îäíî èç èõ íàçâàíèé � �ãèáðèäíûå àëãîðèòìû� [15, 134].
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Äëÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé äëÿ îäíîãî è íåñêîëüêèõ ïðèáîðîâ ñ êðèòåðèåì
ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ âïåðâûå ââåäåíà ìåòðèêà
ρ. Äîêàçàíà òåîðåìà îá àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè.

Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ñõåìà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷
òåîðèè ðàñïèñàíèé, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå, ðåøàÿ çàäà-
÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàõîäèòñÿ òàêîå èçìåíåíèå èñõîäíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ïðèìåðà A (rAj , p

A
ji, d

A
j |j ∈ N, i ∈ M), ÷òîáû ïîëó÷åííûé ïðèìåð B ñ

ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé (rBj , p
B
ji, d

B
j |j ∈ N, i ∈ M) ïðèíàäëåæàë çàäàííîìó

ïîëèíîìèàëüíî/ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîìó êëàññó ïðèìåðîâ èñõîä-
íîé NP -òðóäíîé çàäà÷è è áûë íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò ïðèìåðà A â
ìåòðèêå ρ. Íà âòîðîì ýòàïå äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåðà B èñïîëüçóåòñÿ óæå èçâåñò-
íûé äëÿ äàííîãî êëàññà ïðèìåðîâ ïîëèíîìèàëüíûé/ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì, à çàòåì íàéäåííóþ èì îïòèìàëüíóþ ïåðåñòàíîâêó òðåáîâàíèé ïðè-
ìåíèì ê èñõîäíîìó ïðèìåðó A. Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ íå
áóäåò ïðåâîñõîäèòü ðàññòîÿíèÿ ρ(A,B) ìåæäó ïðèìåðàìè. Äàííûé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ýôôåêòèâíûå íèæíèå îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè, êîòîðûå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ìåòîäàõ ñîêðàù¼ííîãî ïåðåáîðà äëÿ îïòèìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è.

Ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à, â íåêîòîðîì ñìûñëå "äâîéñòâåííàÿ"ê çà-
äà÷å 1 | rj | fmax ïðè ïðîèçâîëüíûõ íåóáûâàþùèõ ôóíêöèÿõ øòðàôà, òðóäî-
¼ìêîñòü àëãîðèòìà O(n2) îïåðàöèé. Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îöåí-
êîé ñíèçó äëÿ èñõîäíîé NP -òðóäíîé çàäà÷è 1 | rj | fmax è òàêæå ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà â àëãîðèòìàõ ñîêðàù¼ííîãî ïåðåáîðà, â ÷àñòíîñòè, â ìåòîäå
âåòâåé è ãðàíèö.

Äëÿ NP -òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå çàäà÷è 1 ||
∑
Tj, êîãäà ïàðàìåòðû

òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn, d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤
dn, ïîñòðîåí ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì òðóäî¼ìêîñòè O(n2

∑
pj) îïå-

ðàöèé.

Ïðåäëîæåíà ãðàôè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, íà îñíîâå êîòîðîé ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ÐÀÇÁÈ-
ÅÍÈÅ è ÐÀÍÅÖ, ïîêàçàâøèå ëó÷øóþ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåííûìè â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Àëãîðèòìû ïîçâî-
ëÿþò ðåøàòü ïðèìåðû ñ íåöåëî÷èñëåííûìè è îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðîâ.
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Ñòðóêòóðà è îáçîð ðåçóëüòàòîâ

Â ðàçäåëå 1.1 ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìèíèìèçà-
öèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ (Lmax), äàí êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé
îáçîð çàäà÷, ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñóùåñòâóþùèå â ëèòåðàòóðå.
Â ðàçäåëå 1.2 ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
äàëåå â ðàáîòå. Â ðàçäåëå 1.3 ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îá àá-
ñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè [29].

Òåîðåìà 0.1 Ïóñòü A = {G, (rAj , pAj , dAj )| j ∈ N} è B = {G, (rBj , pBj , dBj )| j ∈
∈ N} (ñ èäåíòè÷íûì ãðàôîì ïðåäøåñòâîâàíèÿ G) �äâà ïðèìåðà NP -òðóä-
íîé çàäà÷è P | prec, rj | Lmax, òîãäà

0 ≤ LAmax(πB)− LAmax(πA) ≤ ρ(A,B),

ãäå πA, πB � îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ ïðèìåðîâ A è B,

ρ(A,B) = ρr(A,B) + ρd(A,B) + ρp(A,B),

ρr(A,B) = max
j∈N
{rAj − rBj } −min

j∈N
{rAj − rBj },

ρd(A,B) = max
j∈N
{dAj − dBj } −min

j∈N
{dAj − dBj },

ρp(A,B) =
∑
j∈N
|pAj − pBj |.

Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðèìåðà B äëÿ ðå-
øåíèÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà A. Åñëè ïðèìåð B ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïîëè-
íîìèàëüíî/ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîìó ïîäìíîæåñòâó ïðèìåðîâ, òî
íåîáõîäèìî íàéòè òàêîé ïðèìåð èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà, äî êîòîðîãî ðàññòî-
ÿíèå ρ(A,B) áûëî áû ìèíèìàëüíûì. Òîãäà èñêîìîå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò î÷åâèäíî ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó LAmax(πA) ∈
∈ [LAmax(πB)− ρ(A,B), LAmax(πB)].

Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíî/ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûé ñëó÷àé
èñõîäíîé çàäà÷è, êîãäà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò k ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûì íåðàâåíñòâàì

XR + Y P + ZD ≤ H,

ãäå R = (r1, . . . , rn)
T , P = (p1, . . . , pn)

T , D = (d1, . . . , dn)
T , è X, Y , Z � ìàò-

ðèöû ðàçìåðíîñòè k × n, à H = (h1, . . . , hk)
T � k-ìåðíûé âåêòîð (âåðõíèé

èíäåêñ T îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ). Çàòåì â ýòîì êëàññå ïðè-
ìåðîâ íàõîäèì ïðèìåð B ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ρ(A,B) äî èñõîäíîãî
ïðèìåðà A, ðåøàÿ ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

15





(xd − yd + xr − yr) +
∑
j∈N

xpj −→ min

yd ≤ dAj − dBj ≤ xd, j = 1, . . . , n,

yr ≤ rAj − rBj ≤ xr, j = 1, . . . , n,

−xpj ≤ pAj − pBj ≤ xpj , j = 1, . . . , n,

0 ≤ xpj , j = 1, . . . , n,

XRB + Y PB + ZDB ≤ H.

Äàííàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ 3n+4+n ïåðåìåííûìè
(rBj , p

B
j , d

B
j , j = 1, . . . , n, è xd, yd, xr, yr, è x

p
j , j = 1, . . . , n) è 7n+ k íåðà-

âåíñòâàìè èíîãäà ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå (îò n) îïåðàöèé,
ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ ïîëèíîìèàëü-
íî/ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è P | prec, rj | Lmax êî-
ëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé k = O(n).

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïðèìåðîâ çàäà÷è P |prec, ri|Lmax ñ êîëè÷å-
ñòâîì òðåáîâàíèé n, êîëè÷åñòâîì ïðèáîðîâ m è îðèåíòèðîâàííûì àöèêëè-
÷åñêèì ãðàôîì ïðåäøåñòâîâàíèÿ G. Äàííàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðèìåðîâ îáðàçó-
åò 3n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (3n ïàðàìåòðîâ: rj, pj, dj, j = 1, n). Äâà
ïðèìåðà A = {G, (rAj , pAj , dAj )| j ∈ N} è B = {G, (rBj , pBj , dBj )| j ∈ N} áóäåì
íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû d è r, ÷òî dAj = dBj +
+ d, rAj = rBj + r, pAj = pBj , ∀j ∈ N. Ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ (3n− 2)-ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Ln. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðèìåð A ïðèíàäëåæèò êëàññó Ln, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå r1 = d1 = 0. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ó ýêâèâàëåíòíûõ
ïðèìåðîâ ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé. Íà ïðîñòðàíñòâå
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë

∀A ∈ Ln, ϕ(A) = max
j∈N

rAj −min
j∈N

rAj + max
j∈N

dAj −min
j∈N

dAj +
∑
j∈N

|pAj | ≥ 0.

Äàííûé ôóíêöèîíàë óäîâëåòâîðÿåò òð¼ì ñâîéñòâàì íîðìû:

ϕ(A) = 0⇐⇒ A ≡ 0;ϕ(αA) = αϕ(A);ϕ(A+B) ≤ ϕ(A) + ϕ(B).

Òàêèì îáðàçîì, Ln ÿâëÿåòñÿ (3n− 2)-ìåðíûì ëèíåéíûì íîðìèðîâàí-
íûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ||A|| = ϕ(A). Äàííàÿ íîðìà åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ïîðîæäàåò ìåòðèêó ρ(A,B) = ||A−B||. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ
ôóíêöèè ρ(A,B) âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 0.2 [29] Ôóíêöèÿ ρ(A,B) = ||A − B|| óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì
íîðìèðîâàííîé ìåòðèêè â (3n − 2)-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðà-
ìåòðîâ òðåáîâàíèé {(rj, pj, dj)|j ∈ N}.
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Â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è íåò ïîëèíîìèàëüíî è ïñåâäîïîëèíîìè-
àëüíî ðàçðåøèìûõ âûäåëåííûõ ïîäñëó÷àåâ çàäà÷è (â ñêîáêàõ çàìåòèì, ÷òî
òðèâèàëüíûå ïîäñëó÷àè îáû÷íî íå ïîçâîëÿþò íàéòè êà÷åñòâåííî íîâûå îöåí-
êè àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè), ëèáî �ðàññòîÿíèå� ρ(A,C) äî ëþáîãî ïîëèíî-
ìèàëüíî/ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîãî ïðèìåðà C �ñëèøêîì âåëèêî�,
òîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 0.3 Ïóñòü A = {G, (rAj , pAj , dAj )| j ∈ N} è B = {G, (rBj , pBj , dBj )| j ∈
∈ N} (ñ èäåíòè÷íûì ãðàôîì ïðåäøåñòâîâàíèÿ G) äâà ïðèìåðà, òîãäà äëÿ
ëþáîãî ïðèáëèæ¼ííîãî ðàñïèñàíèÿ π âåðíî

0 ≤ LAmax(π)− LAmax(πA) ≤ δB(π) + ρ(A,B),

ãäå δB(π) = LBmax(π)− LBmax(πB) ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ïðè-
ìåðà B.

Äâà ïàðàìåòðà íåîáõîäèìî �ôèêñèðîâàòü�, òàê êàê ìíîæåñòâà îïòè-
ìàëüíûõ ðàñïèñàíèé äëÿ ïðèìåðîâ {(rj, pj, dj)|j ∈ N} è {(rj+a, pj, dj+b)|j ∈
N} ñîâïàäàþò äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü a = −r1, b =
−d1, ÷òî è áûëî ñäåëàíî ïðè îïðåäåëåíèè êëàññà Ln. Ôóíêöèþ ρ(A,C) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü, êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîèçâîëüíî âûáðàííûìè ïðèìåðàìè
A è C.

Ïðåäëàãàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçà-
öèè Lmax. Èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïî èñõîäíîìó
ïðèìåðó A çàäà÷è äðóãîãî ïðèìåðà, äëÿ êîòîðîãî óäà¼òñÿ íàéòè îïòèìàëü-
íîå èëè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå, ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì äî èñõîäíîãî
ïðèìåðà â ìåòðèêå ϕ(A).

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû íîâûå ïîëèíîìèàëüíî è ïñåâäîïîëèíî-
ìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè NP -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è
1|rj|Lmax. Â ðàçäåëå 2.1 ðàññìîòðåí ñëó÷àé [24, 28, 49], êîãäà ïàðàìåòðû òðå-
áîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:{

d1 ≤ . . . ≤ dn;
d1 − r1 − p1 ≥ . . . ≥ dn − rn − pn.

Äàííûì îãðàíè÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé, êîãäà dj = rj + pj + z,
j = 1, . . . , n, ãäå z � êîíñòàíòà, ò.å. êîãäà âñå òðåáîâàíèÿ èìåþò îäèíàêîâûé
çàïàñ âðåìåíè äî ñâîåãî äèðåêòèâíîãî ñðîêà. Àëãîðèòìîì [28] çà O(n3 log n)
îïåðàöèé ìîæåò áûòü íàéäåíî Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî (ïî êðèòåðè-
ÿì Lmax è Cmax), ñîñòîÿùåå íå áîëåå ÷åì èç n ðàñïèñàíèé, ðåøåíèÿ îáùåé
äâóõêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è 1|rj|Lmax, Cmax.
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Òåîðåìà 0.4 [48, 49] Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà A çàäà÷è 1 | rj | Lmax, íå ïðè-
íàäëåæàùåãî èññëåäóåìîìó êëàññó, è äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà C, íàñëåäóþùåãî
äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ ïðèìåðà A è ïðèíàäëåæàùåãî äàííîìó êëàñ-
ñó, ñïðàâåäëèâà îöåíêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó A è C:

ρ(A,C) ≥ ρL(A) = max
i,j∈N

min{dAj − dAi , (dAj − rAj − pAj )− (dAi − rAi − pAi )}.

Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ïðèìåðå C, êîòîðûé ìîæåò áûòü íàé-
äåí çà âðåìÿ O(n log n) îïåðàöèé.

Êðîìå òîãî, áûë ðàññìîòðåí ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûé ñëó÷àé Õîãå-
âåíà [130]: max

k∈N
{dk − rk − pk} ≤ dj − rj, ∀j ∈ N . Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå

íàõîäèòñÿ çà O(n2 log n) îïåðàöèé.

Òåîðåìà 0.5 Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà A çàäà÷è 1|rj|Lmax, íå ïðèíàäëåæàùå-
ãî êëàññó Õîãåâåíà, è äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà C, íàñëåäóþùåãî äëèòåëüíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ ïðèìåðà A è ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó Õîãåâåíà, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó A è C:

ρ(A,C) ≥ ρH(A) = max
i,j∈N
{dAj − rAj − pAj − dAi + rAi }.

Îöåíêà äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ïðèìåðå C, êîòîðûé ìîæåò áûòü íàé-
äåí çà âðåìÿ O(n) îïåðàöèé.

Äëÿ áîëåå ñëîæíîãî NP -òðóäíîãî ïîäñëó÷àÿ çàäà÷è 1|rj|Lmax, êîãäà
ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì:

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn;
r1 ≥ r2 ≥ . . . ≥ rn;
rj, pj, dj ∈ Z+,∀j ∈ N,

ïðåäëàãàåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ [54, 57] òðóäî-

¼ìêîñòèO(n2P+npmaxP ) îïåðàöèé, ãäå P = max{rmax, t}+
n∑
j=1

pj−max{rmin, t},

rmax = max
j∈N

rj, rmin = min
j∈N

rj, pmax = max
j∈N

pj, à t� ìîìåíò âðåìåíè, ñ êîòîðîãî

ïðèáîð ãîòîâ íà÷àòü îáñëóæèâàòü òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê öåëåâîé ôóíêöèè áûë òàêæå èñïîëüçî-
âàí ñëåäóþùèé ïîäõîä. Ðàññìîòðèì îáùóþ ïîñòàíîâêó NP -òðóäíîé çàäà÷è
1|rj|fmax:

µ∗ = min
π∈Π(N)

max
k=1,n

fjk(Cjk(π)),
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ãäå fjk(Cjk(π))� ïðîèçâîëüíûå íåóáûâàþùèå ôóíêöèè øòðàôà. Ðåøèì çàäà÷ó
íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû ν∗:

ν∗ = max
k=1,n

min
π∈Π(N)

fjk(Cjk(π)).

Òåîðåìà 0.6 [19, 24] Äëÿ NP -òðóäíîé çàäà÷è 1|rj|fmax ñ ïðîèçâîëüíûìè
íåóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè øòðàôà fj(t),∀j ∈ N , âåðíî ν∗ ≤ µ∗ è âåëè÷èíà
ν∗ ìîæåò áûòü íàéäåíà çà O(n2) îïåðàöèé.

Âåëè÷èíà ν∗ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê íèæíÿÿ ãðàíèöà â àëãîðèòìå âåò-
âåé è ãðàíèö ðåøåíèÿ çàäà÷è 1|rj|fmax.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ äàííîé ïðîáëåìû òåîðèè ðàñïèñàíèé èñ-
õîäíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, à äâîéñòâåííàÿ ê
íåé � ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìà.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà àëãîðèòìàì îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
1 | rj | Lmax. Â ðàçäåëå 3.1 ðàññìîòðåíû ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû ê ðåøå-
íèþ çàäà÷è, òàêèå êàê àëãîðèòì Êàðëüå [101] è ìåòîä ïðîãðàììèðîâàíèÿ â
îãðàíè÷åíèÿõ [84] (ÏâÎ). Äàííûé ìåòîä áëèçîê ê ìåòîäó âåòâåé è ãðàíèö.
Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà â ÏâÎ èñïîëüçó-
åòñÿ ïðîïàãàöèÿ îãðàíè÷åíèé, êîòîðàÿ óäàëÿåò íåñîâìåñòèìûå çíà÷åíèÿ èç
ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.

Â ðàçäåëå 3.2 ïðåäëàãàþòñÿ äâà àëãîðèòìà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è 1 | rj | Lmax. Ïåðâûé àëãîðèòì ïîñòðîåí ïî ìåòîäó ÏâÎ. Íà êàæäîì øàãå
àëãîðèòìà äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ÏâÎ, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåííîå íàìè ïðàâèëî âåòâëåíèÿ,
îñíîâàííîå íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 0.7 Ïóñòü ïîñòðîåíî ðàñïèñàíèå Øðàãå [192] πσ è òðåáîâàíèÿ
ïðîíóìåðîâàíû â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè óïîðÿäî÷åíû â πσ. Ïóñòü
b ∈ N � íàèìåíüøèé íîìåð, äëÿ êîòîðîãî Lb(πσ) = Lmax(πσ), è a ∈ N �
íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð, ÷òî a ≤ b è

Ca(π
σ)− pa − min

a≤j≤b
rj ≤ Lb(π

σ)− UB,

ãäå UB ≤ Lmax(πσ), UB � âåðõíÿÿ îöåíêà öåëåâîé ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ. Ïðèìåì S = {a, . . . , b}, òîãäà:

• åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî òðåáîâàíèÿ c ∈ S, ÷òî dc > db, òî íå
ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèÿ c Lmax ìåíüøèì, ÷åì UB;
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• åñëè c ∈ S � ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå c äèðåêòèâíûì ñðîêîì dc > db, òî â
ëþáîì ðàñïèñàíèè π′, ÷òî Lmax(π′) < UB, âûïîëíÿåòñÿ ëèáî (c→ J)π′,
ëèáî (J → c)π′, ãäå J = {c+ 1, . . . , b}.

Ðàñïèñàíèå Øðàãå: íà êàæäîå ïîñëåäóþùåå ìåñòî â ðàñïèñàíèå ñòà-
âèòñÿ òðåáîâàíèå ñ ìèíèìàëüíûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì ñðåäè óæå ïîñòó-
ïèâøèõ íà îáñëóæèâàíèå; åñëè òàêèõ íåò, òî âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå ñðå-
äè èìåþùèõ ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ ñðåäè íåóïîðÿäî÷åííûõ.

Âòîðîé àëãîðèòì ïîñòðîåí ïî ìåòîäó âåòâåé è ãðàíèö. Â àëãîðèòìå òàêæå
èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî âåòâëåíèÿ, îñíîâàííîå íà òåîðåìå 0.7. Îòëè÷èòåëüíîé
îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ ÏâÎ íà êàæäîì
óçëå äåðåâà ïîèñêà.

Â ðàçäåëå 3.3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ
òî÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå, è
ïîäõîäîâ, ñóùåñòâóþùèõ â ëèòåðàòóðå.

Â ðàçäåëå 3.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàíò ðàñïîçíàâàíèÿ çàäà÷è
1 | rj | Lmax. Íàçîâåì ðàñïèñàíèå π äîïóñòèìûì ïî îòíîøåíèþ ê êîíñòàíòå
L′, åñëè Lmax(π) ≤ L′. Ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S äîïóñòèìî ïî îòíîøåíèþ
ê êîíñòàíòå L′, åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå π ∈ Π(S), è íåäî-
ïóñòèìî, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ðàñïèñàíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì âàðè-
àíòå çàäà÷è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äîïóñòèìî ëè ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N

ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîé êîíñòàíòå L′. Åñëè N äîïóñòèìî, òî íåîáõîäèìî
íàéòè äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå. Åñëè æå N íåäîïóñòèìî, òî òðåáóåòñÿ íàéòè
êàê ìîæíî ìåíüøåå íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé èç ìíîæåñòâà
N . Äëÿ äàííîãî âàðèàíòà çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ýâðèñòè÷åñêèì â òîì ñìûñëå, ÷òî îí íàõîäèò íåêîòîðîå íåäîïóñòèìîå ïîä-
ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ⊆ N , íå îáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíîå, êîãäà ìíîæåñòâî
òðåáîâàíèå N íåäîïóñòèìî. Â òîæå âðåìÿ, àëãîðèòì òî÷íî îïðåäåëÿåò, äîïó-
ñòèìî ëè ìíîæåñòâî òðåáîâàíèå N . Ïðàâèëî âåòâëåíèÿ àëãîðèòìà îñíîâàíî
íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 0.8 Ïóñòü Lmax(πσ) > L′ è òðåáîâàíèÿ ïðîíóìåðîâàíû â òîì ïî-
ðÿäêå, â êîòîðîì îíè óïîðÿäî÷åíû â πσ (àëãîðèòì Øðàãå [192]), b ∈ N �
íàèìåíüøèé íîìåð, äëÿ êîòîðîãî Lb(πσ) > L′, è a ∈ N � íàèáîëüøèé íîìåð,
÷òî a ≤ b è

Ca(π
σ)− pa −min

j∈S
rj < Lb(π

σ)− L′,

ãäå S = {a, . . . , b}. Òîãäà:
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• åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî òðåáîâàíèÿ c ∈ S, ÷òî dc > db, òî ìíî-
æåñòâî òðåáîâàíèé S íåäîïóñòèìî ïî îòíîøåíèþ ê L′;

• åñëè c ∈ S � ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå c äèðåêòèâíûì ñðîêîì dc > db,
è ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå π′, òî âûïîëíÿåòñÿ ëèáî (c →
J)π′, ëèáî (J → c)π′, ãäå J = {c+ 1, . . . , b}.

Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà Êàðëüå ÿâëÿåò-
ñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íåäîïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà òðåáîâàíèé â ñëó÷àå, åñëè
àëãîðèòì íå íàø¼ë äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ. Íà êàæäîì óçëå äåðåâà ïîèñêà,
ãäå íå ïðîèñõîäèò âåòâëåíèÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå 0.8, ìû ðàñïîëàãàåì ïîäìíî-
æåñòâîì S, íåäîïóñòèìûì äëÿ çàäà÷è ñ òåêóùèìè ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé.
Äàííîå ïîäìíîæåñòâî �ïåðåäà¼òñÿ ðîäèòåëüñêîìó� óçëó äåðåâà ïîèñêà. Ñïî-
ñîá ïîñòðîåíèÿ íåäîïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà äëÿ óçëà, èìåþùåãî �äî÷åðíèå�
óçëû, îáîñíîâàí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 0.9 Ïóñòü ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì ðàñïèñàíèè π′ ∈ Π(N) òðå-
áîâàíèå c ∈ N îáñëóæèâàåòñÿ äî èëè ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà
J ⊂ N , S ′ ⊂ N � íåäîïóñòèìîå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, êîãäà (c → J)π′ à
S ′′ ⊂ N � íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî, êîãäà (J → c)π′. Òîãäà:

• åñëè c 6∈ S ′ (c 6∈ S ′′), òî ìíîæåñòâî S ′ (S ′′) íåäîïóñòèìî;

• åñëè c ∈ S ′ è c ∈ S ′′, òî ìíîæåñòâî S = J ∪ S ′ ∪ S ′′ íåäîïóñòèìî.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ïðåäëàãàåòñÿ òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
1 | rj |

∑
wjUj. Àëãîðèòì ïîñòðîåí ïî �ãèáðèäíîìó� ìåòîäó [15], êîòîðûé

ïðåäñòàâëåí â ðàçäåëå 4.1.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ çàäà÷à 1 | rj |
∑
wjUj ôîðìóëèðóåòñÿ êàê

çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ) è ðåøàåòñÿ ìå-
òîäîì îòñå÷åíèÿ è âåòâëåíèÿ (branch and cuts).

Ïóñòü áóëåâà ïåðåìåííàÿ xj ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè òðåáîâàíèå j ∈
N îáñëóæèâàåòñÿ âîâðåìÿ è 0, � åñëè òðåáîâàíèå j çàïàçäûâàåò.

∑
j∈N

wj(1− xj) −→ min

RD(x),
disjunctive(x),
x ∈ {0, 1}n.

Îãðàíè÷åíèå disjunctive(x) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé J = {j : xj = 1} ìîæåò áûòü îáñëóæåíî íà îäíîì
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ïðèáîðå áåç ïðåðûâàíèé è ñ ñîáëþäåíèåì âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ è äèðåêòèâ-
íûõ ñðîêîâ, RD(x) � ðåëàêñàöèÿ îãðàíè÷åíèÿ disjunctive. Â ðàçäåëå 4.4
ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðåëàêñàöèè.

Ëåììà 0.1 Ïóñòü äëÿ äâóõ òðåáîâàíèé i, j ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ri < dj. Åñëè
âåêòîð x óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ disjunctive, òîãäà x òàêæå óäîâëå-
òâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ2∑

l∈N

min[dj − ri, (pl −max{αli, βjl})+]xl ≤ dj − ri,

ãäå αli = (ri − rl)+ è βjl = (dl − dj)+.

Ðàçäåë 4.5 ïîñâÿù¼í âîïðîñó ïðîâåðêè íà äîïóñòèìîñòü ðåøåíèÿ x̄ çà-
äà÷è ÖËÏ, à òàêæå âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèé â ñëó÷àå íåäîïóñòèìîñòè
x̄. Àëãîðèòì âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé J̄ = {j : x̄j = 1} è
â ñëó÷àå åãî íåäîïóñòèìîñòè íàõîäèòñÿ íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ J̄ ,
äëÿ êîòîðîãî ñòðîèòñÿ îãðàíè÷åíèå∑

j∈S

xj ≤| S | −1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò îòñå÷åíèÿ âòîðîãî âèäà.

Ëåììà 0.2 Ïóñòü çàäàíû òàêèå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé Ω ⊂ N è òðåáî-
âàíèå k ∈ N \Ω, ÷òî k ìîæåò áûòü îáñëóæåíî òîëüêî ñ ìîìåíòà âðåìå-
íè rΩ

k , r
Ω
k > rk, åñëè âñå òðåáîâàíèÿ èç Ω âûïîëíÿþòñÿ âîâðåìÿ. Ïîëîæèì

òàêæå αΩ
lk = (rΩ

k − rl)+. Òîãäà âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèþ
disjunctive, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó∑

l∈N\Ω\{k}
min

[
dj − rΩ

k , (pl −max{αΩ
lk, βjl})+

]
xl+

(pk − βjk)+xk ≤ dj − rΩ
k + (rΩ

k − rk)
(
| Ω | −

∑
o∈Ω

xo

)
,

äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N \ Ω, dj > rΩ
k .

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n3) îïåðàöèé, êîòîðûé ïðî-
âåðÿåò ñóùåñòâîâàíèå îòñå÷åíèÿ íàéäåííîãî âèäà. Â ðàçäåëå 4.6 ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà îòñå÷åíèÿ è âåòâëå-
íèÿ. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå 4.7 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íà ìíîæåñòâå îáùåäîñòóï-
íûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è

2(x)+ =
{
x,x>0,
0,x≤0; ; (x)− =

{
−x,x<0,
0,x≥0; ; |x| = (x)+ + (x)−.
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1 | rj |
∑
wjUj ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, ÷åì ëó÷øèé àëãîðèòì äëÿ

äàííîé çàäà÷è, ñóùåñòâóþùèé â ëèòåðàòóðå [180].

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâàNP -òðóäíîé
â îáû÷íîì ñìûñëå [114] çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ äëÿ
îäíîãî ïðèáîðà 1 | |

∑
Tj. Ïîëó÷åíû ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé, íà

îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîñòðîåíû îöåíêè îï-
òèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Â ðàçäåëå 5.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Â ðàçäåëå 5.2 ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è,
îñíîâàííûå íà �äåêîìïîçèöèîííûõ� ñâîéñòâàõ çàäà÷è. Îäíî èç ïåðâûõ �äå-
êîìïîçèöèîííûõ� ñâîéñòâ çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî Ëîóëåðîì, êîòîðûé ïðåäëî-
æèë àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è òðóäî¼ìêîñòè O(n4

∑
pj) îïåðàöèé [150].

Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ äèðåê-
òèâíûõ ñðîêîâ d1 ≤ . . . ≤ dn (ïðè ýòîì, åñëè dj = dj+1, òî pj ≤ pj+1,
j = 1, 2, . . . , n − 1). Ïóñòü j∗ áóäåò òðåáîâàíèåì ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîë-
æèòåëüíîñòüþ (åñëè òàêèõ òðåáîâàíèé íåñêîëüêî, òî âûáåðåì òðåáîâàíèå ñ
íàèáîëüøèì íîìåðîì), ò.å. j∗ = max{j ∈ N : pj = max

i∈N
pi}. Ïóñòü Sk =

t0 +
k∑
j=1

pj, k = 1, 2, . . . , n, è S = Sn.

×åðåç L(I) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ k ≥ j∗, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íåíû íåðàâåíñòâà dj + pj < Sk, j = j∗ + 1, . . . , k è Sk ≤ dk+1, äîîïðåäåëèâ
dn+1 := +∞. Ìíîæåñòâî L(I) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ïîäõîäÿùèõ ïî-
çèöèé äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗.

Òåîðåìà 0.10 [26] Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I ìíîæåñòâî ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé
L(I) äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗ íå ïóñòî è ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
π∗ ∈ Π∗(I), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ íà ïîçèöèè k ∈
L(I). Ïðè ýòîì äëÿ ïîäõîäÿùåé ïîçèöèè k âûïîëíÿåòñÿ

(j → j∗)π∗ äëÿ j ∈ {1, 2, . . . , k} \ {j∗} è (j∗ → j)π∗ äëÿ j ∈ {k + 1, . . . , n}.

Èäåÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðèìåðà çàäà÷è ñ ïîìîùüþ
�äåêîìïîçèöèîííûõ� ñâîéñòâ (àëãîðèòì A) îñíîâàíà íà îáõîäå äåðåâà ïîäïðè-
ìåðîâ �â ãëóáèíó� ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóðñèâíîãî âûçîâà ïðîöåäóðû äåêîì-
ïîçèöèè ïðèìåðîâ íà ïîäïðèìåðû. Åñëè â äâóõ ðàçëè÷íûõ âåðøèíàõ äåðåâà
ïîäïðèìåðîâ áóäåò íàõîäèòüñÿ îäèí è òîò æå ïîäïðèìåð (îäèíàêîâû ìíîæå-
ñòâà òðåáîâàíèé è ìîìåíòû íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ), òî àëãîðèòì A ïîñòðîèò
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ äàííîãî ïîäïðèìåðà äâàæäû. ×òîáû èçáåæàòü

23



ýòîãî íåäîñòàòêà, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì SBA, ïðîöåññ âûïîë-
íåíèÿ êîòîðîãî ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ
�ðàçáèåíèå� èñõîäíîãî ïðèìåðà âïëîòü äî ïîëó÷åíèÿ ïîäïðèìåðîâ èç îäíî-
ãî òðåáîâàíèÿ. Ñïèñîê ïîäïðèìåðîâ îðãàíèçîâàí êàê õýø-òàáëèöà. Çíà÷åíèå
õýø-ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðèìåðó, âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìîìåíòà íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé äàííîãî ïðèìåðà. Íà âòîðîì ýòà-
ïå îñóùåñòâëÿåòñÿ �ñáîðêà� îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî
ñïèñêà ïîäïðèìåðîâ. Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ A è SBA.

Â ðàçäåëå 5.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé è
ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ I â ñëó÷àå, êîãäà ïðè ëþáîì ðàñïè-
ñàíèè π ∈ Π(I) çàïàçäûâàåò îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé m, 0 ≤ m ≤
n. Ïðè ýòîì çàïàçäûâàþùèå òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû â êîíöå ðàñïèñàíèÿ π
(ò.å. ðàñïèñàíèå π ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå π = (π1, π2), ãäå ïîäðàñïèñàíèå
π2 ñîäåðæèò âñå m çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé). ×åðåç D(π) îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ïðè ðàñïèñàíèè π. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 0.3 Ïðè ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π∗ òðåáîâàíèÿ ìíîæå-
ñòâà D(π∗) îáñëóæèâàþòñÿ â SPT ïîðÿäêå3.

Äàëåå, ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ïðèìåðà I â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ
ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn, ïðè ýòîì, åñëè pj =
pj+1, j = 1, . . . , n− 1, òî dj ≥ dj+1.

Ëåììà 0.4 Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ òàêîå, ÷òî åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî k ∈ N âûïîëíÿåòñÿ k ∈ D(π∗), òî (j → k)π∗ äëÿ âñåõ òðåáîâà-
íèé j ∈ {k + 1, . . . , n}.

Íàéäåííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ çà O(n3) îïåðàöèé (àëãîðèòì FA). Ïîñòðîåíèå îïòè-
ìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ àëãîðèòìîì FA ñâîäèòñÿ ê îáõîäó äåðåâà, êàæäàÿ âåòêà
êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ïîðÿäêó îáñëóæèâàíèÿ çàïàçäûâàþùèõ
òðåáîâàíèé.

Â ðàçäåëå 5.4 ïðèâîäÿòñÿ äâå îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñóììàð-
íîãî çàïàçäûâàíèÿ, îñíîâàííûå íà ñâîéñòâàõ SPT-ðàñïèñàíèé. Ïîëó÷åííûå

3SPT � Shortest Processing Time. Ðàñïèñàíèå π íàçûâàåòñÿ SPT-ðàñïèñàíèåì, åñëè òðåáîâàíèÿ óïîðÿ-
äî÷åíû ïðè ðàñïèñàíèè π â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ.
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îöåíêè ïîçâîëÿþò íàéòè àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü çíà÷åíèÿ ñóììàðíîãî çà-
ïàçäûâàíèÿ ïðè SPT-ðàñïèñàíèè4.

Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ïðî-
äîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ, ò.å. p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn. SPT-ðàñïèñàíèå
(1, 2, . . . , n) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç πspt. Ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è I =
〈{pj, dj}j∈N , t0〉 ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè F ∗(I). Ïóñòü
dmin = min

j∈N
dj è dmax = max

j∈N
dj. Âûáåðåì âåëè÷èíû C è δ òàêèìè, ÷òî

dmin ≤ C ≤ dmax è δ = max{dmax − C,C − dmin}.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð I ′ =
〈
{pj, d′j = C}j∈N , t0

〉
.

Òåîðåìà 0.11 (ïåðâàÿ îöåíêà). Äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé C è δ âåðíî íåðà-
âåíñòâî

|F ∗(I)− F ∗(I ′)| ≤ nδ

(
2− 2

C

S
+
δ

S

)
+ δ.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè âòîðîé îöåíêè ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(t) =
n∑
j=1

max

{
0, t0 +

j∑
i=1

pi − t

}
.

Çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå t ðàâíî îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ñóììàðíî-
ãî çàïàçäûâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèìåðà I(t) = 〈{pj, t}j∈N , t0〉, ïðè
êîòîðîì äèðåêòèâíûå ñðîêè âñåõ òðåáîâàíèé ðàâíû t. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíîé, íåâîçðàñòàþùåé, íåïðåðûâíîé è íåîòðèöàòåëüíîé ôóíê-
öèåé, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ 0 äëÿ âñåõ t ≥ t0 +

∑
j∈N

pj.

Òåîðåìà 0.12 (âòîðàÿ îöåíêà). Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I ñïðàâåäëèâû íåðà-
âåíñòâà f(dmax) ≤ F ∗(I) ≤ f(dmin).

Ðàçäåë 5.5 ïîñâÿù¼í ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé çà-
äà÷è.

Â ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ íîâàÿ ìåòîäèêà ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ε-
îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè (ïðèìåðà) x1 íàõîäèì
òî÷êó ñ áîëüøåé òðóäî¼ìêîñòüþ (êîëè÷åñòâîì âåòâëåíèé â äåðåâå ïîèñêà)
x2. Çàòåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè x2 èùåì �áîëåå ñëîæíóþ� òî÷êó è ò.ä. Ïðîöåññ

4Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü çíà÷åíèÿ ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ ïðè EDD-ðàñïèñàíèè (ðàñïèñàíèè,
òðåáîâàíèÿ ïðè êîòîðîì óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ çíà÷åíèé äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ) óñòàíîâëåíà
Ëîóëåðîì â 1977 ã.
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îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà íå óäà¼òñÿ íàéòè �áîëåå ñëîæíóþ� òî÷êó, â îêðåñòíî-
ñòè òåêóùåé òî÷êè. Çàìå÷åí èíòåðåñíûé ôàêò: äëÿ âñåõ ïîñòðîåííûõ àëãî-
ðèòìîâ �ïðåäåëüíûå ñëîæíûå� òî÷êè îðòîãîíàëüíû â (2n + 1)-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. . .

Â øåñòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé NP -òðóäíûé ñëó÷àé [6] çà-
äà÷è ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ{

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn,
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn.

(6.1)

Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, ïðè êîòîðîì èñõîäíîå
ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N ðàçáèâàåòñÿ íà k òàêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ M1, M2, . . . ,Mk, ÷òî N = M1

⋃
M2

⋃
. . .
⋃
Mk è

max
i,j∈Mα

|di − dj| ≤ min
j∈Mα

pj, α = 1, . . . ,k, à çàòåì íà îñíîâå ýòîãî ðàçáèåíèÿ
ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå.

Â ðàçäåëå 6.1 ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ äâå ëåììû, îòðàæàþùèå
ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé èññëåäóåìîãî ñëó÷àÿ.

Ëåììà 0.5 Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗, ïðè êîòîðîì âûïîë-
íÿåòñÿ ëèáî (k → i)π∗, ëèáî (j → k)π∗ äëÿ ëþáîé òðîéêè òðåáîâàíèé
i, j, k ∈ N , ÷òî |di − dj| ≤ min{pi, pj}, k < min{i, j} è (i→ j)π∗.

Ëåììà 0.6 Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗, ïðè êîòîðîì âûïîë-
íÿåòñÿ ëèáî (k → j)π∗, ëèáî ((k + 1) → k)π∗ äëÿ ëþáîé ïàðû òðåáîâàíèé
k, j ∈ N , k < j.

Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîèçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà
òðåáîâàíèé N íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà M1,M2, . . . ,Mk, òàêèå,
÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì äèðåêòèâíûìè ñðîêà-
ìè òðåáîâàíèé êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû ìèíèìàëüíîé
ïðîäîëæèòåëüíîñòè òðåáîâàíèé èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà5.

Îïðåäåëèì ïàðàìåòðè÷åñêèé ïðèìåð Ik(t) = 〈{pj, dj(t)}j∈Nk, 0〉, ãäå
Nk = {k, k+1, . . . , n} è dj(t) = dj−dn+ t− t0. Ik(t) � ýòî ïðèìåð èññëåäóåìîé
çàäà÷è îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Nk ñ ìîìåíòîì íà÷àëà îáñëó-
æèâàíèÿ ðàâíûì íóëþ è äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè dj(t), ëèíåéíî çàâèñÿùèìè
îò ïàðàìåòðà t.

5Òàêîå ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé ìîæåò áûòü âûïîëíåíî çà O(n) îïåðàöèé.
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Èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ
ðàñïèñàíèé π∗k(t) äëÿ ïðèìåðîâ Ik(t), k = n, n − 1, . . . , 1, äëÿ âñåõ öåëî÷èñ-
ëåííûõ òî÷åê t ∈ [t0, dn]. Ðàñïèñàíèÿ π∗k(t) ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ
íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ ðàñïèñàíèé π∗l (t

′), l > k, t′ ∈ [t0, dn].

Ñîãëàñíî ëåììàì, ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ äëÿ èñ-
õîäíîãî ïðèìåðà I ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ðàñïèñàíèÿ π, ïðè
êîòîðûõ:

(a) (i→ k → j)π, k < min{i, j}, i, j ∈Mα, k ∈Mβ, β < α;

(b) (j → k → (k + 1))π, k < j.

Â ðàçäåëå 6.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé k = 1, êîãäà ïàðàìåòðû òðåáîâà-
íèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn;
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn;
dn − d1 ≤ pn.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗k(t) ñ ïîìîùüþ
îïèñàííîãî âûøå ïîäõîäà äëÿ êàæäîé òî÷êè t òðåáóåòñÿ ïðîñìîòðåòü òîëü-
êî äâå ïîçèöèè äëÿ òðåáîâàíèÿ k: äî âñåõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Nk+1, ãäå
Nk+1 = {k+1, . . . , n} è ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðè îáñëóæè-
âàíèè òðåáîâàíèÿ k äî âñåõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Nk+1 ïîëó÷àåì ðàñïèñàíèå
(k, π∗k+1(t− pk)), ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé � ðàñïèñàíèå (π∗k+1(t), k). Ðàñïèñàíèå
ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ ñðåäè äâóõ ïîëó÷åííûõ
ðàñïèñàíèé áóäåò îïòèìàëüíûì ðàñïèñàíèåì äëÿ ïðèìåðà Ik(t). Àëãîðèòì,
ðåàëèçóþùèé äàííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðàñïèñàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå, ìû
íàçâàëè àëãîðèòìîì B-1.

Òåîðåìà 0.13 Àëãîðèòì B-1 íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ äàííî-
ãî NP -òðóäíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è 1||

∑
Tj çà O(n

∑
pj) îïåðàöèé.

Íàïîìíèì, çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ïðèìåðû ñ öåëûìè, ïîëîæèòåëü-
íûìè âðåìåíàìè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

Â ðàçäåëå 6.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ k.
Ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà B-k íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ
â ñëó÷àå (6.1), òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà O(kn

∑
pj) îïåðàöèé.
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Â ðàçäåëå 6.5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû, ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé êîòî-
ðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn;
dn − d1 ≤ 1;
t0 ∈ Z,

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî pj ∈ Z+, j = 1, . . . , n.

Àëãîðèòì C-1 íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ çà
O(n2) îïåðàöèé. Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ
ïðèìåðîâ â ñëó÷àå, êîãäà â óñëîâèÿõ âòîðîå íåðàâåíñòâî (dn−d1 ≤ 1) çàìåíå-
íî íà dn − d1 ≤ ÍÎÄ (p1, . . . , pn), � íàèìåíüøèé îáùèé äåëèòåëü ñðåäè âñåõ
ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

Â ðàçäåëå 6.6 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû, ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé êîòî-
ðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

dj − dj−1 > pj, j = 2, 3, . . . , n.

Ïîñêîëüêó pj > 0, j ∈ N , òî âûïîëíÿåòñÿ d1 < . . . < dn. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò
ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ �ïðåäåëüíûì� ïîäñëó÷àåì, êîãäà êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ
k = n, ò.å. êàæäîå ïîäìíîæåñòâîMα, α = 1, . . . ,k, ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî
òðåáîâàíèÿ, µα = {α}.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñ-
ïèñàíèå π∗ ∈ Π∗(I), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ íà ïåðâîé
ïîçèöèè èç ìíîæåñòâà L(I). Äàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì
B-n ðåøåíèÿ çàäà÷è òðóäî¼ìêîñòè O(n2) îïåðàöèé.

Â ðàçäåëå 6.7 ïîñòðîåí àëãîðèòì òðóäî¼ìêîñòè O(n3) îïåðàöèé äëÿ ñëó-
÷àÿ: {

p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn;
p1 + d1 < p2 + d2 < . . . < p2 + d2.

Â ñåäüìîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà àëãîðèòìà B-1. Ïîêàçàíî, ÷òî
äàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñëå-
äóþùèõ NP -ïîëíûõ çàäà÷ ðàçáèåíèÿ: ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, ×�ÒÍÎ�ÍÅ×�ÒÍÎÅ
ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ (×ÍÐ), ×�ÒÍÎ�ÍÅ×�ÒÍÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×Å-
ÍÈßÌÈ (Î×ÍÐ).

Ðàñïèñàíèå π íàçîâåì ðàñïèñàíèåì, îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì B-1, åñëè
äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé k ∈ {1, 2, . . . , n−1} ïðè ðàñïèñàíèè π âûïîëíÿåòñÿ ëèáî
(k → j)π, ëèáî (j → k)π äëÿ âñåõ j ∈ {k + 1, . . . , n}.

Ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïèñàíèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì B-1 äëÿ ïðèìåðà
I, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ΠB−1(I). Ïóñòü Π∗B−1(I) = ΠB−1(I)

⋂
Π∗(I).
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Òåîðåìà 0.14 Àëãîðèòì B-1 íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðèìåðà I
çàäà÷è 1 ||

∑
Tj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Π∗B−1(I) 6= ∅.

Ðàçäåë 7.2 ïîñâÿù¼í êëàññè÷åñêîé NP -ïîëíîé çàäà÷å ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ,
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà ïîëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ ïðèìåðîâ ýòîé çàäà÷è ê
ïðèìåðàì çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé 1 | |

∑
Tj.

Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò
ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà n öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íà äâà ïîäìíî-
æåñòâà, òàê ÷òî ñóììû ÷èñåë â îáîèõ ïîäìíîæåñòâàõ ðàâíû. Çàäà÷à ×ÍÐ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, êîãäà íà ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå, ÷òî ñîñåäíèå ÷èñëà (ïåðâîå è âòîðîå,
òðåòüå è ÷åòâåðòîå è ò.ä.) äîëæíû îêàçàòüñÿ â ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâàõ. Çàäà÷à
Î×ÍÐ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ×ÍÐ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè
íà çíà÷åíèÿ ÷èñåë èñõîäíîãî ìíîæåñòâà.

Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå (â òîì ÷èñëå è îïòèìàëüíîå) ðàñïèñàíèå êàíîíè-
÷åñêîãî âèäà îáëàäàåò ñâîéñòâîì B-1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì èñïîëüçî-
âàòü àëãîðèòì B-1 äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ çàäà÷è
1 | |

∑
Tj è, ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, ×ÍÐ, Î×ÍÐ. Ñ ó÷¼òîì îñî-

áåííîñòåé êàíîíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ ïðåäëîæåí àëãîðèòì B-1-êàíîíè÷åñêèé,
òðóäî¼ìêîñòü êîòîðîãî íå õóæå èçâåñòíîãî àëãîðèòìà èç êíèãè Ãýðè è Äæîí-
ñîíà [7] äëÿ çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ.

Â ðàçäåëå 7.3 ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà B-1, êîòîðàÿ ïîçâî-
ëÿåò ñíèçèòü òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | |

∑
Tj. Èäåÿ àëãî-

ðèòìà B-1�ìîäèôèöèðîâàííûé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ
îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ñâåä¼í ê ïðîöåññó ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé
ôóíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿ-
ìè: �ñäâèã� ôóíêöèè, ñëîæåíèå äâóõ ôóíêöèé è íàõîæäåíèå ôóíêöèè ìèíè-
ìóìà äâóõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé áû-
ëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà B-1�ìîäèôèöèðîâàííûé. Ïðå-
èìóùåñòâî ýòîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ðåøå-
íèÿ íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü âñå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè èíòåðâàëà
t ∈ [t0, dn]. Òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò ìàêñèìàëüíîãî
êîëè÷åñòâà òî÷åê èçìåíåíèÿ íàêëîíà ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â õîäå ðå-
øåíèÿ. Ïðåèìóùåñòâîì Àëãîðèòìà B-1�ìîäèôèöèðîâàííûé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè ñ "íåáîëüøèì" èçìåíåíèåì âñåõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåðà,
òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà ðåøåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ. Òàêæå äàííûé àëãîðèòì ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 | |

∑
Tj, ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, ×ÍÐ è

Î×ÍÐ ñ íåöåëî÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè.
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Â âîñüìîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàôè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ïðèìåðàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ è
ÐÀÍÅÖ. Ïðîâåä¼í ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñ èçâåñòíû-
ìè àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

Çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Çàäàíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èç n ïîëîæèòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë B = {b1, b2, . . . , bn}, b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ bn. Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü
ìíîæåñòâî B, íà äâà ïîäìíîæåñòâà B1 è B2, B1

⋃
B2 = B,B1

⋂
B2 = ∅, òàê,

÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå:

|
∑
bi∈B1

bi −
∑
bi∈B2

bi| −→ min .

Çàäà÷à îá îäíîìåðíîì ÐÀÍÖÅ (0-1 Knapsack).
f(x) =

n∑
i=1

pixi −→ max

n∑
i=1

wixi ≤ C,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n.

Êîãäà pi = wi = bi, i = 1, 2, . . . , n, è C = 1
2

n∑
j=1

bj, òî äàííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè.

Â ðàçäåëå 8.1 ïðåäñòàâëåí ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐÀÇ-
ÁÈÅÍÈÅ. Â àëãîðèòìå ïîñëåäîâàòåëüíî íà øàãå α = 1, 2, . . . , n ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

F 1
α(t) = |

∑
bj∈B1(t−bα)

bj −
∑

bj∈B2(t−bα)

bj|;

F 2
α(t) = |

∑
bj∈B1(t+bα)

bj −
∑

bj∈B2(t+bα)

bj|.

Íà êàæäîì øàãå α àëãîðèòìà B1(t)
⋃
B2(t) = {b1, b2, . . . , bα−1}, äëÿ

êàæäîãî t. Ïîñëåäîâàòåëüíî �äîáàâëÿåòñÿ� î÷åðåäíîå ÷èñëî bα, ãäå α =
1, 2, . . . , n, â ìíîæåñòâî B1(t) èëè B2(t). Â êàæäîé òî÷êå t �äîáàâëåíèå�
÷èñëà bα âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå ôóíê-
öèè |

∑
bj∈B1(t)

bj + t −
∑

bj∈B2(t)

bj|. Íà î÷åðåäíîì øàãå α èç ôóíêöèè Fα−1(t) =

|
∑

bj∈B1(t)

bj−
∑

bj∈B2(t)

bj|, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì α−1 øàãå, ñòðîèòñÿ ôóíê-

öèÿ
Fα(t) = min{Fα−1(t− bα), Fα−1(t+ bα)} = min{F 1

α(t), F 2
α(t)},
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ãäå F0(t) = 0, ∀ t. Åñëè F 1
α(t) < F 2

α(t), òî B1(t) = B1(t − bα)
⋃
{bα}, èíà÷å

B2(t) = B2(t+ bα)
⋃
{bα}. Êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ Fα(t) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü (è õðàíèòü) â òàáëè÷íîì âèäå ïî òî÷êàì �èçëîìà�: t0; t1; . . . ; tmα
. Íà ïðî-

ìåæóòêå [ti− ti−ti−1

2 , ti+
ti+1−ti

2 ), i = 1, 2, . . . ,mα−1, êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
Fα(t) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì Fα(t) = |t − ti|, ò.å. ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåñåêàåò
îñü t â òî÷êå ti. Êàæäîìó âðåìåíí�îìó èíòåðâàëó [ti− ti−ti−1

2 , ti + ti+1−ti
2 ) ñîîò-

âåòñòâóåò íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ðàçáèåíèå (B1;B2), ò.å. B1(t
1) = B1(t

2) =
B1, ∀t1, t2 ∈ [ti− ti−ti−1

2 , ti+
ti+1−ti

2 ) (àíàëîãè÷íî è äëÿ B2(t)). Ïóñòü íà ïðåäû-
äóùåì øàãå α− 1 ïîëó÷åíà ôóíêöèÿ Fα−1(t), çàäàííàÿ òàáëè÷íî. Íà øàãå α
ìû ðàññìàòðèâàåì äâå ôóíêöèè Fα−1(t− bα) è Fα−1(t+ bα), çàäàííûå äâóìÿ
òàáëèöàìè â òî÷êàõ �èçëîìà�: t0−bα, t1−bα, . . . ti−bα, . . . , tmα−1

−bα è t0 +bα,
t1 + bα, . . . , ti + bα, . . . , tmα−1

+ bα.

Â ðàçäåëå 8.2 ïîêàçàíî êàê ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñîêðàùåíèå ðàññìàò-
ðèâàåìûõ èíòåðâàëîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà øàãå n íàì òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè è íàéòè ðàçáèåíèå ëèøü â òî÷êå t = 0, òî íà øàãå
n− 1 íàì äîñòàòî÷íî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ t ∈ [−bn, bn]. Àíàëîãè÷íî
íà øàãå n− 2 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü èíòåðâàë [−bn − bn−1, bn + bn−1] è ò.ä.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì øàãå α äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàë

[−
n∑

j=α+1

bj,
n∑

j=α+1

bj], âìåñòî èíòåðâàëà [−
n∑
j=1

bj,
n∑
j=1

bj].

Ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Fα(t) ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òî÷êè èíòåðâà-

ëà t ∈ [−
n∑

j=α+1

bj,
n∑

j=α+1

bj]. ×òîáû èíòåðâàë ñîêðàùàëñÿ ìàêñèìàëüíî áûñò-

ðî íåîáõîäèìî óïîðÿäî÷èòü bj ïî íåâîçðàñòàíèþ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
Fα(t), α = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî õðàíèòü �ïîëî-
âèíó� òàáëèöû. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè �ìàñøòàáèðîâàíèè ñ
íåáîëüøèì èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ� ïðèìåðà, ò.å. êîãäà b′j = Kbj + εj, ãäå
|εj| � K, K− íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà,
j = 1, 2, . . . , n, òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà, ïîñòðîåííîì íà ìåòîäå äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1], ñîñòàâèò O(Kn

∑
bj) îïåðàöèé, â òî âðåìÿ êàê ó

ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà òðóäî¼ìêîñòü íå èçìåíèòñÿ. Äëÿ àëãîðèòìà Balsub
[137] ñ òðóäî¼ìêîñòüþ O(nbmax) îïåðàöèé òàêîå �ìàñøòàáèðîâàíèå� ïðèìåðà
òàêæå ïðèâåä¼ò ê óâåëè÷åíèþ òðóäî¼ìêîñòè â K ðàç. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôè-
÷åñêèé àëãîðèòì íàõîäèò ðåøåíèå çà îäíî è òîæå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ
âñåõ òî÷åê íåêîòîðîãî êîíóñà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè ïðåäñòàâèòü ïà-
ðàìåòðû ïðèìåðà êàê òî÷êó (b1, b2, . . . , bn) â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè÷¼ì
ïàðàìåòðû ïðèìåðà ìîãóò áûòü êàê îòðèöàòåëüíûìè, òàê è íåöåëî÷èñëåííû-
ìè.
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Ñóùåñòâóþò êëàññû ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ òðóäî¼ìêîñòü ãðàôè÷åñêî-
ãî àëãîðèòìà ðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî (îò n):

1. B = {b1, b2, . . . , bn} = {M,M − 1,M − 2, . . . , 1, 1, . . . , 1}, ãäå M � äîñòà-
òî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, ñóììà åäèíèö â ïðèìåðå ðàâíà M(M + 1)�2, ò.å.
n = M +M(M + 1)�2;

2. Êëàññ íåöåëî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ B = {b1, b2, . . . , bn}, åñëè íå ñóùåñòâó-
åò òàêîãî íàáîðà ÷èñåë λi = ±1, i = 1, . . . , n, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ λ1b1 +
λ2b2 + . . .+ λnbn = 0.

Â ðàçäåëå 8.3 ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐÀÍÅÖ. Òàêæå êàê è äëÿ çàäà÷è ÐÀÇ-
ÁÈÅÍÈÅ â ðàíåö ïîñëåäîâàòåëüíî �äîáàâëÿþòñÿ ïðåäìåòû�. Íà øàãå (α+ 1)
ñòðîèòñÿ ãðàôèê g2(t) èç ãðàôèêà gα(t) ñìåùåíèåì �íàâåðõ� íà pα+1 è �âïðà-
âî� íà wα+1. Ãðàôèê g1(t) ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ãðàôèê gα(t). Ñëåäîâàòåëüíî,
÷òîáû ïîñòðîèòü gα+1(t) = max{g1(t), g2(t)} íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü íå áî-
ëåå 2mα èíòåðâàëîâ, îáðàçîâàííûõ òî÷êàìè èç ìíîæåñòâà {t0, t1, . . . , tmα

, t0 +
aα+1, t1 +aα+1, . . . , tmα

+aα+1}, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [0, C]. Êîëè-
÷åñòâî òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò C äëÿ wi ∈ Z+, i = 1, . . . , n. Ïàðàìåòðû çàäà÷è
ìîãóò áûòü è îòðèöàòåëüíûìè.

Èäåÿ ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà áûëà óñïåøíî èñïîëüçîâàíà è äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è ìíîãîìåðíûé ÐÀÍÅÖ (d−m-dimensional Knapsack):

f(x) =
n∑
i=1

pixi −→ max

n∑
i=1

wijxi ≤ Cj, j = 1, . . . , di,

xi ∈ {0, 1, . . . ,mi}, i = 1, . . . , n.

Â äåâÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè îáîáùåííîé
ôóíêöèè çàïàçäûâàíèÿ.

Îáîáùåííîå çàïàçäûâàíèå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

GTj(π) =


0, åñëè Cj(π)− dj ≤ 0,
vj · (Cj(π)− dj), åñëè 0 < Cj(π)− dj ≤ bj,

wj, åñëè bj < Cj(π)− dj,

ãäå wj ≥ vjbj äëÿ êàæäîãî j ∈ N . Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è:

F (π) =
n∑
j=1

GTj(π)→ min .
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Ïîêàçàíî, ÷òî äàæå â ñëó÷àå

bj = pj, vj = 1, wj = pj, (1)

ò.å., GTj(π) = min{max{0, Cj(π) − dj}, pj} äëÿ âñåõ j ∈ N çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
NP-òðóäíîé.

Òåîðåìà 0.15 ×àñòíûé ñëó÷àé (1) çàäà÷è 1‖
∑
GTj ÿâëÿåòñÿ NP-òðóä-

íûì.

Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëåäóþùåé ñòðóê-
òóðîé ðàñïèñàíèÿ.

Ëåììà 0.7 Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (1) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
âèäà π = (G,H), ãäå äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé i ∈ G âûïîëíÿåòñÿ 0 ≤ GTi(π) <
pi, à äëÿ òðåáîâàíèé j ∈ H âûïîëíÿåòñÿ GTi(π) = pi. Òðåáîâàíèÿ èç ìíî-
æåñòâà G îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå EDD6, à òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà
H � â ïîðÿäêå LDD7.

Òàêæå â ãëàâå 9 ðàññìîòðåíû çàäà÷è, â êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ðàñïèñàíèå ñ ìàê-
ñèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè. Ôîðìóëèðóþòñÿ ýòè çàäà÷è ñëåäó-
þùèì îáðàçîì, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèì ñ ôîðìóëèðîâêàìè êëàññè÷åñêèõ
çàäà÷ ìèíèìèçàöèè.

Íåîáõîäèìî îáñëóæèòü n òðåáîâàíèé íà îäíîì ïðèáîðå. Ïðåðûâàíèÿ
ïðè îáñëóæèâàíèè è îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè çàïðåùåíû. Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N = {1, 2, . . . , n}
çàäàíû ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ pj > 0 è äèðåêòèâíûé ñðîê åãî
îêîí÷àíèÿ dj, ãäå N � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî îáñëó-
æèòü. Ïðèáîð íà÷èíàåò îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé ñ ìîìåíòà âðåìåíè 0. Ïðî-
ñòîè ïðèáîðà ïðè îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé çàïðåùåíû (èíà÷å çàäà÷è ìàê-
ñèìèçàöèè ñòàíîâÿòñÿ òðèâèàëüíûìè). Ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé
π = (j1, j2, . . . , jn) ñòðîèòñÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè 0 è îäíîçíà÷íî çàäà�åòñÿ ïå-

ðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cjk(π) =
k∑
l=1

pjl âðåìÿ

çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé jk ïðè ðàñïèñàíèè π. Åñëè Cj(π) > dj,
òîãäà òðåáîâàíèå j çàïàçäûâàåò, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàþò Uj = 1. Åñëè
Cj(π) ≤ dj, òîãäà òðåáîâàíèå j íå çàïàçäûâàåò, è Uj = 0.

6EDD�earliest due date
7LDD�latest due date
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Òàáëèöà 1: Ñâåäåíèÿ î òðóäî�åìêîñòè çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè

Çàäà÷à òðóäî�åìêîñòü è àëãîðèò-
ìû

òðóäî�åìêîñòü ñîîòâ.
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

1(nd)||max
∑
Uj Ïîëèí. ðàçðåøèìà çà âðå-

ìÿ O(n log n)
Ïîëèí. ðàçðåøèìà çà
âðåìÿ O(n log n)

1(nd)|Dj|max
∑
Tj NP-òðóäíà Íåèçâåñòíà

1(nd)|Dj|max
∑
Uj NP-òðóäíà Íåèçâåñòíà

1(nd)|Dj|max
∑
wjCj NP-òðóäíà Íåèçâåñòíà

1(nd)|Dj|max
∑
Cj NP-òðóäíà Íåèçâåñòíà

1(nd)||max
∑
wjUj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
Uj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
wjCj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
Cj Ïîëèí. ðàçðåøèìà çà âðå-

ìÿ O(n log n)
NP-òðóäíà

1(nd)|prec, rj|maxCmax O(n2) NP-òðóäíà
1(nd)|prec, rj|max fmax O(n4) NP-òðóäíà
1(nd)|rj|max fmax O(n3) NP-òðóäíà
1(nd)|prec, rj|max

∑
Cj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|prec, rj|max
∑
Uj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)||max
∑
wjTj NP-òðóäíà, Àëãîðèòì

ðåøåíèÿ òðóäî�åìêîñòè
O(nmin{

∑
wj, dmax})

NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
wjTj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
Tj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)||max
∑
Tj Àëãîðèòì ðåøåíèÿ òðóäî-

�åìêîñòè O(n
∑
pj). Àë-

ãîðèòì ðåøåíèÿ òðóäî-
�åìêîñòè O(n2)

NP-òðóäíà. Àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ òðóäî-
�åìêîñòè O(n4

∑
pj)

1(sa)|rj|max
∑
Tj Ïîëèí.ðàçðåøèìà çà âðå-

ìÿ O(n3)
Íåèçâåñòíà

1(sa)|rj|max
∑
wjTj NP-òðóäíà Íåèçâåñòíà

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå π∗ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæå-

ñòâà N , ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè F (π) =
n∑
j=1

Uj(π). Îáî-

çíà÷èì äàííóþ çàäà÷ó ÷åðåç 1(nd)||max
∑
Uj. Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷àåòñÿ çà-

äà÷à ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ 1(nd)||max
∑
Tj è äðóãèå çà-

äà÷è ìàêñèìèçàöèè. Çàïèñü (nd) îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ðàñ-
ïèñàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðèáîð íå ïðîñòàèâàåò (non-delay), ò.å. âñå òðåáîâàíèÿ
îáñëóæèâàþòñÿ â èíòåðâàëå [0,

∑
pj] áåç ïåðåðûâîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1(nd)||max
∑
Tj ïðåäëîæåí ãðàôè÷åñêèé àëãî-

ðèòì ïîëèíîìèíàëüíîé òðóäîåìêîñòè.

Òåîðåìà 0.16 Àëãîðèòì GrA ðåøåíèÿ çàäà÷è 1(nd)||max
∑
Tj èìååò òðó-
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äî�åìêîñòü O(n2) îïåðàöèé.

Â ãëàâå òàêæå ðàññìîòðåíû çàäà÷è ñ îäíèì íåâîçîáíîâèìûì ðåñóðñîì.
Ïîñòàíîâêà ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêîé îäíîïðèáîðíûõ
çàäà÷. Äîïîëíèòåëüíî çàäàíû íåâîçîáíîâèìûé ðåñóðñ G (äåíüãè, òîïëèâî è
ò.ï.) è ìîìåíòû âðåìåíè ïîñòóïëåíèÿ ðåñóðñà {t0, t1, . . . , ty}, t0 = 0, t0 < t1 <
. . . < ty. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ti, i = 0, 1, . . . , y, ïîñòóïàåò G(ti) ≥ 0
åäèíèö ðåñóðñà. Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N , çàäàíî ïîòðåáëåíèå ðåñóðñà
gj ≥ 0, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ. Âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

n∑
j=1

gj =

y∑
i=0

G(ti).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sj âðåìÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j. Ðàñïè-
ñàíèå S = (Sj1, Sj2, . . . , Sjn) îïèñûâàåò â òîì ÷èñëå ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé: π = (j1, j2, . . . , jn). Ðàñïèñàíèå S = (Sj1, Sj2, . . . , Sjn) ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ, ïîìèìî êëàññè÷åñêèõ óñëîâèé, ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî:

i∑
k=1

gjk ≤
∑

∀l: tl≤Sji

G(tl), i = 1, 2, . . . , n.

Ïåðåñòàíîâêó π òàêæå íàçûâàþò ðàñïèñàíèåì, ò.ê. ïî ýòîé ïåðåñòàíîâêå
ìîæíî âû÷èñëèòü ðàñïèñàíèå S = (Sj1, Sj2, . . . , Sjn) çà âðåìÿ O(n) îïåðàöèé.

Òàêèå îäíîïðèáîðíûå çàäà÷è îáîçíà÷àþò 1|NR, ...|..., ãäå NR îáîçíà÷à-
åò ïðèñóòñòâèå â óñëîâèè çàäà÷è íåâîçîáíîâèìîãî ðåñóðñà (non-renewable).

Òåîðåìà 0.17 Çàäà÷è 1|NR|Cmax, 1|NR, dj = d|
∑
Tj, 1|NR|

∑
Uj è

1|NR|Lmax ÿâëÿþòñÿ NP -òðóäíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå.

Â Çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû íåðåøåííûå çàäà÷è è íàìå÷åíû ïóòè äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Ïðåäëîæåííàÿ ÷èòàòåëþ ìîíîãðàôèÿ ïðîäîëæàåò ñåðèþ êíèã ïî òåî-
ðèè ðàñïèñàíèé:
- Òàíàåâ Â.Ñ., Øêóðáà Â.Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ ðàñïèñàíèé // Ì.: Íàóêà. Ãë.
ðåä. Ôèç.-ìàò. ëèò., 1975.-256 ñ.;
- Òàíàåâ Â.Ñ., Ãîðäîí Â.Ñ., Øàôðàíñêèé ß.Ì. Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé. Îäíîñòà-
äèéíûå ñèñòåìû // Ì.: Íàóêà. Ãë. ðåä. Ôèç.-ìàò. ëèò., 1989.- 384 ñ.;
- Òàíàåâ Â.Ñ., Ñîòñêîâ Þ.Í., Ñòðóñåâè÷ Â.À. Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé. Ìíîãîñòà-
äèéíûå ñèñòåìû // Ì.: Íàóêà. Ãë. ðåä. Ôèç.-ìàò. ëèò., 1989.- 328 ñ.;
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- ÒàíàåâÂ.Ñ., Êîâàëåâ Ì.ß., Øàôðàíñêèé ß.Ì. Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé. Ãðóïïî-
âûå òåõíîëîãèè // Ìèíñê: Èíñòèòóò òåõíè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÍÀÍ Áåëàðó-
ñè, 1998.- 290 ñ.
Àâòîðîì ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìíîãîëåòíèõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ôóí-
äàìåíòàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé ñ ìèíèìàêñíûìè è ñóììàðíûìè êðè-
òåðèÿìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîì Ðîññèéñêîãî Íà-
ó÷íîãî Ôîíäà. Ïðîåêò � 17�19�01665.
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Ãëàâà 1

Îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè çàäà÷

ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî

âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 1 | rj | Lmax

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñëåäóþùóþ çàäà÷ó òåîðèè ðàñïèñà-
íèé. Íà îäíîì ïðèáîðå íåîáõîäèìî îáñëóæèòü òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N =
{1, 2, . . . , n}. Êàæäîå òðåáîâàíèå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî íîìåðîì, òî åñòü
çàïèñü �òðåáîâàíèå j� ýêâèâàëåíòíà çàïèñè �òðåáîâàíèå ñ íîìåðîì j�. Çàïðå-
ùàåòñÿ îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå è ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè òðå-
áîâàíèé. Äëÿ òðåáîâàíèÿ j ∈ N èìååì: rj � ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ìîìåíò
íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ, pj ≥ 0 � ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ, dj � äè-
ðåêòèâíûé ñðîê çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ1.

Ðàñïèñàíèå çàäà¼òñÿ ñîâîêóïíîñòüþ π = {sj | j ∈ N} ìîìåíòîâ íà÷àëà
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, òàêæå ÷åðåç π, τ áóäåì îáîçíà÷àòü ïåðåñòàíîâêó
(j1, . . . , jn) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N . Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ðàñïèñàíèé
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N îáîçíà÷èì êàê Π(N). Ðàñïèñàíèå
π íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ sj(π) ≥ rj,
∀j ∈ N . Áóäåì îáîçíà÷àòü ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ
j ∈ N â ðàñïèñàíèè π êàê Cj(π). Â òåîðèè ðàñïèñàíèé ïðèíÿòà àíãëîÿçû÷-
íàÿ òåðìèíîëîãèÿ, ïîýòîìó sj, Cj � îò start time è completion time. Ðàçíîñòü
Lj(π) = Cj(π) − dj, j ∈ N , îáîçíà÷àåò âðåìåíí�îå ñìåùåíèå òðåáîâàíèÿ j â
ðàñïèñàíèè π (lateness). Ìàêñèìàëüíîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå òðåáîâàíèé ìíî-

1Òåðìèíó �äèðåêòèâíûé ñðîê� â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè ðàñïèñàíèé ñîîòâåòñòâóþò
�due date� è �deadline�, êîãäà �ìîæíî� è �íåëüçÿ� íàðóøàòü äèðåêòèâíûé ñðîê. Â äàííîé ðàáîòå äèðåê-
òèâíûé ñðîê �ìîæíî� íàðóøàòü, ò.å. �due date�.
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æåñòâà N ïðè ðàñïèñàíèè π îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Lmax(π) = max
j∈N
{Cj(π)− dj}.

Îáîçíà÷èì ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N
ïðè ðàñïèñàíèè π ÷åðåç

Cmax(π) = max
j∈N

Cj(π).

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå Cmax íàçûâàþò makespane.

Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗ ñ íàèìåíü-
øèì çíà÷åíèåì ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ:

L∗max = min
π∈Π(N)

Lmax(π) = Lmax(π∗). (1.1)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà òðåáîâàíèéM ⊆ N áóäåì òàêæå îáîçíà-
÷àòü:

rM = min
j∈M

rj, dM = max
j∈M

dj, pM =
∑
j∈M

pj.

Â ñòàíäàðòíîé íîòàöèè Ãðýõýìà è äð. (Graham at al. [125]) äàííàÿ çà-
äà÷à îáîçíà÷àåòñÿ êàê 1 | rj | Lmax. Èíòåíñèâíûå ðàáîòû íàä ðåøåíèåì ýòîé
çàäà÷è ïðîäîëæàþòñÿ ñ íà÷àëà 50-õ ãîäîâ 20-ãî âåêà. Ëåíñòðà è äð. (Lenstra
et al. [167]) ïîêàçàëè, ÷òî îáùèé ñëó÷àé çàäà÷è 1 | rj | Lmax ÿâëÿåòñÿ NP -
òðóäíûì â ñèëüíîì ñìûñëå. Ñ òåîðèåé ñëîæíîñòè ìîæíî ïîäðîáíåå ïîçíàêî-
ìèòüñÿ â ðàáîòàõ [7], [141], [107], [170], [177].

Áûë âûäåëåí ðÿä ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è, íà÷è-
íàÿ ñ ðàííåãî ðåçóëüòàòà Äæåêñîíà (Jackson [133]) äëÿ ñëó÷àÿ rj = const,
j ∈ N , êîãäà ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàñïèñàíèå, â êîòîðîì òðåáîâàíèÿ óïîðÿ-
äî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ (ïî ïðàâèëó EDD). Òàêîå ðàñ-
ïèñàíèå òàêæå áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ è
äèðåêòèâíûå ñðîêè ñîãëàñîâàíû (ri ≤ rj ⇔ di ≤ dj, ∀i, j ∈ N).

Ðàñïèñàíèå ïîñòðîåííîå ïî ðàñøèðåííîìó ïðàâèëó Äæåêñîíà (ðàñïè-
ñàíèå Øðàãå): íà î÷åðåäíîå ìåñòî â ðàñïèñàíèå ñòàâèòñÿ òðåáîâàíèå ñ ìèíè-
ìàëüíûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì ñðåäè óæå ïîñòóïèâøèõ íà îáñëóæèâàíèå è
åù¼ íå óïîðÿäî÷åííûõ; åñëè òàêèõ òðåáîâàíèé íåò, òî âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå
ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì ïîñòóïëåíèÿ ñðåäè íåóïîðÿäî÷åííûõ.

Ïîòòñ (Potts [186]) ïðåäñòàâèë èòåðàöèîííóþ âåðñèþ ðàñøèðåííîãî ïðà-
âèëà Äæåêñîíà (IJ) [133] è äîêàçàë, ÷òî Lmax(πIJ)

L∗max
≤ 3

2 . Õîëë è Øìîéñ (Hall,
Shmoys [127]) ìîäèôèöèðîâàëè èòåðàöèîííóþ âåðñèþ è ñîçäàëè àëãîðèòì
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(MIJ), êîòîðûé ãàðàíòèðóåò îöåíêó Lmax(πMIJ)
L∗max

≤ 4
3 . Òàêæå îíè ïðåäñòàâèëè äâå

àïïðîêñèìàöèîííûå ñõåìû, ãàðàíòèðóþùèå íàõîæäåíèå ε-ïðèáëèæ¼ííîãî ðå-
øåíèÿ çà O(n log n + n(1/ε)O(1/ε2)) è O((n/ε)O(1/ε)) îïåðàöèé. Ìàñòðîëèëëè
(Mastrolilli [172]) ïðåäñòàâèë óëó÷øåííóþ àïïðîêñèìàöèîííóþ ñõåìó, òðóäî-
¼ìêîñòü O(n+ (1/ε)O(1/ε)) îïåðàöèé.

Â 1978 ãîäó Ñèìîíñ (Simons [202]) ïîêàçàëà, ÷òî çàäà÷à 1 | rj; pj = p |
Lmax ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè 1 | prec; rj | Cmax, 1 | prec; pj = p; rj | Lmax è
1 | prec; rj; pmtn | Lmax c îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ äëÿ òðåáîâàíèé
áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Ëîóëåðà (Lawler [144]), Ñèìîíñà (Simons [202]),
Áåéêåðà è äð. (Baker et al. [78]). Õîãåâåí (Hoogeveen [130]) ïðåäëîæèë ïîëèíî-
ìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé
óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì dj−pj−A ≤ rj ≤ dj−A, ∀i, äëÿ íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòû A. Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ NP-ñëîæíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ è äèðåêòèâíûå ñðîêè ðàñïîëîæåíû â îáðàòíîì ïîðÿäêå
(d1 ≤ . . . ≤ dn è r1 ≥ . . . ≥ rn), áûë ðàçðàáîòàí â [57].

1.2 Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ, êîòî-
ðûå áóäóò íàìè èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç LAj (π) è CA
j (π) âðåìåíí�îå ñìåùåíèå è âðåìÿ

îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ∈ N ïðè ðàñïèñàíèè π äëÿ ïðèìåðà
A ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {rAj , pAj , dAj }, j ∈ N . Ñîîòâåòñòâåííî, LAmax(π) =
max
j∈N

LAj (π) � ìàêñèìàëüíîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå ðàñïèñàíèÿ π äëÿ ïðèìåðà A.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Äëÿ ïðèìåðà A êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà τ òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà N îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàííåå ðàñïèñàíèå πAτ . Â ðàííåì
ðàñïèñàíèè êàæäîå òðåáîâàíèå j ∈ N íà÷èíàåò îáñëóæèâàòüñÿ ñðàçó
ïîñëå îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ïðåäûäóùåãî òðåáîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïåðåñòàíîâêå. Åñëè âðåìÿ îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ïðåäûäóùåãî òðå-
áîâàíèÿ ìåíüøå âðåìåíè ïîñòóïëåíèÿ òåêóùåãî òðåáîâàíèÿ, òî íà÷àëî îá-
ñëóæèâàíèÿ îòêëàäûâàåòñÿ äî ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ. Òî åñòü, åñëè τ =
(j1, j2, . . . , jn), òîãäà πAτ = (sj1, sj2, . . . , sjn), ãäå

sj1 = rAj1, sjk = max
{
sjk−1

+ pAjk−1
, rAjk
}
, k = 2, . . . , n.
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Ðàííèå ðàñïèñàíèÿ áóäóò èãðàòü â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ âàæíóþ ðîëü,
ïîñêîëüêó îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ëþáîãî ïðèìåðà äîñòàòî÷íî èñêàòü âî
ìíîæåñòâå òîëüêî ðàííèõ ðàñïèñàíèé.

×åðåç τA è πA îáîçíà÷èì îïòèìàëüíóþ ïåðåñòàíîâêó è îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå ïðèìåðà A. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé áóäóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ òîëüêî ðàííèå, ò.å. πA = πAτA.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Π(N) ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê òðåáîâàíèé ìíî-
æåñòâà N , à ÷åðåç ΠA � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé ïðèìåðà A. Äëÿ
çàäà÷è 1|rj|Lmax ìíîæåñòâî Π(N) ñîäåðæèò n! ïåðåñòàíîâîê. Òàê êàê n! ðàñ-
òåò î÷åíü áûñòðî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è n, òî àëãîðèòì, ïðè êîòîðîì
ïåðåáèðàþòñÿ âñå n! ïåðåñòàíîâîê, ÿâíî íå ïðèåìëèì ïðè íàõîæäåíèè îïòè-
ìàëüíîé ïåðåñòàíîâêè ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíî-
ñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ïóñòü çàäàí ïðèìåð A íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé N .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðèìåð B íà òîì æå ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé íàñëå-
äóåò ó ïðèìåðà A ïàðàìåòð x, åñëè xBj = xAj , ∀ j ∈ N .

Îïðåäåëåíèå 1.3 Ïðèìåð Q = {(rQj , p
Q
j , d

Q
j ) | j ∈ N} íàçûâàåòñÿ èíâåðñ-

íûì ê ïðèìåðó P = {(rPj , pPj , dPj ) | j ∈ N}, åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

rQj = −dPj , p
Q
j = pPj , d

Q
j = −rPj ,∀ j ∈ N.

Ïåðåñòàíîâêà τ ′ = (in, in−1, . . . , i1) íàçûâàåòñÿ èíâåðñíîé ê ïåðåñòàíîâêå
τ = (i1, . . . , in).
Ðàñïèñàíèå π′ = {s′j | j ∈ N} íàçûâàåòñÿ èíâåðñíûì ê ðàñïèñàíèþ π =
{sj | j ∈ N}, åñëè ∀ j ∈ N , s′j = −sj − pj.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå èíâåðñèè ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ò.å.
åñëè ïðèìåð X ÿâëÿåòñÿ èíâåðñíûì ê Y , òî è Y èíâåðñåí ê X. Â ÷àñòíîñòè,
èíòåðâàëû Ij è I ′j îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j âî âçàèìíî-èíâåðñíûõ ðàñïè-
ñàíèÿõ S è S ′ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Ðàñïèñàíèå π, äîïóñòèìîå äëÿ çàäàííîãî ïðèìåðà V =
{(rVj , pVj , dVj ) | j ∈ N}, áóäåì íàçûâàòü âïîëíå äîïóñòèìûì, åñëè êàæäîå
òðåáîâàíèå j ∈ N îáñëóæèâàåòñÿ â ñâî¼ì äèðåêòèâíîì èíòåðâàëå [rVj , d

V
j ].

Êðîìå òîãî, ÷åðåç ∆ = ∆(V, π) áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíèìàëüíóþ âåëè-
÷èíó (âîçìîæíî, îòðèöàòåëüíóþ), êîòîðóþ ñëåäóåò ïðèáàâèòü êî âñåì äèðåê-
òèâíûì ñðîêàì òðåáîâàíèé ïðèìåðà V , ÷òîáû äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå π ñòà-
ëî âïîëíå äîïóñòèìûì äëÿ ïîëó÷åííîãî ïðèìåðà V (∆). Î÷åâèäíî, ∆(V, π) =
LVmax(π).
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Îïðåäåëåíèå 1.5 Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïðèìåðîâ A è B îïðåäåëèì ñëå-
äóþùèå ôóíêöèè2:

ρd(A,B) = max
j∈N

{
dAj − dBj

}
+ max

j∈N

{
dBj − dAj

}
;

ρr(A,B) = max
j∈N

{
rAj − rBj

}
+ max

j∈N

{
rBj − rAj

}
;

ρ(A,B) = ρd(A,B) + ρr(A,B).

1.3 Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ

Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ïðèìåð A çàäà÷è 1 | rj | Lmax, è ïðèìåð C íà-
ñëåäóåò ó ïðèìåðà A ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ. Ïóñòü òàêæå πC �
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà C. Äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà òåîðåìà îá
àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îöåíèâàåò ñâåðõó ðàçíèöó ìåæäó çíà÷åíèåì öåëå-
âîé ôóíêöèè äëÿ ðàñïèñàíèÿ πC è îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì. Íà îñíîâå äàííîé
òåîðåìû â ðàçäåëå 1.4 áóäåò ïðåäñòàâëåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà íàõîæäåíèÿ
ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
äàííîì è ñëåäóþùåì ðàçäåëàõ, áûëè îïóáëèêîâàíû â [24, 49, 162].

Ëåììà 1.1 Ïóñòü ïðèìåð B íàñëåäóåò ó ïðèìåðà A ìîìåíòû ïîñòóïëå-
íèÿ òðåáîâàíèé è èõ äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîïó-
ñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ π âåðíî ñîîòíîøåíèå

LBmax(π)− LAmax(π) ≤ max
j∈N

{
dAj − dBj

}
. (1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî i ∈ N è ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π
èìååì:

LAmax(π) + max
j∈N

{
dAj − dBj

}
≥ Ci(π)− dAi + dAi − dBi = Ci(π)− dBi .

Ñëåäîâàòåëüíî,

LAmax(π) + max
j∈N

{
dAj − dBj

}
≥ max

i∈N
{Ci(π)− dBi } = LBmax(π).

2Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû ìû �äîáàâèì� ôóíêöèþ ρp(A,B) =
∑
j∈N
|pAj − pBj | è îïðåäåëèì

ρ(A,B) = ρd(A,B) + ρr(A,B) + ρp(A,B).
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Ëåììà 1.2 Ïóñòü ïðèìåð B íàñëåäóåò ó ïðèìåðà A ìîìåíòû ïîñòóïëå-
íèÿ òðåáîâàíèé è èõ äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ (ò.å., rAj = rBj è pAj = pBj ,
∀j ∈ N) è ïóñòü πA è πB � îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ ïðèìåðîâ A è B, ñîîò-
âåòñòâåííî, à π̃B � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ïðèìåðà B, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ3

LBmax(π̃B)− LBmax(πB) ≤ δB. (1.3)

Òîãäà
0 ≤ LAmax(π̃B)− LAmax(πA) ≤ ρd(A,B) + δB,

ãäå ρd(A,B) = max
j∈N
{dAj − dBj }+ max

j∈N
{dBj − dAj }.

Äîêàçàòåëüñòâî.

0 ≤ LAmax(π̃B)− LAmax(πA)
(1.2)

≤
(1.2)

≤ LBmax(π̃B)− LAmax(πA) + max
j∈N

(dBj − dAj )
(1.2),(1.3)

≤

(1.2),(1.3)

≤ δB + LBmax(πB) + max
j∈N

(dBj − dAj )− LBmax(πA) + max
j∈N

(dAj − dBj ) ≤

≤ δB + ρd(A,B),

ò.ê. LBmax(πB) ≤ LBmax(π) äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó ρd(A,B) = ρd(B,A), ïîìåíÿâ ìåñòàìè A è B, èç ëåììû 1.2
ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.1 0 ≤ LBmax(πA)− LBmax(πB) ≤ ρd(A,B).

Ëåììà 1.3 Ïóñòü V è W � âçàèìíî èíâåðñíûå ïðèìåðû ñî ìíîæåñòâîì
òðåáîâàíèé N , à τ è τ ′ � âçàèìíî èíâåðñíûå ïåðåñòàíîâêè èç Π(N). Òîãäà
LVmax(πτ) = LWmax(πτ ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆ = ∆(V, πτ). Ïîñêîëüêó ðàñïèñàíèå πτ âïîëíå
äîïóñòèìî äëÿ ïðèìåðà V (∆), òî ðàñïèñàíèå π′, èíâåðñíîå ê πτ , âïîëíå äî-
ïóñòèìî äëÿ ïðèìåðà W ′, èíâåðñíîãî ê ïðèìåðó V (∆). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
LW

′

max(π′) ≤ 0. Çàìå÷àåì, ÷òî ïðèìåð W ′ îòëè÷àåòñÿ îò ïðèìåðà W (èíâåðñ-
íîãî ê V ) òåì, ÷òî âñå {rj} óìåíüøåíû íà âåëè÷èíó ∆. Åñëè ðàñïèñàíèå π′

�ñäâèíóòü âïðàâî� íà ∆, òî ïîëó÷åííîå ðàñïèñàíèå (π′′) áóäåò äîïóñòèìûì
äëÿ ïðèìåðàW , ïðè÷åì LWmax(π′′) ≤ ∆ = LVmax(πτ). Òàê êàê òðåáîâàíèÿ â ðàñ-
ïèñàíèè π′′ âûïîëíÿþòñÿ â ïîðÿäêå τ ′, òî LWmax(πτ ′) ≤ LWmax(π′′) ≤ LVmax(πτ).

3Åñëè δB = 0, òî π̃B � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà B.
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Ïîìåíÿâ ìåñòàìè V ñ W , à τ ñ τ ′, ïîëó÷èì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî:
LVmax(πτ) ≤ LWmax(πτ ′), îòêóäà âûòåêàåò èñêîìîå ðàâåíñòâî
LVmax(πτ) = LWmax(πτ ′).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Lmax(πτ) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì äëÿ ïðè-
ìåðà V , òî Lmax(πτ ′) áóäåò ìèíèìàëüíûì äëÿ èíâåðñíîãî ïðèìåðàW . Îòñþäà
âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå ëåììû 1.3.

Ñëåäñòâèå 1.2 Åñëè ïåðåñòàíîâêà τ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ ïðèìåðà
V , òî èíâåðñíàÿ ïåðåñòàíîâêà τ ′ áóäåò îïòèìàëüíîé äëÿ ïðèìåðà, èíâåðñ-
íîãî ê V .

Ëåììà 1.4 Ïóñòü ïðèìåð C íàñëåäóåò ó ïðèìåðà B ïðîäîëæèòåëüíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ è äèðåêòèâíûå ñðîêè, à π̃C � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ïðèìå-
ðà C, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

LCmax(π̃C)− LCmax(πC) ≤ δC . (1.4)

Òîãäà
0 ≤ LBmax(π̃C)− LBmax(πB) ≤ ρr(B,C) + δC .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà èíâåðñíûõ ïðèìåðà E è F ê ïðèìåðàì
B è C, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {rEj = −dBj , pEj = pBj , d

E
j =

−rBj } è {rFj = −dCj , pFj = pCj , d
F
j = −rCj }. Ïóñòü τE è τF � èíâåðñíûå ïåðåñòà-

íîâêè äëÿ ïåðåñòàíîâîê πB è πC , ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 1.2,
ïåðåñòàíîâêè πE è πF � îïòèìàëüíûå äëÿ ïðèìåðîâ E è F , ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ïî ëåììå 1.2

δC + ρd(E,F ) ≥ LEmax(πEτF )− LEmax(πE) ≥ 0,

ãäå
ρd(E,F ) = max

j∈N

{
dEj − dFj

}
+ max

j∈N

{
dFj − dEj

}
.

Ñîãëàñíî ëåììå 1.3, LBmax(πB) = LEmax(πE) è LBmax(πBτC) = LEmax(πEτF ).
Ñëåäîâàòåëüíî,

δC + ρd(E,F ) ≥ LBmax(πBτC)− LBmax(πB) ≥ 0. (1.5)

Èìååì ρd(E,F ) = max
j∈N
{dEj − dFj } + max

j∈N
{dFj − dEj } = max

j∈N
{rCj − rBj } +

max
j∈N
{rBj − rCj } = ρr(B,C). Îòñþäà è èç (1.5) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü ïðèìåð C íàñëåäóåò ó ïðèìåðà A äëèòåëüíîñòè îá-
ñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Òîãäà

0 ≤ LAmax(πAτC)− LAmax(πA) ≤ ρ(A,C),

ãäå ρ(A,C) = ρd(A,C) + ρr(A,C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî 0 ≤ LAmax(πAτC)− LAmax(πA) âûòåêàåò èç îïòè-
ìàëüíîñòè ðàñïèñàíèÿ πA äëÿ ïðèìåðà A. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî
LAmax(πAτC)− LAmax(πA) ≤ ρ(A,C).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð B = {(rBj , pBj , dBj ) | j ∈ N} ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâà-
íèé {rBj = rAj , p

B
j = pAj = pCj , d

B
j = dCj } è åãî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå πB. Ïî

ëåììå 1.4 èìååì

LBmax(πBτC)− LBmax(πB) ≤ ρr(B,C) = ρr(A,C). (1.6)

Èç îïòèìàëüíîñòè πB äëÿ ïðèìåðà B

LBmax(πB) ≤ LBmax(πBτA). (1.7)

Èç ëåììû 1.1 äëÿ ïðèìåðîâ A è B è ðàñïèñàíèé πC è πA

LAmax(πAτC)− LBmax(πBτC) ≤ max
j∈N
{dBj − dAj }, (1.8)

LBmax(πBτA)− LAmax(πA) ≤ max
j∈N
{dAj − dBj }. (1.9)

Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà (1.6)�(1.9), ïîëó÷èì

LAmax(πAτC)− LAmax(πA) ≤ ρr(A,C) + ρd(A,B) = ρr(A,C) + ρd(A,C) = ρ(A,C).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1.3 0 ≤ LCmax(πCτA)− LCmax(πC) ≤ ρ(A,C).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ ïðèìåðà çàäà÷è 1 | rj | Lmax èç-
ìåíèëèñü âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ è/èëè äèðåêòèâíûå ñðîêè òðåáîâàíèé, òî ìû
ìîæåì îöåíèòü àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ðàñïèñàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî îï-
òèìàëüíîé ïåðåñòàíîâêå óæå ðåøåííîãî ïðèìåðà, íå ðåøàÿ ñàì èçìåíåííûé
ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïðèìåðîâ çàäà÷è ðàçìåðíîñòè n ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Φn

p , â êîòîðîì ïðèìåðû èìåþò îäèíàêîâûå ïðîäîëæèòåëüíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ p1 = p2 = . . . = pn = p. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ
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ρ(A,B) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì ïñåâäîìåòðèêè äëÿ ïðîñòðàíñòâà Φn
p . Î÷å-

âèäíî, ÷òî ρ(A,B) = ρ(B,A) è ρ(A,B) = 0 åñëè A = B. Äîêàæåì, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: ρ(A,C) ≤ ρ(A,B) + ρ(B,C). Èìååì

max
j∈N
{dAj − dCj } =dAj′ − dCj′ = dAj′ − dBj′ + dBj′ − dCj′ ≤

≤max
j∈N
{dAj − dBj }+ max

j∈N
{dBj − dCj }.

(1.10)

Äëÿ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ max
j∈N
{dCj − dAj }, max

j∈N
{rAj − rCj } è max

j∈N
{rCj − rAj }

ôóíêöèè ρ(A,C) íåðàâåíñòâà âèäà (1.10) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ôóíêöèÿ ρ(A,B) íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, òàê êàê äëÿ ðàçíûõ ïðèìåðîâ
A,B ∈ Φn

p ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ρ(A,B) = 0, îäíàêî ρ(A,B) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèìåðàìè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, åñëè A 6= B,
A,B ∈ Φn

p , è ρ(A,B) = 0, òî ïðèìåðû A è B èìåþò îäèíàêîâûå ìíîæå-
ñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Òî åñòü,
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèìåðàìè èç ïðîñòðàíñòâà Φn

p ðàâíÿåòñÿ íóëþ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé.

Äàëåå, â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äàííîé ãëàâû áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî è
ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé òîæå �ìîæíî ìåíÿòü� è ïîëó-
÷èòñÿ �ïîëíîöåííàÿ� ìåòðèêà.

1.4 Ñõåìà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ

Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ðàçäåëå 1.3, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïðèáëè-
æ¼ííîãî ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðèìåðà çàäà÷è 1 | rj | Lmax. Â äàííîì
ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ
ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è. Äàëåå áóäóò ïðåäñòàâëåíû âàðèàíòû ïðèìåíå-
íèÿ ïðåäëîæåííîé ñõåìû: â ïîäðàçäåëå 1.4.1 � íà îñíîâå ñëó÷àÿ 1 | di ≤ dj,
di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax [24], â ïîäðàçäåëå 1.4.2 � íà îñíîâå ñëó÷àÿ
Õîãåâåíà [130]. Äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ áóäóò íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëÿ îöåíêè ñâåðõó ïîãðåøíîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ. Íàêîíåö, â ïîäðàç-
äåëå 1.5.2 ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóò¼ì áóäóò îöåíåíû ñîîòíîøåíèÿ ñðåäíåãî
ôàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ê å¼ òåîðåòè÷åñêîé îöåíêå
ñâåðõó.

Çàìåòèì, ÷òî ïî íàøèì ñâåäåíèÿì â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî
îäèí ïðèìåð ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà � àëãîðèòìà Øðàãå (Schrage [192]),
êîòîðûé ãàðàíòèðóåò àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Ìàê-
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ñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì Øðàãå ðåøåíèÿ ðàâíÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ max

j∈N
pj.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðèìåð A çàäà÷è 1 | rj | Lmax ñ ïàðàìåòðàìè
òðåáîâàíèé {rAj , pAj , dAj }, j ∈ N . Èäåÿ ñõåìû ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ïðèìå-
ðà A çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåíåíèè âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ è/èëè äèðåêòèâíûõ ñðî-
êîâ òðåáîâàíèé ïðèìåðà A òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå
ýòîãî ïðèìåð C ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {rCj , pCj = pAj , d

C
j }, j ∈ N , ïðèíàä-

ëåæàë èçâåñòíîìó ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîìó êëàññó ïðèìåðîâ çàäà÷è. Â
ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåðà C ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì, à çàòåì íàéäåííóþ èì îïòèìàëüíóþ ïåðåñòàíîâêó òðåáîâàíèé
ïðèìåíèòü ê ïðèìåðó A. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, àáñîëþòíàÿ ïîãðåø-
íîñòü ðåøåíèÿ íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü ðàññòîÿíèÿ ρ(A,C) ìåæäó ïðèìåðàìè
A è C.

Çàòåì â çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áóäóò "äîáàâëåíû"è ïðî-
äîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè ñâåäåíèè ïðèìåðà A ê ïðèìåðó C çíà÷åíèå ρ(A,C)
äîëæíî áûòü ìèíèìàëüíî. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ äëÿ
çàäàííîãî ïðèìåðà A íàèáîëåå áëèçêîãî ïðèìåðà èç çàäàííîãî ïîëèíîìèàëü-
íî ðàçðåøèìîãî êëàññà, ò.å. íåîáõîäèìî ñïðîåöèðîâàòü ïðèìåð (òî÷êó) A íà
ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìóþ îáëàñòü.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íåêîòîðûé ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûé êëàññ
ïðèìåðîâ íàøåé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ âèäà:

ARC + BPC + CDC ≤ H, (1.11)

(ïðè îãðàíè÷åíèÿõ pCj ≥ 0, j ∈ N),
ãäå RC = (rC1 , . . . , r

C
n )T , PC = (pC1 , . . . , p

C
n )T , DC = (dC1 , . . . , d

C
n )T , A, B,

C � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè m × n, è H = (h1, . . . , hm)T � m-ìåðíûé âåêòîð,
ãäå âåðõíèé èíäåêñ T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, ò.å. ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
(1.11) ñîäåðæèò m íåðàâåíñòâ.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî âñå ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè çà-
äà÷è 1 | rj | Lmax îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
âèäà (1.11).

Ãèïîòåçà: äëÿ ëþáîé NP�òðóäíîé çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé âñå ïîëè-
íîìèíàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè çàäà÷è ìîæíî çàäàòü íåêîòîðîé ñèñòåìîé
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ âèäà (1.11).

Òîãäà äëÿ îòûñêàíèÿ â ýòîì êëàññå ïðèìåðà C, ìèíèìèçèðóþùåãî ðàñ-
ñòîÿíèå ρ(A,C), äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
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ìèðîâàíèÿ: 
(xd − yd) + (xr − yr) −→ min
yd ≤ dAj − dCj ≤ xd, j ∈ N ;

yr ≤ rAj − rCj ≤ xr, j ∈ N ;

pCj = pAj , j ∈ N ;

ARC + BPC + CDC ≤ H.

(1.12)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1.12) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñïåöèôèêó ìàòðèö
A, B, C è H.

Íàïðèìåð, äëÿ êëàññà ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ dj = rj + pj, j ∈ N , â
ñèñòåìå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé (1.11) ìàòðèöû A, B, C è H çàäàþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

A = B = (I⊕ (−I))T , C = ((−I)⊕ I)T , H = (h)T ,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ n × n-ìàòðèöà, h = (0, . . . , 0) ∈ R2n, F ⊕ G îáîçíà÷àåò
êîíêàòåíàöèþ ìàòðèö F (ðàçìåðîì l × p) è G (ðàçìåðîì l × q).

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà âîçüìåì êëàññ ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | rj |
Lmax, êîãäà dj = δ, j ∈ N , ãäå δ � êîíñòàíòà. Îïòèìàëüíûì ðàñïèñàíèåì äëÿ
ïðèìåðîâ äàííîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèÿ óïî-
ðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ. Îáîçíà÷èì åãî êàê ðàñïè-
ñàíèå π′. Òàêîå ðàñïèñàíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî çà O(n log n) îïåðàöèé, êîãäà
òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ
íà îáñëóæèâàíèå rj. ×òîáû ñâåñòè ïðîèçâîëüíûé ïðèìåð A çàäà÷è ê ïðèìå-
ðó C èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà, íåîáõîäèìî ïðèðàâíÿòü âñå äèðåêòèâíûå
ñðîêè ê êàêîé-ëèáî êîíñòàíòå δ. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, àíàëîãè÷íóþ (1.12), äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèìåðà C ñ ìèíèìàëüíûì
ðàññòîÿíèåì ρ(A,C): {

xd − yd −→ min
yd ≤ dAj − δ ≤ xd, j ∈ N. (1.13)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (1.13) áóäåò ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå δ è xd, yd, òàêèå
÷òî xd−yd = max

j∈N
dAj −min

j∈N
dAj = ρ(A,C). Òî åñòü ðàññòîÿíèå ρ(A,C) â äàííîì

ñëó÷àå íå çàâèñèò îò òîãî, ê êàêîé êîíñòàíòå δ áûëè ñâåäåíû äèðåêòèâíûå
ñðîêè òðåáîâàíèé ïðèìåðà A. Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàñ-
ïèñàíèÿ π′ âñåãäà áóäåò íå áîëüøå ðàçíèöû ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíè-
ìàëüíûì äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè òðåáîâàíèé ïðèìåðà A.

Â ñëó÷àå, êîãäà rj = δ, j ∈ N , ãäå δ � êîíñòàíòà, ðàñïèñàíèå πEDD ïî-
ñòðîåííîå ïî íåóáûâàíèþ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ (èçâåñòíûé àëãîðèòì Äæåê-
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ñîíà) çà O(n log n) îïåðàöèé, áóäåò îïòèìàëüíûì. Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ äî-
êàçàòü, ÷òî

LAmax(πEDD)− LAmax(πA) ≤ max
j∈N

rAj −min
j∈N

rAj

äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà A.

Â ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëàõ áóäóò ðàññìîòðåíû äðóãèå âàðèàíòû ïðèìå-
íåíèÿ ïðåäëîæåííîé ñõåìû, êîòîðûå íå îñíîâàíû íà ðåøåíèè çàäà÷è (1.12).

1.4.1 Âàðèàíò ñõåìû íà îñíîâå ñëó÷àÿ
1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax

Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûé êëàññ ïðèìåðîâ èññëåäóåìîé çàäà÷è
1 | rj | Lmax [24]. Ïðèìåð ïðèíàäëåæèò ê êëàññó çàäà÷ 1 | di ≤ dj, di−ri−pi ≥
dj − rj − pj | Lmax, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó.

Ñâîéñòâî  L. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðèìåð C = {(rCj , pCj , dCj ) | j ∈ N} óäî-
âëåòâîðÿåò ñâîéñòâó  L, åñëè ñóùåñòâóåò íóìåðàöèÿ òðåáîâàíèé {1, 2, . . . , n},
ïðè êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

dC1 ≤ . . . ≤ dCn ; ∆C
1 ≥ . . . ≥ ∆C

n , (1.14)

ãäå ∆C
j = dCj − rCj − pCj îáîçíà÷àåò âðåìåíí�îé çàïàñ òðåáîâàíèÿ j.

Äëÿ ñëó÷àÿ (1.14) âûïîëíÿåòñÿ

AR + AP −AD ≤ 0,

AD ≤ 0,

ãäå ìàòðèöà A, (n− 1)× n

A =



1 −1 0 0. . . 0 0 0
0 1−1 0. . . 0 0 0
0 0 1−1. . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . .. . .. . . . . . . . .
0 0 0 0. . . 1 −1 0
0 0 0 0. . . 0 1−1

 .

Äàëåå, äëÿ çàäàííîãî ïðèìåðà A îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ρL(A) = max
i,j∈N

ρLij(A), (1.15)

ãäå
ρLij(A) = min{dAj − dAi ,∆A

j −∆A
i }. (1.16)
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Òàê êàê ρii(A) = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ N , òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ρL(A) ≥ 0
äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà A. Ïðè÷åì, ρL(A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A
ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ 1 | di ≤ dj, di− ri− pi ≥ dj − rj − pj | Lmax. Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèþ ρL(A) ìîæíî ñ÷èòàòü ìåðîé íåâûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà  L.

Äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax äëÿ ïðèìåðîâ èç êëàññà çàäà÷
1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax ïîñòðîåí àëãîðèòì ñëîæíîñòè
O(n3 log n) îïåðàöèé [28].

Ïóñòü äàí ïðèìåð ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è A ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâà-
íèé {rAj , pAj , dAj }, j ∈ N , êîòîðûå íå ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ 1 | di ≤
dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax. Ïðèìåíèì äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ïðåäëî-
æåííóþ ðàííåå ñõåìó íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ. Ñâåä¼ì ïðèìåðA
ê ïðèìåðó C, êîòîðûé íàñëåäóåò ó ïðèìåðà A ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæè-
âàíèÿ è ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ 1 | di ≤ dj, di−ri−pi ≥ dj−rj−pj | Lmax.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàéòè íåîáõîäèìûé ïðèìåð C, äëÿ êî-
òîðîãî ðàññòîÿíèå ρ(A,C) áóäåò ìèíèìàëüíûì.

Òåîðåìà 1.2 Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà A çàäà÷è 1|rj|Lmax, íå ïðèíàäëåæàùåãî
êëàññó çàäà÷ 1 | di ≤ dj, di−ri−pi ≥ dj−rj−pj | Lmax, è äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà
C, íàñëåäóþùåãî äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ ïðèìåðà A è ïðèíàäëåæà-
ùåãî äàííîìó êëàññó, ñïðàâåäëèâî:

ρ(A,C) ≥ ρL(A). (1.17)

Îöåíêà (1.17) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ïðèìåðå C, êîòîðûé ìîæåò áûòü
íàéäåí çà âðåìÿ O(n log n) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà C, ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó çàäà÷
1 | di ≤ dj, di−ri−pi ≥ dj−rj−pj | Lmax, ïàðàìåòðû ëþáîé ïàðû òðåáîâàíèé
i, j ∈ N äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îäíîìó èç ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

dCi − dCj ≥ 0 (1.18)

èëè
∆C
i −∆C

j ≥ 0. (1.19)

Åñëè äëÿ ïàðû (i, j) âûïîëíÿåòñÿ (1.18), òî èç îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ρ(A,C) ïîëó÷èì

ρ(A,C) ≥ ρd(A,C) ≥ (dAj − dCj ) + (dCi − dAi ) ≥ dAj − dAi . (1.20)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç (1.19) è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ρ(A,C) ñëåäóþò ñîîò-
íîøåíèÿ
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ρ(A,C)≥(dAj − dCj ) + (rCj − rAj ) + (dCi − dAi ) + (rAi − rCi ) =

=(dAj − dCj − pj) + (rCj − rAj − pj) + (dCi − dAi − pi)+
+(rAi − rCi − pi) =
=∆A

j −∆A
i + ∆C

i −∆C
j ≥ ∆A

j −∆A
i .

(1.21)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ (1.15) è (1.16), èç (1.20) è (1.21) èìååì

ρL(A) = max
(i,j)∈N×N

ρLij(A) ≤ ρ(A,C),

÷òî äîêàçûâàåò (1.17).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòèæèìîñòè îöåíêè (1.17) ïîñòðîèì ïðèìåð C,
íàñëåäóþùèé ó ïðèìåðà A äëèòåëüíîñòè è ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ïàðàìåòðû pj è rj íå áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ äëÿ ïðèìåðîâ A è
C, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èõ áåç âåðõíåãî èíäåêñà �A� è �C� ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðîíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ïðèìåðà A ïî íåóáûâàíèþ âåëè÷èí rj + pj:

r1 + p1 ≤ . . . ≤ rn + pn. (1.22)

Îïðåäåëèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ 0 = j0 < j1 < . . . <

jK = n ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî àëãîðèòìà:
j0 := 0; k := 0;
while jk < n do {k := k + 1; jk := arg min

{j | jk−1<j≤n}
dAj }.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî K ≤ n è

dAj1 ≤ dAj2 ≤ . . . ≤ dAjK . (1.23)

Ïîëîæèì

dCj =

{
dAj1, ïðè j ≤ j1,

min{dAjk, d
A
j −∆A

j + ∆C
jk−1
}, ïðè jk−1 < j ≤ jk, k > 1.

(1.24)

Èç (1.22)�(1.24) âûòåêàåò óïîðÿäî÷åííîñòü âåëè÷èí {dCj } ïî íåóáûâà-
íèþ:

dC1 ≤ . . . ≤ dCn . (1.25)

Ïîêàæåì, ÷òî òàê îïðåäåëåííûé ïðèìåð C ïðèíàäëåæèò íàøåìó êëàññó çà-
äà÷ 1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax. Ââèäó (1.25), äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì k = 1, . . . , K âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

∆C
i ≥ ∆C

j , ∀ i, j ∈ N i < j ≤ jk. (1.26)
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Íåðàâåíñòâî (1.26) áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî k.

Ïðè k = 1 îíî ñëåäóåò èç (1.22) è (1.24):

∆C
i = dCi − ri − pi = dAj1 − ri − pi ≥ dAj1 − rj − pj = dCj − rj − pj = ∆C

j .

Ïóñòü (1.26) âåðíî ïðè k = k′ − 1 ≥ 1. Äîêàæåì åãî äëÿ k = k′. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü äâà ñëó÷àÿ:

à) i ≤ jk′−1 < j ≤ jk′ è

á) jk′−1 < i < j ≤ jk′.

Â ñëó÷àå à) ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì:

∆C
i ≥ ∆C

jk′−1
≥min{∆C

jk′−1
, dAjk′ − d

A
j + ∆A

j }
=min{∆C

jk′−1
+ dAj −∆A

j , d
A
jk′
} − dAj + ∆A

j

=dCj − rj − pj = ∆C
j .

Â ñëó÷àå á), ïðèìåíÿÿ ïîî÷åðåäíî (1.24),(1.22),(1.24), ïîëó÷èì:

∆C
i =dCi − ri − pi = min{dAjk′ − ri − pi,∆

C
jk′−1
}

≥min{dAjk′ − rj − pj,∆
C
jk′−1
} = dCj − rj − pj = ∆C

j .

Òàêèì îáðàçîì, C ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ 1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥
dj − rj − pj | Lmax.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòèæèìîñòè (1.17) âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî

dCj ≤ dAj , ∀ j. (1.27)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè j ≤ j1 ïî âûáîðó j1 èìååì dCj = dAj1 ≤ dAj .

Ïðè jk−1 < j ≤ jk, k ≥ 2, èç (1.24) èìååì dCj ≤ dAjk ≤ dAj � ïî âûáîðó jk.
Òàêèì îáðàçîì, (1.27) äîêàçàíî.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñëè ρLij(A), îïðåäåëÿåìîå ñîãëàñíî (1.16), çàïèñàòü
â âèäå ρLij(A) = min{dAj − dAi , dAj − dAi + (ri + pi)− (rj + pj)}, òî ââèäó (1.22)
áóäåì èìåòü:

ρLij(A) =

{
dAj − dAi , ïðè i ≥ j,

∆A
j −∆A

i ,ïðè i < j.
(1.28)

Èç (1.24) ïðè k ≥ 2 è j = jk èìååì dCjk = min{dAjk, d
A
jk
− ∆A

j + ∆C
jk−1
}.

Âû÷òÿ èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ïî (rjk + pjk), ïîëó÷èì

∆C
jk

= min{∆A
jk
,∆C

jk−1
}. (1.29)
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Èç (1.29) è ðàâåíñòâà ∆C
j1

= ∆A
j1
ïîëó÷àåì ñâîéñòâî

∀k ≥ 1,∃ν ≤ k : ∆C
jk

= ∆A
jν
. (1.30)

Äàëåå äëÿ ëþáîãî j äîêàæåì íåðàâåíñòâî

dAj − dCj ≤ ρL(A). (1.31)

Ïðè j ≤ j1 èìååì dAj − dCj = dAj − dAj1
èç (1.28)

= ρLj1j(A) ≤ ρL(A).

Ïðè jk−1 < j ≤ jk, k ≥ 2, èìååì

dAj − dCj =dAj −min{dAjk, d
A
j −∆A

j + ∆C
jk−1
} = max{dAj − dAjk,∆

A
j −∆C

jk−1
} =

(ñ ó÷¼òîì (1.30) äëÿ íåêîòîðîãî jν ≤ jk−1)

=max{dAj − dAjk,∆
A
j −∆A

jν
} èç (1.28)

= max{ρLjkj(A), ρLjνj(A)} ≤ ρL(A),

÷òî äîêàçûâàåò (1.31).

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ρr(A,C) = 0, èìååì

ρ(A,C) = ρd(A,C) = max
j
{dAj − dCj }+ max

j
{dCj − dAj }

èç (1.31) è (1.27)

≤ ρL(A),

îòêóäà, ââèäó (1.17), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ρ(A,C) = ρL(A). Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà îöåíêè òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî ïðèìåðà C öå-
ëåñîîáðàçíî ïðîíóìåðîâàòü òðåáîâàíèÿ ïðèìåðà A â îáðàòíîì ïîðÿäêå � ïî
íåâîçðàñòàíèþ âåëè÷èí rj + pj, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì
ëèíåéíîé òðóäî¼ìêîñòè äëÿ íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ èíäåêñîâ
{j1, . . . , jK}:

Tåîðåìà 1.2 äîêàçàíà.

Àëãîðèòì 1.1 Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ èíäåêñîâ

1: k := 1; j1 := 1; i := 1;
2: for i := 2 to n do
3: if dAi < dAjk then
4: k := k + 1; jk := i
5: end if
6: end for

Íà îñíîâå òåîðåìû 1.2 ïðåäñòàâèì àëãîðèòì 1.2, êîòîðûé ñâîäèò ïðîèç-
âîëüíûé ïðèìåð A ê ïðèìåðó C, äëÿ êîòîðîãî (1.17) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåí-
ñòâî. Â àëãîðèòìå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèÿ â ïðèìåðå A îòñîðòèðîâà-
íû ïî íåâîçðàñòàíèþ âåëè÷èí rAj + pAj . Çàìåòèì, ÷òî íóìåðàöèÿ òðåáîâàíèé,

52



èñïîëüçóåìàÿ â àëãîðèòìå, îáðàòíà íóìåðàöèè, èñïîëüçóåìîé â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû 1.2.

Ôàêòè÷åñêè ïðèìåð C (òî÷êà â 3n�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå) ÿâëÿåòñÿ ïðî-
åêöèåé èñõîäíîãî ïðèìåðà A (òàêæå òî÷êà â 3n�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå) íà
ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìóþ îáëàñòü â íåêîòîðîé ìåòðèêå.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà 1.2 íà ïðèìåðå. Ïóñòü íàì äàí ïðè-
ìåð A çàäà÷è 1 | rj | Lmax ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé, óêàçàííûìè â òàá-
ëèöå 1.1. Êàê è íåîáõîäèìî, òðåáîâàíèÿ îòñîðòèðîâàíû ïî íåâîçðàñòàíèþ
rAj + pAj .

Àëãîðèòì 1.2 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ðàçðåøèìîìó ñëó÷àþ
1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax, ìèíèìèçèðóþùèé ρ(A,C)

1: for j := 1 to n do
2: rCj := rAj ; p

C
j := pAj

3: end for
4: k := 1; j1 = 1
5: for i := 2 to n do
6: if dAi < dAjk then
7: k := k + 1; jk := i
8: end if
9: end for
10: for i := n downto jk do
11: dCi := dAjk
12: end for
13: while k > 1 do
14: for i := jk − 1 downto jk−1 do
15: dCi := min{dAjk−1

, dAj −∆A
j + ∆C

jk
}

16: end for
17: k := k − 1
18: end while

Òàáëèöà 1.1: Ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé äëÿ ïðèìåðà A

j = 1 2 3 4 5 6 7 8
rAj 7 5 3 5 1 2 3 0
pAj 2 4 5 3 5 3 1 4
dAj 16 18 13 14 15 11 12 14

Íà÷èíàåòñÿ èñïîëíåíèå àëãîðèòìà. N = {1, . . . , 8}. Ïîñëå ïåðâîãî öèê-
ëà ïîëó÷àåì rCj := rAj è pCj := pAj , ∀j ∈ N . Ïîñëå âòîðîãî öèêëà èìååì: j1 = 1,
j2 = 3, j3 = 6.

Ïîñëå òðåòüåãî öèêëà ïîëó÷àåì dC6 = dC7 = dC8 = dA6 = 11.
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Íà÷íåì âûïîëíåíèå öèêëà WHILE.

k = 3.

dC5 = min{dA3 , dC6 − rC6 − pC6 + rA5 + pA5 } = 12.
dC4 = min{dA3 , dC6 − rC6 − pC6 + rA4 + pA4 } = 13.
dC3 = min{dA3 , dC6 − rC6 − pC6 + rA3 + pA3 } = 13.

k = 2.

dC2 = min{dA1 , dC3 − rC3 − pC3 + rA2 + pA2 } = 14.
dC1 = min{dA1 , dC3 − rC3 − pC3 + rA1 + pA1 } = 14.

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ïðèìåð C, ïðèíàä-
ëåæàùèé êëàññó 1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax. Ïàðàìåòðû
òðåáîâàíèé ïðèìåðà C óêàçàíû â òàáëèöå 1.2. Íàéä¼ì çíà÷åíèå àáñîëþòíîé
ïîãðåøíîñòè â äàííîì ñëó÷àå: ρ(A,C) = max

j∈N
{dAj − dCj } + max

j∈N
{dCj − dAj } =

dA2 − dC2 + 0 = 4. Ïðîöåññ ðàáîòû àëãîðèòìà 1.2 òàêæå ïðîèëëþñòðèðîâàí íà
ðèñóíêå 1.1.

Òàáëèöà 1.2: Ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé äëÿ íàéäåííîãî ïðèìåðà C

j = 1 2 3 4 5 6 7 8
rCj 7 5 3 5 1 2 3 0
pCj 2 4 5 3 5 3 1 4
dCj 14 14 13 13 12 11 11 11

1.4.2 Âàðèàíò cõåìû íà îñíîâå ñëó÷àÿ Õîãåâåíà

Ñëåäóþùèé âàðèàíò ñõåìû ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ îñíîâàí íà ñâåäåíèè çà-
äàííîãî ïðèìåðà ê ïðèìåðó èç ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîãî êëàññà Õîãåâå-
íà [130].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðèìåð C = {(rCj , pCj , dCj ) | j ∈ N} ïðèíàäëåæèò
êëàññó Õîãåâåíà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà β, ÷òî:

rCj ∈ [dCj − pCj − β, dCj − β], ∀j ∈ N. (1.32)

Äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ èç êëàññà Õîãåâåíà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
ñëîæíîñòè O(n2 log n) îïåðàöèé [130]. Îãðàíè÷åíèÿ (1.32) ìîæíî òàêæå ïå-
ðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà β, ÷òî:

β ∈ [dCj − pCj − rCj , dCj − rCj ] ∀j ∈ N. (1.33)
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Ðèñ. 1.1: Ðàáîòà àëãîðèòìà 1.2 íà ïðèìåðå

Óñëîâèÿ (1.33) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå íåðàâåíñòâ (1.11) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−rj − pj + dj ≤ β,

rj − dj ≤ −β,
ãäå β � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ êëàññ Õîãåâåíà.

Äëÿ çàäàííîãî ïðèìåðà A îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ρH(A) = max
i,j∈N

ρHij (A), (1.34)

ãäå
ρHij (A) = dAj − rAj − pAj − dAi + rAi . (1.35)

Çàìåòèì, ÷òî ρH(A) ≤ 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ïðèíàäëåæèò
êëàññó Õîãåâåíà. Åñëè ρH(A) > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà òðåáîâàíèé
i′, j′ ∈ N , ÷òî dAj′ − pAj′ − rAj′ > dAi′ − rAi′ è îòðåçêè [dAi′ − pAi′ − rAi′ , d

A
i′ − rAi′ ]

è [dAj′ − pAj′ − rAj′ , dAj′ − rAj′ ] íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íå íàéäåòñÿ òàêîé
êîíñòàíòû β, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (1.33).

Ïóñòü äàí ïðèìåð A ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {rAj , pAj , dAj }, j ∈ N ,
êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Õîãåâåíà. Ïðèìåíèì äëÿ äàííîãî ïðèìå-
ðà ïðåäëîæåííóþ ðàíåå ñõåìó íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ. Ñâåä¼ì
ïðèìåð A ê ïðèìåðó C, êîòîðûé íàñëåäóåò ó ïðèìåðà A ïðîäîëæèòåëüíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ è ïðèíàäëåæèò êëàññó Õîãåâåíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàéòè ïðèìåð C, äëÿ êîòîðîãî ðàññòîÿ-
íèå ρ(A,C) áóäåò ìèíèìàëüíûì.
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Òåîðåìà 1.3 Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà A çàäà÷è 1|rj|Lmax, íå ïðèíàäëåæàùå-
ãî êëàññó Õîãåâåíà, è äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà C, íàñëåäóþùåãî äëèòåëüíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ ïðèìåðà A è ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó Õîãåâåíà, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó A è C:

ρ(A,C) ≥ ρH(A). (1.36)

Îöåíêà (1.36) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ïðèìåðå C, êîòîðûé ìîæåò áûòü
íàéäåí çà âðåìÿ O(n) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ýòî áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà C,
ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó Õîãåâåíà, ïàðàìåòðû ëþáîé ïàðû òðåáîâàíèé i, j ∈
N äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

0 ≤ −ρHij (C) = dCi − rCi − dCj + pCj + rCj . (1.37)

Äîáàâèì â îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.37) ρHij (A), ó÷èòûâàÿ, ÷òî pCj = pAj .
Èñïîëüçóÿ (1.35) è îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ρ(A,C), ïîëó÷èì

ρHij (A) ≤ (dAj − dCj ) + (rCj − rAj ) + (dCi − dAi ) + (rAi − rCi ) ≤ ρ(A,C). (1.38)

Òàê êàê (1.38) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû òðåáîâàíèé i, j ∈ N , èç
(1.34) èìååì

ρH(A) = max
i,j∈N

ρHij (A) ≤ ρ(A,C).

Íåðàâåíñòâî (1.36) äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòèæèìîñòè îöåíêè (1.36) íà íåêîòîðîì ïðèìåðå
C ïîñòðîèì ïðèìåð C, íàñëåäóþùèé ó ïðèìåðà A äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâà-
íèÿ è ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïàðàìåòðû pj è
rj íå áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ äëÿ ïðèìåðîâ A è C, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èõ áåç
âåðõíåãî èíäåêñà �A� è �C� ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì j∗ = arg max
j∈N

{dAj − rAj − pAj }. Ïîëîæèì

dCj = max{dAj∗ − rj∗ − pj∗ + rj, d
A
j } ∀j ∈ N. (1.39)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå òðåáîâàíèå j ∈ N . Åñëè dAj > dAj∗− rj∗−pj∗ +
rj, òî dCj = dAj è dCj − dAj = 0 ≤ ρH(A). Åñëè dAj ≤ dAj∗ − rj∗ − pj∗ + rj, òî
dCj − dAj = dAj∗ − rj∗ − pj∗ − dAj + rj = ρHjj∗(A) ≤ ρH(A).

Îòìåòèì, ÷òî dCj∗ = dAj∗, òàê êàê dAj∗ − rj∗ > dAj∗ − rj∗ − pj∗. Â èòîãå
èìååì max

j∈N
{dAj − dCj } = dAj∗ − dCj∗ = 0, max

j∈N
{dCj − dAj } ≤ ρH(A), rA − rC = 0,
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∀j ∈ N . Ñêëàäûâàÿ max
j∈N
{dAj − dCj }, max

j∈N
{dCj − dAj }, max

j∈N
{rAj − rCj } è max

j∈N
{rCj −

rAj } ïîëó÷àåì, ÷òî ρ(A,C) ≤ ρH(A). Îòñþäà è èç (1.36) ïîëó÷àåì ρ(A,C) =
ρH(A).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé ïðèìåð C óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó
Õîãåâåíà. Âîçüì¼ì êîíñòàíòó β = dCj∗ − rj∗ − pj∗ = dAj∗ − rj∗ − pj∗. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíîå òðåáîâàíèå j ∈ N . Åñëè dAj − rj > dAj∗ − rj∗ − pj∗, òî èç (1.39),
dCj = dAj è dCj − rj > β. Èìååì òàêæå dCj − rj − pj ≤ β ïî îïðåäåëåíèþ j∗ è
β. Åñëè æå dAj − rj ≤ dAj∗ − rj∗ − pj∗, òî èç (1.39), dCj − rj = β. Î÷åâèäíî, ÷òî
òîãäà dCj − rCj − pCj < β. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåð C óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó
Õîãåâåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà ñâåäåíèÿ ïðèìåðà A ê ïðèìå-
ðó C ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû äîëæíû ïðèìåíèòü
ôîðìóëó (1.39) n ðàç.

Íà îñíîâå òåîðåìû 1.3 ïîëó÷àåì î÷åâèäíûé àëãîðèòì 1.3, êîòîðûé ñâî-
äèò ïðèìåð A ê ïðèìåðó C, äëÿ êîòîðîãî (1.36) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî.

Àëãîðèòì 1.3 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëó÷àþ Õîãåâåíà, ìè-
íèìèçèðóþùèé ρ(A,C)

1: j∗ = arg max
j∈N

{dAj − rAj − pAj }

2: for j := 1; to n do
3: rCj := rAj ;
4: pCj := pAj ;
5: dCj = max{dAj∗ − rAj∗ − pAj∗ + rAj , d

A
j }

6: end for

Äëÿ ïðèìåðà A èç òàáëèöû 1.1 îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ðå-
øåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ âàðèàíòà ñõåìû íà îñíîâå ñëó÷àÿ Õîãåâåíà,
ñîñòàâëÿåò ρH(A) = 1.

Ïðèìåð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì Õîãåâåíà.

j = 1 1 2 3 4 5 6 7 8
rCj 7 5 3 5 1 2 3 0
PC
j 2 4 5 3 5 3 1 4
dCj 17 18 13 15 15 12 13 14

Êàê è â ðàçäåëå 1.4.1, ïîñòðîåííûé ïðèìåð C (òî÷êà) ÿâëÿåòñÿ ïðîåê-
öèåé èñõîäíîãî ïðèìåðà A (òî÷êè) íà êëàññ ïðèìåðîâ Õîãåâåíà.
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1.5 Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ

àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ýêñïåðèìåíòàëüíî îöåíèì ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ àâòîðà [24, 28, 29] è Õîãåâåíà [130] äëÿ
ðåøåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è. Òàêæå áóäåò èññëåäîâàíà ôàêòè÷åñêàÿ àáñî-
ëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàñïèñàíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ âàðèàíòîâ ñõåìû
ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàçäåëå 1.4.

Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé îäíèì èç ïåðâîñòå-
ïåííûõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá ãåíåðàöèè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Ìû ïîêà-
æåì, ÷òî ìíîæåñòâî Φn âñåõ ïðèìåðîâ çàäà÷è ðàçìåðíîñòè n ìîæåò áûòü ïðå-
îáðàçîâàíî â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî Ψn, ãäå êàæäûé ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýêâèâàëåíòíûõ ïðèìåðîâ çàäà÷è. Â ïîäðàçäåëå 1.5.1
ìû ïðåäñòàâèì ñâîþ ïðîöåäóðó ãåíåðàöèè è ïîêàæåì, ÷òî îíà ãåíåðèðóåò
ïðèìåðû ïî ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà ìíîæåñòâå Ψn.

Èñïîëüçóÿ äàííóþ ïðîöåäóðó, â ïîäðàçäåëå 1.5.2 ìû îöåíèì íàñêîëüêî
òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ρ(A,C) ïðåâûøàåò ñðåäíåå
ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ,
ïîëó÷åííîãî ïî ñõåìå, ïðåäñòàâëåííîé â ðàçäåëå 1.4. Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷å-
ñêîé è ïðàêòè÷åñêîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè áóäåò ïðîèçâåäåíî äëÿ âàðè-
àíòîâ ñõåìû íà îñíîâå ñëó÷àåâ àâòîðà è Õîãåâåíà.

Äàëåå â ïîäðàçäåëå 1.5.3 ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóò¼ì îïðåäåëÿåòñÿ ýô-
ôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ àâòîðà è Õîãåâåíà, à òàêæå àëãîðèòìà Øðàãå [192]
ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðåøåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax.

1.5.1 Ñïîñîá ãåíåðàöèè ïðèìåðîâ

Ìíîæåñòâî Φn âñåõ ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | rj | Lmax ñ ÷èñëîì òðåáîâàíèé n
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ÷àñòüþ 3n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå êîîðäèíàòû
êàæäîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé {rj, pj, dj}, pj >
0, j ∈ N . Ìíîæåñòâî Φn ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî Ψn.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðèìåðû ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {rj, pj, dj}
è {αrj, αpj, αdj}, ãäå α > 0, èìåþò îäíî è òîæå ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ
ðàñïèñàíèé.

Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü π∗, π∗ ∈ Π(N), � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà
P ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {rj, pj, dj}, j ∈ N , òîãäà ðàñïèñàíèå π∗ áóäåò
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òàêæå îïòèìàëüíûì äëÿ ïðèìåðà Q ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {rQj =

αrj, p
Q
j = αpj, d

Q
j = αdj}, j ∈ N , ãäå α ∈ R, α > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðàííåå ðàñïèñàíèå π, π ∈
Π(N). Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè îáñëóæèâà-
þòñÿ â ðàñïèñàíèè π. Ïóñòü fPj (π) = max

i∈N
{i | i ≤ j, sPi (π) = rPi }. Î÷åâèäíî,

÷òî, åñëè fPj (π) 6= j, òî sPj (π) = sPj−1 + pj−1.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî sQj (π) = αsPj (π), j ∈ N .

Äëÿ òðåáîâàíèÿ 1 èìååì: sQ1 (π) = rQ1 = αrP1 = αsP1 (π). Ïóñòü sQi (π) = αsPi (π).

Åñëè fPi+1(π) = i + 1, òî sQi+1(π) = rQi+1 = αrPi+1 = αsPi+1(π), òàê êàê
rQi+1 = αrPi+1 ≥ α(sPi (π) + pPi ) = sQi (π) + pQi .

Åñëè fPi+1(π) 6= i+1, òî sQi+1(π) = sQi (π)+pQi = αsPi (π)+αpPi = αsPi+1(π),
òàê êàê sQi (π) + pi = αsPi (π) + αpPi = αsPi+1(π) ≥ αrPi+1 = rQi+1.

Òàê êàê sQj (π) = αsPj (π), j ∈ N , òî LQj (π) = sQj (π) +pQj −d
Q
j = αsPj (π) +

αpPj −αdPj = αLPj (π), ∀j ∈ N, ∀π ∈ Π(N). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè π∗ � îïòèìàëü-

íîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà P , òî min
π∈Π(N)

max
j∈N

LQj (π) = min
π∈Π(N)

max
j∈N

αLPj (π) =

max
j∈N

αLPj (π∗) = max
j∈N

LQj (π∗) è π∗ � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà Q.

Âåðîÿòíåå âñåãî, äàííàÿ òåîðåìà äîêàçûâàëàñü ðàíåå, íî àâòîð íå íàø¼ë
ññûëêè íà äîêàçàòåëüñòâî... Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.4 êàæäàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ïðèìåðó ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {r1, . . . , rn, p1, . . . , pn, d1, . . . , dn},
ìîæåò áûòü ñïðîåöèðîâàíà íà åäèíè÷íóþ ñôåðó â 3n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
áåç èçìåíåíèÿ ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî â êà÷å-
ñòâå ìíîæåñòâà âñåõ ïðèìåðîâ çàäà÷è ðàçìåðíîñòè n ìîæíî âçÿòü ìíîæå-
ñòâî Ψ̄n, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ åäèíè÷íîé ñôåðû â 3n-ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ãäå pj > 0, j ∈ N . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà èç ìíîæå-
ñòâà Φn ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíûé ïðèìåð èç ìíîæåñòâà Ψ̄n, äëÿ êîòîðîãî√
r2
j + p2

j + d2
j = 1.

Â ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè îäíèì èç îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ
áóäåò îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íàéäåííîãî ðàñïèñàíèÿ. Ïîýòîìó, îïòè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íå äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ìîæåò ðàâíÿòüñÿ áåñêîíå÷íîñòè.
Âî èçáåæàíèå ïîäîáíîãî ðåçóëüòàòà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé òåñòîâûõ ïðèìå-
ðîâ ìû áóäåì ìîäèôèöèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü rj ≥ 0
è dj ≤ 0, j ∈ N . Òîãäà âðåìåíí�îå ñìåùåíèå êàæäîãî òðåáîâàíèÿ, è, ñîîò-
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âåòñòâåííî, ìàêñèìàëüíîãî, áóäåò áîëüøå íóëÿ, à ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ
ðàñïèñàíèé îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð A ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {rAj , pAj , dAj }, j ∈ N , è
ïðèìåð B ñ ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé {rBj = rAj + α, pBj = pAj , d

B
j = dAj + β},

j ∈ N , ãäå α è β � íåêîòîðûå êîíñòàíòû α, β ∈ R. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1,
ρ(A,B) = 0, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåðû A è B ýêâèâàëåíòíû.

Ïðåîáðàçóåì ìíîæåñòâî Ψ̄n ïðèìåðîâ çàäà÷è âî ìíîæåñòâî Ψn. Äëÿ
ýòîãî êàæäûé ïðèìåð A èç Ψ̄n ïðåîáðàçóåì â ýêâèâàëåíòíûé åìó ïðèìåð B
èç Ψn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rBj = rAj −min
i∈N

rAi , pBj = pAj , dBj = dAj −max
i∈N

dAi , ∀j ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà ïðèìåðîâ Ψ̄n è Ψn ýêâèâàëåíòíû (ìíîæå-
ñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðîâ ñîâïàäàþò) è äëÿ
ðàññìîòðåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ ïðèìåðîâ ðàçìåðíîñòè n ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ïðèìåðàìè èç ìíîæåñòâà Ψn, îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ
êîòîðûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì 1.4 ðàâíîìåðíî ãåíåðèðóåò ïðèìåðû èç ìíîæå-
ñòâà Ψ̄n äëÿ çàäàííîãî n, à çàòåì ïðåîáðàçóåò èõ â ïðèìåðû èç ìíîæåñòâà
Ψn. Òàê êàê Ψ̄n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü åäèíè÷íîé 3n-ìåðíîé ñôåðû, äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé ãåíåðàöèè ïðèìåðîâ èç Ψ̄n, ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé
(êîîðäèíàòû) ãåíåðèðóþòñÿ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ.

1.5.2 Îöåíêà ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ
àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

Â äàííîì èññëåäîâàíèè áóäåò íàéäåíî ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α.
Äàííûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ àáñîëþò-
íîé ïîãðåøíîñòè ê òåîðåòè÷åñêîé îöåíêå â ïðîöåíòàõ. Ïàðàìåòð α âû÷èñëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α =
K∑
i=1

(Lmax(πCi )− Lmax(πAi ))

ρi(A,C)
· 100%
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Àëãîðèòì 1.4 Àëãîðèòì ðàâíîìåðíîé ãåíåðàöèè ïðèìåðîâ íà ìíîæåñòâå Ψn

1: ãåíåðèðóåì ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé {r̂j, p̂j, d̂j} ñîãëàñíî íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ
ïàðàìåòðàìè m = 0 è δ = 1

2: for all j ∈ N do
3: if p̂j < 0 then
4: pj := −p̂j
5: else
6: pj := p̂j
7: end if
8: rj := r̂j −min

j∈N
{r̂j}

9: dj := d̂j −max
j∈N
{d̂j}

10: end for
11: ∆ :=

√∑
j∈N

r2
j +

∑
j∈N

p2
j +

∑
j∈N

d2
j .

12: for all j ∈ N do
13: rj :=

rj
∆
; pj :=

pj
∆
; dj :=

dj
∆

14: end for

ÇäåñüK � îáùåå ÷èñëî ñãåíåðèðîâàííûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ; Lmax(πAi ) �
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ äëÿ ïðèìåðà A
â ýêñïåðèìåíòå i; Lmax(πCi ) � çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ
ðàñïèñàíèÿ πC â ýêñïåðèìåíòå i, ïîëó÷åííîãî ïî ñõåìå íàõîæäåíèÿ ïðèáëè-
æ¼ííîãî ðåøåíèÿ; ρi(A,C) � òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè
â ýêñïåðèìåíòå i. Îáîçíà÷èì αL è αH , êàê çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α äëÿ ñëó-
÷àÿ àâòîðà è ñëó÷àÿ Õîãåâåíà, ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïåðâîãî
ñëó÷àÿ ρ(A,C) = ρL(A), à äëÿ âòîðîãî ρ(A,C) = ρH(A).

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïðèìåðû ãåíåðèðîâàëèñü ñîãëàñíî ñïîñî-
áó, ïðèâåäåííîìó â ïîäðàçäåëå 1.5.1. Äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
n ∈ {2, . . . , 100} áûëî ñãåíåðèðîâàíî 10000 ïðèìåðîâ.

Íà ðèñóíêå 1.2 ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ αL è αH îò
ðàçìåðíîñòè ïðèìåðîâ n. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ äâóõ èññëåäóåìûõ
ïàðàìåòðîâ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íåçíà÷èòåëüíûì îáðàçîì. Ñ óâåëè÷åíè-
åì ðàçìåðíîñòè è αL, è αH ðàñòóò è ñòàáèëèçèðóþòñÿ â ðàéîíå 45%. Ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä, òî ñðåäíåå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè
íå ïðåâûøàåò ïîëîâèíû òåîðåòè÷åñêîé îöåíêè àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ρ.
Íóæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà αH çàìåòíî íèæå αL äëÿ
áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé èññëåäóåìûõ ïðèìåðîâ.

61



Ðèñ. 1.2: Ñðåäíåå îòíîøåíèå ïðàêòè÷åñêîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ê òåîðåòè÷åñêîé îöåí-
êå

1.5.3 Ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ
àëãîðèòìîâ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è

Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ Øðàãå, àâòîðà è Õîãåâåíà ïðè ðåøåíèè ïðîèç-
âîëüíûõ ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | rj | Lmax ìû áóäåì îöåíèâàòü ñ ïîìîùüþ ñëå-
äóþùèõ òðåõ ïîêàçàòåëåé.

• Ïàðàìåòðm îïðåäåëÿåò ïðîöåíò îïòèìàëüíî ðåøåííûõ àëãîðèòìîì ïðè-
ìåðîâ èç ÷èñëà ñãåíåðèðîâàííûõ è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

m =
K∗

K
· 100%.

Çäåñü K � îáùåå ÷èñëî ñãåíåðèðîâàííûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, K∗ � ÷èñëî
îïòèìàëüíî ðåøåííûõ àëãîðèòìîì òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.

• Ïàðàìåòðû βav è βmax îïðåäåëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíþþ è ìàêñè-
ìàëüíóþ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè íàé-
äåííîãî àëãîðèòìîì ðàñïèñàíèÿ äëÿ òåñòîâîãî ïðèìåðà. Ïîãðåøíîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè òå-
ñòîâîãî ïðèìåðà. Ïàðàìåòðû βav è βmax âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì
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Ðèñ. 1.3: Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà Øðàãå

ôîðìóëàì:

βav =
K∑
i=1

(Lmax(πi)− Lmax(π∗i ))

Lmax(π∗i )
· 100%;

βmax = max
i=1,...,K

{
Lmax(πi)− Lmax(π∗i )

Lmax(π∗i )
· 100%

}
.

Çäåñü K � ÷èñëî ñãåíåðèðîâàííûõ ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åííîå
àëãîðèòìîì ðåøåíèå íå áûëî îïòèìàëüíûì (K = K − K∗), πi è π∗i �
íàéäåííîå àëãîðèòìîì ðàñïèñàíèå è îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ i-ãî
ñãåíåðèðîâàííîãî ïðèìåðà, ðåø¼ííîãî íåîïòèìàëüíî, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïðîâåä¼ííîì èññëåäîâàíèè ìû ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿëè ïàðà-
ìåòðû m, βav è βmax äëÿ òð¼õ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Íàìè èññëåäî-
âàëèñü ïðèìåðû ñ ÷èñëîì òðåáîâàíèé n îò 2 äî 100. Òåñòîâûå ïðèìåðû ãåíå-
ðèðîâàëèñü ïî àëãîðèòìó 1.4 íà 3n-ìåðíîé åäèíè÷íîé ñôåðå. Äëÿ êàæäîãî
èññëåäóåìîãî çíà÷åíèÿ n áûëî ïîñòðîåíî 10000 ïðèìåðîâ.

Íà ðèñóíêå 1.3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè èññëåäóåìûõ ïàðà-
ìåòðîâ îò ÷èñëà òðåáîâàíèé n äëÿ àëãîðèòìà Øðàãå, íà ðèñóíêå 1.4 � äëÿ
àëãîðèòìà àâòîðà, è íà ðèñóíêå 1.5 � äëÿ àëãîðèòìà Õîãåâåíà.
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Ðèñ. 1.4: Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà àâòîðà

Ðèñ. 1.5: Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà Õîãåâåíà
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Ãðàôèêè ïàðàìåòðà m èìåþò ñõîæóþ çàâèñèìîñòü äëÿ âñåõ òð¼õ àë-
ãîðèòìîâ. Ñíà÷àëà ïàðàìåòð m óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà òðåáîâà-
íèé. Íî çàòåì, íà÷èíàÿ ñ n = 6, 7 îí íà÷èíàåò âîçðàñòàòü è ñòðåìèòñÿ ê
100%. Íàïðèìåð, äëÿ ðàçìåðíîñòè áîëüøå 30 àëãîðèòì àâòîðà îïòèìàëüíî
ðåøàåò áîëåå 99.7% ïðèìåðîâ, à àëãîðèòì Õîãåâåíà � áîëåå 99.9%. Êîíå÷íî,
ñóùåñòâóþò êëàññû ïðèìåðîâ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðåøåíû îïòèìàëüíî
ýòèìè ïîëèíîìèàëüíûìè àëãîðèòìàìè. Íî åñëè áðàòü â ðàñ÷¼ò âñþ ñîâîêóï-
íîñòü ïðèìåðîâ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü �ïëîõîé� ïðè-
ìåð î÷åíü íåçíà÷èòåëüíà.

Åñëè ðàññìîòðåòü ãðàôèêè ïàðàìåòðîâ βav è βmax, òî ìîæíî óâèäåòü,
÷òî ñðåäíÿÿ è ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî àëãî-
ðèòìàìè ðåøåíèÿ ïàäàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà òðåáîâàíèé. Îïÿòü æå àëãî-
ðèòì Õîãåâåíà ïîêàçûâàåò íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû. Ñðåäíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò 1% äëÿ ðàçìåðíîñòè n1 = 17
è áîëüøå, à ìàêñèìàëüíàÿ íå ïðåâûñèëà â íàøèõ ýêñïåðèìåíòàõ 2% äëÿ ïðè-
ìåðîâ ðàçìåðíîñòè n2 = 23 è áîëüøå. Äëÿ àëãîðèòìà àâòîðà n1 = 19 è
n2 = 36, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî âûäâèíóòü ãè-
ïîòåçó, ÷òî ïðîöåíò �òðóäíûõ� ïðèìåðîâ îòíîñèòåëüíî âñåãî ìíîæåñòâà ïðè-
ìåðîâ çàäà÷è 1 | rj | Lmax ïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè n. Ýòèì ìîæåò
áûòü îáúÿñíåí, â ÷àñòíîñòè, òàêîé ôàêò, ÷òî íà ïðàêòèêå òî÷íûå íåïîëèíîìè-
àëüíûå àëãîðèòìû äîâîëüíî áûñòðî íàõîäÿò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ïðè-
ìåðîâ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, íåñìîòðÿ íà NP -ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è, ñìîòðèòå, íàïðèìåð, [101, 142]. Â ãëàâå 3 ìû ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå
ýòè òî÷íûå àëãîðèòìû.

1.6 Ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé îáùåãî

ñëó÷àÿ çàäà÷è 1|rj|Lmax

Îïèøåì äâå ïðîöåäóðû ðàçáèåíèÿ ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N ′, t′), |N ′| = n′ 6= 0,
íà ñîâîêóïíîñòü ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèé.

Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t, π ∈ Π(N ′, t′). Áóäåì îáîçíà÷àòü:

rmin(N ′) = min
i∈N ′

ri � ìèíèìàëüíûé ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé ìíî-

æåñòâà N ′;

pmin(N ′) = min
i∈N ′

pi � ìèíèìàëüíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ

òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′;
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dmin(N ′) = min
i∈N ′

di � ìèíèìàëüíûé äèðåêòèâíûé ñðîê òðåáîâàíèé ìíî-

æåñòâà N ′;

rmax(N ′) = max
i∈N ′

ri � ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé

ìíîæåñòâà N ′;

pmax(N ′) = max
i∈N ′

pi � ìàêñèìàëüíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ

òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′;

dmax(N ′) = max
i∈N ′

di � ìàêñèìàëüíûé äèðåêòèâíûé ñðîê òðåáîâàíèé ìíî-

æåñòâà N ′;

Cmax(π) = max
j∈N ′

j(π) � ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâà-

íèé ðàñïèñàíèÿ π;

J∗(π) = {j ∈ N ′ : Lmax(π) = Lj(π)} � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé èç ðàñïè-
ñàíèÿ π, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè Lmax;

Jdmin
(N ′) = {j ∈ N ′ : dj = dmin(N ′)} � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé èç N ′,

èìåþùèõ ìèíèìàëüíûé äèðåêòèâíûé ñðîê;

Π∗(N ′, t′) = {π∗ ∈ Π(N ′, t′) : Lmax(π∗) = min
π∈Π(N ′,t′)

Lmax(π)} � ìíîæåñòâî

îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé íà ìíîæåñòâå Π(N ′, t′);

~Πr(N
′, t′) � ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæå-

ñòâà N ′ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′, ñîñòàâëåííûõ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîìåíòîâ
ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ðàñïèñàíèå π ∈ ~Πr(N

′, t′) ÿâ-
ëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî áûñòðîäåéñòâèþ ðàñïèñàíèåì (ñì. [64], còð. 110);

~Πd(N
′, t′) � ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæå-

ñòâà N ′ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′, ñîñòàâëåííîå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ äèðåêòèâ-
íûõ ñðîêîâ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

Åñëè îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ i ïðåäøåñòâóåò îáñëóæèâàíèþ òðåáîâà-
íèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π, òî ýòî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç i

π→ j. Çàïèñü i
π→N ′

îçíà÷àåò, ÷òî i
π→ j ∀ j ∈ N ′, à çàïèñü N ′ π→N

′′
îçíà÷àåò, ÷òî i

π→ j ∀ i ∈ N ′,
j ∈ N ′′

.

Àëãîðèòì 1.5
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî äëÿ ðàñïèñàíèÿ π = (j1, . . . , jn′) òðåáîâàíèå jdmin

∈ Jdmin
(N ′). Ïóñòü

jdmin
= ji. Ïîëàãàåì N1 = ∅, åñëè i = 1, è N1 = {j1, . . . , ji−1}, π1 = (j1, . . . , ji−1), åñëè

1 < i ≤ n′. Ïîëàãàåì N2 = ∅, åñëè i = n′, è N2 = {ji+1, . . . , jn′}, π2 = (ji+1, . . . , jn′),
åñëè 1 ≤ i < n′. Ðàñïèñàíèå π ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: π = (π1, ji, π

2), ãäå π1 ∈
Π(N1, t′), π2 ∈ Π(N2, Cmax(π1, ji)).
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Àëãîðèòì 1.6

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî äëÿ ðàñïèñàíèÿ π = (j1, . . . , jn′) òðåáîâàíèå j1
d ∈ Jdmin

(N ′). Ïóñòü
j1
d = ji1 . Ïîëàãàåì N

1 = ∅, åñëè i1 = 1, è N1 = {js ∈ N ′ : 1 ≤ s ≤ i1−1}, π1 = (j1, . . . , ji1−1),
åñëè i1 > 1. Ïîëàãàåì N2 = N ′ \ (N1 ∪ {j1

d}). Ïóñòü óæå èçâåñòíû jk−1
d , Nk−1, Nk, πk−1,

k > 1.
ÅñëèNk 6= ∅, òî âûáèðàåì òðåáîâàíèå jkd ∈ Jdmin

(Nk). Ïóñòü jkd = jik . ÏîëàãàåìN
k = ∅, åñëè

ik = ik−1 + 1, è Nk = {js ∈ N ′ : ik−1 + 1 ≤ s ≤ ik − 1}, πk = (jik−1+1, jik−1+2, . . . , jik−1), åñëè
ik > ik−1 + 1. Ïîëàãàåì Nk+1 = Nk \ (Nk ∪ {jkd}). Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì k = m âûïîëíÿåòñÿ
Nm = ∅, òîãäà ðàñïèñàíèå π ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå: π = (π1, j1

d , π
2, j2

d , . . . , π
m, jmd ),

πi ∈ Π(N i, Ci
max), i = 1,m, C1

max = t′, Ci
max = Cmax(π1, j1

d , . . . , π
i−1, ji−1

d ), ∀ i = 2,m.

Ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ. Ñëåäóþùèå ëåììà è ñëåäñòâèå äàþò
âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü, íà êàêèõ òðåáîâàíèÿõ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π ∈ Π(N ′, t′), â òîì ÷èñëå è îïòè-
ìàëüíîì.

Ëåììà 1.5 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t, jdmin
∈ Jdmin

(N ′), π = (π1, jdmin
,

π2) ∈ Π(N ′, t′), ãäå N 1, N 2, π1, π2 îïðåäåëåíû ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.5. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå j∗ ∈ J∗(π), ÷òî j∗ ∈ N 2 ∪ {jdmin

}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ Jdmin
(N ′) ñëåäóåò, ÷òî dj ≥ djdmin

∀ j ∈ N 1.
Êðîìå òîãî, Cj(π) ≤ Cjdmin

(π) ∀ j ∈ N 1. Òîãäà Lj(π) ≤ Ljdmin
(π) ∀ j ∈ N 1, è,

çíà÷èò, max
j∈N1

Lj(π) ≤ Ljdmin
.

Ïîýòîìó

Lmax(π) = max

{
max
j∈N1

Lj(π), Ljdmin
(π),max

j∈N2
Lj(π)

}
=

= max

{
Ljdmin

(π),max
j∈N2

Lj(π)

}
.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñëåäñòâèå 1.4 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t è ðàñïèñàíèå
π = (π1, j1

d, π
2, j2

d, ..., π
m, jmd ) ∈ Π(N ′, t′), ãäå m, jid, N

i, πi, i = 1,m, îïðåäåëå-
íû ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.6. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå j∗ ∈ J∗(π),
÷òî j∗ ∈ {j1

d, j
2
d, ..., j

m
d }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π = (π1, j1
d, π

2, j2
d, ..., π

m, jmd ) � ïðîèçâîëüíîå ðàñ-
ïèñàíèå ìíîæåñòâà Π(N ′, t′). Èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî
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j∗ ∈ J∗(π), ÷òî j∗ ∈ N ′ \ N 1. Äëÿ ëþáûõ j ∈ Nk, k = 2,m, âåðíî Cj(π′) ≤
Cjkd (π

′). Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ òðåáîâàíèé jkd ∀ k = 2,m, ñëåäóåò,
÷òî dj ≥ djkd . Ïîýòîìó Lj(π) ≤ Ljkd (π) ∀ k = 2, ...,m, j ∈ Nk. Îòñþäà
Lmax(π) = max{Lj1

d
(π), max

k=2,m
Ljkd (π)}. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Â ñëåäóþùèõ òðåõ óòâåðæäåíèÿõ îïèñûâàåòñÿ ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé â ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèÿõ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò îïòèìàëüíîå ðàñ-
ïèñàíèå. Â ëåììàõ 1.6, 1.7 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïè-
ñàíèÿ, ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèÿ, ïðåäøåñòâóþùèå òðåáîâàíèþ ñ ìèíèìàëü-
íûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì, îáñëóæèâàþòñÿ ïî íåóáûâàíèþ ìîìåíòîâ ïîñòóï-
ëåíèÿ, à òðåáîâàíèÿ, ñëåäóþùèå çà íèì, óïîðÿäî÷åíû îïòèìàëüíûì îáðàçîì.
Â òåîðåìå 1.5 îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â ÷àñòè÷íûõ
ðàñïèñàíèÿõ πk, k = 1, ...,m, îïðåäåëåííûõ â àëãîðèòìå 1.6.

Ëåììà 1.6 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t, jdmin
∈ Jdmin

(N ′). Òîãäà íàé-
äóòñÿ òàêèå ïîäìíîæåñòâà N 1, N2 ⊂ N ′, N 1 ∪ N 2 = N ′, ÷òî ðàñïèñà-
íèå π∗ = (~π1

r , jdmin
, π2) ∈ Π(N ′, t′), ïðè ëþáîì ~π1

r ∈ ~Πr(N
1, t′) è íåêîòîðîì

π2 ∈ Π(N 2, Cmax(~π1
r , jdmin

)), áóäåò îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π ∈ Π(N ′, t′) � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Ñîãëàñíî
àëãîðèòìó 1.5 íàéäóòñÿ òàêèå N 1, N2 ⊂ N ′ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷àñòè÷íûå
ðàñïèñàíèÿ π1, π2, ÷òî

π = (π1, jdmin
, π2),

ãäå π1 ∈ Π(N 1, t′), π2 ∈ Π(N 2, Cmax(π1, jdmin
)), jdmin

∈ Jdmin
(N ′).

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π′= (~π1
r , jdmin

, π2), ~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′),

îòëè÷àþùååñÿ îò π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 1. Òàê
êàê ðàñïèñàíèå ~π1

r ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî áûñòðîäåéñòâèþ äëÿ òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà N 1 ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′, òî

Cmax(~π1
r) ≤ Cmax(π1). (1.40)

Èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òðåáîâàíèé j∗ ∈ J∗(π) è
j
′∗ ∈ J∗(π′), ÷òî j∗, j ′∗ ∈ N 2 ∪ {jdmin

}. Ïîýòîìó

Lmax(π)− Lmax(π′) = max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π)− max

j∈N2∪{jdmin
}
Lj(π

′). (1.41)
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Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 2 ∪ {jdmin
} íå èç-

ìåíèëñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ðàñïèñàíèÿ π ê ðàñïèñàíèþ π′, òî ñîãëàñíî (1.40)
Cj(π) ≥ Cj(π

′) ∀ j ∈ N 2 ∪ {jdmin
}, à çíà÷èò, Lj(π) ≥ Lj(π

′). Îòñþäà ñ ó÷¼-
òîì (1.41) ïîëó÷èì Lmax(π) ≥ Lmax(π′). Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π ïîëó÷èëè
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π′, óäîâëåòâîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ ëåììû. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 1.7 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t, jdmin
∈ Jdmin

(N ′). Òîãäà íàéäóòñÿ
òàêèå ïîäìíîæåñòâà N 1, N2 ⊂ N ′, N 1 ∩ N 2 = ∅, N 1 ∪ N 2 = N ′, ÷òî
ðàñïèñàíèå π∗ = (π1, jdmin

, π2∗) ∈ Π(N ′, t′), ïðè íåêîòîðîì π1 ∈ Π(N 1, t′) è
ëþáîì π2∗ ∈ Π∗(N 2, Cmax(π1, jdmin

)), áóäåò îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π ∈ Π(N ′, t′) � íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå.
Òîãäà, ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.5 íàéäóòñÿ òàêèå N 1, N2 ⊂ N ′ è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì ÷àñòè÷íûå ðàñïèñàíèÿ π1, π2, ÷òî

π = (π1, jdmin
, π2),

ãäå π1 ∈ Π(N 1, t′), π2 ∈ Π(N 2, Cmax(π1, jdmin
)), jdmin

∈ Jdmin
(N ′).

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π′= (π1, jdmin
, π2∗), π2∗ ∈ Π∗(N 2, Cmax(π1, jdmin

)),

îòëè÷àþùååñÿ îò π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 2. Òàê
êàê ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 1 ∪ {jdmin

} íå èçìåíèëñÿ
ïðè ïåðåõîäå ê ðàñïèñàíèþ π′, òî Ljdmin

(π) = Ljdmin
(π′). Êðîìå òîãî,

max
i∈N2

Li(π) ≥ max
i∈N2

Li(π
′), ïîñêîëüêó ðàñïèñàíèå π2∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

íà ìíîæåñòâå Π(N 2, Cmax(π1, jdmin
)). Çíà÷èò,

max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π) ≥ max

j∈N2∪{jdmin
}
Lj(π

′). (1.42)

Èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òðåáîâàíèé j∗ ∈ J∗(π) è
j
′∗ ∈ J∗(π′), ÷òî j∗, j ′∗ ∈ N 2 ∪ {jdmin

}, à çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (1.41).
Òîãäà èç (1.41), (1.42) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Lmax(π) ≥ Lmax(π′). Òàêèì îá-
ðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî îïòèìàëüíîãî
ðàñïèñàíèÿ π ïîëó÷èëè ðàñïèñàíèå π′ óäîâëåòâîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ ëåì-
ìû. Ëåììà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t. Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå π∗ = (~π1

r , j
1
d, ~π

2
r , j

2
d, ..., ~π

m
r , j

m
d ) ∈ Π(N ′, t′), ãäå ~πir ∈ ~Πr(N

i, Ci
max),

i = 1, . . . ,m, C1
max = t′, C i

max = Cmax(~π1
r , j

1
d, ..., ~π

i−1
r , ji−1

d ), i = 2, . . . ,m, à
çíà÷åíèå m, òðåáîâàíèÿ jid è ìíîæåñòâà N 1, ..., Nm ⊂ N ′ äëÿ âñåõ i =
1, . . . ,m îïðåäåëåíû â àëãîðèòìå 1.6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π ∈ Π(N ′, t′) � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Òîãäà
ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.6 íàéäóòñÿ çíà÷åíèå m, òðåáîâàíèÿ jid, ìíîæåñòâà N

i ⊂
N ′, i = 1, . . . ,m, òàêèå, ÷òî

π = (π1, j1
d, π

2, j2
d, ..., π

m, jmd ),

ãäå πi ∈ Π(N i, Ci
max), C1

max = t′, C i
max = Cmax(π1, j1

d, ..., π
i−1, ji−1

d ), i = 2, . . . ,m.

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π′ = (~π1
r , j

1
d, ~π

2
r , j

2
d, ..., ~π

m
r , j

m
d ),

îòëè÷àþùååñÿ îò π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâ N 1,..., Nm.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.4 ñóùåñòâóþò òàêèå òðåáîâàíèÿ j∗ ∈ J∗(π) è j
′∗ ∈

J∗(π′), ÷òî j∗, j
′∗ ∈ {j1

d, ..., j
m
d }. Ïîýòîìó

Lmax(π)− Lmax(π′) = max
i=1,m

Ljid(π)− max
i=1,m

Ljid(π
′).

Ïîñêîëüêó ðàñïèñàíèÿ ~π1
r ,..., ~π

m
r ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî áûñòðîäåéñòâèþ,

òî Cmax(πi) ≥ Cmax(~πir) ∀ i = 1,m. Îòñþäà Cjid(π) ≥ Cjid(π
′) è, ñëåäîâàòåëüíî,

Ljid(π) ≥ Ljid(π
′) ∀ i = 1,m. Ïîýòîìó Lmax(π) − Lmax(π′) ≥ 0, ò.å. â ðåçóëü-

òàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π
ïîëó÷èëè ðàñïèñàíèå π′, óäîâëåòâîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñà-
íèÿ, â êîòîðîì òðåáîâàíèÿ ñ ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ, íå ìåíüøèìè ÷åì ó
òðåáîâàíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì, ñëåäóþò ïîñëå íåãî.

Ëåììà 1.8 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t, jdmin
∈ Jdmin

(N ′). Òîãäà ñóùåñòâó-

åò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π(N ′, t′) òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî jdmin

π∗→ j

äëÿ âñåõ j ∈ N ′ \ {jdmin
}, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó rjdmin

≤ rj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π ∈ Π(N ′, t′) � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Ñîãëàñ-
íî àëãîðèòìó 1.5 íàéäóòñÿ òàêèå ïîäìíîæåñòâà Ñ ,N 2 ⊂ N ′ è ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ÷àñòè÷íûå ðàñïèñàíèÿ π̃, π2, ÷òî π ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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π = (π̃, jdmin
, π2), ãäå π̃ ∈ Π(Ñ , t′), π2 ∈ Π(N 2, Cmax(π̃, jdmin

)). Âûáåðåì òðå-
áîâàíèå j ∈ N ′ òàê, ÷òîáû îíî áûëî â ðàñïèñàíèè π áëèæàéøèì ñëåâà ê
òðåáîâàíèþ jdmin

è äëÿ íåãî âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî rjdmin
≤ rj. Îòìåòèì,

÷òî åñëè ñëåâà îò jdmin
óêàçàííîãî òðåáîâàíèÿ j íå íàéäåòñÿ, òî äëÿ ðàñïèñà-

íèÿ π áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.5 íàéäóòñÿ òàêèå ïîäìíîæåñòâà Ñ 1, Ñ 2 ⊂ Ñ è
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷àñòè÷íûå ðàñïèñàíèÿ π̃1, π̃2, ÷òî π̃ = (π̃1, j, π̃2), ãäå
π̃1 ∈ Π(Ñ 1, t′), π̃2 ∈ Π(Ñ 2, Cmax(π̃1, j)).

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π = (π̃1, j, π̃2, jdmin
, π2).

Ñîãëàñíî âûáîðó òðåáîâàíèÿ j äëÿ âñåõ i ∈ Ñ 2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-
ñòâà ri ≤ rjdmin

≤ rj. Òàê êàê òðåáîâàíèå íå ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ ðàíåå ñâîåãî
ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ, òî rj ≤ Cj(π)− pj. Îòñþäà ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

ri ≤ rjdmin
≤ rj ≤ Cj(π)− pj ∀ i ∈ Ñ 2. (1.43)

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π′ = (π̃1, π̃2, jdmin
, j, π2),

îòëè÷àþùååñÿ îò ðàñïèñàíèÿ π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j. Èç
(1.43) ñëåäóåò, ÷òî ê ìîìåíòó âðåìåíè (Cj(π) − pj) òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà
Ñ 2 ∪ {jdmin

} ïîñòóïèëè íà îáñëóæèâàíèå, ò.å. ïðè ðàñïèñàíèÿõ π è π
′′
, ãäå

π
′′

= (π̃2, jdmin
) ∈ Π(Ñ 2 ∪ {jdmin

},max{Cmax(π̃1), rj}), îíè îáñëóæèâàþòñÿ áåç
ïðîñòîåâ ïðèáîðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Cjdmin
(π) = max{Cmax(π̃1), rj}+ pj +

∑
i∈Ñ2

pi + pjdmin
(1.44)

è

Cjdmin
(π
′′
) = max{Cmax(π̃1), rj}+

∑
i∈Ñ2

pi + pjdmin
.

Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Ñ 2 ∪ {jdmin
} îäè-

íàêîâ ïðè ðàñïèñàíèÿõ π′, π
′′
è Cmax(π̃1) ≤ max{Cmax(π̃1), rj}, ò.å. ìîìåíò

íà÷àëà èõ îáñëóæèâàíèÿ íå áîëüøå ïðè ðàñïèñàíèè π′, ÷åì ïðè π
′′
, òî

Cjdmin
(π′) ≤ max{Cmax(π̃1), rj}+

∑
i∈Ñ2

pi + pjdmin
. (1.45)
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Òîãäà ñ ó÷¼òîì (1.44), (1.45) áóäåì èìåòü Cjdmin
(π) − Cjdmin

(π′) ≥ pj èëè, ÷òî
òîæå ñàìîå

Cjdmin
(π) ≥ Cjdmin

(π′) + pj. (1.46)

Èç (1.46) ñëåäóåò
Ljdmin

(π) ≥ Ljdmin
(π′) + pj. (1.47)

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

Cjdmin
(π) ≥ Cj(π

′). (1.48)

Îòìåòèì, ÷òî Cj(π′) = max{Cjdmin
(π′), rj} + pj. Ïóñòü Cjdmin

(π′) ≥ rj.
Òîãäà ñ ó÷¼òîì (1.46) Cjdmin

(π) − Cj(π
′) = Cjdmin

(π) − Cjdmin
(π′) − pj ≥ 0, è

íåðàâåíñòâî (1.48) â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü òåïåðü

Cjdmin
(π′) < rj. (1.49)

Òîãäà ñ ó÷¼òîì (1.44)

Cjdmin
(π)−Cj(π′) = Cjdmin

(π)−rj−pj = max{Cmax(π1), rj}+
∑
i∈Ñ2

pi+pjdmin
−rj.

Èç ñòðóêòóðû ðàñïèñàíèÿ π′ âèäíî, ÷òî Cjdmin
(π′) ≥ Cmax(π̃1). Ïîýòîìó, ó÷è-

òûâàÿ (1.49), Cmax(π̃1) < rj, è, çíà÷èò, Cjdmin
(π)−Cj(π′) =

∑
i∈Ñ2

pi + pjdmin
≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (1.48) äîêàçàíî.

Òàê êàê djdmin
≤ dj, òî èç (1.48) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Ljdmin
(π) ≥ Lj(π

′). (1.50)

Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 2 íå èçìåíèë-
ñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ðàñïèñàíèÿ π ê ðàñïèñàíèþ π′ è ñïðàâåäëèâî (1.48), òî
Ci(π) ≥ Ci(π

′) ∀ i ∈ N 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

Li(π) ≥ Li(π
′) ∀ i ∈ N 2. (1.51)

Ïî ëåììå 1.5 ñóùåñòâóþò òàêèå òðåáîâàíèÿ j∗ ∈ J∗(π) è j
′∗ ∈ J∗(π′), ÷òî

j∗ ∈ N 2 ∪ {jdmin
}, j ′∗ ∈ N 2 ∪ {jdmin

} ∪ {j}. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

Lmax(π)− Lmax(π′) = max{Ljdmin
(π),max

i∈N2
Li(π)}−

max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′),max
i∈N2

Li(π
′)}. (1.52)

Ïîêàæåì, ÷òî
Lmax(π) ≥ Lmax(π′). (1.53)
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Âîçìîæíû âàðèàíòû.

1. Ïóñòü
Ljdmin

(π) ≥ max
i∈N2

Li(π). (1.54)

Òîãäà ñ ó÷¼òîì (1.52)

Lmax(π)− Lmax(π′) = Ljdmin
(π)−max{Ljdmin

(π′), Lj(π
′),max

i∈N2
Li(π

′)}.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

a) ïóñòü max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′),max
i∈N2

Li(π
′)} = Ljdmin

(π′). Òîãäà Lmax(π)−
Lmax(π′) = Ljdmin

(π)− Ljdmin
(π′) ≥ pj ≥ 0, ÷òî ñëåäóåò èç (1.47);

b) ïóñòü max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′),max
i∈N2

Li(π
′)} = Lj(π

′). Òîãäà Lmax(π) −
Lmax(π′) = Ljdmin

(π)− Lj(π′) ≥ 0, ÷òî ñëåäóåò èç (1.50);

c) ïóñòü max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′),max
i∈N2

Li(π
′)} = max

i∈N2
Li(π

′). Òîãäà

Lmax(π)− Lmax(π′) = Ljdmin
(π)−max

i∈N2
Li(π

′).

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî (1.54) è èç (1.51) ñëåäóåò, ÷òî max
i∈N2

Li(π) ≥ max
i∈N2

Li(π
′),

òî Ljdmin
(π) ≥ max

i∈N2
Li(π

′) è, çíà÷èò, Lmax(π) − Lmax(π′) ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì,

íåðàâåíñòâî (1.53) â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàíî.

2. Ïóñòü
max
i∈N2

Li(π) > Ljdmin
(π). (1.55)

Òîãäà ñ ó÷¼òîì (1.52)

Lmax(π)− Lmax(π′) = max
i∈N2

Li(π)−max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′),max
i∈N2

Li(π
′)}.

Ïî àíàëîãèè ðàññìîòðèì ñëó÷àè:

a) ïóñòü max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′),max
i∈N2

Li(π
′)} = Ljdmin

(π′). Òîãäà

Lmax(π)− Lmax(π′) = max
i∈N2

Li(π)− Ljdmin
(π′) ≥ max

i∈N2
Li(π)− Ljdmin

(π) + pj,

÷òî ñëåäóåò èç (1.47). Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî (1.55), òî Lmax(π)−Lmax(π′) >
pj ≥ 0;

b) ïóñòü max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′),max
i∈N2

Li(π
′)} = Lj(π

′). Òîãäà

Lmax(π)− Lmax(π′) = max
i∈N2

Li(π)− Lj(π′).
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Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî (1.55), òî Lmax(π)−Lmax(π′) > Ljdmin
(π)−Lj(π′) ≥ 0,

ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (1.50);

c) ïóñòü max{Ljdmin
(π′), Lj(π

′),max
i∈N2

Li(π
′)} = max

i∈N2
Li(π

′). Òîãäà Lmax(π)−
Lmax(π′) = max

i∈N2
Li(π) − max

i∈N2
Li(π

′) ≥ 0, ÷òî ñëåäóåò èç (1.51). Íåðàâåíñòâî

(1.53) äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî
îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π ïóò¼ì ïåðåñòàíîâêè èç ëåâîé (îòíîñèòåëüíî jdmin

)
÷àñòè â ïðàâóþ òðåáîâàíèÿ j, äëÿ êîòîðîãî rjdmin

≥ rj, ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå π′, ãäå ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé jdmin

è j óäîâëåòâîðÿåò
óòâåðæäåíèþ ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå â ðå-
çóëüòàòå òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñòàíîâîê ìîæíî ïðèâåñòè ê îïòèìàëü-
íîìó ðàñïèñàíèþ, óäîâëåòâîðÿþùåìó óòâåðæäåíèþ ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Äàëåå ñôîðìóëèðîâàíû ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé, êàñàþùèå-
ñÿ ïîðÿäêà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèÿõ, èç êîòîðûõ
ñîñòîèò îïòèìàëüíîå, ïðè äîáàâëåíèè îïðåäåëåííûõ òðåáîâàíèé ê èñõîäíîìó
ìíîæåñòâó.

Ïóñòü N ′ ⊂ N è â ìíîæåñòâå N ñóùåñòâóþò òðåáîâàíèÿ j′ è j
′′
òàêèå,

÷òî
rj′ ≤ rj, dj′ ≥ dj ∀ j ∈ N ′, (1.56)

rj′′ ≥ rj, dj′′ ≤ dj ∀ j ∈ N ′. (1.57)

Èíäåêñ j′ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç j0(N ′), à èíäåêñ j
′′
� ÷åðåç jn+1(N ′). Åñëè

â ìíîæåñòâå N òðåáîâàíèé j′ è j
′′
, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.56), (1.57)

íåò, òî îïðåäåëÿåì ôèêòèâíûå òðåáîâàíèÿ j′ è j
′′
è ïàðàìåòðû rj′, rj′′ , dj′,

dj′′ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà (1.56), (1.57), è îáîçíà÷àåì èõ êàê è
âûøå ÷åðåç j0(N ′) è jn+1(N ′), ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 1.9 Ïóñòü N̄ ⊆ N , t′ ≥ t, N ′ = N̄ ∪{jn+1(N̄)}, ãäå jn+1(N̄) âûáðàíî
ñîãëàñíî (1.57). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîäìíîæåñòâà N 1, N2 ⊂ N ′, ÷òî
N 1∪N 2 = N ′ \{jn+1(N̄)}, è ðàñïèñàíèå π∗ = (~π1

r , j
n+1(N̄), ~π2

d) ∈ Π(N ′, t′) ïðè
ëþáûõ ~π1

r ∈ ~Πr(N
1, t′) è ~π2

d ∈ ~Πd(N
2, Cmax(~π1

r , j
n+1(N̄))) áóäåò îïòèìàëü-

íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (1.57) èìååì jn+1(N̄) ∈ Jdmin
(N ′). Ñîãëàñíî ëåì-

ìàì 1.6, 1.7 âûáåðåì ïîäìíîæåñòâà N 1, N2 ⊂ N ′ ⊂ N ∪ {jn+1(N̄)} òàê, ÷òî-
áû N 1 ∪ N 2 = N̄ è ðàñïèñàíèå π = (~π1

r , j
n+1(N̄), π2∗), ãäå ~π1

r ∈ ~Πr(N
1, t′),

π2∗ ∈ Π∗(N 2, Cmax(~π1
r , j

n+1(N̄))), áûëî îïòèìàëüíûì.
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Èç (1.57) ñëåäóåò, ÷òî rjn+1(N̄) ≥ rj, j ∈ N 2, çíà÷èò, ê ìîìåíòó íà÷àëà
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ jn+1(N̄) âñå òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N 2 óæå ïîñòó-
ïèëè íà îáñëóæèâàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïèñàíèå, ñîñòàâëåííîå â ïîðÿäêå
íåóáûâàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ ~π2

d ∈ ~Πd(N
2, Cmax(~π1

r , j
n+1(N̄))), áóäåò îï-

òèìàëüíûì ([64], còð. 110) äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 2 ñ ìîìåíòà âðåìåíè
Cmax(~π1

r , j
n+1(N̄)). Ïîýòîìó Lmax(π2∗) = Lmax(~π2

d), à çíà÷èò, (~π1
r , j

n+1(N̄), ~π2
d) �

îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé N ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèÿ äî òðåáîâàíèÿ
jn+1(N) îáñëóæèâàþòñÿ ïî íåóáûâàíèþ ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ, à ïîñëå òðå-
áîâàíèÿ jn+1(N) � ïî íåóáûâàíèþ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Îñòà¼òñÿ îòêðûòûì
âîïðîñ: íà êàêîé ïîçèöèè äîëæíî îáñëóæèâàòüñÿ òðåáîâàíèå jn+1(N) è êàêèå
òðåáîâàíèÿ äîëæíû ïðåäøåñòâîâàòü è ïîñëåäîâàòü ýòîìó òðåáîâàíèþ.

Ëåììà 1.10 Ïóñòü N̄ ⊆ N , t′ ≥ t, N ′ = N̄ ∪ {j0(N̄), jn+1(N̄)}, ãäå j0(N̄),
jn+1(N̄) âûáðàíû ñîãëàñíî (1.56), (1.57). Òîãäà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå

ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π(N ′, t′), ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâî ëèáî j0(N̄)
π∗→ j, ëèáî

j
π∗→ j0(N̄) äëÿ êàæäîãî j ∈ N ′ \ {j0(N̄)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.9 âûáåðåì ïîäìíîæåñòâà N 1, N2 ⊂
N ′ ⊂ N ∪{j0(N̄), jn+1(N̄)} òàê, ÷òîáû N 1∪N 2 = N ′\{jn+1(N̄)} è ðàñïèñàíèå

π = (~π1
r , j

n+1(N̄), ~π2
d) ∈ Π(N ′, t′),

ãäå ~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′), ~π2
d ∈ ~Πd(N

2, Cmax(~π1
r , j

n+1(N̄))), áûëî îïòèìàëüíûì.

Ïóñòü j0(N̄) ∈ N 1. Èç (1.56) ñëåäóåò, ÷òî rj0(N̄) ≤ rj ∀ j ∈ N 1. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå π̄1 ∈ ~Πr(N
1, t′), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå j0(N̄) îáñëó-

æèâàåòñÿ ïåðâûì ïî ïîðÿäêó, ò.å. j0(N̄)
π̄1

→ j ∀ j ∈ N 1. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π′ = (π̄1, jn+1(N̄), ~π2
d),

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 1

è ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ j0(N̄)
π′→ j ∀ j ∈ N ′ \ {j0(N̄)}. Ïîêàæåì, ÷òî

π′ � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Èç (1.57) ñëåäóåò, ÷òî djn+1(N̄) ≤ dj ∀ j ∈
N ′ \ {jn+1(N̄)}, ïîýòîìó jn+1(N̄) ∈ Jdmin

(N ′). Òîãäà èç ëåììû 1.5 ñëåäó-
åò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òðåáîâàíèé j∗ ∈ J∗(π) è j

′∗ ∈ J∗(π′), ÷òî j∗, j
′∗ ∈

N 2 ∪ {jn+1(N̄)}, à çíà÷èò,

Lmax(π) = max
j∈N2∪{jn+1(N̄)}

Lj(π) (1.58)
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è
Lmax(π′) = max

j∈N2∪{jn+1(N̄)}
Lj(π

′). (1.59)

Ïîñêîëüêó ~π1
r , π̄

1 ∈ ~Πr(N
1, t′), òî Cmax(~π1

r) = Cmax(π̄1). Êðîìå òîãî, ïîðÿäîê
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 2∪{jn+1(N̄)} íå èçìåíèëñÿ ïðè ïåðå-
õîäå îò ðàñïèñàíèÿ π ê π′. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (1.58), (1.59) Lmax(π) = Lmax(π′),
ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïèñàíèå π′ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïóñòü j0(N̄) ∈ N 2. Â ñèëó (1.56) dj0(N̄) ≥ dj ∀ j ∈ N 2, òîãäà ñóùåñòâóåò

ðàñïèñàíèå π̄2 ∈ ~Πd(N
2, Cmax(~π1

r , j
n+1(N̄))), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå j0(N̄)

îáñëóæèâàåòñÿ ïîñëåäíèì ïî ïîðÿäêó, ò.å. j
π̄2

→ j0(N̄) ∀ j ∈ N 2. Ïîñòðîèì
ðàñïèñàíèå

π
′′

= (~π1
r , j

n+1(N̄), π̄2),

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 2

è ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ j
π
′′

→ j0(N̄) ∀ j ∈ N ′ \ {j0(N̄)}. Ïîêàæåì, ÷òî
π
′′
� îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Èç (1.57) ñëåäóåò, ÷òî djn+1(N̄) ≤ dj ∀ j ∈

N ′ \ {jn+1(N̄)}, ïîýòîìó jn+1(N̄) ∈ Jdmin
(N ′). Òîãäà èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òðåáîâàíèé j∗ ∈ J∗(π) è j
′∗ ∈ J∗(π

′′
), ÷òî j∗, j

′∗ ∈
N 2∪{jn+1(N̄)}, à çíà÷èò, ñïðàâåäëèâû (1.58), (1.59). Òàê êàê ~π2

d, π̄
2 ∈ ~Πd(N

2,

Cmax(~π1
r , j

n+1(N̄))), òî ðàñïèñàíèÿ ~π2
d, π̄

2 (â π′ è π′′ ñîîòâåòñòâåííî), ñîñòàâëåí-
íûå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ, áóäóò îïòèìàëüíûìè ([64],
còð. 110) äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 2 ñ ìîìåíòà âðåìåíè Cmax(~π1

r , j
n+1(N̄)).

Ïîýòîìó Lmax(~π2
d) = Lmax(π̄2). Êðîìå òîãî, Cj(π) = Cj(π

′′
) ∀ j ∈ N 1 ∪

{jn+1(N̄)}. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (1.58), (1.59) Lmax(π) = Lmax(π
′′
), ñëåäîâàòåëüíî,

ðàñïèñàíèå π
′′
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî
îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π ïîëó÷èëè îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ π′, π

′′
óäî-

âëåòâîðÿþùèå óòâåðæäåíèþ ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t, jdmin
∈ Jdmin

(N ′). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà

N ∗ = {j ∈ N ′ \ {jdmin
} : jdmin

π∗∈Π∗(N ′,t′)→ j, rj < rjdmin
},

òðåáîâàíèÿ èç êîòîðîãî áóäóò ïðåäøåñòâîâàòü òðåáîâàíèþ jdmin
â îïòèìàëü-

íîì ðàñïèñàíèè.

Ïðèâåä¼ì ñõåìó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ íà ìíîæåñòâå
âñåõ ðàñïèñàíèé Π(N ′, t′).
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Àëãîðèòì 1.7

Ïåðâîíà÷àëüíî ïîëàãàåì t1 = max{rmin(N ′), t′}, N1 = N ′. Ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì j1
d ∈

Jdmin
(N1). Ïîëàãàåì

N∗1 = {j ∈ N1 \ {j1
d} : j1

d

π∗∈Π∗(N1,t1)→ j, rj < rj1d},
N2 = ({j ∈ N1 : rj ≥ rj1d} \ {j

1
d}) ∪N∗1 ,

N1 = N1 \ {N2 ∪ {j1
d}}, π1 = (~π1

r , j
1
d), ãäå ~π

1
r ∈ ~Πr(N

1, t1), t2 = Cmax(π1).
Ïóñòü óæå èçâåñòíû jk−1

d , Nk−1, πk−1, Nk, tk ïðè k > 1.
Åñëè Nk 6= ∅, òî âûáèðàåì jkd ∈ Jdmin

(Nk), è ïîëàãàåì

N∗k = {j ∈ Nk \ {jkd} : jkd
π∗∈Π∗(Nk,tk)→ j, rj < rjkd},

Nk+1 = ({j ∈ Nk : rj ≥ rjkd} \ {j
k
d}) ∪N∗k ,

Nk = Nk \ {Nk+1 ∪ {jkd}}, πk = (πk−1, ~π
k
r , j

k
d ),

ãäå ~πkr ∈ ~Πr(N
k, Cmax(πk−1)), tk+1 = Cmax(πk).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå πk−1 ∈ Π∗(N ′, t′), è ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ëåììà 1.11 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t, π∗ ∈ Π∗(N ′, t′) òàêîå, ÷òî

N 1 π∗→ jdmin

π∗→N 2, ãäå N 1, N2 ⊂ N ′, jdmin
∈ Jdmin

(N ′). Òîãäà ðàñïèñàíèå
(~π1

r , jdmin
, π2∗) ∈ Π(N ′, t′), ãäå ~π1

r ∈ ~Πr(N
1, t′), π2∗ ∈ Π∗(N 2, Cmax(~π1

r , jdmin
)),

áóäåò îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π ∈ Π(N ′, t′) � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòî-
ðîì ñïðàâåäëèâîN 1 π→ jdmin

π→N 2, ãäåN 1, N2 ⊂ N ′, jdmin
∈ Jdmin

(N ′). Ñîãëàñíî
àëãîðèòìó 1.5 ðàñïèñàíèå π ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

π = (π1, jdmin
, π2),

ãäå π1 ∈ Π(N 1, t′), π2 ∈ Π(N 2, Cmax(π1, jdmin
)).

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π′= (~π1
r , jdmin

, π2), ~π1
r ∈ ~Πr(N

1, t′),

îòëè÷àþùååñÿ îò π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 1. Ïî-
êàæåì, ÷òî

Lmax(π) ≥ Lmax(π′). (1.60)

Òàê êàê ðàñïèñàíèå ~π1
r ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî áûñòðîäåéñòâèþ äëÿ

òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 1 ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′, òî ñïðàâåäëèâî (1.40). Èç
ëåììû 1.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òðåáîâàíèé j∗ ∈ J∗(π) è j

′∗ ∈ J∗(π′),
÷òî j∗, j

′∗ ∈ N 2 ∪ {jdmin
}. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî (1.41). Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê

îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 2∪{jdmin
} íå èçìåíèëñÿ ïðè ïåðåõîäå

îò ðàñïèñàíèÿ π ê ðàñïèñàíèþ π′, òî ñîãëàñíî (1.40) èìååì Cj(π) ≥ Cj(π
′)

∀ j ∈ N 2 ∪ {jdmin
}, à çíà÷èò, Lj(π) ≥ Lj(π

′). Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (1.41) ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü (1.60).

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå
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π
′′

= (~π1
r , jdmin

, π2∗), π2∗ ∈ Π∗(N 2, Cmax(~π1
r , jdmin

)),

îòëè÷àþùååñÿ îò π′ ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 2. Ïî-
êàæåì, ÷òî

Lmax(π′) ≥ Lmax(π
′′
). (1.61)

Òàê êàê ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N 1 ∪ {jdmin
} íå

èçìåíèëñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ðàñïèñàíèÿ π′ ê π
′′
, òî Ljdmin

(π′) = Ljdmin
(π
′′
).

Êðîìå òîãî, max
j∈N2

Lj(π
′) ≥ max

j∈N2
Lj(π

′′
), ïîñêîëüêó ðàñïèñàíèå π2∗ ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì íà ìíîæåñòâå Π(N 2, Cjdmin
(π)). Çíà÷èò,

max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π

′) ≥ max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π

′′
). (1.62)

Èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òðåáîâàíèé j
′∗ ∈ J∗(π′) è

j
′′∗ ∈ J∗(π′′), ÷òî j ′∗, j ′′∗ ∈ N 2 ∪ {jdmin

}, à çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Lmax(π′)− Lmax(π
′′
) = max

j∈N2∪{jdmin
}
Lj(π

′)− max
j∈N2∪{jdmin

}
Lj(π

′′
).

Îòñþäà è èç (1.62) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (1.61).

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðî-
èçâîëüíî âûáðàííîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π, ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëè-
âî N 1 π→ jdmin

π→N 2, ïîëó÷èëè ðàñïèñàíèå π
′′
óäîâëåòâîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ

ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.6 Ïóñòü èçâåñòíà ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ ïîäìíîæåñòâà N ∗ äëÿ
ëþáûõ N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, è t′ ≥ t. Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ íà ìíîæåñòâå Π(N, t) òðóäî¼ìêîñòè O(n2 +nx)
îïåðàöèé, ãäå O(x) � òðóäî¼ìêîñòü ïðîöåäóðû îòûñêàíèÿ ïîäìíîæåñòâà
N ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ ïîäìíîæåñòâà
N ∗ äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà N ′ ⊆ N . Íàïîìíèì, ìíîæåñòâî N ∗ � ýòî ìíî-
æåñòâî òðåáîâàíèé, êîòîðûå ñëåäóþò çà òðåáîâàíèåì jdmin

ïðè îïòèìàëü-
íîì ðàñïèñàíèè. Ïóñòü â àëãîðèòìå 1.7 k ≥ 1. Ïîñêîëüêó jkd ∈ Jdmin

(Nk),
òî ñîãëàñíî ëåììå 1.8 ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π(Nk, tk)

òàêîå, ÷òî jkd
π∗→{j ∈ Nk : rj ≥ rjkd} \ {j

k
d}, è, êðîìå òîãî, jkd

π∗→N ∗. Ñëå-

äîâàòåëüíî, Nk π∗→ jkd
π∗→Nk+1. Òîãäà èç ëåììû 1.11 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(Nk, tk) òàêîãî, ÷òî π = (~πkr , j
k
d , π

2∗), ãäå
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~πkr ∈ ~Πr(N
k, tk), π2∗ ∈ Π(Nk+1, Cmax(~πkr , j

k
d)). Ïîýòîìó íà ðàññìàòðèâàåìîé

èòåðàöèè ñõåìû áóäåò ïîñòðîåíî íà÷àëî (~πkr , j
k
d) îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ

íà ìíîæåñòâå Π(Nk, tk), è çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ íà
ýòîì ìíîæåñòâå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ íà
Π(Nk+1, Cmax(~πkr , j

k
d)), êîòîðîå íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè ñõåìû áóäåò ñòðîèò-

ñÿ àíàëîãè÷íî π. Ñëåäîâàòåëüíî, íà íåêîòîðîì m-ì øàãå àëãîðèòìà 1.7 òà-
êîì, ÷òî m ≤ n è Nm−1 = ∅, áóäåò ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
πm = (~π1

r , j
1
d, ..., ~π

m
r , j

m
d ) ∈ Π∗(N, t).

Îöåíèì òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 1.7. Ïóñòü O(x) � òðóäî¼ìêîñòü îòûñ-
êàíèÿ N ∗. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé àëãîðèòìà 1.7, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäèò n.
Îöåíèì òðóäî¼ìêîñòü îäíîé èòåðàöèè. Åñëè ïåðåíóìåðîâàòü òðåáîâàíèÿ ïî
íåóáûâàíèþ ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ, òî äëÿ îòûñêàíèÿ jkd , Nk+1 è πk ïîòðåáó-
åòñÿ O(n) îïåðàöèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ Nk è tk+1 òàêæå íåîáõîäèìî O(n) îïå-
ðàöèé. È, íàêîíåö, òðóäî¼ìêîñòü ïîñòðîåíèÿ N ∗ ñîñòàâëÿåò O(x) îïåðàöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé èòåðàöèè ñõåìû ïîòðåáóåòñÿ O(n+x)
îïåðàöèé. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íå ïðåâûøàåò n è äëÿ ïåðåíóìå-
ðàöèè òðåáîâàíèé íåîáõîäèìî O(n log n) îïåðàöèé [11], òî òðóäî¼ìêîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ñîñòàâèò O(n2 + nx) îïåðàöèé. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å îòûñêàíèÿ ïîäìíîæåñòâà N ∗. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà òðåáîâà-
íèÿ ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü îäíîâðåìåííî ïî íåóáûâàíèþ ìîìåíòîâ ïîñòóïëå-
íèÿ è ïî íåóáûâàíèþ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ, òî ïî àëãîðèòìó 1.7 îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå ñòðîèòñÿ çà O(n log n) îïåðàöèé, ÷òî ñîâïàäàåò ñ òðóäî¼ìêîñòüþ
èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óêàçàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ [133, 142] çàäà÷è.
Çàìåòèì, ÷òî ê óêàçàííîìó ñëó÷àþ îòíîñÿòñÿ òàêæå ñëó÷àè îäíîâðåìåíí�îãî
ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé è îäèíàêîâûõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ïåðâîíà÷àëüíî ïåðåíóìåðîâàòü òðåáîâàíèÿ ïî íåóáûâàíèþ äèðåêòèâ-
íûõ ñðîêîâ è ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ, òî íà êàæäîé èòåðàöèè ñõåìû â êà-
÷åñòâå òðåáîâàíèÿ jkd ìîæíî âûáèðàòü òðåáîâàíèå ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì,
äëÿ ÷åãî ïîòðåáóåòñÿ îäíà îïåðàöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì 1.7 áóäåò ñî-
ñòîÿòü èç n èòåðàöèé. Òîãäà íà k-é èòåðàöèè N ∗ = ∅, Nk+1 = Nk \ {jkd},
Nk = ∅, πk = (πk−1, j

k
d). Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåíóìåðàöèè òðåáîâàíèé ïîòðåáó-

åòñÿ O(n log n) îïåðàöèé, òî òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâèò
O(n log n) îïåðàöèé.

Äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî
ñìåùåíèÿ àëãîðèòì 1.7 áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîé èòåðàöèè è å¼ òðóäî¼ìêîñòü
ñîîòâåòñòâóåò òðóäî¼ìêîñòè îòûñêàíèÿ ìíîæåñòâà N ∗.
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1.7 Ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è 1|rj|Lmax

Ïóñòü íà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå
îãðàíè÷åíèÿ:

ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N. (1.63)

Êðîìå òîãî, ê óñëîâèÿì (1.63) ìîãóò äîáàâëÿòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ

dj − pj ≤ dmin(N) ∀ j ∈ N, (1.64)

èëè
ri ≤ rj ⇒ di − pi ≥ dj ∀ i, j ∈ N, i 6= j. (1.65)

Â äàííîì ïàðàãðàôå ñôîðìóëèðîâàíû ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñà-
íèé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ ïðè îãðàíè÷å-
íèÿõ (1.63), à òàêæå (1.63), (1.64) è (1.63), (1.65). Íà îñíîâàíèè ýòèõ ñâîéñòâ
â ãëàâå 2 ïîñòðîåíû è îáîñíîâàíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ñëó÷àé (1.63) çàäà÷è 1|rj|Lmax ÿâëÿåòñÿ NP -
òðóäíûì [168], ïîëèíîìèíàëüíîå ñâåäåíèå ïðèâåäåíî ê NP -ïîëíîé çàäà÷å
Partition (Ðàçáèåíèå).

Ëåììà 1.12 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, n′ = |N ′|, t′ ≥ t, òðåáîâàíèå i ∈ N ′
òàêîâî, ÷òî ri = rmin(N ′) è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ (1.63). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π(N ′, t′), ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâî

ëèáî i π
∗
→ j, ëèáî j π∗→ i äëÿ âñåõ j ∈ N ′ \ {i}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ri = rmin(N ′), òî ñîãëàñíî (1.63), di = dmax(N ′).
Îòñþäà è èç (1.56) ñëåäóåò, ÷òî i = j0(N ′). Òàê êàê ñïðàâåäëèâû (1.63), òî
íàéä¼òñÿ òàêîå òðåáîâàíèå l ∈ N ′, ÷òî rl = rmax(N ′) è dl = dmin(N ′). Òîãäà èç
(1.57) ñëåäóåò, ÷òî l = jn+1(N ′).

Åñëè i = l, òî ëèáî |N ′| = 1 è òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî,
ëèáî â ñèëó (1.56), (1.57) ri = rj, di = dj ∀ i, j ∈ N ′ è, ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáîå ðàñïèñàíèå èç ìíîæåñòâà Π(N ′, t′) áóäåò îïòèìàëüíûì, â òîì ÷èñëå è
óäîâëåòâîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ ëåììû.

Ïóñòü i 6= l. Ïîñêîëüêó âûáðàíû òðåáîâàíèÿ j0(N ′) è jn+1(N ′), òîãäà èç
ëåììû 1.10 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π(N ′, t′),

ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâî i
π∗→ j ëèáî j

π∗→ i äëÿ êàæäîãî j ∈ N ′ \ {i}. Ëåììà
äîêàçàíà.
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Ëåììà 1.13 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t, è âûïîëíÿþòñÿ (1.63), (1.64).
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå i ∈ N ′, ÷òî ðàñïèñàíèå (~πr, i), ãäå ~πr ∈ ~Πr(N

′ \{i}, t′),
áóäåò îïòèìàëüíûì, ïðè÷åì Lmax(π∗) = Li(π

∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî (1.63), òî íàéäåòñÿ òàêîå òðåáî-
âàíèå i ∈ N ′, ÷òî ri = rmax(N ′) è di = dmin(N ′). Òîãäà èç (1.57) ñëåäóåò, ÷òî
i = jn+1(N ′). Ñîãëàñíî ëåììå 1.9 íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà N 1, N2 ⊂ N ′,
÷òî N 1 ∪ N 2 = N ′ \ {i} è ðàñïèñàíèå π = (~π1

r , i, ~π
2
d), ãäå ~π

1
r ∈ ~Πr(N

1, t′),
~π2
d ∈ ~Πd(N

2, Cmax(~π1
r , i)), áóäåò îïòèìàëüíûì. Åñëè N

2 = ∅, òî óòâåðæäåíèå
ëåììû ñïðàâåäëèâî.

Ïóñòü N 2 6= ∅. Ïóñòü òðåáîâàíèå i îáñëóæèâàåòñÿ ïðè ðàñïèñàíèè π k-ì
ïî ïîðÿäêó. Òîãäà ~π1

r = (j1, ..., jk−1), ~π1
d = (jk+1, ..., jn′), ãäå n′ = |N ′|, è

π = (j1, ..., jk−1, jk, jk+1, ..., jn′),

ãäå jk = i. Â ñèëó (1.63) èìååì i ∈ Jdmin
(N ′). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1.5 ñóùå-

ñòâóåò òàêîå j∗ ∈ J∗(N ′), ÷òî j∗ ∈ N 2 ∪ {jk} è, ñëåäîâàòåëüíî,

Lmax(π) = max
j∈N2∪{jk}

Lj(π). (1.66)

Ïîêàæåì, ÷òî
Lmax(π) = Ljn′(π). (1.67)

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ (1.63), òî rjk ≥ rj äëÿ âñåõ j ∈ N 2 è, ñëå-
äîâàòåëüíî, òðåáîâàíèÿ jk, jk+1,..., jn′ ïðè ðàñïèñàíèè π îáñëóæèâàþòñÿ áåç
ïðîñòîåâ ïðèáîðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Cjl+1
(π) = Cjl(π) + pll+1

, l = k, n′ − 1. (1.68)

Ñîãëàñíî (1.63) djk ≤ dj ∀ j ∈ N 2. Êðîìå òîãî, ~π2
d ∈ ~Πd(N

2, Cmax(~π1
r , jk)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïèñàíèå (jk, ~π
2
d) ñîñòàâëåíî â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ äèðåê-

òèâíûõ ñðîêîâ è djl ≤ djl+1
∀ l = k, n′ − 1. Òîãäà â ñèëó îãðàíè÷åíèé (1.63),

(1.64) djl+1
−pjl+1

≤ dmin(N) ≤ dmin(N ′) ≤ djl ∀ l = k, n′ − 1. Ïîýòîìó ñ ó÷¼òîì
(1.68) Ljl(π) = Cjl(π)− djl ≤ Cjl(π) + pjl+1

− djl+1
= Cjl+1

(π)− djl+1
= Ljl+1

(π)
∀ l = k, n′ − 1. Îòñþäà è èç (1.66) ñëåäóåò (1.67).

Ïðåîáðàçóåì ðàñïèñàíèå π â ðàñïèñàíèå

π′ = (~πr, jn′), ~πr ∈ ~Πr(N
′ \ {jn′}, t′),

îòëè÷àþùååñÿ îò ðàñïèñàíèÿ π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæå-
ñòâà N ′ \ {jn′}. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

Lmax(π′) = Ljn′(π
′). (1.69)
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Ïóñòü ~πr = (i1, i2, ..., in′−1) ∈ ~Πr(N
′ \ {jn′}, t′). Òîãäà èç (1.63) ñëåäóåò, ÷òî

in′−1 ∈ Jdmin
(N ′ \ {jn′}). Îòñþäà ñîãëàñíî ëåììå 1.5 ñóùåñòâóåò òàêîå j∗ ∈

J∗(N ′ \ {jn′}), ÷òî j∗ = in′−1. Çíà÷èò

Lmax(π′) = max{Lin′−1
(π′), Ljn′(π

′)}. (1.70)

Åñëè din′−1
≥ djn′ , òî, êàê âèäíî èç ñòðóêòóðû ðàñïèñàíèÿ π′, Cin′−1

(π′) ≤
Cjn′(π

′). Ïîýòîìó Lin′−1
(π′) ≤ Ljn′(π

′) è ðàâåíñòâî (1.69) ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü
din′−1

< djn′ . Òîãäà èç (1.63), ñëåäóåò, ÷òî rin′−1
≥ rjn′ , à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè

ðàñïèñàíèè π′ òðåáîâàíèÿ in′−1 è jn′ îáñëóæèâàþòñÿ áåç ïðîñòîåâ ïðèáîðà,
ò.å.

Cjn′(π
′) = Cin′−1

(π′) + pjn′ . (1.71)

Èç (1.63), (1.64) djn′−pjn′ ≤ dmin(N) ≤ dmin(N ′) ≤ din′−1
. Òîãäà ñ ó÷¼òîì (1.71)

Lin′−1
(π′) = Cin′−1

(π′) − din′−1
≤ Cin′−1

(π′) + pjn′ − djn′ = jn′ − djn′ = Ljn′(π
′).

Îòñþäà è èç (1.70) ñëåäóåò (1.69).

Òàê êàê ðàñïèñàíèå ~πr ñîñòàâëåíî â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîìåíòîâ ïî-
ñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′ \ {jn′}, òî Cmax(~π1

r , jk, jk+1, ..., jn′−1) ≥
Cmax(~πr) è, çíà÷èò Cjn′(π) ≥ Cjn′(π

′). Îòñþäà Ljn′(π) ≥ Ljn′(π
′) è, ó÷èòûâàÿ

(1.67), (1.69), ïîëó÷èì Lmax(π) ≥ Lmax(π′). Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
π′ óäîâëåòâîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 1.14 Ïóñòü N ′ ⊆ N , N ′ 6= ∅, t′ ≥ t, è âûïîëíÿþòñÿ (1.63), (1.65).
Òîãäà ðàñïèñàíèå π∗ ∈ ~Πd(N

′, t′) áóäåò îïòèìàëüíûì, ïðè÷¼ì
Lmax(π∗) = Ljdmin

(π∗), jdmin
∈ Jdmin

(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû (1.63), òî íàéä¼òñÿ òàêîå òðåáî-
âàíèå i ∈ N ′, ÷òî ri = rmax(N ′) è di = dmin(N ′). Òîãäà èç (1.57) ñëåäóåò, ÷òî
i = jn+1(N ′). Ñîãëàñíî ëåììå 1.9 íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà N 1, N2 ⊂ N ′,
÷òî N 1 ∪ N 2 = N ′ \ {i} è ðàñïèñàíèå π = (~π1

r , i, ~π
2
d), ãäå ~π

1
r ∈ ~Πr(N

1, t′),
~π2
d ∈ ~Πd(N

2, Cmax(~π1
r , i)), áóäåò îïòèìàëüíûì. Åñëè N

1 = ∅, òî óòâåðæäåíèå
ëåììû ñïðàâåäëèâî.

Ïóñòü N 1 6= ∅. Ïóñòü òðåáîâàíèå i îáñëóæèâàåòñÿ ïðè ðàñïèñàíèè π k-ì
ïî ïîðÿäêó. Òîãäà ~π1

r = (j1, ..., jk−1), ~π1
d = (jk+1, ..., jn′), ãäå n′ = |N ′|, è

π = (j1, ..., jk−1, jk, jk+1, ..., jn′),

ãäå jk = i. Â ñèëó (1.63) i ∈ Jdmin
(N ′). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1.5 ñóùåñòâóåò

òàêîå j∗ ∈ J∗(N ′), ÷òî j∗ ∈ N 2 ∪ {j} è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî (1.66).
Ïîêàæåì, ÷òî

Lmax(π) = Ljk(π). (1.72)
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Ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ (1.63), òî rjk ≥ rj äëÿ âñåõ j ∈ N 2 è, ñëå-
äîâàòåëüíî, òðåáîâàíèÿ jk, jk+1,..., jn′ ïðè ðàñïèñàíèè π îáñëóæèâàþòñÿ áåç
ïðîñòîåâ ïðèáîðà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (1.68). Ñîãëàñ-
íî (1.63) djk ≤ dj ∀ j ∈ N 2. Êðîìå òîãî, ~π2

d ∈ ~Πd(N
2, Cmax(~π1

r , jk)). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàñïèñàíèå (jk, ~π

2
d) ñîñòàâëåíî â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ äèðåêòèâíûõ

ñðîêîâ è djl ≤ djl+1
∀ l = k, n′ − 1. Òîãäà â ñèëó îãðàíè÷åíèé (1.63), (1.65)

djl+1
−pjl+1

≥ djl ∀ l = k, n′ − 1. Ïîýòîìó ñ ó÷¼òîì (1.68) Ljl(π) = Cjl(π)−djl ≥
Cjl(π) + pjl+1

− djl+1
= Cjl+1

(π) − djl+1
= Ljl+1

(π) ∀ l = k, n′ − 1. Îòñþäà è èç
(1.66) ñëåäóåò (1.72).

Ñîãëàñíî (1.63) djk ≤ dj ∀ j ∈ N ′. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðàñïè-
ñàíèå π′ ∈ ~Πd(N

′, t′), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå jk îáñëóæèâàåòñÿ ïåðâûì ïî
ïîðÿäêó. Ïóñòü π′ = (i1, i2, ..., in′) è i1 = jk. Ïîêàæåì, ÷òî

Lmax(π′) = Li1(π
′). (1.73)

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ (1.63), òî ri1 ≥ rj ∀ j ∈ N ′, è òðåáîâàíèÿ i1,
i2,..., in′ ïðè ðàñïèñàíèè π′ îáñëóæèâàþòñÿ áåç ïðîñòîåâ ïðèáîðà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Cil+1
(π′) = Cil(π

′) + pil+1
, l = 1, n′ − 1. (1.74)

Òàê êàê π′ ∈ ~Πd(N
′, t′), òî

dil ≤ dil+1
l = 1, n′ − 1. (1.75)

Òîãäà â ñèëó îãðàíè÷åíèé (1.63), (1.65) dil+1
−pil+1

≥ dil ∀ l = k, n′ − 1. Îòñþäà
ñ ó÷¼òîì (1.74) Lil(π

′) = Cil(π
′)−dil ≥ Cil(π

′)+pil+1
−dil+1

= Cil+1
(π′)−dil+1

=
Lil+1

(π′) ∀ l = k, n′ − 1, è ðàâåíñòâî (1.73) ñïðàâåäëèâî.

Î÷åâèäíî, ÷òî Cjk(π) ≥ Cjk(π
′). Îòñþäà Ljk(π) ≥ Ljk(π

′) è, ó÷èòûâàÿ
(1.66), (1.72), (1.73), áóäåì èìåòü Lmax(π) ≥ Lmax(π′). Òàêèì îáðàçîì, â ðå-
çóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå π′, óäîâëåòâîðÿþùåå óòâåðæäåíèþ ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

1.8 Îöåíêè àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

Â äàííîì è ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ýòîé ãëàâû ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ïîëó÷å-
íèÿ îöåíêè àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè è íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
äëÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé äëÿ îäíîãî è íåñêîëüêèõ ïðèáîðîâ ñ êðèòåðèåì
ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ.
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1.8.1 Çàäà÷è äëÿ íåñêîëüêèõ ïðèáîðîâ

Íà m ïðèáîðàõ M = {1, . . . ,m} íåîáõîäèìî îáñëóæèòü òðåáîâàíèÿ j ∈ N,
ãäå n = {1, . . . , n}. Ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé çàïðåùåíû. Â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ëþáîé èç ïðèáîðîâ ìîæåò îáðàáàòûâàòü íå áîëåå îä-
íîãî òðåáîâàíèÿ. Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N çàäàíû: ìîìåíò âîçìîæíîãî
íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ rj, ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ 0 ≤ pji ≤ +∞
(íà i-îì ïðèáîðå)4 è äèðåêòèâíûé ñðîê îêîí÷àíèÿ dj. Ìåæäó òðåáîâàíèÿìè
çàäàíû îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ â âèäå àöèêëè÷åñêîãî îðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà G ⊂ N ×N .

×åðåç πi áóäåì îáîçíà÷àòü ïåðåñòàíîâêó (ðàñïèñàíèå) èç ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà N , îáñëóæèâàåìûõ íà ïðèáîðå Mi, i = 1, . . . ,m, ìíîæåñòâî òðåáîâà-

íèé â ðàñïèñàíèè πi îáîçíà÷èì {πi} ⊆ N, à ÷åðåç π =
m⋃
i=1

πi, {πα}
⋂
{πβ} = ∅,

åñëè α 6= β, ðàñïèñàíèå äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé N = {π}. Åñòå-
ñòâåííî, áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî äîïóñòèìûå ðàñïèñàíèÿ áåç èñêóñ-
ñòâåííûõ ïðîñòîåâ ïðèáîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå îòíîøåíèÿì ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ. Äëÿ ëþáîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà G ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé
íå ïóñòî. Ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j íà ïðèáîðå Mi ïðè
ðàñïèñàíèè π îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Cj(π) = max

{
rj,max

k∈Nj
Ck(π), max

(k→j)πi
Ck(πi)

}
+ pj, (1.76)

ãäå Nj � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé ïðåäøåñòâóþùèõ òðåáîâàíèþ j, ñîãëàñíî ãðà-
ôó G, è (k → j)πi òðåáîâàíèÿ, ñîãëàñíî ðàñïèñàíèþ πi íà ïðèáîðå Mi, ïðåä-
øåñòâóþùèõ îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ j ∈ {πi}.

Òàêæå ïîä ðàñïèñàíèåì áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü S = {sj | j ∈
Ni, i ∈ M} ìîìåíòîâ íà÷àë îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, ãäå {Ni | i ∈ M}
îáðàçóþò ðàçáèåíèå5 ìíîæåñòâà N . Ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðå-
áîâàíèÿ j ∈ N â ðàñïèñàíèè S îïðåäåëèì êàê Cj(S) = sj(S) + pji, j ∈ Ni.
Ðàñïèñàíèå S íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè rj ≤ sj(S), Cj(S) <∞, ∀j ∈ N ;
Cj(S) ≤ sk(S),∀(j, k) ∈ G.

Öåëåâîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî
ñìåùåíèÿ:

min
π

max
j∈N
{Cj(π)− dj} .

Äàííàÿ çàäà÷à P |prec; rj|Lmax ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðÿäàNP−òðóäíûõ
çàäà÷, â ÷àñòíîñòè: P |intree, rj, pj = 1|Cmax, P |outtree, pj = 1|Lmax [95];

4Åñëè pji = +∞, òî òðåáîâàíèå j íå ìîæåò áûòü îáñëóæåíî íà ïðèáîðå i.
5Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

⋃
i∈M

Ni = N , Ni
⋂
Nl = ∅ ïðè i 6= l.
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P2|chains|Cmax [115]; P ||Cmax [124]; 1|rj|Lmax, P2||Cmax [168]; P |prec, pj =
1|Cmax [215], äëÿ êîòîðûõ âûäåëåíû ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ÷àñòíûå
ñëó÷àè.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåä¼ì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ, êî-
òîðûå áóäóò íàìè èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå 1.6 Ïîä ïðèìåðîì A èññëåäóåìîé çàäà÷è áóäåì ïîíèìàòü
{GA, (rAj , p

A
j , d

A
j )| j ∈ N} � íåêîòîðûé íàáîð ïàðàìåòðîâ òðåáîâàíèé è ãðà-

ôà ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ðàñïèñàíèå ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ìàêñèìàëüíî-
ãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ (îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå) äàííîãî ïðèìåðà áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç πA, ò.å. LAmax(πA) = min

π
max
j∈N

LAj (π), ãäå ìèíèìóì èùåòñÿ

ïî ìíîæåñòâó âñåõ äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé π.

Îïðåäåëåíèå 1.7 Ïîä ðàñïèñàíèåì áóäåì ïîíèìàòü êàê ñîâîêóïíîñòü ïå-

ðåñòàíîâîê π =
m⋃
i=1

πi, òàê è âåêòîð ìîìåíòîâ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðå-

áîâàíèé S = {sj | j ∈ Ni, i ∈ M}. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî âåêòîðà
ïåðåñòàíîâîê è îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ïðèìåðà A áóäåì èñïîëüçîâàòü
πA è SA. Â ðàííåì ðàñïèñàíèè êàæäîå òðåáîâàíèå j ∈ N íà÷èíàåò îáñëó-
æèâàòüñÿ â íàèáîëåå ðàííèé äîïóñòèìûé ìîìåíò âðåìåíè: ëèáî â ìîìåíò
åãî ïîñòóïëåíèÿ (rAj ), ëèáî � ñðàçó ïîñëå îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ïðåäûäó-
ùåãî òðåáîâàíèÿ íà òîì æå ïðèáîðå, ëèáî � ñðàçó ïîñëå îêîí÷àíèÿ îáñëó-
æèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, ïðåäøåñòâóþùåìó äàííîìó (ñîãëàñíî ãðàôó G).

Îïðåäåëåíèå 1.8 Ïóñòü çàäàíû ïðèìåð A è íåêîòîðîå ðàñïèñàíèå π. Ðàñ-
øèðåííûì ãðàôîì ïðåäøåñòâîâàíèÿ GA

π áóäåì íàçûâàòü ãðàô, êîòîðûé ïî-
ëó÷åí èç ãðàôà GA ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ ê íåìó ð¼áåð, ñîãëàñíî ïåðåñòàíîâêàì
πi, i = 1, . . . ,m.

Ìîæíî íàïèñàòü êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè ðàñïèñàíèÿ π: ðàñïèñàíèå π
äîïóñòèìî äëÿ ïðèìåðà A, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñøèðåííûé ãðàô
ïðåäøåñòâîâàíèÿ GA

π áåç êîíòóðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.9 Ëþáóþ öåïî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà GA
π áóäåì

íàçûâàòü öåïî÷êîé ïðåäøåñòâîâàíèÿ (σ ⊂ GA
π ).

Åñëè σ = (j1, . . . , jk) ⊂ GA
π � öåïî÷êà ïðåäøåñòâîâàíèÿ, òî â ñèëó

ôîðìóëû (1.76)
CA
jk

(π) ≥ rAj1 +
∑
j∈{σ}

pAj . (1.77)
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Îïðåäåëåíèå 1.10 Öåïî÷êó ïðåäøåñòâîâàíèÿ σ = {j1, . . . , jk} áóäåì íàçû-
âàòü çàäåðæèâàþùåé äëÿ òðåáîâàíèÿ jk è îáîçíà÷àòü σ∗(jk), åñëè:
� òðåáîâàíèå j1, íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ â ìîìåíò âðåìåíè rj1;
� äëÿ íåêîòîðîãî l = 1, 2, . . . , k − 1 òðåáîâàíèå jl+1 íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ
â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ jl.

Ôàêòè÷åñêè, çàäåðæèâàþùàÿ öåïî÷êà � ýòî öåïî÷êà ïðåäøåñòâîâàíèÿ
äëÿ êîòîðîé íåðàâåíñòâî (1.77) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî:

CA
jk

(π) = rAj1 +
∑

j∈{σ∗(jk)}

pAj . (1.78)

Çàäåðæèâàþùàÿ öåïî÷êà ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ, ò.ê. ìû
ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ðàñïèñàíèÿ áåç èñêóññòâåííûõ ïðîñòîåâ.

Àíàëîãè÷íî êàê è äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî ïðèáîðà, îïðåäåëèì èíâåðñíûå
ïðèìåðû.

Îïðåäåëåíèå 1.11 Ïðèìåð A = {GA, (rAj , p
A
j , d

A
j )| j ∈ N} íàçûâàåòñÿ èí-

âåðñíûì ê ïðèìåðó B = {GB, (rBj , p
B
j , d

B
j )| j ∈ N}, åñëè âûïîëíåíû ñîîòíî-

øåíèÿ:

∀ j ∈ N rAj = −dBj , pAj = pBj , d
A
j = −rBj ,

à òàêæå (k → j) ∈ GA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåáðî (j → k) ∈ GB,

ò.å. â ïðèìåðå B îðèåíòàöèÿ ð¼áåð çàìåíåíà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ,
←−
G
B

=
−→
G
A
. Ïåðåñòàíîâêà π′i = (jni, jni−1, . . . , j1) íàçûâàåòñÿ èíâåðñíîé ê ïåðåñòà-

íîâêå πi = (j1, . . . , jni) ïðè îáñëóæèâàíèè íà ïðèáîðå Mi. Âåêòîð ïåðåñòà-
íîâîê π′ íàçûâàåòñÿ èíâåðñíûì ê ïåðåñòàíîâêå π, åñëè âñå åãî ðàñïèñàíèÿ
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèáîðàì ÿâëÿþòñÿ èíâåðñíûìè ê ðàñïèñàíèÿì èç
π. Îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ, èíâåðñíîå ê G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

←−
G .

Ðàñïèñàíèå S ′ = {s′j | j ∈ Ni, i ∈ M} íàçûâàåòñÿ èíâåðñíûì ê ðàñïèñàíèþ
S = {sj | j ∈ Ni, i ∈M}, åñëè s′j = −sj−pj, ∀ j ∈ Ni, ∀i ∈M , ãäå Ni � ìíî-
æåñòâî òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàåìûõ íà ïðèáîðå Mi, à sj� ìîìåíò íà÷àëà
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j.

Îïðåäåëåíèå 1.12 Ðàñïèñàíèå S, äîïóñòèìîå äëÿ çàäàííîãî ïðèìåðà V =
{GV , (rVj , p

V
j , d

V
j ) | j ∈ N}, áóäåì íàçûâàòü âïîëíå äîïóñòèìûì, åñëè êàæäîå

òðåáîâàíèå j ∈ N âûïîëíÿåòñÿ â ñâî¼ì äèðåêòèâíîì èíòåðâàëå [rVj , d
V
j ].
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Îïðåäåëåíèå 1.13 Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïðèìåðîâ A è B çàäà÷
{P,Q,R} | prec, rj | Lmax îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

ρd(A,B) = max
j∈N
{dAj − dBj } −min

j∈N
{dAj − dBj };

ρr(A,B) = max
j∈N
{rAj − rBj } −min

j∈N
{rAj − rBj };

ρp(A,B) =
∑
j∈N

(
max
i∈M

(pAji − pBji)+ + max
i∈M

(pAji − pBji)−
)

;

ρ(A,B) = ρd(A,B) + ρr(A,B) + ρp(A,B),

(1.79)

ãäå (x)+ =
{
x,x>0,
0,x≤0; ; (x)− =

{
−x,x<0,
0,x≥0; ; |x| = (x)+ + (x)−.

Çàìå÷àíèå 1.1 Âåëè÷èíó ρp(A,B) ìîæíî çàïèñàòü ïî-äðóãîìó:

ρp(A,B) =
∑
j∈N

(
max
i∈M
{(pAji − pBji), 0} −min

i∈M
{(pAji − pBji), 0}

)
.

Çàìå÷àíèå 1.2 Êîãäà pji ∈ {pj,+∞},∀j ∈ N,∀i ∈ M , ò.å. íå çàâèñèò îò
íîìåðà ïðèáîðà, íà êîòîðîì ìîæåò áûòü îáñëóæåíî, òîãäà

ρp(A,B) =
∑
j∈N

|pAj − pBj |. (1.80)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè ρ(A,B), � îíà ñå-
ïàðàáåëüíà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ d, r è p, � ýòî ñâîéñòâî ìû â äàëüíåéøåì
áóäåì èñïîëüçîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 1.14 Ïóñòü çàäàí ïðèìåð A íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé N

(ñ îòíîøåíèåì ïðåäøåñòâîâàíèÿ G). Áóäåì ãîâîðèòü, êàê è ðàíüøå, ÷òî
ïðèìåð B íà òîì æå ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé íàñëåäóåò ó ïðèìåðà A ïà-
ðàìåòð x, åñëè xBj = xAj , ∀ j ∈ N .

Íàïîìíèì áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ èç ðàçäåëà 1.3 ñ äîáàâëåíè-
åì òîãî, ÷òî áóäåì èçìåíÿòü ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé
è èíâåðòèðîâàòü ãðàô îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ G.

1.8.2 Îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

Ëåììà 1.15 Ïóñòü ïðèìåð B íàñëåäóåò ó ïðèìåðà A âñå ïàðàìåòðû, êðî-
ìå {dj | j ∈ N}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî (äëÿ îáîèõ ïðèìåðîâ) ðàñïè-
ñàíèÿ π âåðíî ñîîòíîøåíèå

LBmax(π)− LAmax(π) ≤ max
j∈N
{dAj − dBj }. (1.81)
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Ëåììà 1.16 Ïóñòü ïðèìåð B íàñëåäóåò ó ïðèìåðà A âñå ïàðàìåòðû, êðî-
ìå {dj | j ∈ N}, à π̃B � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è B, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ6

0 ≤ LBmax(π̃B)− LBmax(πB) ≤ δB, (1.82)

ãäå πB � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ïîýòîìó îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

LBmax(πB) ≤ LBmax(π), ∀π. (1.83)

Òîãäà
0 ≤ LAmax(π̃B)− LAmax(πA) ≤ ρd(A,B) + δB.

Çàìå÷àíèå 1.3 Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî
âåðõíåé ãðàíèöû 0 ≤ LBmax(πA)− LBmax(πB) = ρd(A,B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðàìåòðû ïðèìåðîâ äëÿ n = 3, m = 1, G = ∅:
A: rAj = 0, pAj = 1, j = 1, 2, 3; dA1 = 1, dA2 = 2, dA3 = 3.
B: rBj = rAj , p

B
j = pAj , d

B
j = 2, j = 1, 2, 3.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
πA = (1, 2, 3); LAmax(πA) = 0;
πB = (3, 2, 1); LAmax(πB) = 2;
max
j∈N
{dAj − dBj } = max

j∈N
{dBj − dAj } = 1;

ρd(A,B) = 2.

Ëåììà 1.17 Ïóñòü V è W � âçàèìíî èíâåðñíûå ïðèìåðû ñî ìíîæåñòâîì
òðåáîâàíèé N , à π è π′ � âçàèìíî èíâåðñíûå ïåðåñòàíîâêè. Òîãäà LVmax(SVπ ) =
LWmax(SWπ′ ).

Ñëåäñòâèå 1.5 Åñëè ðåøåíèå π ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ïðèìåðà V ,
òî èíâåðñíîå ðåøåíèå π′ áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ ïðèìåðà, èíâåðñíîãî ê V .

Ëåììà 1.18 Ïóñòü ïðèìåð C íàñëåäóåò ó ïðèìåðà B âñå ïàðàìåòðû, êðî-
ìå {rj | j ∈ N}, à π̃C � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è C, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ

0 ≤ LCmax(π̃C)− LCmax(πC) ≤ δC . (1.84)

Òîãäà
0 ≤ LBmax(π̃C)− LBmax(πB) ≤ ρr(B,C) + δC .

6Åñëè δB = 0, òî π̃B � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
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Ëåììà 1.19 Ïóñòü ïðèìåð D íàñëåäóåò ó ïðèìåðà C âñå ïàðàìåòðû, êðî-
ìå {pji <∞ | j ∈ N, i ∈M}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ π
âûïîëíÿåòñÿ

LDmax(π)− LCmax(π) ≤
∑
j∈N

max
i∈M

(pDji − pCji)+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì LDmax(π) = max
j∈N
{CD

j (π) − dDj }. Ïóñòü j∗ � òðåáîâà-

íèå, íà êîòîðîì ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ (íà ïðèáîðå i∗), ò.å. LDmax(π) =
CD
j∗(π)− dDj∗. Î÷åâèäíî

LCmax(π) ≥ CC
j∗(π)− dCj∗ = sj∗(π) + pCj∗i∗ − dCj∗.

Î÷åðåäíîå òðåáîâàíèå íå ìîæåò íà÷àòüñÿ ðàíüøå, ÷åì çàêîí÷èòñÿ ïðåäûäó-
ùåå, ñëåäîâàòåëüíî sj ≥ CC

k (π), åñëè òðåáîâàíèå k ïðåäøåñòâóåò j (ïî îòíî-
øåíèþ ïðåäøåñòâîâàíèÿ G èëè â ïåðåñòàíîâêå íà òîì æå ïðèáîðå i∗). Çíà÷èò,
LCmax(π) ≥ sj1 +

∑
jk∈{σ∗(j∗)}

pCjkik − d
C
j∗, ãäå j1 � ïåðâîå òðåáîâàíèå â çàäåðæèâàþ-

ùåé öåïî÷êå σ∗(j∗) = (j1, . . . , j
∗). Äàëåå,

LCmax(π) ≥ sj1 +
∑

jk∈{σ∗(j∗)}

pDjkik − d
D
j∗ −

∑
jk∈{σ∗(j∗)}

(pDjkik − p
C
jkik

) ≥

≥ LDmax(π)−
∑

jk∈{σ∗(j∗)}

(pDjkik − p
C
jkik

)+ ≥ LDmax(π)−
∑
j∈N

(pDji − pCji)+.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 1.19.

Ëåììà 1.20 Ïóñòü ïðèìåð D íàñëåäóåò ó ïðèìåðà C âñå ïàðàìåòðû, êðî-
ìå {pji | j ∈ N, i ∈M}, à π̃D � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è D, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ

LDmax(π̃D)− LDmax(πD) ≤ δD. (1.85)

Òîãäà
0 ≤ LCmax(π̃D)− LCmax(πC) ≤ ρp(C,D) + δD.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íà ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 1.16, ïîýòîìó ïðèâåä¼ì òîëüêî âûêëàäêè:

LCmax(π̃D)− LCmax(πC) ≤
≤LDmax(π̃D)− LCmax(πC) +

∑
j∈N

max
i∈M

(pCji − pDji)+ ≤
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≤δD + LDmax(πD) +
∑
j∈N

max
i∈M

(pCji − pDji)+ − LDmax(πC) +

+
∑
j∈N

max
i∈M

(pDji − pCji)+ ≤

≤δD +
∑
j∈N

(
max
i∈M

(pCji − pDji)+ + max
i∈M

(pCji − pDji)−
)

= δD + ρp(C,D).

Çàìå÷àíèå 1.4 Îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â ëåììå 1.20, íåóëó÷øàåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðàìåòðû ïðèìåðîâ äëÿ n = 1, m = 2:
A: rA1 = dA1 = 0; pA11 = 1, pA12 = 3.
B: rB1 = dB1 = 0, pB11 = pB12 = 2.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî:
πA = {(1), (∅)}7; LAmax(πA) = 1;
πB = {(∅), (1)}; LAmax(πB) = 3;
max
i∈M

(pA1i − pB1i)+ = max
i∈M

(pA1i − pB1i)− = 1;

ρp(A,B) = 2.

Òåîðåìà 1.7 Ïóñòü ïðèìåð D íàñëåäóåò ó ïðèìåðà A âñå ïàðàìåòðû, êðî-
ìå {dj, rj, pji | j ∈ N, i ∈M}, à π̃D � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ïðèìåðà D, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (1.85). Òîãäà

0 ≤ LAmax(π̃D)− LAmax(πA) ≤ ρ(A,D) + δD. (1.86)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî 0 ≤ LAmax(π̃D) − LAmax(πA) âûòåêàåò èç îïòè-
ìàëüíîñòè ðåøåíèÿ πA äëÿ ïðèìåðà A. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

LAmax(π̃D)− LAmax(πA) ≤ ρ(A,D) + δD.

Âîñïîëüçóåìñÿ àääèòèâíûì ñâîéñòâîì îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ëåììàõ 1.16,
1.18 è 1.20. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå ïðèìåðû B è C ñ ïàðàìåòðàìè
òðåáîâàíèé:

dAj , dBj =dCj =dDj ;

rAj =rBj , rCj =rDj ;

pAji=pBji=p
C
ji, pDji.

Òîãäà:
ρ(A,B) = ρd(A,B); ρ(B,C) = ρr(B,C); ρ(C,D) = ρp(C,D).

7π = {π1, π2} îçíà÷àåò, ÷òî π1 � ðàñïèñàíèå äëÿ ïåðâîãî ïðèáîðà, à π2 � äëÿ âòîðîãî.
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Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ëåììû 1.20, 1.18 è 1.16, è ïîëàãàÿ
π̃D = π̃C , δC = δD + ρp(C,D), π̃C = π̃B, δB = δC + ρr(B,C), ïîëó÷èì
0 ≤ LAmax(π̃D)− LAmax(πA) ≤ ρd(A,B) + ρr(B,C) + ρp(C,D) + δD =
ρd(A,D) + ρr(A,D) + ρp(A,D) + δD = ρ(A,D) + δD.
Òåîðåìà 1.7 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.5 Îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 1.7, íåóëó÷øàåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðàìåòðû ïðèìåðîâ äëÿ n = 4, m = 1:
A: rA1 = rA3 = rA4 = 0, rA2 = 1; pAj = 1, j = 1, 2, 3, 4; dAj = j, j = 1, 2, 3, 4;
B: rB1 = 1, rBj = rAj , j = 2, 3, 4; pBj = pAj , j = 1, 2, 3, pB4 = 0; dB1 = 2,
dBj = dAj , j = 2, 3, 4.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî:
πA = (1, 2, 3, 4); LAmax(πA) = 0;
πB = (4, 3, 2, 1); LAmax(πB) = 3;
ρd(A,B) = ρr(A,B) = ρp(A,B) = 1;
ρ(A,B) = 3.

Äëÿ çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ õîòåëîñü áû ïðåäëîæèòü çàäà÷ó: ïî-
ñòðîèòü ïðèìåðû C è B, íà êîòîðûõ, îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â ëåììå (1.86),
íåóëó÷øàåìà.

1.8.3 Ñõåìà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è P | prec, rj | Lmax

Íàõîæäåíèå ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé NP -òðóäíîé çàäà-
÷è ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ. Íà ïåðâîì øàãå äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà A =
{G, (rAj , pAj , dAj )| j ∈ N} ìû èçìåíÿåì ïàðàìåòðû {(rAj , pAj , dAj )| j ∈ N} òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åííûé ïðèìåð B = {G, (rBj , pBj , dBj )| j ∈ N} (ãðàô
ïðåäøåñòâîâàíèÿ G îäèíàêîâ äëÿ îáîèõ ïðèìåðîâ) ïðèíàäëåæàë íåêîòîðîìó
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîìó ñëó÷àþ èñõîäíîé çàäà÷è. Íà ñëåäóþùåì øà-
ãå íàõîäèì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà B. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.7,
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå πB äëÿ ïðèìåðà A áóäåò èìåòü îöåíêó àáñîëþòíîé
ïîãðåøíîñòè 0 ≤ LAmax(πB)− LAmax(πA) ≤ ρ(A,B).

Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûé ñëó÷àé èñõîäíîé çàäà÷è, êî-
ãäà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò k ëèíåéíî íåçàâèñèìûì íåðàâåí-
ñòâàì

XR + Y P + ZD ≤ H, (1.87)

(ïðè åñòåñòâåííîì îãðàíè÷åíèè pj ≥ 0, ∀j ∈ N), ãäå R = (r1, . . . , rn)
T , P =

(p1, . . . , pn)
T , D = (d1, . . . , dn)

T è X, Y , Z � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè k × n, à
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H = (h1, . . . , hk)
T � k-ìåðíûé âåêòîð (âåðõíèé èíäåêñ T îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ

òðàíñïîíèðîâàíèÿ). Çàòåì â ýòîì êëàññå ïðèìåðîâ (1.87) íàõîäèì ïðèìåð
B ñ ìèíèìàëüíûì �ðàññòîÿíèåì� ρ(A,B) äî èñõîäíîãî ïðèìåðà A, ðåøàÿ
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(xd − yd + xr − yr) +
∑
j∈N

xpj −→ min

yd ≤ dAj − dBj ≤ xd, ∀j ∈ N,
yr ≤ rAj − rBj ≤ xr, ∀j ∈ N,
−xpj ≤ pAj − pBj ≤ xpj , ∀j ∈ N,
0 ≤ xpj , ∀j ∈ N,
XRB + Y PB + ZDB ≤ H.

(1.88)

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, âñå èçâåñòíûå àâòîðó ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøè-
ìûå ñëó÷àèNP� òðóäíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ âèäà (1.87). Ìû ôàêòè÷åñêè ïðîåöèðóåì èñ-
õîäíûé ïðèìåð (òî÷êó) A íà ðàçðåøèìûé êëàññ ïðèìåðîâ (1.87).

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1.88) ñ 3n + 4 + n ïåðåìåííû-
ìè (rBj , p

B
j , d

B
j , j = 1, . . . , n, è xd, yd, xr, yr, è xpj , j = 1, . . . , n) è 7n + k

íåðàâåíñòâàìè èíîãäà ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå (îò n è k)
îïåðàöèé, ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (1.88). Íàïðèìåð, äëÿ
NP−òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è 1|rj|Lmax èìåþòñÿ äâà íåòðèâèàëü-
íûõ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àÿ:{

d1 ≤ . . . ≤ dn,

d1 − r1 − p1 ≥ . . . ≥ dn − rn − pn,
(1.89)

è
max
k∈N
{dk − rk − pk} ≤ dj − rj, ∀j ∈ N. (1.90)

Â ñëó÷àå (1.89) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1|rj|Lmax ìîæåò áûòü íàé-
äåíî çà O(n3 log n) îïåðàöèé (ðàçäåë 2.1). À çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ (1.88) ìîæåò áûòü ðåøåíà çà O(n log n) îïåðàöèé (ðàçäåë 1.4.1).

Â ñëó÷àå æå (1.90) îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå íàõîäèòñÿ çà O(n2 log n)
îïåðàöèé [130]. Êàê è â ñëó÷àå (1.89) ìèíèìóì àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ìàê-
ñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ íàõîäèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, â äàí-
íîì ñëó÷àå çà O(n) îïåðàöèé (ðàçäåë 1.4.2).

Â ãëàâå 3 áóäóò ïðèâåäåíû åù¼ äâà íîâûõ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ
ïîäñëó÷àÿ èññëåäóåìîé NP -òðóäíîé çàäà÷è:

ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N ;

92



dj − pj ≤ dmin(N) ∀ j ∈ N,
è

ri ≤ rj ⇒ di − pi ≥ dj ∀ i, j ∈ N, i 6= j.

Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåò ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ òðóäî¼ìêîñòè O(n2)
îïðåðàöèé, âî âòîðîì � O(n log n) îïåðàöèé.

Â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è íåò ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ
âûäåëåííûõ ïîäñëó÷àåâ çàäà÷è (â ñêîáêàõ çàìåòèì, ÷òî òðèâèàëüíûå ïîä-
ñëó÷àè çàäà÷è îáû÷íî íå ïîçâîëÿþò íàéòè êà÷åñòâåííî íîâûå îöåíêè àá-
ñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè) ëèáî �ðàññòîÿíèå� ρ(A,C) äî ëþáîãî ïîëèíîìèàëü-
íî ðàçðåøèìîãî ïðèìåðà C �ñëèøêîì âåëèêî�. Íî äëÿ íåêîòîðîãî ïðèìåðà
B = {G, (rBj , pBj , dBj )| j ∈ N} îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ìàêñèìàëüíî-
ãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðàñïèñàíèÿ π̃ ÿâëÿåòñÿ �ïðèåìëå-
ìîé�, òîãäà äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà A = {G, (rAj , pAj , dAj )| j ∈ N} ïðèáëèæ¼í-
íîå ðàñïèñàíèå π̃ èìååò ãàðàíòèðîâàííóþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü îò îïòè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.7, íå ïðåâûøàþùóþ
δB(π̃) + ρ(A,B). Âåëè÷èíà δB(π̃) + ρ(A,B) ïîðîé îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî
ìåíüøå, ÷åì ρ(A,C) äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìèàëüíî/ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàç-
ðåøèìîãî ïðèìåðà C.

1.9 Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ïðèìåðîâ

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïðèìåðîâ èç êëàññà çàäà÷ P |prec, ri|Lmax ñ ôèê-
ñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì òðåáîâàíèé n, êîëè÷åñòâîì ïðèáîðîâ m è ãðàôîì
ïðåäøåñòâîâàíèÿ G. Äàííàÿ ñîâîêóïíîñòü ïðèìåðîâ îáðàçóåò 3n-ìåðíîå ëè-
íåéíîå ïðîñòðàíñòâî (3n ïàðàìåòðîâ: rj, pj, dj, j = 1, n).

Îïðåäåëåíèå 1.15 Äâà ïðèìåðà A = {G, (rAj , pAj , dAj )| j ∈ N} è
B = {G, (rBj , pBj , dBj )| j ∈ N} íàçîâ¼ì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

∃ d, r : dAj = dBj + d, rAj = rBj + r, pAj = pBj ∀j ∈ N.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè
ïðèìåðîâ çàäà÷è íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ óäîáñòâà â êà÷åñòâå ïðåä-
ñòàâèòåëÿ êëàññà âûáåðåì òàêîé ïðèìåð, ó êîòîðîãî r1 = 0 è d1 = 0. Ïîëó÷åí-
íîå ñåìåéñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ (3n− 2)-ìåðíûì ëèíåéíûì
ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Ln. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðèìåð A ïðè-
íàäëåæèò êëàññó Ln, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

r1 = d1 = 0. (1.91)
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Çàìå÷àíèå 1.6 Ó ýêâèâàëåíòíûõ ïðèìåðîâ ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà îïòè-
ìàëüíûõ ðàñïèñàíèé (ïåðåñòàíîâîê).

Òåïåðü íà ïðîñòðàíñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùèé ôóíêöèîíàë

∀A ∈ Ln ϕ(A) = max
j∈N

(rAj )−min
j∈N

(rAj ) + max
j∈N

(dAj )−min
j∈N

(dAj ) +
∑
j∈N

|pAj | ≥ 0.

Äàííûé ôóíêöèîíàë óäîâëåòâîðÿåò òð¼ì ñâîéñòâàì íîðìû:
ϕ(A) = 0⇐⇒ A ≡ 0;
ϕ(αA) = αϕ(A);
ϕ(A+B) ≤ ϕ(A) + ϕ(B).

(1.92)

A = ∅, êîãäà rj = pj = dj = 0,∀j ∈ N . Ïåðâîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà ϕ(A), âòîðîå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à òðå-
òüå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìàêñèìóì ñóììû íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ìàêñèìóìîâ
è ìîäóëü ñóììû íå ïðåâîñõîäèò ñóììû ìîäóëåé, � ìû îïÿòü èñïîëüçîâàëè
ñåïàðàáåëüíîñòü ôóíêöèîíàëà.

Òàêèì îáðàçîì, Ln ÿâëÿåòñÿ (3n− 2)-ìåðíûì ëèíåéíûì íîðìèðîâàí-
íûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ||A|| = ϕ(A). Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî äàí-
íàÿ íîðìà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàåò ìåòðèêó, îïðåäåë¼ííóþ â (1.79),
(1.80): ρ(A,B) = ||A−B||.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà ϕ(A) = ||A||. ×òîáû çà-
äàòü òîïîëîãèþ ïðîñòðàíñòâà, äîñòàòî÷íî çàäàòü ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé íóëÿ,
â äàííîì ñëó÷àå � ýòî �øàðû� ñ öåíòðîì â òî÷êå íîëü. Îïèøåì òåïåðü åäèíè÷-
íûé øàð â ïðîñòðàíñòâå ïðèìåðîâ çàäà÷è ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè ri
è di. Åäèíè÷íûé øàð � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê (ïðèìåðîâ) A, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ

||A|| ≤ 1. (1.93)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Óñëîâèå (1.93) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

|r2|+ |d2| ≤ 1 (ñì. ðèñ. 1.6).
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Ðèñ. 1.7: n = 3

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 3. Óñëîâèå (1.93) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå: 

r + d ≤ 1;
r ≥ 0;
d ≥ 0;
−d ≤ d2 ≤ d;
−d ≤ d3 ≤ d;
−d ≤ d3 − d2 ≤ d;
−r ≤ r2 ≤ r;
−r ≤ r3 ≤ r;
−r ≤ r3 − r2 ≤ r.

Ïðîåêöèÿ åäèíè÷íîãî øàðà íà ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêîñòè (d2, d3)
ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.7.

95



Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n óñëîâèå (1.93) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:

r + d ≤ 1;
r ≥ 0;
d ≥ 0;
pi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n;
−d ≤ di ≤ d, 2 ≤ i ≤ n;
−d ≤ di − dj ≤ d, 2 ≤ i < j ≤ n;
−r ≤ ri ≤ r, 2 ≤ i ≤ n;
−r ≤ ri − rj ≤ r, 2 ≤ i < j ≤ n.

1.10 Ñõåìû íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ïîêàæåì êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé âûøå ïîäõîä
äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ñ îöåíêîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè
çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé. Ïóñòü íåîáõîäèìî ðåøèòü ïðèìåð A çàäà÷è α |
β | Lmax, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå αA | βA | Lmax. Íåîáõîäèìî òàê
èçìåíèòü ïàðàìåòðû ïðèáîðîâ è òðåáîâàíèé ïðèìåðà A: αA, βA è, âîçìîæíî,
öåëåâóþ ôóíêöèþ Lmax íà Cmax, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå áûë ïîñòðîåí ïðèìåð B
çàäà÷è αB | βB | {Lmax, Cmax}, äëÿ êîòîðîãî ìû ìîæåì íàéòè ïðèáëèæ¼ííîå
(èëè òî÷íîå) ðåøåíèå π̃B è çàòåì åãî ïðèìåíèòü äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà A
çàäà÷è αA | βA | Lmax.

1.10.1 Ñõåìà ñâåäåíèÿ çàäà÷ α | β | Lmax → α | β | Cmax è
α | β, rj | Lmax → α | β, rj = 0 | Lmax

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé ïðèìåð A çàäà÷è αA|βA|Lmax, îòíîñÿùåéñÿ ê êëàñ-
ñó NP -òðóäíûõ çàäà÷, èçâåñòíî òî÷íîå èëè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå (ïîëó-
÷åííîå çà ïîëèíîìèàëüíîå/ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé) π̃B

ïðèìåðà çàäà÷è B: αA|βA|Cmax ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåé δB ≥ 0.

Â ïðèìåðå çàäà÷è B èìååì dBj = 0,∀j ∈ N , ïîýòîìó èç ëåììû 1.16
ïîëó÷àåì îöåíêó:

0 ≤ LAmax(π̃B)− LAmax(πA) ≤ ρd(A,B) + δB = max
j∈N

dAj −min
j∈N

dAj + δB.

Ôàêòè÷åñêè ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ïîçâîëÿåò îöåíèòü �ïåðåõîä� îò öåëåâîé ôóíê-
öèè Lmax ê Cmax (makespane).
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Äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è α | β, rj | Lmax ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ðåøåíèå çàäà÷è α | β, rj = 0 | Lmax. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì îöåíêó
àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ π̃B, ñîãëàñíî ëåììå 1.18:

0 ≤ LAmax(π̃B)− LAmax(πA) ≤ max
j∈N

rAj −min
j∈N

rAj + δB.

Äàííàÿ îöåíêà óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü çàäà÷ ìèíèìèçàöèè Lmax ïðè îäíîâðå-
ìåííîì è íåîäíîâðåìåííîì ïîñòóïëåíèè òðåáîâàíèé íà îáñëóæèâàíèå.

1.10.2 Ñõåìà ñâåäåíèÿ çàäà÷ α | β | Lmax → α | β | Cmax è
α | β, rj | Lmax → α | β, rj = 0 | Lmax

Ïóñòü íåîáõîäèìî ðåøèòü ïðèìåð A çàäà÷è αA|βA|Lmax, îòíîñÿùåéñÿ ê êëàñ-
ñó NP -òðóäíûõ çàäà÷, à òàêæå èçâåñòíî òî÷íîå èëè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå
π̃B ïðèìåðà çàäà÷è B: αA|βA, pj = p|Lmax ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå
ïðåâîñõîäÿùåé δB ≥ 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ áûëà
íàèìåíüøåé, íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p, ïðè êî-
òîðîì ðàññòîÿíèå ρp(A,B) ìåæäó ïðèìåðàìè áûëî ìèíèìàëüíûì

ρp(A,B) =
n∑
j=1

|pAj − p| → min
p
. (1.94)

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, âûïóêëîé, êóñî÷íî-ëèíåéíîé
ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî p. Åñëè n � íå÷¼òíîå, òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà
�ñðåäíåì� pAj , ò.å. åñëè âñå pAj óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ çíà÷åíèé, òî ðå-
øåíèå çàäà÷è (1.94) p∗ = pAn+1

2

. Åñëè æå n � ÷¼òíîå, òî ìèíèìóì äîñòèãà-

åòñÿ íà äâóõ �ñðåäíèõ� pAj , à òàêæå íà ëþáîì çíà÷åíèè ìåæäó íèìè, ò.å.
p∗ ∈ [pAn

2
; pAn

2 +1]. Òàêèì îáðàçîì, p∗ = pAbn+1
2 c

è, ñîãëàñíî ëåììå 1.20, áóäåì
èìåòü

0 ≤ LAmax(π̃B)− LAmax(πA) ≤
n∑
j=1

∣∣∣pAj − pAbn+1
2 c

∣∣∣+ δB.

Ñõåìà ñâåäåíèÿ α | β, pj | Lmax → α | β, pj = 1 | Lmax.

Ïóñòü èìååòñÿ ïðèìåð A çàäà÷è αA|βA|Lmax, îòíîñÿùåéñÿ ê êëàññó NP -
òðóäíûõ çàäà÷, èçâåñòíî òî÷íîå èëè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå π̃B çàäà÷è B:
αA|βA, pj = p|Lmax ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé δB ≥ 0.
Óñëîâèå pj = 1 íàäî ïîíèìàòü íå áóêâàëüíî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî pj = p, à âñå
ïàðàìåòðû rAj è dAj êðàòíû ÷èñëó p. Â êà÷åñòâå p ìîæíî âçÿòü p = pAbn+1

2 c
,
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à ÷òîáû âñå rAj è dAj áûëè êðàòíû ÷èñëó p, íàäî âû÷åñòü èç íèõ îñòàòîê
îò äåëåíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà p. Òîãäà ρr(A,B) ≤ p è ρd(A,B) ≤ p. Äëÿ
ïðèìåðà B áóäåì èìåòü: pBj = p = pAbn+1

2 c
, rBj = rAj − (rAj mod p), dBj =

dAj − (dAj mod p), ∀j ∈ N , è îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

0 ≤ LAmax(π̃B)− LAmax(πA) ≤
∑
j∈N

∣∣∣pAj − pAbn+1
2 c

∣∣∣+ 2pAbn+1
2 c
.

1.10.3 Ñõåìà ñâåäåíèÿ çàäà÷ {R,Q} | β | Lmax → P | β | Lmax

Â çàäà÷àõ {R,Q} | β | Lmax â îòëè÷èå îò çàäà÷è P | β | Lmax ïðèáîðû
íå èäåíòè÷íû, ò.å. ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ∈ N íà
ðàçíûõ ïðèáîðàõ ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ: pji 6= pjk, i 6= k, i, k ∈M .

Ïóñòü èìååòñÿ ïðèìåð A çàäà÷è R|βA|Lmax, îòíîñÿùåéñÿ ê êëàññó NP -
òðóäíûõ çàäà÷, èçâåñòíî òî÷íîå èëè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå π̃B çàäà÷è B

P |βA, pji ∈ {pj,∞}|Lmax ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé δB ≥
0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ π̃B áû-
ëà íàèìåíüøåé, íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ pBj , j ∈ N , êîòîðûå
áû ìèíèìèçèðîâàëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèìåðàìè A è B

ρp(A,B) =
∑
j∈N

(
max
i∈M
{(pAji − pBj ), 0} −min

i∈M
{(pAji − pBj ), 0}

)
→ min

pBj ,∀j∈N
.

Èçâåñòíî

ρp(A,B) =
∑
j∈N

(
max
i∈M
{pAji, pBj } −min

i∈M
{pAji, pBj }

)
=
∑
j∈N

(
max
i∈M

pAji −min
i∈M

pAji

)
ïðè óñëîâèè, ÷òî pBj ∈ [max

i∈M
pAji,min

i∈M
pAji] ∀j ∈ N . Ïîýòîìó

0 ≤ LAmax(π̃B)− LAmax(πA) ≤
∑
j∈N

(
max
i∈M

pAji −min
i∈M

pAji

)
.

1.10.4 Ñõåìà ñâåäåíèÿ çàäà÷è R | β | Lmax → Q | β | Lmax

Ïóñòü èìååòñÿ ïðèìåð A çàäà÷è R|β|Lmax (pji < ∞), îòíîñÿùåéñÿ ê êëàññó
NP -òðóäíûõ çàäà÷, èçâåñòíî òî÷íîå èëè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå π̃B çàäà÷è
B Q|β|Lmax ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé δB ≥ 0. Â çàäà÷å
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Q|β|Lmax äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå
pji = σipj,∀j ∈ N,∀i ∈M , ãäå σi � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü i-ãî ïðèáîðà.

Òåïåðü äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ π̃B

íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó:

ρp(A,B) =
∑
j∈N

(
max
i∈M
{(pAji − pBj σBi ), 0} −min

i∈M
{(pAji − pBj σBi ), 0}

)
→ min

pBj ,σ
B
i

.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:
∑
j∈N

(αj − βj)→ min
αj ,βj ,pBj ,σ

B
i

βj ≤ pAji − pBj σBi ≤ αj, j ∈ N, i ∈M ;

βj ≤ 0 ≤ αj, j ∈ N.
(1.95)

1.10.5 Ñõåìà ñâåäåíèÿ çàäà÷è
α | β | Lmax → α|β, pj ∈ {p1, . . . , pk}|Cmax

Ïóñòü èìååòñÿ ïðèìåð A çàäà÷è αA|βA|Lmax èç êëàññà NP -òðóäíûõ çàäà÷,
èçâåñòíî òî÷íîå èëè ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå π̃B çàäà÷è B: αA|βA, pj ∈
{pB1 , . . . , pBk }|Cmax ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé δB ≥ 0 .
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü îöåíêó àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

0 ≤ LAmax(π̃B)− LAmax(πA) ≤ ρp(A,B) + ρd(A,B) + δB,

ãäå ρd(A,B) = max
j∈N

dAj − min
j∈N

dAj , à äëÿ íàõîæäåíèÿ ρp(A,B) íåîáõîäèìî ðå-
øèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

n∑
j=1

min
1≤l≤k

∣∣pAj − pBl ∣∣→ min
pB1 ,...,p

B
k

.

Îñòàâèì ÷èòàòåëþ âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé îïòèìèçàöèîííîé çà-
äà÷è.

Ïðèìåíåíèå ñõåì

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ âûøåóêàçàííûõ ñõåì. Èõ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê îòäåëüíî, òàê è â ñîâîêóïíîñòè.

Îäèí ïðèáîð

Çàäà÷à 1|rj|Lmax ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [168]. Ñõå-
ìû íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ïðèâåäåíû â [49]. Áîëåå ñëîæíàÿ
çàäà÷à 1|prec, rj|Lmax òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, äëÿ
íå¼ åñòü äâà ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àÿ: 1|prec, rj|Cmax [144] è
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1|prec, pj = p, rj|Lmax [202]. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî ðåøèòü ïóò¼ì
ïðèìåíåíèÿ îäíîãî èç äâóõ àëãîðèòìîâ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãäå ìåíüøå
àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü.

Äâà ïàðàëëåëüíûõ ïðèáîðà

Çàäà÷à P2|chains|Cmax ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [115].
Ñóùåñòâóþò ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ �áëèçêèõ� çà-
äà÷, íàïðèìåð: P2|pj = p, prec|Lmax [122], P2|pj = 1, prec, rj|Lmax [123] è
Q2|pj = p, chains|Cmax [96].

Ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ïðèáîðîâ

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ NP -òðóäíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå:
P ||Cmax [124], P |pj = 1, intree, rj|Cmax, P |pj = 1, outtree|Lmax [95],
P |pj = 1, prec|Cmax [215], Q|pj = p, chains|Cmax [140].

Ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè: P |pj = p, rj|Lmax [203],
P |pj = p, tree|Cmax [110, 132], P |pj = p, outtree, rj|Cmax [95],
P |pj = p, intree|Lmax [95], P |pj = 1, chains, rj|Lmax [86].

Äëÿ çàäà÷ ñ îòíîøåíèåì ïðåäøåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî âèäà íåò òî÷-
íûõ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ. Íà íàø âçãëÿä, âàæíûì ÿâëÿåòñÿ
âîïðîñ �ìîäèôèêàöèè� ãðàôà ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïîãðåø-
íîñòè â ðåçóëüòàòå òàêîé �ìîäèôèêàöèè�.

Äàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî
ðåøåíèÿ è ïîëó÷åíèÿ îöåíêè àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ çàäà÷ êîíâåéðíîãî
òèïà (çàäà÷è Flow − shop).

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ NP -òðóäíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå:
F2||Lmax [168], F2|rj|Cmax [168], F2|chains|Cmax [168], F3||Cmax [124],
F |pji = 1, prec|Cmax [169, 214], F |pji = 1, intree, rj|Cmax [97],
F |pji = 1, outtree|Lmax [97].

Ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè: F2||Cmax [135],
F2|pji = 1, prec, rj|Lmax, F |pji = 1, tree|Cmax, F |pji = 1, intree|Lmax,
F |pji = 1, outtree, rj|Cmax[100].

Â êîíöå ãëàâû ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

Òàêèì îáðàçîì, âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ íîâûõ ýôôåêòèâ-
íûõ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ èññëåäóåìûõ NP -òðóäíûõ
çàäà÷.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè èññëåäóå-
ìûõ çàäà÷ àëãîðèòìàìè òèïà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö (Constraint Programming,
branch and cuts, branch and price...).

100



Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ñîîòíîøåíèÿ âåëè÷èí ρ(A,D) è LAmax(πD) −
LAmax(πA) â ôîðìóëå (1.87) â ñëó÷àå, êîãäà δD = 0.

Íàñêîëüêî òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà ρ(A,D) îòëè÷àåòñÿ îò ïðàêòè÷åñêîé
îöåíêè LAmax(πD) � LAmax(πA) ?

×åìó ðàâíî

ρ(A) = max
D

ρ(A,D)

LAmax(πD)− LAmax(πA)
?

Ãèïîòåçà: Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà A çàäà÷è 1|rj|Lmax âûïîëíÿåòñÿ ρ(A) ≤ 2.
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Ãëàâà 2

Ïîëèíîìèàëüíî è ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî

ðàçðåøèìûå ñëó÷àè çàäà÷è 1 | rj | Lmax

2.1 Çàäà÷à 1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj | Lmax

Êðîìå çàäà÷è 1 | rj | Lmax â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïî-
ñòðîåíèÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé ïî êðèòåðèÿì Cmax è
Lmax � çàäà÷à 1|rj|Lmax, Cmax. Áóäåò ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé Φ(N, t) = {π′1, π′2, . . . , π′m}, äëÿ êîòîðûõ

Cmax(π′1) < Cmax(π′2) < . . . < Cmax(π′m),

Lmax(π′1) > Lmax(π′2) > . . . > Lmax(π′m).

È íå ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèÿ π òàêîãî, ÷òî Cmax(π) 6 Cmax(π′i) è Lmax(π) 6
Lmax(π′i), õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ ñòðîãîå äëÿ íåêîòîðîãî i, i = 1,m. Áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî m 6 n.

2.1.1 Ñâîéñòâà çàäà÷è

Êàê è ðàíåå áóäåì îáîçíà÷àòü ïðåäøåñòâîâàíèå òðåáîâàíèÿ i òðåáîâàíèþ j
ïðè ðàñïèñàíèè π êàê (i→ j)π. Ââåä¼ì òàêæå:

rj(t) = max{rj, t}; (2.1)

r(N, t) = min
j∈N
{rj(t)}. (2.2)

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà î÷åâèäíî î êàêîì ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé èä¼ò ðå÷ü,
áóäåì çàïèñûâàòü âìåñòî r(N, t) ïðîñòî r(t).

Ïóñòü π � ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé íåêîòîðîãî ïîäìíîæå-
ñòâà èç N , äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî êàê è ðàíüøå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå
{π}.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷å-
íèÿì:

d1 ≤ . . . ≤ dn, d1 − r1 − p1 ≥ . . . ≥ dn − rn − pn. (2.3)

Íàïðèìåð, äàííûì îãðàíè÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé, êîãäà dj = rj+pj+z,
j = 1, . . . , n, ãäå z � êîíñòàíòà, ò.å. êîãäà âñå òðåáîâàíèÿ èìåþò îäèíàêîâûé
çàïàñ âðåìåíè äî ñâîåãî äèðåêòèâíîãî ñðîêà.

Äîïóñòèì | N |> 1 è t � ìîìåíò îñâîáîæäåíèÿ ïðèáîðà. Âûäåëèì èç
ìíîæåñòâà N äâà òðåáîâàíèÿ f = f(N, t) è s = s(N, t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(N, t) = arg min
j∈N
{dj | rj(t) = r(N, t)}, (2.4)

s(N, t) = arg min
j∈N\{f}

{dj | rj(t) = r(N \ f, t)}, (2.5)

ãäå f = f(N, t). Åñëè N = {i}, òî ïîëàãàåì f(N, t) = i, s(N, t) = 0, ∀t.
Òàêæå îïðåäåëèì d0 = +∞, f(∅, t) = 0, s(∅, t) = 0, ∀t. Äëÿ òðåáîâàíèé f è s
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

Ëåììà 2.1 Åñëè äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ñïðàâåäëèâî (2.3), òî ïðè
ëþáîì ðàñïèñàíèè π ∈ Π(N) äëÿ âñåõ j ∈ N\{f}, äëÿ êîòîðûõ (j → f)π
èìååò ìåñòî

Lj(π) < Lf(π) (2.6)

è äëÿ âñåõ j ∈ N\{f, s}, îòâå÷àþùèõ óñëîâèþ (j → s)π, âûïîëíÿåòñÿ

Lj(π) < Ls(π), (2.7)

ãäå f = f(N, t) è s = s(N, t)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé j òàêèõ, ÷òî (j → f)π, èìååì Cj(π) <
Cf(π). Åñëè dj ≥ df , òî, î÷åâèäíî,

Lj(π) = Cj(π)− dj < Cf(π)− df = Lf(π),

ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî (2.6).

Ïóñòü äëÿ òðåáîâàíèÿ j ∈ N , (j → f)π, èìååì dj < df . Òîãäà rj > rf .
Åñëè áû rj ≤ rf , òî è rj(t) ≤ rf(t) è rf(t) = r(t), êàê ñëåäóåò èç (2.1) è
(2.4). Òîãäà rj(t) = rf(t) = r(t) è dj < df , íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
òðåáîâàíèÿ f (2.4). Ïîýòîìó rj > rf . Î÷åâèäíî, ÷òî Cj(π)− pj < Cf(π)− pf
è, òàê êàê rj > rf , òî

Cj(π)− pj − rj < Cf(π)− pf − rf ,

Cj(π)− Cf(π) < pj + rj − pf − rf .
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Òàê êàê dj < df , òîãäà èç (2.3) dj − rj − pj ≥ df − rf − pf èëè dj − df ≥
rj + pj − rf − pf , ïîýòîìó Cj(π)−Cf(π) < pj + rj − pf − rf ≤ dj − df . Îòñþäà
Lj(π, t) < Lf(π, t) äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé j, (j → f)π.

Àíàëîãè÷íî äîêàæåì íåðàâåíñòâî (2.7).

Äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé j, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (j → s)π, èìååì
Cj(π) < Cs(π). Åñëè dj ≥ ds, òî Lj(π, t) = Cj(π)− dj < Cs(π)− ds = Ls(π, t),
ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî (2.7).

Ïóñòü äëÿ òðåáîâàíèÿ j ∈ N\{f}, (j → s)π, ñïðàâåäëèâî dj < ds,
òîãäà rj > rs. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî rj ≤ rs, òî rj(t) ≤
rs(t), ÷òî ñëåäóåò èç (2.1). Êðîìå òîãî, äëÿ òðåáîâàíèÿ s âûïîëíåíî rs(t) ≥
r(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè (2.2) è (2.5). Åñëè rs(t) = r(t), òîãäà
äëÿ òðåáîâàíèé j è s ìîæíî çàïèñàòü rj(t) = rs(t) = r(t) è dj < ds, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ (2.5) òðåáîâàíèÿ s(N, t). Åñëè æå rs(t) > r(t), ò.å.
rs > r(t), òîãäà íåò òðåáîâàíèÿ i ∈ N\{f, s}, äëÿ êîòîðîãî rs > ri > r(t).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òðåáîâàíèé j è s ïîëó÷èì rj(t) = rs(t) è dj < ds, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ (2.5) òðåáîâàíèÿ s(N, t). Ïîýòîìó rj > rs.

Òàê êàê Cj(π) ≤ Cs(π) − ps è pj > 0, òî Cj(π) − pj < Cs(π) − ps è òàê
êàê rj > rs, ïîýòîìó Cj(π)− pj − rj < Cs(π)− ps − rs è

Cj(π)− Cs(π) < pj + rj − ps − rs. (2.8)

Ïîñêîëüêó dj < ds, òîãäà èç (2.3) èìååì dj − rj − pj ≥ ds − rs − ps èëè

Cj(π)− Cs(π) < pj + rj − ps − rs ≤ dj − ds. (2.9)

Îòñþäà, Lj(π) < Ls(π) äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé j ∈ N\{f}, (j → s)π.

Òåîðåìà 2.1 Åñëè äëÿ òðåáîâàíèé ïîäìíîæåñòâà N ′ ⊆ N ñïðàâåäëèâî
(2.3), òî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t′ ≥ t è âñÿêîãî ðàííåãî ðàñïèñàíèÿ
π ∈ Π(N ′) ñóùåñòâóåò π′ ∈ Π(N ′), ÷òî

Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′), Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′) (2.10)

è ïåðâûì ïðè ðàñïèñàíèè π′ îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå f = f(N ′, t′) èëè
s = s(N ′, t′). Åñëè df ≤ ds, òî ïåðâûì ïðè ðàñïèñàíèè π′ îáñëóæèâàåòñÿ
òðåáîâàíèå f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π = (π1, f, π2, s, π3), ãäå π1, π2, π3 � ÷àñòè÷íûå ðàñ-
ïèñàíèÿ π. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå π′ = (f, π1, π2, s, π3). Èç îïðåäåëåíèé (2.1),
(2.2), (2.4) ïîëó÷àåì rf(t

′) ≤ rj(t
′), j ∈ N ′, îòñþäà Cmax((f, π1), t

′) ≤
Cmax((π1, f), t′) è

Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′), (2.11)
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Lj(π
′, t′) ≤ Lj(π, t

′), ∀j ∈ {(π2, s, π3)}. (2.12)

Èç ëåììû 2.1 (2.7) èìååì

Lj(π
′, t′) < Ls(π

′, t′), ∀j ∈ {π1} ∪ {π2}. (2.13)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òðåáîâàíèÿ f ñïðàâåäëèâî

Lf(π
′, t′) ≤ Lf(π, t

′). (2.14)

Èç (2.11)�(2.14) ïðèõîäèì ê Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′) è Lmax(π′, t′) ≤
Lmax(π, t′).

Ïóñòü π = (π1, s, π2, f, π3), ò.å. òðåáîâàíèå s îáñëóæèâàåòñÿ äî òðåáî-
âàíèÿ f . Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå π′ = (s, π1, π2, f, π3). Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî
ìîæåò áûòü ïîâòîðåíî êàê è äëÿ f . Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì df ≤ ds è ðàñïèñàíèå π = (π1, s, π2, f, π3). Ïîñòðîèì ðàñ-
ïèñàíèå π′ = (f, π11, π12, π3), ãäå π11, π12 � ðàñïèñàíèÿ èç òðåáîâàíèé ìíîæåñòâ
{j ∈ N ′ : j ∈ {(π1, s, π2)}, dj < df} è {j ∈ N ′ : j ∈ {(π1, s, π2)}, dj ≥ df}. Òðå-
áîâàíèÿ â π11 è π12 óïîðÿäî÷åíû ïî íå óáûâàíèþ ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèé rj.
Èç ds ≥ df ñëåäóåò, ÷òî s ∈ {π12}.

Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ {π11} èìååì dj < df . Èç (2.3) ïîëó÷à-
åì dj − rj − pj ≥ df − rf − pf , îòñþäà rj + pj < rf + pf , ∀j ∈ {π11}, è
Cmax((f, π11), t

′) = rf(t
′)+pf +

∑
j∈{π11}

pj. Òàê êàê òðåáîâàíèÿ ðàñïèñàíèÿ {π12}

óïîðÿäî÷åíû ïî íå óáûâàíèþ ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèé, ïîýòîìó Cmax((f, π11,

π12), t
′) ≤ Cmax ((π1, s, π2, f), t′). Â ðåçóëüòàòå

Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′), (2.15)

Lj(π
′, t′) ≤ Lj(π, t

′), ∀j ∈ {π3}. (2.16)

Òðåáîâàíèå j ∈ {π12} óäîâëåòâîðÿåò dj ≥ df è Cj(π′, t′) ≤ Cf(π, t
′), à çíà÷èò

Lj(π
′, t′) ≤ Lf(π, t

′), ∀j ∈ {π12}. (2.17)

Òàê êàê s ∈ {π12}, òî
Ls(π

′, t′) ≤ Lf(π, t
′). (2.18)

Èç ëåììû 2.1
Lj(π

′, t′) ≤ Ls(π
′, t′), ∀j ∈ {π11}. (2.19)

Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî

Lf(π
′, t′) ≤ Lf(π, t

′). (2.20)
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Èç íåðàâåíñòâ (2.15)�(2.20) ñëåäóþò Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′) è
Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Áóäåì íàçûâàòü ðàñïèñàíèå π′ ∈ Π(N) ýôôåêòèâíûì, åñëè íå ñóùå-
ñòâóåò ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N), ÷òî Lmax(π) ≤ Lmax(π′) è Cmax(π) ≤ Cmax(π′),
ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå.

Òàêèì îáðàçîì, êîãäà äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N âûïîëíÿþòñÿ îãðà-
íè÷åíèÿ (2.3), òî íàéäåòñÿ ýôôåêòèâíîå ðàñïèñàíèå π′, ïðè êîòîðîì ïåðâûì
îáñëóæèâàåòñÿ ëèáî òðåáîâàíèå f = f(N, t), ëèáî s = s(N, t). Áîëåå òîãî,
åñëè df ≤ ds, òî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîå ðàñïèñàíèå π′ ñ ïåðâîî÷åðåäíûì
îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèÿ f .

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé Ω(N, t) êàê ïîäìíîæåñòâî Π(N), ñî-
ñòîÿùåå èç n! ðàñïèñàíèé. Ðàñïèñàíèå π = (i1, i2, . . . , in) ïðèíàäëåæèò Ω(N, t),
åñëè òðåáîâàíèå ik, k = 1, 2, ..., n, âûáèðàåòñÿ èç fk = f(Nk−1, Cik−1

) è sk =
s(Nk−1, Cik−1

), ãäå Nk−1 = N \ {i1, i2, ..., ik−1}, Cik−1
= Cik−1

(π) è N0 = N ,
Ci0 = t. Äëÿ dfk ≤ dsk âûïîëíÿåòñÿ ik = fk, åñëè dfk > dsk , òî ik = fk èëè
ik = sk. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé Ω(N, t) ñîäåðæèò íå áîëåå 2n

ðàñïèñàíèé.

Ïðèìåð 2.1
n = 2m, t ≤ r1 < r2 < . . . < rn,
r2i−1 < r2i + p2i < r2i−1 + p2i−1, 1 ≤ i ≤ m,

r2i−1 + p2i−1 + p2i < r2i+1 < r2i + p2i + p2i−1 < r2i+2, 1 ≤ i ≤ m− 1,
r2i−1 + p2i−1 + p2i − d2i−1 > y, 1 ≤ i ≤ m− 1,
r2i + p2i + p2i−1 − d2i ≤ y,

ò.å. p2i > y ≥ p2i−1.

Ìíîæåñòâî Ω(N, t) ñîäåðæèò 2m ðàñïèñàíèé. Âåëè÷èíà y íàìè áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå â òåêñòå. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è 1|rj, dj = rj +
pj, Lmax ≤ y|Cmax áóäåò π∗ = (2, 1, 4, 3, . . . , n, n− 1).

Òåîðåìà 2.2 Åñëè äëÿ òðåáîâàíèé ïîäìíîæåñòâà N ′ ⊆ N, | N ′ |= n′, ñïðà-
âåäëèâî (2.3), òî äëÿ ëþáûõ ìîìåíòà âðåìåíè t′ ≥ t è ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N ′)
ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñïèñàíèå π′ ∈ Ω(N ′, t′), ÷òî

Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′) è Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π = (j1, j2, . . . , jn′) � ïðîèçâîëüíîå ðàñïèñàíèå. Áó-
äåì îáîçíà÷àòü ïåðâûå l òðåáîâàíèé ðàñïèñàíèÿ π êàê πl, l = 0, 1, 2, . . . , n′,
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ãäå π0 � ïóñòîå ðàñïèñàíèå, à ÷åðåç π̄l = (jl+1, ..., jn′), òîãäà π = (πl, π̄l). Ââå-
ä¼ì Nl = N ′ \ {πl} è Cl = Cmax(πl, t

′). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
l, 0 ≤ l < n′, πl ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì íà÷àëüíûì ÷àñòè÷íûì ðàñïèñàíèåì
íåêîòîðîãî ðàñïèñàíèÿ èç Ω(N ′, t′). Åñëè j1 6= f(N ′, t′) è j1 6= s(N ′, t′), òî
πl = π0, l = 0, ò.å. íàèáîëüøèì ÷àñòè÷íûì ðàñïèñàíèåì áóäåò ïóñòîå. Äî-
ïóñòèì f = f(Nl, Cl) è s = s(Nl, Cl). Åñëè df > ds, òî jl+1 6= f è jl+1 6= s,
áîëåå òîãî êîãäà df ≤ ds, òî jl+1 6= f , òàê êàê πl+1 íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì
ðàñïèñàíèåì íåêîòîðîãî ðàñïèñàíèÿ èç Ω(N ′, t′).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà {π̄l}, π̄l ∈ Π(Nl), ñ
ìîìåíòà âðåìåíè Cl ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå π̄′l, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ
Lmax(π̄′l, Cl) ≤ Lmax(π̄l, Cl) è Cmax(π̄′l, Cl) ≤ Cmax(π̄l, Cl), è [π̄′l]1 = f èëè s,
áîëåå òîãî, ïðè df ≤ ds, ñïðàâåäëèâî [π̄′l]1 = f , ãäå [σ]k � òðåáîâàíèå íà k-
òîì ìåñòå ïðè ðàñïèñàíèè σ. Îòñþäà, Lmax((πl, π̄

′
l), t

′) ≤ Lmax((πl, π̄l), t
′) è

Cmax((πl, π̄
′
l), t

′) ≤ Cmax((πl, π̄l), t
′).

Îáîçíà÷èì π′ = (πl, π̄
′
l). Ìû ïîëó÷èëè ðàñïèñàíèå π′, îòëè÷àþùååñÿ

òåì, ÷òî îáñëóæèâàíèå ïåðâûõ l + 1 òðåáîâàíèé áóäåò ñîâïàäàòü ñ îáñëóæè-
âàíèåì ïåðâûõ l+1 òðåáîâàíèé íåêîòîðîãî ðàñïèñàíèÿ èç ìíîæåñòâà Ω(N ′, t′)
è Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′), Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′).

Ïîñëå íå áîëåå ÷åì n′ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (òàê êàê äëèíà
ðàñïèñàíèÿ n′ ≤ n) èñõîäíîãî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî ðàñïèñàíèÿ π ìû ïðè-
õîäèì ê ðàñïèñàíèþ π′ ∈ Ω(N ′, t′), îáåñïå÷èâàþùåìó Lmax(π′, t′) ≤ Lmax(π, t′)
è Cmax(π′, t′) ≤ Cmax(π, t′), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñôîðìèðóåì ω(N, t) = (i1, i2, . . . , il) ñëåäóþùåå ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå.
Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ ik, k = 1, 2, ..., l, èìååì ik = fk è dfk ≤ dsk , ãäå
fk = f(Nk−1, Ck−1) è sk = s(Nk−1, Ck−1). Äëÿ f = f(Nl, Cl) è s = s(Nl, Cl)
âûïîëíÿåòñÿ df > ds. Â ñëó÷àå, êîãäà df > ds äëÿ f = f(N, t) è s = s(N, t),
òî ω(N, t) = ∅. Òàêèì îáðàçîì, ω(N, t) � �ìàêñèìàëüíîå� ðàñïèñàíèå, ïðè ïî-
ñòðîåíèè êîòîðîãî îäíîçíà÷íî âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå (òèïà f) íà î÷åðåäíîå
ìåñòî ðàñïèñàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2.1 äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ñ
ìîìåíòà âðåìåíè t ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ðàñïèñàíèå ω(N, t).

Ëåììà 2.2 Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2.1 íàõîæäåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ω(N, t)
äëÿ ëþáûõ N è t ñîñòàâëÿåò íå áîëåå O(n log n) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà 2.1 íàõîäèì äâà òðåáîâà-
íèÿ: f = f(N, t) è s = s(N, t). Åñëè òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî âðåìåíàì
ïîñòóïëåíèÿ rj (è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîìåíò âðåìåíè r(t) íàõîäèòñÿ çà O(1)
îïåðàöèé), òî äëÿ íàõîæäåíèÿ äâóõ òðåáîâàíèé (f è s) íåîáõîäèìî O(log n)
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Àëãîðèòì 2.1 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ω(N, t)

1: Âñïîìîãàòåëüíûé øàã. Ïîëîæèì ω = ∅.
2: Îñíîâíîé øàã. Íàéäåì òðåáîâàíèÿ f := f(N, t) è s := s(N, t);
3: if df ≤ ds then
4: ω := (ω, f)
5: else
6: àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó;
7: end if
8: ïîëîæèì N := N \ {f}, t := rf (t) + pf è ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî øàãà,
íà÷èíàÿ ñ îñíîâíîãî.

îïåðàöèé. Âñåãî èòåðàöèé íå áîëåå n. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïè-
ñàíèÿ ω(N, t) òðåáóåòñÿ O(n log n) îïåðàöèé.

Òàê êàê êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â àëãîðèòìå 2.1 ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òðåáîâà-
íèé f è s íà êàæäîì îñíîâíîì øàãå àëãîðèòìà è, êàê èçâåñòíî, äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ýëåìåíòà â ìíîæåñòâå òðåáóåòñÿ íå ìåíåå O(log n) îïåðàöèé â îáùåì
ñëó÷àå. Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé àëãîðèòìà áóäåò O(n), ïîýòîìó
òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2.1 ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ω(N, t) çà O(n log n) îïå-
ðàöèé áóäåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé.

Ëåììà 2.3 Åñëè äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ñïðàâåäëèâî (2.3), òî ëþ-
áîå ðàñïèñàíèå π ∈ Ω(N, t) íà÷èíàåòñÿ ñ ðàñïèñàíèÿ ω(N, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîãäà ω(N, t) = ∅, ò.å. df > ds, ãäå f = f(N, t), s = s(N, t),
óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî, òàê êàê ëþáîå ðàñïèñàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ
ïóñòîãî.

Ïóñòü ω(N, t) = (i1, i2, . . . , il), l > 0, à çíà÷èò äëÿ êàæäîãî ik,
k = 1, 2, . . . , l, èìååì ik = fk è dfk ≤ dsk , ãäå fk = f(Nk−1, Ck−1) è sk =
s(Nk−1, Ck−1). Äëÿ f = f(Nl, Cl) è s = s(Nl, Cl) ñïðàâåäëèâî df > ds. Êàê
âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé Ω(N, t) âñå ðàñïèñàíèÿ ýòîãî
ïîäìíîæåñòâà áóäóò íà÷èíàòüñÿ ñ ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ ω(N, t).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè ω1(N, t) = (f, ω(N ′, t′)) è
ω2(N, t) = (s, ω(N ′′, t′′)), ãäå f = f(N, t), s = s(N, t), N ′ = N\{f}, N ′′ = N\
{s}, t′ = rf(t) + pf , t

′′ = rs(t) + ps. Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ
ω1 (à òàêæå ω2) âûïîëíÿåòñÿ çà O(n log n) îïåðàöèé òàêæå, êàê è àëãîðèòì
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ω(N, t).

Ñëåäñòâèå 2.1 èç ëåììû 2.3. Åñëè äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ñïðà-
âåäëèâî (2.3), òî êàæäîå ðàñïèñàíèå π ∈ Ω(N, t) íà÷èíàåòñÿ èëè ñ ω1(N, t),
èëè ñ ω2(N, t).
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Òåîðåìà 2.3 Åñëè òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N óäîâëåòâîðÿþò (2.3), òî äëÿ
ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Ω(N, t) âûïîëíÿåòñÿ (i → j)π äëÿ êàæäîãî i ∈
{ω1(N, t)} è j ∈ N \ {ω1(N, t)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå {ω1(N, t)} = N óòâåðæäåíèå òåîðåìû, î÷åâèäíî,
ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü {ω1(N, t)} 6= N . Äàëåå â òåêñòå äîêàçàòåëüñòâà áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ω1 = ω1(N, t).

Åñëè f = f(N, t) è s = s(N, t) òàêîâû, ÷òî df ≤ ds, òî âñå ðàñïèñàíèÿ
èç ìíîæåñòâà Ω(N, t) íà÷èíàþòñÿ ñ ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ ω(N, t) = ω1,
ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû òàêæå âåðíî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé df > ds. Âñå ðàñïèñàíèÿ ìíîæåñòâà Ω(N, t), íà÷è-
íàþùèåñÿ c òðåáîâàíèÿ f , èìåþò ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå ω(N, t) = ω1.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ðàñïèñàíèå π ∈ Ω(N, t) ñ òðåáîâàíèåì s íà ïåð-
âîì ìåñòå, [π]1 = s, è ðàñïèñàíèå | ω1 |= l, l < n, ñîäåðæàùåå l òðåáîâà-
íèé. Ïóñòü πl = (j1, j2, . . . , jl) � ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå äëèíû l ðàñïèñàíèÿ π,
j1 = s. Äîêàæåì, ÷òî {πl} = {ω1}. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò
òðåáîâàíèå j ∈ {πl}, íî j 6∈ {ω1}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (j → f)π. Åñëè dj < df , òî èç (2.3) èìååì dj−rj−pj ≥
df − rf − pf , ïîýòîìó rj + pj < rf + pf . Òîãäà òðåáîâàíèå j áóäåò âêëþ÷åíî
â ðàñïèñàíèå ω1 ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ω(N, t) è ω1, íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ
j 6∈ {ω1}. Åñëè æå dj ≥ df , òî èç òîãî, ÷òî π ∈ Ω(N, t) ñëåäóåò (f → j)π, íî
ýòî ïðîòèâîðå÷èò (j → f)π. Ñëåäîâàòåëüíî j ∈ {ω1}.

Ïóñòü (f → j)π. Òîãäà äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ i ∈ {ω1}, äëÿ êîòîðîãî
i 6∈ {πl}, ri < ri + pi ≤ Cmax(ω1) < rsl+1

≤ rj, ò.ê. j /∈ {ω1}, ãäå sl+1 = s(N \
{ω1}, Cmax(ω1)). Òðåáîâàíèÿ sl+1 è j íå áûëè óïîðÿäî÷åíû ïðè ðàñïèñàíèè
ω1, ïîýòîìó Cmax(ω1) < rsl+1

≤ rj. Êðîìå òîãî, di ≤ dj. Åñëè áû di > dj, òî
ri + pi ≥ rj + pj, íî âûïîëíÿåòñÿ ri + pi < rj. Ñëåäîâàòåëüíî (i → j)πl, òàê
êàê π = (πl, π̄l) ∈ Ω(N, t), íî òîãäà áóäåò íàðóøåíî ïðåäïîëîæåíèå i /∈ {πl}
è j ∈ {πl}.

Ñëåäîâàòåëüíî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íå âåðíî, ïîýòîìó {ω1} = {πl}, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà {ω1(N, t)} ïðåä-
øåñòâóåò îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N \ {ω1(N, t)} ïðè ëþáîì
ðàñïèñàíèè èç ìíîæåñòâà Ω(N, t), ñðåäè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ è îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå.
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2.1.2 Çàäà÷à íà áûñòðîäåéñòâèå ïðè îãðàíè÷åíèè íà
ìàêñèìàëüíîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó 1 | di ≤ dj, di− ri− pi ≥ dj − rj − pj;Lmax ≤ y | Cmax �
íåîáõîäèìî äëÿ íåêîòîðîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà y íàéòè ðàñïèñàíèå θ ñ
Cmax(θ) = min{Cmax(π) : Lmax(π) ≤ y}. Åñëè Lmax(π) > y äëÿ ëþáîãî π ∈
Π(N), òî θ = ∅.

Àëãîðèòì 2.2 ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj;Lmax ≤ y | Cmax

1: Âñïîìîãàòåëüíûé øàã. Ïîëîæèì θ := ω(N, t), t′ := t;
2: Îñíîâíîé øàã.
3: if Lmax(θ, t′) > y then
4: θ := ∅ è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
5: end if
6: Íàéä¼ì N ′ := N \ {θ}, t′ := Cmax(θ) è ω1(N ′, t′), ω2(N ′, t′).
7: if N ′ = ∅ then
8: âûïîëíåíèå àëãîðèòìà ïðåêðàùàåòñÿ.
9: else
10: if Lmax(ω1, t′) ≤ y then
11: θ := (θ, ω1) è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó;
12: end if
13: if Lmax(ω1, t′) > y è Lmax(ω2, t′) ≤ y then
14: θ := (θ, ω2) è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó;
15: end if
16: if Lmax(ω1, t′) > y è Lmax(ω2, t′) > y then
17: θ := ∅ è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
18: end if
19: end if

Ëåììà 2.4 Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2.2 íå ïðåâûøàåò O(n2 log n) îïåðà-
öèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà êàæäîé èòåðàöèè îñíîâíîãî øàãà àëãîðèòìà 2.2 íàõî-
äÿòñÿ ðàñïèñàíèÿ ω1 è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, ω2 çà O(n log n) îïåðàöèé. Òàê êàê
ω1 è ω2 ñîñòîÿò ïî êðàéíåé ìåðå èç îäíîãî òðåáîâàíèÿ, òî íà êàæäîé èòåðà-
öèè àëãîðèòìà ê ðàñïèñàíèþ θ äîáàâëÿåòñÿ îäíî èëè íåñêîëüêî òðåáîâàíèé,
èëè ïîëàãàåì θ = ∅ è çàâåðøàåì ðàáîòó. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî øàãîâ àëãî-
ðèòìà íå áîëåå n. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì 2.2 âûïîëíÿåòñÿ çà O(n2 log n)
îïåðàöèé.

Ðåøèòü çàäà÷ó 1 | di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj;Lmax ≤ y | Cmax

çà ìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé, ÷åì O(n2 log n), íåâîçìîæíî, òàê êàê ñóùåñòâóåò
ïðèìåð 2.1, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ òàêàÿ ñëîæíîñòü. Îïòèìàëüíûì ðàñïè-
ñàíèåì áóäåò π∗ = (2, 1, 4, 3, . . . , n, n − 1). Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ òðåáóåòñÿ
O(n2 log n) îïåðàöèé.
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Òàêæå, êàê è äëÿ àëãîðèòìà 2.1, òðóäî¼ìêîñòü êîòîðîãî O(n log n) îïå-
ðàöèé, àëãîðèòì 2.2 èìååò íèæíþþ ãðàíèöó àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è 1|di ≤ dj, di − ri − pi ≥ dj − rj − pj;Lmax ≤ y|Cmax, ðàâíóþ
O(n2 log n) îïåðàöèé. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç θ(N, t, y) ðàñïèñàíèå, ïîñòðî-
åííîå àëãîðèòìîì 2.2 ñ ìîìåíòà âðåìåíè t èç òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ñ ìàê-
ñèìàëüíûì âðåìåíí�ûì ñìåùåíèåì íå áîëüøå y. ÅñëèN = ∅, òî θ (∅, t, y) = ∅
äëÿ ëþáîãî t è y.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ñïðàâåäëèâî (2.3). Åñëè
ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2.2 áóäåò ïîñòðîåíî ðàñïèñàíèå θ(N, t, y) 6= ∅, òî
Cmax(θ) = min{Cmax(π) : Lmax(π) ≤ y, π ∈ Π(N)}. Åñëè æå â ðåçóëüòàòå
ðàáîòû àëãîðèòìà 2.2 íå áóäåò ñôîðìèðîâàíî ðàñïèñàíèå, ò.å. θ(N, t, y) =
∅, òî Lmax(π) > y äëÿ êàæäîãî π ∈ Π(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N) âûïîëíÿåò-
ñÿ Lmax(π) ≤ y, ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñïèñàíèå π′ ∈ Ω(N, t), ÷òî Lmax(π′) ≤
Lmax(π) ≤ y è Cmax(π′) ≤ Cmax(π),� ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2. Ïîýòîìó èñêîìîå
ðàñïèñàíèå θ íàõîäèòñÿ ñðåäè ðàñïèñàíèé ìíîæåñòâà Ω(N, t).

Ïî ëåììå 2.3, âñå ðàñïèñàíèÿ ìíîæåñòâà Ω(N, t) íà÷èíàþòñÿ ñ ω(N, t).
Ïðèìåì θ0 = ω(N, t).

Ïîñëå k, k ≥ 0, îñíîâíûõ øàãîâ àëãîðèòìà 2.2 ìû ïîëó÷èëè ðàñïèñàíèå
θk è N ′ = N \{θk}, t′ = Cmax(θk). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå
ïî áûñòðîäåéñòâèþ ðàñïèñàíèå θ, íà÷èíàþùååñÿ ñ θk. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2
âîçìîæíî îïòèìàëüíîå ïðîäîëæåíèå ðàñïèñàíèÿ θk ñðåäè ðàñïèñàíèé èç ìíî-
æåñòâà Ω(N ′, t′).

Ïóñòü θk+1 = (θk, ω
1(N ′, t′)), ò.å. Lmax(θk+1) ≤ y. Ïðè ðàñïèñàíèè ω1,

ω1 = ω1(N ′, t′), íåò èñêóññòâåííûõ ïðîñòîåâ ïðèáîðà è âñå ðàñïèñàíèÿ èç
ìíîæåñòâà Ω(N ′, t′) íà÷èíàþòñÿ ñ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà {ω1(N ′, t′)},� ïî òåî-
ðåìå 2.3. Ïîýòîìó ω1(N ′, t′) íàèëó÷øåå ïî áûñòðîäåéñòâèþ (Cmax) ñðåäè âñåõ
äîïóñòèìûõ ïî ìàêñèìàëüíîìó âðåìåíí�îìó ñìåùåíèþ (Lmax) ïðîäîëæåíèé
÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ θk.

Åñëè θk+1 = (θk, ω
2(N ′, t′)), ò.å. Lmax(ω1, t′) > y, è Lmax(ω2, t′) ≤ y.

Âñå ðàñïèñàíèÿ ìíîæåñòâà Ω(N ′, t′) íà÷èíàþòñÿ ñ ðàñïèñàíèÿ ω1(N ′, t′) èëè
ñ ω2(N ′, t′). Òàê êàê Lmax(ω1, t′) > y, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ïîäõîäÿùåå
ïðîäîëæåíèå � ω2(N ′, t′).

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì îñíîâíîì øàãå àëãîðèòìà ìû âûáèðàåì
íàèëó÷øåå ïî áûñòðîäåéñòâèþ ïðîäîëæåíèå ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ θk ñðåäè
âñåõ äîïóñòèìûõ ïî ìàêñèìàëüíîìó âðåìåíí�îìó ñìåùåíèþ. Ïîñëå íå áîëåå
÷åì n îñíîâíûõ øàãîâ àëãîðèòìà áóäåò ïîñòðîåíî èñêîìîå ðàñïèñàíèå.
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Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëå k + 1 øàãà àëãîðèòìà Lmax(ω1, t′) > y è
Lmax(ω2, t′) > y. Åñëè ðàñïèñàíèå θ ñóùåñòâîâàëî áû, ò.å. θ 6= ∅, òî θ íà÷è-
íàëîñü áû ñ θk. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N ′, t′) ñóùåñòâóåò òàêîå
ðàñïèñàíèå π′ ∈ Ω(N ′, t′), ÷òî Lmax(π, t′) ≥ Lmax(π′, t′) ≥ Lmax(ω1, t′) > y èëè
Lmax(π, t′) ≥ Lmax(π′, t′) ≥ Lmax(ω2, t′) > y. Ïîýòîìó θ = ∅.

Ïîâòîðèâ íàøè ðàññóæäåíèÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî âûïîëíÿëñÿ îñíîâ-
íîé øàã àëãîðèòìà 2.2 (íå áîëåå ÷åì n), ìû ïðèäåì ê èñòèííîñòè óòâåðæäå-
íèÿ òåîðåìû.

2.1.3 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Ïàðåòî-ðàñïèñàíèé
ïî êðèòåðèÿì Cmax è Lmax

Íèæå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Ïàðåòî-ðàñïèñàíèé
Φ(N, t) = {π′1, π′2, . . . , π′m}, m ≤ n, ïî êðèòåðèÿì Cmax è Lmax òàêèõ, ÷òî

Cmax(π′1) < Cmax(π′2) < . . . < Cmax(π′m),
Lmax(π′1) > Lmax(π′2) > . . . > Lmax(π′m).

Ðàñïèñàíèå π′m áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è 1 | rj | Lmax ïðè óñëîâèè, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ (2.3). Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà 2.3 äëÿ ìíîæåñòâà òðåáî-
âàíèé N ñ ìîìåíòà âðåìåíè t áóäåò ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé Φ(N, t),
äëÿ êîòîðîãî âåðíî 1 ≤| Φ(N, t) |≤ n. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Φ(N, t) ïðèìå-
ðà 2.1 áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ðàñïèñàíèé, õîòÿ ìíîæåñòâî Ω(N, t) ñîäåðæèò
2
n
2 ðàñïèñàíèé:

π′1 = (1, 2, 3, 4, . . . , n− 1, n);
π′2 = (2, 1, 4, 3, . . . , n, n− 1).

Ëåììà 2.5 Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2.3 íå ïðåâûøàåò O (n3 log n) îïå-
ðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà êàæäîé èòåðàöèè îñíîâíîãî øàãà àëãîðèòìà 2.3 íà-
õîäÿòñÿ ðàñïèñàíèÿ ω1 è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, ω2 çà O(n log n) îïåðàöèé ñî-
ãëàñíî ëåììå 2.2, à òàêæå ðàñïèñàíèå θ çà O(n2 log n) îïåðàöèé. Òàê êàê ω1

è ω2 ñîñòîÿò ïî êðàéíåé ìåðå èç îäíîãî òðåáîâàíèÿ, òî íà ëþáîé èòåðàöèè
àëãîðèòìà ê ðàñïèñàíèþ π∗ äîáàâëÿåòñÿ îäíî èëè áîëüøå òðåáîâàíèé èëè
ïðîèñõîäèò îñòàíîâêà íà ïîñëåäíåì ýòàëîííîì ðàñïèñàíèè π′. Ïîýòîìó îá-
ùåå ÷èñëî èòåðàöèé íå áîëåå n. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì 2.3 âûïîëíÿåòñÿ íå
áîëåå ÷åì çà O(n3 log n) îïåðàöèé.
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Äëÿ ïðèìåðà 2.1 â ñëó÷àå, êîãäà

p2n−1 < p2n−3 < . . . < p1 ≤ y < p2 < p4 < . . . < p2n

ðåøåíèÿ π′1 è π
′
2 áóäóò íàéäåíû çà O(n3 log n) îïåðàöèé � ýòî âåðõíÿÿ

äîñòèæèìàÿ ãðàíèöà òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà 2.3.

Àëãîðèòì 2.3 ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Ïàðåòî-ðàñïèñàíèé ïî êðèòåðèÿì Cmax è Lmax

1: Âñïîìîãàòåëüíûé øàã. y := +∞, π∗ := ω(N, t), Φ := ∅, m := 0, N ′ := N \ {π∗} è
t′ := Cmax(π∗).

2: if N ′ = ∅ then
3: Φ := Φ ∪ (π∗),m := 1 è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
4: end if
5: Îñíîâíîé øàã.
6: if Lmax(ω1, t′) ≤ Lmax(π∗) then
7: π∗ := (π∗, ω1), ãäå ω1 = ω1(N ′, t′) è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó;
8: end if
9: if Lmax(ω1, t′) > Lmax(π∗) then
10: if Lmax(ω1, t′) < y then
11: íàõîäèì θ = θ(N ′, t′, y′) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2.2, ãäå y′ = Lmax(ω1, t′);
12: if θ = ∅ then
13: π∗ := (π∗, ω1) è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó;
14: else
15: π′ := (π∗, θ)
16: if Cmax(π′m) < Cmax(π′) then
17: m := m+ 1, π′m := π′, Φ := Φ ∪ (π′m), y = Lmax(π′m);
18: else
19: π′m = π′ è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó;
20: end if
21: end if
22: if Lmax(ω1, t′) ≥ y then
23: íàõîäèì ω2 = ω2(N ′, t′);
24: if Lmax(ω2, t′) < y then
25: π∗ = (π∗, ω2) è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó;
26: else
27: π∗ = π′m è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
28: end if
29: end if
30: end if
31: end if

Òàêæå êàê àëãîðèòìû 2.1 è 2.2, àëãîðèòì 2.3 èìååò ìèíèìàëüíóþ àëãî-
ðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü (O(n3 log n) îïåðàöèé) ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
Ïàðåòî-ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé ïî êðèòåðèÿì Cmax è Lmax.
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Òåîðåìà 2.5 Åñëè äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ñïðàâåäëèâî (2.3), òîãäà
ðàñïèñàíèå π′m, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì 2.3, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî
êðèòåðèþ Lmax. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N) èìååòñÿ
ðàñïèñàíèå π′ ∈ Φ(N, t), ÷òî Lmax(π′) ≤ Lmax(π) è Cmax(π′) ≤ Cmax(π) è
| Φ(N, t) |≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå (ïî Lmax)
ðàñïèñàíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó Ω(N, t). Âñå ðàñïèñàíèÿ ìíîæåñòâà
Ω(N, t) íà÷èíàþòñÿ c ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ ω(N, t), � ñîãëàñíî ëåììå 2.3.

Ïóñòü π0 = ω(N, t). Ïîñëå k, k ≥ 0, îñíîâíûõ øàãîâ àëãîðèòìà 2.3 ìû
èìååì ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå πk. Äîïóñòèì íàëè÷èå îïòèìàëüíîãî (ïî Lmax)
ðàñïèñàíèÿ íà÷èíàþùåãîñÿ ñ πk. Îáîçíà÷èì N ′ = N \ {πk} è t′ = Cmax(πk).

Åñëè πk+1 = (πk, ω
1), ãäå ω1 = ω1(N ′t′), òî èëè Lmax(ω1, t′) ≤ Lmax(πk),

èëè Lmax(πk) < Lmax(ω1, t′) < y � òåêóùåå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ è ìàêñèìàëü-
íîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå �ïîÿâèòñÿ� íà ñëåäóþùèõ øàãàõ àëãîðèòìà 2.3, ò.å.
θ(N ′, t′, y′) = ∅, ãäå y′ = Lmax(ω1, t′). Åñëè æå θ = θ(N ′, t′, y′) 6= ∅, òî ìû óëó÷-
øàåì òåêóùåå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ: π′ = (πk, θ) è
y = Lmax(π′) = Lmax(ω1, t′). Ðàñïèñàíèå π′ äîáàâëÿåòñÿ â ìíîæåñòâî ðàñïè-
ñàíèé Φ(N, t). Áîëåå òîãî, îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà {ω1} ïðåä-
øåñòâóþò îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′ \ {ω1}, � ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 2.3. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïèñàíèå ω1 áåç èñêóññòâåííûõ ïðîñòîåâ ïðèáîðà
áóäåò ëó÷øèì ïðîäîëæåíèåì äëÿ πk.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé πk+1 = (πk, ω
2), ãäå ω2 = ω2(N ′, t′), ò.å. Lmax(ω2, t′) <

Lmax(π′) ≤ Lmax(ω1, t′), � ñîãëàñíî àëãîðèòìó 2.3. Ïîýòîìó ïðîäîëæåíèå ω2

�ëó÷øå�, ÷åì ω1. Îòñþäà ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå πk+1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íåêîòî-
ðîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ.

Ïîâòîðÿÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ íå áîëåå n ðàç, ìû ïðèõîäèì ê îïòè-
ìàëüíîñòè (ïî Lmax) ðàñïèñàíèÿ π∗.

Ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé Φ(N, t) áóäåò ñîäåðæàòü íå áîëåå n ðàñïèñàíèé,
òàê êàê íà êàæäîì îñíîâíîì øàãå àëãîðèòìà â ìíîæåñòâî Φ(N, t) �äîáàâëÿ-
åòñÿ� íå áîëåå îäíîãî ðàñïèñàíèÿ, à ýòîò øàã âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå n ðàç.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå π ∈ Π(N), π /∈ Φ(N, t), òàêîå,
÷òî ëèáî Cmax(π) ≤ Cmax(π′) è Lmax(π) ≥ Lmax(π′), ëèáî Cmax(π) ≥ Cmax(π′)
è Lmax(π) ≤ Lmax(π′) äëÿ êàæäîãî ðàñïèñàíèÿ π′ ∈ Φ(N, t), ïðè÷åì â êàæ-
äîé ïàðå íåðàâåíñòâ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ ñòðîãîå. Èç òåîðåìû 2.1
ñëåäóåò íàëè÷èå ðàñïèñàíèÿ π′′ ∈ Ω(N, t) òàêîãî, ÷òî Lmax(π′′) ≤ Lmax(π)
è Cmax(π′′) ≤ Cmax(π). Åñëè π′′ ∈ Φ(N, t), òî, î÷åâèäíî, ÷òî íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå íå âåðíî. Ïóñòü π′′ ∈ Ω(N, t)\Φ(N, t). Èç àëãîðèòìà 2.3 âèäíî,
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÷òî ñòðóêòóðó êàæäîãî ðàñïèñàíèÿ π′ ∈ Φ(N, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèé π′ = (ω′0, ω

′
1, ω

′
2, . . . , ω

′
k′), ãäå ω

′
0 =

ω(N, t), ω′i ðàâíî ëèáî ω1(N ′i , C
′
i), ëèáî ω

2(N ′i , C
′
i), à N

′
i = N\{ω′0, . . . , ω′i−1},

C ′i = Cmax((ω′0, . . . , ω
′
i−1), t), i = 1, 2, . . . , k′. Ðàñïèñàíèå π′′ áóäåò îáëàäàòü

àíàëîãè÷íîé ñòðóêòóðîé, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Ω(N, t), ò.å. π =
(ω′′0 , ω

′′
1 , ω

′′
2 , . . . , ω

′′
k′′), âîçìîæíî, k

′′ 6= k′, ãäå ω′′0 = ω′0 = ω(N, t), ω′′i ðàâ-
íî ëèáî ω1(N ′′i , C

′′
i ), ëèáî ω2(N ′′i , C

′′
i ), à N ′′i = N\{ω′′0 , . . . , ω′′i−1}, C ′′i =

Cmax((ω′′0 , . . . , ω
′′
i−1), t), i = 1, 2, . . . , k′′.

Ïðèìåì, ÷òî ïåðâûå k ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèé π′′ è π′ ñîâïàäàþò, ò.å.
ω′′i = ω′i = ωi, i = 0, 1, . . . , k − 1, ω′′k 6= ω′k. Ïóñòü y = Lmax(ω0, . . . , ωk−1), ïî-
ñòðîèì ðàñïèñàíèå θ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2.2, θ = θ(Nk, Ck, y). Åñëè θ = ∅,
òî â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì 2.3, ω′k = ω1(Nk, Ck), òàê êàê ω′′k 6= ω′k, òî ω

′′
k =

ω2(Nk, Ck). Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (Lmax) áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà òðåáîâà-
íèè èç ìíîæåñòâà Nk, òàê êàê θ = ∅. Âñÿ ñòðóêòóðà àëãîðèòìà 2.3 ïîñòðîåíà
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äî �êðèòè÷åñêîãî� òðåáîâàíèÿ (ïî Lmax) óïîðÿäî÷èòü
òðåáîâàíèÿ êàê ìîæíî áîëåå �ïëîòíî�, ïîýòîìó äîñòðàèâàåì ðàñïèñàíèå ω1,
ïîñëå ÷åãî Cmax(π′) ≤ Cmax(π′′) è Lmax(π′) ≤ Lmax(π′′). Åñëè θ 6= ∅, òîãäà äëÿ
ðàñïèñàíèé π′ è π′′ ñïðàâåäëèâî Cmax(π′) ≤ Cmax(π′′) è Lmax(π′) = Lmax(π′′).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π′′ ∈ Ω(N, t)\Φ(N, t) ñóùåñòâóåò ðàñ-
ïèñàíèå π′ ∈ Φ(N, t), ÷òî Cmax(π′) ≤ Cmax(π′′) è Lmax(π′) ≤ Lmax(π′′). Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N) ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå
π′ ∈ Φ(N, t), ÷òî Lmax(π′) ≤ Lmax(π) è Cmax(π′) ≤ Cmax(π).

Íà ðèñóíêå 2.1 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíû ðàññìîòðåííûå ðàñïèñàíèÿ.

Äëÿ ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé Φ(N, t) = {π′1, π′2, . . . , π′m}, m ≤ n, èìååì

Cmax(π′1) < Cmax(π′2) < . . . < Cmax(π′m),

Lmax(π′1) > Lmax(π′2) > . . . > Lmax(π′m).

Ðàñïèñàíèå π′1 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî áûñòðîäåéñòâèþ (ïî Cmax), à π′m � ïî
ìàêñèìàëüíîìó âðåìåíí�îìó ñìåùåíèþ (ïî Lmax), åñëè ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.3).

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà 2.3 ïîêàçàëî, ÷òî ñ åãî ïî-
ìîùüþ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ (ïî Lmax) è äëÿ ïðè-
ìåðîâ, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2.3).

2.2 �Äâîéñòâåííàÿ� çàäà÷à

Ðàññìîòðèì îáùóþ ïîñòàíîâêóNP -òðóäíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëü-
íîãî øòðàôà 1 | rj | ϕmax. Êàê è ðàíåå, ïðèáîð íå ìîæåò îáñëóæèâàòü áîëåå
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Ðèñ. 2.1: Ìíîæåñòâî Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé

îäíîãî òðåáîâàíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè è çàïðåùåíû ïðåðûâàíèÿ ïðè
îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé. ×åðåç µ∗ áóäåì îáîçíà÷àòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè:

µ∗ = min
π∈Π(N)

max
k=1,n

ϕjk(Cjk(π)), (2.21)

ãäå ϕjk(Cjk(π)) � ïðîèçâîëüíûå íåóáûâàþùèå ôóíêöèè øòðàôà, k = 1, n.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Íåîáõîäèìî íàéòè

ν∗ = max
k=1,n

min
π∈Π(N)

ϕjk(Cjk(π)). (2.22)

Äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ìåñòî òðåáîâàíèÿ â ðàñïè-
ñàíèè. Ïóñòü ðàñïèñàíèå π ∈ Π(N) èìååò âèä π = (j1, j2, . . . , jn). Äëÿ òðåáî-
âàíèÿ, îáñëóæèâàåìîãî k-ûì, k = 1, 2, . . . , n, ïî ïîðÿäêó ïðè ðàñïèñàíèè π
áóäåì îáîçíà÷àòü:

νk = min
π∈Π(N)

ϕjk(Cjk(π)), k = 1, 2, . . . , n. (2.23)

Î÷åâèäíî,
ν∗ = max

k=1,n
νk. (2.24)

Ëåììà 2.6 [19, 24] Ïóñòü âñå ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, ïðîèçâîëüíûå íåóáûâà-
þùèå ôóíêöèè øòðàôà çàäà÷è 1 | rj | ϕmax, òîãäà äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n
âûïîëíÿåòñÿ νn ≥ νk, ò.å. ν∗ = νn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò k, k < n, ÷òî νk > νn. Ïóñòü
πn = (j1, j2, . . . , jn) � ðàñïèñàíèå, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå νn. Ïî-
ñòðîèì ðàñïèñàíèå π = (jn−k+1, jn−k+2, . . . , jn, j1, j2, . . . , jn−k). Ïðè ðàñïèñà-
íèè π òðåáîâàíèå jn îáñëóæèâàåòñÿ k-ûì ïî ïîðÿäêó. Ïîñêîëüêó, î÷åâèä-
íî, Cjn(πn) ≥ Cjn(π), òî èìååì νn = ϕjn(Cjn(πn)) ≥ ϕjn(Cjn(π)) ≥ νk. Òàê
êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ νk > νn, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå íåðàâåíñòâî
νk > νn ≥ νk. Ëåììà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå �äâîéñòâåííîé� çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
νn. Òàê êàê νn = min

π∈Π(N)
ϕjn(Cjn(π)), òî íà ïîñëåäíåå (n-å) ìåñòî ïîî÷åð¼äíî

áóäåì ñòàâèòü êàæäîå èç òðåáîâàíèé j ìíîæåñòâà N . Îñòàâøèåñÿ (n − 1)
òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N \ {j} óïîðÿäî÷èì â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ íà îá-
ñëóæèâàíèå, � òàêîé ïîðÿäîê äà¼ò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N \ {j}.

Àëãîðèòì 2.4 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è ê çàäà÷å 1 | rj | ϕmax

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå πr = (i1, i2, . . . , in), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå
íåóáûâàíèÿ ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ: ri1 ≤ ri2 ≤ . . . ≤ rin .
Äëÿ ðàñïèñàíèÿ πk = (πr \ ik, ik), k = 1, 2, . . . , n, âû÷èñëèì ϕik(Cik(πk)).
Íàéä¼ì ν∗ = max

k=1,n
ϕik(Cik(πk)) è íîìåð òðåáîâàíèÿ ik, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå ν∗.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ πr òðåáóåòñÿ O(n log n) îïåðàöèé. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ϕik(Cik(πk)) íåîáõîäèìî O(n) îïåðàöèé. Òàêèõ çíà÷åíèé n. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ν∗ è ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåáîâàíèÿ ik, íà êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ ν∗, ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå O(n2) îïåðàöèé.

Òåîðåìà 2.6 Ïóñòü âñå ϕj(t), j = 1, 2, . . . , n, ïðîèçâîëüíûå íåóáûâàþùèå
ôóíêöèè øòðàôà çàäà÷è 1 | rj | ϕmax, òîãäà µ∗ ≥ ν∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðèìåð çàäà÷è
1 | rj | ϕmax, äëÿ êîòîðîãî µ∗ < ν∗. Ïóñòü π∗ = (j1, j2, . . . , jn) îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå äàííîãî ïðèìåðà, òîãäà ϕjn(Cjn(π

∗)) ≤ µ∗ < ν∗, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ (2.23) ν∗ = νn = min

π∈Π(N)
ϕjn(Cjn(π)). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíà ïðè ïîñòðî-
åíèè ñõåì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | ϕmax è äëÿ îöåíêè
ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé.

Â àëãîðèòìå 2.5 ðåàëèçîâàíà îäíà èç âîçìîæíûõ ñõåì ìåòîäà âåòâåé
è ãðàíèö ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ �äâîéñòâåííîé� çàäà÷è. Äðóãèå ñõåìû
ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî
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âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [4, 14, 64, 93, 101, 173].
Âåòâëåíèå â àëãîðèòìå 2.5 îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçáèåíèÿ î÷åðåä-
íîãî ïîäïðèìåðà íà äâà: íà î÷åðåäíîå ìåñòî ðàñïèñàíèÿ ñòàâèì òðåáîâàíèå f
(òðåáîâàíèå ñ íàèìåíüøèì äèðåêòèâíûì ñðîêîì èç ÷èñëà ãîòîâûõ ê îáñëóæè-
âàíèþ òðåáîâàíèé) è çàïðåùàåì âêëþ÷åíèå òðåáîâàíèÿ f íà î÷åðåäíîå ìåñòî
ðàñïèñàíèÿ (çà ñ÷¼ò óâåëè÷åíèÿ âîçìîæíîãî ìîìåíòà íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ f).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç {N ′, τ ′, ν ′, π′} ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ðàñïèñàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′ ⊆ N ñ ìîìåíòà âðåìåíè
τ ′ ≥ τ , ãäå ν ′ � îöåíêà ñíèçó, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðåøåíèè äâîéñòâåííîé çàäà-
÷è äàííîãî ïðèìåðà, à π′ � íåêîòîðîå ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà N \ N ′, τ ′ = Cmax(π′, τ), τ � ìîìåíò âðåìåíè, ñ êîòîðîãî ïðèáîð
ãîòîâ íà÷àòü îáñëóæèâàòü òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N .

Àëãîðèòì 2.5 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö íà îñíîâå
ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è
Ïåðâîíà÷àëüíî ïîëàãàåì π∗ = ∅. Â ñïèñîê ïðèìåðîâ âêëþ÷àåì èñõîäíûé ïðèìåð
{N, τ, ν, ∅}, ãäå ν � ðåøåíèå �äâîéñòâåííîé� çàäà÷è äàííîãî ïðèìåðà.
Íà îñíîâíîì øàãå àëãîðèòìà äåëàåì ñëåäóþùåå. Èç ñïèñêà ïðèìåðîâ âûáèðàåì ïðèìåð
ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì îöåíêè ñíèçó (â äðóãîì âàðèàíòå àëãîðèòìà � ïðèìåð ñ íàè-
ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì íåóïîðÿäî÷åííûõ òðåáîâàíèé) � {N ′, τ ′, ν ′, π′}. Íàéä¼ì òðåáîâàíèå
f = f(N ′, τ ′) (òðåáîâàíèå èç ìíîæåñòâà N ′ ñ íàèìåíüøèì äèðåêòèâíûì ñðîêîì èç ÷èñëà
ãîòîâûõ ê îáñëóæèâàíèþ ñ ìîìåíòà âðåìåíè τ ′ òðåáîâàíèé). Â ñïèñîê ïðèìåðîâ âìåñòî
ïðèìåðà {N ′, τ ′, ν ′, π′} âêëþ÷àåì äâà ïîäïðèìåðà: {N1, τ1, ν1, π1} è {N2, τ2, ν2, π2}, ãäå N1 =
N ′\{f}, τ1 = max{rf , τ ′}+pf , ν1 � ðåøåíèå �äâîéñòâåííîé� çàäà÷è äëÿ {N1, τ1}, π1 = (π′, f);
N2 = N ′, τ2 = τ ′, íî ó òðåáîâàíèÿ f èçìåíÿåì rf = min

j∈N ′\f
{rj(τ2) + pj}, ν2 � ðåøåíèå �äâîé-

ñòâåííîé� çàäà÷è äëÿ {N2, τ2}, π2 = π′.
Åñëè ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà àëãîðèòìà ïîëó÷èì {π1} = N , ò.å. âñå òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷å-
íû, òî π∗ = argmin{Lmax(π1, τ), Lmax(π∗, τ)}. Èç ñïèñêà ïðèìåðîâ èñêëþ÷àåì âñå ïðèìåðû
{N ′, τ ′, ν ′, π′}, äëÿ êîòîðûõ ν ′ ≥ Lmax(π∗, τ), è ïîâòîðÿåì îñíîâíîé øàã àëãîðèòìà.
Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà ñïèñîê ïðèìåðîâ îêàæåòñÿ ïóñòûì.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è
äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå îáùåé çàäà÷è 1 | rj | ϕmax, êðîìå òîãî, ðàáîòó àëãîðèòìà
ìîæíî îñòàíîâèòü è �òåêóùåå� ðàñïèñàíèå π∗ áóäåò ïðèáëèæ¼ííûì ðåøåíèåì
èññëåäóåìîé çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | rj | Lmax

àëãîðèòìîì 2.5 ñïèñîê ïðèìåðîâ íå ïðåâûøàë 2n2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à 1 | rj | ϕmax ÿâëÿåòñÿ NP�
òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå (çàäà÷à 1 | rj | Lmax � NP�òðóäíà â ñèëüíîì
ñìûñëå), òî "äâîéñòâåííàÿ" ê íåé îêàçàëàñü ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìîé.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìåæäó òðåáîâàíèÿìè çàäàíû îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâî-
âàíèÿ àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì G, òî äëÿ çàäà÷è 1 | rj, prec | ϕmax òàêæå ìîæåò
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áûòü ïîñòàâëåíà è ðåøåíà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à. Ðàññóæäåíèÿ è îáîñíîâàíèå
àíàëîãè÷íî âûøå ïðèâåäåííûì, � îñòàâèì èõ ïðîâåðèòü çàèíòåðåñîâàííîìó
÷èòàòåëþ... Êëþ÷åâûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è 1 | rj, prec | Cmax. Íà
ïîñëåäíåå ìåñòî ðàñïèñàíèÿ ïîî÷åðåäíî áóäóò ñòàâèòñÿ òðåáîâàíèÿ, ó êîòî-
ðûõ, ñîãëàñíî ãðàôó îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ G, íåò ïîñëåäîâàòåëåé, ò.å.
"äâîéñòâåííàÿ" ê çàäà÷å 1 | rj, prec | ϕmax ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøè-
ìîé.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîïðèáîðíûõ çàäà÷, íàïðèìåð m | rj, prec | ϕmax,
äëÿ ðåøåíèÿ "äâîéñòâåííîé" çàäà÷è êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå NP�
òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, î êîòîðîé ìû ïîãîâîðèì
ïîçæå. . .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ìàòåìàòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè ïðÿìàÿ è
äâîéñòâåííàÿ çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, èìåþò îäèíàêîâûé ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ,
òî â òåîðèè ðàñïèñàíèé îêàçàëîñü, ÷òî "äâîéñòâåííûå" çàäà÷è èìåþò ñëîæ-
íîñòíîé ñòàòóñ ìåíüøèé, ÷åì èñõîäíûå ïðÿìûå çàäà÷è. Ýòîò èíòåðåñíûé
ôàêò òðåáóåò, íà íàø âçãëÿä, ïðèñòàëüíîãî èçó÷åíèÿ, ÷òî âûõîäèò çà ðàìêè
äàííîé êíèãè. . .

2.3 �Îáðàòíàÿ� çàäà÷à

Íàðÿäó ñ NP -òðóäíîé çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìå-
ùåíèÿ 1 | rj | Lmax, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â íåêîòîðîì ñìûñëå �îáðàòíàÿ�
çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðàñïèñàíèÿ π, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ìèíè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ, è íàõîæäåíèå âåëè÷èíû

λ∗ = max
π∈Π(N)

min
k=1,n

Ljk(Cjk(π)). (2.25)

Èñêóññòâåííûå ïðîñòîè ïðèáîðà çàïðåùåíû.

Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ îäíîâðåìåííîãî ïîñòóïëå-
íèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N íà îáñëóæèâàíèå, ò.å. rj = 0, ∀j ∈ N, [13]
(ñòð. 47�48). Ðàññìîòðèì çäåñü îáùèé ñëó÷àé çàäà÷è 1 | rj | maxLmin.

Ëåììà 2.7 Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π = (i1, . . . , in) ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1 | rj | maxLmin, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

dik − pik ≤ dik+1
− pik+1

, k = 2, 3, . . . , n− 1, (2.26)

è λ∗ = min
k=1,n

Lik(Cik(π)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π′ = (j1, . . . , jn),
λ∗ = min

k=1,n
Lik(Cik(π

′)), íå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ (2.26).

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ýòàïîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü
íåñêîëüêî ðàç ïîâòîðåíû.

Ýòàï 1. Åñëè âíóòðè ðàñïèñàíèÿ π′ íåò ïðîñòîåâ ïðèáîðà, òî ïåðåé-
ä¼ì ê ýòàïó 2. Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π′ åñòü ïðîñòîè ïðèáîðà, ðàññìîòðèì
ïîñëåäíèé èç íèõ: Cjk < rjk+1

è rjm ≤ Cjm−1
,m = k + 2, . . . , n. Ïîñòðîèì ðàñ-

ïèñàíèå π′′ = (jk+1, j1, . . . , jk, jk+2, . . . , jn). Òàê êàê Cj(π′′) ≥ Cj(π
′),∀j ∈ N ,

òî çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ íå óìåíüøèòñÿ. Ïðè ðàñïè-
ñàíèè π′′ íå áóäåò ïðîñòîåâ ïðèáîðà è ñîõðàíèòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå λ∗.
Ïåðåîáîçíà÷èì π′ := π′′ è ïåðåéä¼ì ê ýòàïó 2.

Ýòàï 2. Åñëè ðàñïèñàíèå π′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû, òî äîêàçà-
òåëüñòâî çàêîí÷åíî. Ïóñòü îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ðàñïèñàíèè π′ ñóùåñòâóåò ïàðà
òðåáîâàíèé jl, jl+1, ÷òî djl − pjl > djl+1

− pjl+1
. Òðåáîâàíèÿ jl, jl+1 ïåðåñòàâèì

ìåñòàìè, ïîëó÷èì ðàñïèñàíèå π′′ = (j1, . . . , jl−1, jl+1, jl, jl+2, . . . , jn). Òàê êàê
ïðè ðàñïèñàíèè π′ íåò ïðîñòîåâ ïðèáîðà, òî rjl ≤ Cjl−1

(π′). Âîçìîæíû ñëó÷àè:

1) Ïóñòü rjl+1
≤ Cjl−1

(π′). Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå

Cjk(π
′) = Cjk(π

′′), k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 2, . . . , n. (2.27)

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

Cjl−1
(π′) + pjl + pjl+1

− djl+1
> Cjl−1

(π′) + pjl − djl. (2.28)

Ê òîìó æå:
Cjl−1

(π′) + pjl+1
− djl+1

> Cjl−1
(π′) + pjl − djl; (2.29)

Cjl−1
(π′) + pjl+1

− djl > Cjl−1
(π′) + pjl − djl. (2.30)

Èç (2.27)�(2.30) âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ íå
óìåíüøèëîñü. Ïåðåîáîçíà÷èì π′ := π′′ è ïîâòîðèì ýòàï 2.

2) Ïóñòü rjl+1
> Cjl−1

(π′). Èìååì

Cjk(π
′′) = Cjk(π

′), k = 1, 2, . . . , l − 1, (2.31)

Cjk(π
′′) > Cjk(π

′), k = l + 2, . . . , n. (2.32)

Èç ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò:

Cjl+1
(π′′)− djl+1

> Cjl(π
′)− djl; (2.33)

Cjl(π
′′)− djl > Cjl+1

(π′)− djl+1
. (2.34)
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Èç (2.28), (2.31)�(2.34) âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùå-
íèÿ íå óìåíüøèëîñü. Ïåðåîáîçíà÷èì π′ := π′′ è ïåðåéä¼ì ê ýòàïó 1.

Çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïðèä¼ì ê îïòèìàëüíîìó ðàñïèñàíèþ, óäî-
âëåòâîðÿþùåìó óñëîâèÿì ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñòðîèò n ðàñïèñàíèé, ñðåäè êîòîðûõ íàõîäèòñÿ
è ðàñïèñàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëåììû.

Àëãîðèòì 2.6 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ �îáðàòíîé� çàäà÷è 1 | rj | maxLmin

Ïðîíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N òàê, ÷òîáû d1 − p1 ≤ d2 − p2 ≤ . . . ≤ dn − pn.
Äëÿ k = 1, 2, . . . , n ñòðîèì ðàñïèñàíèå πk = (k, 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n) è íàõîäèì
λk = min

j=1,n
Lj(Cj(πk)).

Âû÷èñëÿåì λ∗ = max
k=1,n

λk.

Äëÿ ïåðåíóìåðàöèè òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå
O(n log n) îïåðàöèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ πk è íàõîæäåíèÿ λk, k =
1, . . . , n, íåîáõîäèìî íå áîëåå O(n) îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå λ∗

ïîòðåáóåò íå áîëåå O(n2) îïåðàöèé.

Ðåøåíèå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ìèíèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ 1 |
rj | maxLmin ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñíèçó îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè NP -òðóäíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ
1 | rj | Lmax.

Òåîðåìà 2.7 Äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè NP -òðóäíîé
çàäà÷è 1 | rj | Lmax ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé �îáðàòíîé� çàäà÷è 1 | rj |
maxLmin âûïîëíÿåòñÿ µ∗ ≥ λ∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π′ è π′′ � ðàñïèñàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 | rj | Lmax

è 1 | rj | maxLmin, ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóþò òðåáîâàíèÿ k′, k′′ ∈ N , äëÿ
êîòîðûõ:

µ∗ = Ck′(π
′)− dk′ ≥ Cj(π

′)− dj, ∀j ∈ N ; (2.35)

Cj(π
′′)− dj ≥ Ck′′(π

′′)− dk′′ = λ∗, ∀j ∈ N. (2.36)

Òðåáîâàíèÿ k′ è k′′ ìîãóò ñîâïàäàòü. Ïóñòü ðàñïèñàíèå π′′ = (j1, . . . , jn), äëÿ
òðåáîâàíèÿ j1, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî

Cj1(π
′)− dj1 ≥ Cj1(π

′′)− dj1. (2.37)

Èç (2.35), (2.37), (2.36) áóäåì èìåòü

µ∗ = Ck′(π
′)− dk′ ≥ Cj1(π

′)− dj1 ≥ Cj1(π
′′)− dj1 ≥ Ck′′(π

′′)− dk′′ = λ∗,
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ò.å. µ∗ ≥ λ∗. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ NP -òðóäíîé çàäà÷è 1 | rj | ϕmax ïðè
íåóáûâàþùèõ ôóíêöèÿõ øòðàôà ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì 2.5, ðåàëèçóþùèé
ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö. Îöåíêà ñíèçó ðåøåíèÿ ïîäïðèìåðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ �äâîéñòâåííîé� çàäà÷è, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî çà
÷èñëî îïåðàöèé íå ïðåâûøàþùåå O(n2).

Êðîìå �äâîéñòâåííîé� çàäà÷è ðåøåíà åù¼ �îáðàòíàÿ� çàäà÷à, àëãîðèòì
2.6 òðóäî¼ìêîñòè O(n2) îïåðàöèé. Åñëè â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëü-
íîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ �ñòàðàþòñÿ âûðàâíÿòü� ñìåùåíèÿ ìèíèìèçèðóÿ
ìàêñèìàëüíîå, òî â �îáðàòíîé� çàäà÷å ñìåùåíèÿ �âûðàâíèâàþòñÿ� çà ñ÷¼ò
ìàêñèìèçàöèè ìèíèìàëüíîãî. Åñòåñòâåííî, èñêóññòâåííûå ïðîñòîè ïðèáîðà
çàïðåùåíû.

Íà íàø âçãëÿä, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âåñü áîãàòûé àðñåíàë ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé. . .
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Ãëàâà 3

Àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è 1 | rj | Lmax

Â äàííîé ãëàâå ìû ïðåäëîæèì äâà òî÷íûõ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ
çàäà÷è 1 | rj | Lmax. Òàêæå áóäåò ðàññìîòðåí àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ îäíîãî
âàðèàíòà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax.

Ðàçðàáîòêà òî÷íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷è íà÷àëàñü â 70-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà. Èç ðàáîò òîãî âðåìåíè íàì èçâåñòíû
àëãîðèòìû Äåñîêîãî è Ìàðãåíòàéëëåðà (Dessouky, Margenthaler [113]), Áðàò-
ëåé è äð. (Bratley et al. [92]), Áåéêåðà è Øó (Baker, Su [80]), Ìàêìàõîíà è
Ôëîðèàíà (McMahon, Florian [173]). Ïîñëåäíèå äâà àëãîðèòìà áûëè òàêæå
ðàññìîòðåíû â ðàáîòå Ëåéäæâåãà è äð. (Lageweg et al. [142]). Áûëî ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî äàííûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûìè ñðåäè óïîìÿíóòûõ ÷åòûðåõ. Ñëåäóþùèì ýòàïîì ðàçâèòèÿ òî÷íûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Êàðëüå (Carlier [101]).
Ïðåäëîæåííûé èì àëãîðèòì íà îñíîâå îðèãèíàëüíîé ñõåìû âåòâëåíèÿ äî ñèõ
ïîð ñ÷èòàåòñÿ ëó÷øèì àëãîðèòìîì äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è. Â ëèòåðàòóðå ìîæíî íàéòè íåñêîëüêî ðàáîò, ãäå àëãîðèòì Êàðëüå
ïðèìåíÿåòñÿ â êà÷åñòâå ïîäàëãîðèòìà ïðè ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷,
íàïðèìåð â [70, 85].

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax âî ìíîãîì îñ-
íîâàíû íà èäåÿõ, çàëîæåííûõ â àëãîðèòìå Êàðëüå, à òàêæå â ìåòîäå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ (Constraint Programming). Äëÿ ïîëíîòû èç-
ëîæåíèÿ äàííûå àëãîðèòì è ìåòîä îïèñàíû â ðàçäåëå 3.1. Íóæíî îòìåòèòü,
÷òî áóäåò ïîêàçàí âàðèàíò àëãîðèòìà Êàðëüå, íåñêîëüêî èçìåí¼ííûé äëÿ
óëó÷øåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè. Ðàçðàáîòàííûå äâà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû â ðàçäåëå 3.2.

Â ðàçäåëå 3.3 ïðîäåìîíñòðèðóåì ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâ-
íåíèÿ ÷åòûð¼õ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax, äâóõ
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ïðåäñòàâëåííûõ â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòìîâ, à òàêæå àëãîðèòìîâ Êàðëüå,
Ìàêìàõîíà è Ôëîðèàíà. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ñðàâíåíèå ïîñëåäíèõ äâóõ
àëãîðèòìîâ íèêîãäà íå ïðîâîäèëîñü.

Â ðàçäåëå 3.4 áóäåò ðàññìîòðåí âàðèàíò çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ çà-
äà÷è 1 | rj | Lmax. Â äàííîì âàðèàíòå çàäà¼òñÿ ïðèìåð çàäà÷è è çíà÷åíèå
ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ. Íåîáõîäèìî óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè äî-
ïóñòèìîå ðàñïèñàíèå, ò.å. ðàñïèñàíèå ñ ìàêñèìàëüíûì âðåìåíí�ûì ñìåùåíè-
åì, êîòîðîå íå áîëüøå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ. Â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà,
òðåáóåòñÿ íàéòè êàê ìîæíî ìåíüøåå ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, äëÿ êîòîðî-
ãî òàêæå íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ. Àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé
äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî âàðèàíòà çàäà÷è, áóäåò èñïîëüçîâàí â ãëàâå 4.

Â äàííîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé
{rj, pj, dj}, j ∈ N , ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.

3.1 Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax

3.1.1 Àëãîðèòì Êàðëüå

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ðàññìîòðèì àëãîðèòì Êàðëüå [101], êîòîðûé íà äàííûé
ìîìåíò ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1 | rj | Lmax. Â öåëÿõ óëó÷øåíèÿ àëãîðèòì áûë íàìè íåñêîëüêî èçìå-
í¼í. Áóäåì ïðîäîëæàòü íàçûâàòü èçìåí¼ííûé àëãîðèòì àëãîðèòìîì Êàðëüå,
òàê êàê ïðîèçâåä¼ííûå èçìåíåíèÿ íå ñòîëü ïðèíöèïèàëüíû.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îðèãèíàëüíàÿ ñòàòüÿ [101] ñîäåðæàëà íåêîòîðûå
íåòî÷íîñòè, â ñëåäñòâèå êîòîðûõ ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì áûë íåêîððåêòåí.
Îäíàêî, â [111, 178] áûëà ïðîèçâåäåíà íåîáõîäèìàÿ ìîäèôèêàöèÿ îðèãèíàëü-
íîãî àëãîðèòìà, îáåñïå÷èâàþùàÿ åãî êîððåêòíîñòü.

Â îñíîâå àëãîðèòìà Êàðëüå ëåæèò àëãîðèòìØðàãå (Schrage [192]) ñëîæ-
íîñòè O(n log n), êîòîðûé âûïîëíÿåòñÿ íà êàæäîì óçëå äåðåâà ïîèñêà. Â àë-
ãîðèòìå Øðàãå íà êàæäîå ïîñëåäóþùåå ìåñòî â ðàñïèñàíèå ñòàâèòñÿ òðå-
áîâàíèå ñ ìèíèìàëüíûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì ñðåäè óæå ïîñòóïèâøèõ íà
îáñëóæèâàíèå (åñëè òàêèõ íåò, òî âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå ñðåäè èìåþùèõ
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ ñðåäè íåóïîðÿäî÷åííûõ). Èíîãäà ýòîò àë-
ãîðèòì íàçûâàþò ìîäèôèöèðîâàííûì àëãîðèòìîì Äæåêñîíà. Îïèøåì àëãî-
ðèòì ôîðìàëüíî (àëãîðèòì 3.1). Â àëãîðèòìå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåáîâà-
íèÿ ïðîíóìåðîâàíû ïî íåóáûâàíèþ âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ, ÷òî íå îãðàíè÷èâàåò
îáùíîñòè. Îïòèìàëüíûì ðàñïèñàíèåì πSch ÿâëÿåòñÿ ðàííåå ðàñïèñàíèå, ñî-
îòâåòñòâóþùåå íàéäåííîé ïåðåñòàíîâêå τ .
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Àëãîðèòì 3.1 Àëãîðèòì Øðàãå (Schrage)
1: t := r1; N ′ := N ; τ := ∅
2: while N ′ 6= ∅ do
3: V := {j | j ∈ N ′, rj ≤ t}
4: if V = ∅ then
5: V := min{j | j ∈ N ′}
6: end if
7: i := arg min

j∈V
{dj}

8: τ := (τ, i); N ′ := N ′ \ {i}; t := max{t, ri}+ pi
9: end while

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïðåäåëÿåò íèæíþþ îöåíêó çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíî-
ãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ.

Ëåììà 3.1 [101] Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà N ′ ⊆ N

h(N ′) = min
j∈N ′

rj +
∑
j∈N ′

pj −max
j∈N ′

dj = rN ′ + pN ′ − dN ′

ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî âðå-
ìåíí�îãî ñìåùåíèÿ.

Ëåììà 3.1 èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìå äëÿ íàõîæäåíèÿ íèæíèõ îöåíîê,
à òàêæå â òåîðåìå 3.1, êîòîðàÿ îáîñíîâûâàåò êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ðàñ-
ïèñàíèÿ Øðàãå è ïðàâèëî âåòâëåíèÿ àëãîðèòìà Êàðëüå.

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü ïîñòðîåíî ðàñïèñàíèå Øðàãå πSch ∈ Π(N) äëÿ äàííîãî
ïðèìåðà çàäà÷è, è òðåáîâàíèÿ ïðîíóìåðîâàíû â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè
óïîðÿäî÷åíû â πSch. Ïóñòü òàêæå b ∈ N � êðèòè÷åñêîå òðåáîâàíèå, ò.å.
Lb(πSch) = Lmax(πSch), è a ∈ N � ïîñëåäíåå òàêîå òðåáîâàíèå, ÷òî a ≤ b è

sa(πSch)− min
a≤j≤b

rj ≤ Lb(πSch)− UB, (3.1)

ãäå UB � íåêîòîðàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è, UB ≤ Lmax(πSch). Ïðèìåì S = {a, . . . , b}, òîãäà:

• åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî òðåáîâàíèÿ c ∈ S, ÷òî dc > db, òî äëÿ äàí-
íîãî ïðèìåðà íå ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèÿ c ìàêñèìàëüíûì âðåìåíí�ûì
ñìåùåíèåì, ìåíüøèì, ÷åì UB;

• èíà÷å, åñëè c ∈ S � íàèáîëüøèé òàêîé èíäåêñ, ÷òî dc > db, òî â ëþáîì
ðàñïèñàíèè π′, äëÿ êîòîðîãî Lmax(π′) < UB, òðåáîâàíèå c âûïîëíÿåòñÿ
èëè äî, èëè ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé èç ìíîæåñòâà J = {c+ 1, . . . , b}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìåæäó òðåáîâàíèÿìè èç ìíîæåñòâà S â ðàñ-
ïèñàíèè πSch ïðèáîð íå ïðîñòàèâàåò. Åñëè áû ïðèáîð ïðîñòàèâàë, ýòî îçíà-
÷àëî áû, ÷òî ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèå a′ ∈ S, a′ > a, îáñëóæèâàåìîå ñðàçó ïî-
ñëå ïðîñòîÿ è óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (3.1), òàê êàê sa′(πSch) = ra′ =
min
j∈S

rj (ñîãëàñíî ïðàâèëó ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ Øðàãå). È ýòî áû ïðîòèâî-

ðå÷èëî óñëîâèþ, ÷òî òðåáîâàíèå a ïîñëåäíåå òàêîå òðåáîâàíèå.

Ïîýòîìó,
Lp(πSch) = sa(πSch) +

∑
j∈S

pj − db. (3.2)

Åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî òðåáîâàíèÿ c ∈ S, ÷òî dc > db, òî db = max
j∈S

dj.

Èñïîëüçóÿ (3.1) è (3.2), èìååì:

min
j∈S

rj +
∑
j∈S

pj −max
j∈S

dj ≥ UB. (3.3)

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.3) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåí-
êîé îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ äàííîãî ïðèìåðà, ò.å. íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
ðàñïèñàíèÿ π′ ∈ Π(N), ÷òî Lmax(π) < UB.

Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèå i ∈ S, di > db. È ïóñòü c � ïî-
ñëåäíåå òàêîå òðåáîâàíèå, ïîýòîìó db = max

j∈J
dj. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

ñëó÷àþ, òàê êàê ìåæäó òðåáîâàíèÿìè èç S â πSch îòñóòñòâóþò ïðîñòîè, ìû
èìååì Lb(πSch) = sc(πSch) + pc +

∑
j∈J

pj − db. Çàìåòèì, ÷òî sc(πSch) < min
j∈J

rj,

èíà÷å ñóùåñòâîâàëî áû òðåáîâàíèå èç J , îáñëóæèâàåìîå ïåðåä òðåáîâàíèåì
c â ðàñïèñàíèè Øðàãå πSch, òàê êàê dc > db = max

j∈J
dj. Ïóñòü òðåáîâàíèå c

âûïîëíÿåòñÿ ìåæäó òðåáîâàíèÿìè èç J â π′. Òîãäà âðåìåíí�îå ñìåùåíèå òðå-
áîâàíèÿ k ∈ J ⊂ N , îáñëóæèâàåìîãî ïîñëåäíèì ñðåäè òðåáîâàíèé èç J ∪ {c}
ñîñòàâëÿåò Lk(π

′) ≥ min
j∈J

rj + pc +
∑
j∈J

pj − dk ≥ Lp(πSch) ≥ UB, òàê êàê

dk ≤ max
j∈J

dj < dp. Ïîýòîìó â ðàñïèñàíèè π′ òðåáîâàíèå c îáñëóæèâàåòñÿ èëè

äî, èëè ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé èç J .

Òåîðåìà 3.1 îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîé òåîðåìû èç [101] ñïîñîáîì îïðå-
äåëåíèÿ òðåáîâàíèÿ a (â [101] òðåáîâàíèå a � áëèæàéøåå ñëåâà ê b â πSch
òðåáîâàíèå, ïåðåä êîòîðûì ïðèáîð ïðîñòàèâàåò). Ïðåäëàãàåìûé íàìè àëü-
òåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî ñîêðàòèòü ïåðåáîð.

Ïðàâèëî âåòâëåíèÿ àëãîðèòìà Êàðëüå îñíîâàíî íà òåîðåìå 3.1. Ïî-
ñëå ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ Øðàãå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé ñëó÷àé òåîðå-
ìû 3.1, ìû íàõîäèì òðåáîâàíèå c è ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé J . Äàëåå ñîçäàþò-
ñÿ äâà äî÷åðíèõ óçëà, â îäíîì èç êîòîðûõ òðåáîâàíèå c îáñëóæèâàåòñÿ ïåðåä
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âñåìè òðåáîâàíèÿìè èç J (äëÿ ýòîãî èçìåíÿåòñÿ åãî äèðåêòèâíûé ñðîê íà
dc = db − pJ), à â äðóãîì òðåáîâàíèå c îáñëóæèâàåòñÿ ïîñëå òðåáîâàíèé èç
ìíîæåñòâà J (äëÿ ýòîãî èçìåíÿåòñÿ åãî âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ íà rc = rJ + pJ).
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé òåîðåìû 3.1, òî äëÿ òåêóùåãî ïðèìåðà íå
ñóùåñòâóåò ëó÷øåãî ðàñïèñàíèÿ, ÷åì óæå íàéäåííîå ñ ìàêñèìàëüíûì âðå-
ìåíí�ûì ñìåùåíèåì UB. Ïîýòîìó âåòâëåíèÿ èç ýòîãî óçëà íå ïðîèñõîäèò.

Ïðàâèëî îöåíèâàíèÿ àëãîðèòìà îñíîâàíî íà ëåììå 3.1. Êàæäîìó óçëó
äåðåâà ïîèñêà ñîîòâåòñòâóåò íèæíÿÿ îöåíêà LB. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñà-
íèÿ Øðàãå íèæíÿÿ îöåíêà äî÷åðíèõ óçëîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì îò
LB, h(J) è h(J ∪{c}). Äëÿ îöåíèâàíèÿ ñíèçó ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé �äâîéñòâåííîé� è/èëè îáðàòíîé çàäà÷è. Äî÷åðíèé óçåë ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ òîëüêî, åñëè åãî íèæíÿÿ îöåíêà ìåíüøå ÷åì òåêóùàÿ âåðõíÿÿ
îöåíêà UB.

Â êà÷åñòâå ñòðàòåãèè ïîèñêà èñïîëüçóåòñÿ ïîèñê �â ãëóáèíó�, ïðè÷¼ì
èç äî÷åðíèõ óçëîâ ïåðâûì ðàññìàòðèâàåòñÿ òîò, ãäå òðåáîâàíèå c îáñëóæè-
âàåòñÿ ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé èç J .

Ïðîâåä¼ííîå íàìè ïðåäâàðèòåëüíîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå
ïîêàçàëî, ÷òî äîáàâëåíèå íèæíåé îöåíêè, èñïîëüçóåìîé â àëãîðèòìå Ìàê-
ìàõîíà è Ôëîðèàíà, óâåëè÷èâàåò ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà. Çàìåòèì, ÷òî
âû÷èñëåíèå íèæíåé îöåíêè Ìàêìàõîíà è Ôëîðèàíà òàêæå îñíîâàíî íà ïî-
ñòðîåíèè ðàñïèñàíèÿ Øðàãå.

Ôîðìàëüíî àëãîðèòì Êàðëüå ïðåäñòàâëåí êàê àëãîðèòì 3.2.

3.1.2 Ìåòîä ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ìåòîä ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îãðàíè÷å-
íèÿõ (ÏâÎ) è åãî èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé.

Ïðîãðàììèðîâàíèå â îãðàíè÷åíèÿõ (Constraint Programming) � ýòî ìå-
òîä, ñîçäàííûé äëÿ ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñìî-
äåëèðîâàíû êàê îäíà èëè íåñêîëüêî çàäà÷ âûïîëíèìîñòè ñèñòåìû îãðàíè÷å-
íèé (ÇÂÑÎ) (Constraint Satisfaction Problem). Ïðèìåð ÇÂÑÎ çàäà¼òñÿ ìíî-
æåñòâîì ïåðåìåííûõ, ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ êàæäîé ïåðå-
ìåííîé, íàçûâàåìûì äîìåíîì (domain), à òàêæå ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åíèé,
çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ. ÇÂÑÎ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ,
ãäå òðåáóåòñÿ óçíàòü, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ âñå çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî òàêèõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, åñëè çàäà÷à âûïîëíèìà, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ÇÂÑÎ.
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Àëãîðèòì 3.2 Àëãîðèòì Êàðëüå
π∗ := ∅; UB :=∞
CARLIER(N ,−∞)

procedure CARLIER(N ,LB)
ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå Øðàãå πSch ∈ Π(N)
if Lmax(πSch) < UB then
π∗ := πSch; UB := Lmax(πSch)

end if
ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè îáñëóæèâàþòñÿ â πSch
íàéä¼ì êðèòè÷åñêîå òðåáîâàíèå b ∈ N : Lb(πSch) = Lmax(πSch)
LB := max{LB,LBMF , h(J) = rJ + pJ − db}
íàéä¼ì íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð a ∈ N , ÷òî a ≤ b è
sa(πSch)− min

a≤j≤b
rj ≤ Lb(πSch)− UB

if LB < UB AND ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå i ∈ {a, . . . , b}, ÷òî di > db then
âûáåðåì íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð c ∈ {a, . . . , b}, ÷òî dc > db
J := {c+ 1, . . . , b}
LB1 := max{LB, rJ + pJ + pc − dc}
if LB1 < UB then
r̂ := rc; rc := rJ + pJ ; CARLIER(N ,LB1); rc = r̂

end if
LB2 := max{LB, rc + pJ + pc − db}
if LB2 < UB then
d̂ := dc; dc := db − pJ ; CARLIER(N ,LB2); dc := d̂

end if
end if
end procedure
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Â ÏâÎ îãðàíè÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ íå òîëüêî äëÿ òåñòèðîâàíèÿ äîïóñòèìî-
ñòè ðåøåíèÿ, íî òàêæå è â àêòèâíîì ðåæèìå äëÿ óäàëåíèÿ çíà÷åíèé èç äî-
ìåíîâ ïåðåìåííûõ (ñîêðàùåíèå äîìåíîâ), îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþùèõ íîâûõ
îãðàíè÷åíèé, óñòàíîâëåíèÿ íåñîâìåñòèìîñòè. Ïðîöåññ èñïîëüçîâàíèÿ îãðà-
íè÷åíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ çàêëþ÷åíèé íàçûâàåòñÿ ïðîïàãàöèåé îãðàíè÷å-
íèé (constraint propagation). Àëãîðèòìû, êîòîðûå îñóùåñòâëÿþò ïðîïàãàöèþ
îãðàíè÷åíèé, íàçûâàþòñÿ àëãîðèòìàìè ôèëüòðàöèè (�ltering algorithms).

Òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ÇÂÑÎ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé çàäà÷åé [7], îáû÷-
íî ïðîïàãàöèÿ îãðàíè÷åíèé íå äà¼ò îòâåòà íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è. Òî åñòü íå âñå ñëåäñòâèÿ èç ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé ìîãóò áûòü âû-
âåäåíû. Â ÷àñòíîñòè, îäíîé ïðîïàãàöèåé îãðàíè÷åíèé íå âñåãäà ìîæíî óñòà-
íîâèòü íåñîâìåñòèìîñòü ñèñòåìû. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî
äîïîëíèòåëüíî ïðîèçâîäèòü ÷àñòè÷íûé ïåðåáîð ðåøåíèé. Îáû÷íî ýòî îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî äåðåâî ïîèñêà. Â èòîãå
ìåòîä ÏâÎ ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîé ñòåïåíè àíàëîãîì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö.
Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ñîêðàùåíèÿ
ïåðåáîðà èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî îöåíèâàíèÿ, à â ÏâÎ � ïðîïàãàöèÿ îãðàíè÷å-
íèé.

Âàæíûé ïðèíöèï ÏâÎ, òàê íàçûâàåìûé �ïðèíöèï ëîêàëüíîñòè�, çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîïàãàöèÿ êàæäîãî îãðàíè÷åíèÿ äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ
êàê ìîæíî áîëåå íåçàâèñèìî îò äðóãèõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ äàííûì ïðèíöèïîì àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè ðàçðàáàòûâàþòñÿ äëÿ êàæäîãî
îãðàíè÷åíèÿ èëè ãðóïïû îãðàíè÷åíèé îòäåëüíî, ÷òî ïîçâîëÿåò íå ñîçäàâàòü
ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ êàæäîé âíîâü âîçíèêàþùåé çàäà÷è, à èñïîëüçî-
âàòü óæå ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû êàê �êèðïè÷èêè� äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Äåòàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìåòîäà ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ
ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [75, 171].

Çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé äëÿ îäíîãî ïðèáîðà ñ çàïðåùåíèåì ïðåðûâà-
íèé ìîãóò áûòü ñìîäåëèðîâàíû êàê ÇÂÑÎ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî
òðåáîâàíèÿ j ∈ N ââîäèòñÿ ïåðåìåííàÿ start(j), êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò âðåìÿ
ôàêòè÷åñêîãî íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j. Òàêæå äëÿ êàæäîãî òðå-
áîâàíèÿ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è çàäàþòñÿ: âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ
òðåáîâàíèÿ rj, æåñòêèé äèðåêòèâíûé ñðîê d̄j (deadline), à òàêæå âðåìÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ pj. Íàïîìíèì, ÷òî âñå èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è äîëæíû áûòü
öåëûìè ÷èñëàìè. Ëþáîå òðåáîâàíèå j ∈ N ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ òîëüêî â
îòðåçêå [rj, d̄j]. Ïîýòîìó íà÷àëüíûì äîìåíîì ïåðåìåííîé start(j) ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë èç îòðåçêà [rj, d̄j−pj] (Ðèñóíîê 3.1). Â ïðîöåññå ðåøå-
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íèÿ çàäà÷è äîìåí ïåðåìåííîé start(j) ìîæåò óìåíüøàòüñÿ, íî äëÿ óäîáñòâà
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü rj è d̄j òàêæå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òåêóùåãî íàèìåíüøåãî
âðåìåíè íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ (òåêóùåãî âðåìåíè ïîñòóïëåíèÿ) è òåêóùåãî
íàèáîëüøåãî âðåìåíè îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ (òåêóùåãî ïðåäåëüíîãî ñðî-
êà) òðåáîâàíèÿ j, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîìåí ïåðåìåííîé start(j) pj
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Ðèñ. 3.1: Òðåáîâàíèå j è äîìåí ïåðåìåííîé start(j)

�Ãëîáàëüíîå� îãðàíè÷åíèå1 disjunctive îïðåäåëÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå ïå-
ðåìåííûõ start(j), j ∈ N , è îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íå áîëåå îäíîãî òðåáî-
âàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, ò.å. äëÿ êàæäîé ïàðû òðåáîâàíèé i, j ∈ N
ãàðàíòèðóåòñÿ âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèÿ

(start(i) + pi ≤ start(j)) ∨ (start(j) + pj ≤ start(i)).

Ìû ðàññìîòðèì íàèáîëåå èñïîëüçóåìóþ òåõíèêó ôèëüòðàöèè äëÿ �ãëî-
áàëüíîãî� îãðàíè÷åíèÿ disjunctive, íàçâàííóþ â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå
�Edge-Finding�. Äàííàÿ òåõíèêà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåÿâíûõ
îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó íåêîòîðûì òðåáîâàíèåì k ∈ N è íåêî-
òîðûì ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé Ω ⊂ N , ò.å. óñòàíàâëèâàåòñÿ òðåáîâàíèå k, êî-
òîðîå äîëæíî îáñëóæèâàòüñÿ ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé èç ìíîæåñòâà Ω (Ω→ k)
èëè ïåðåä âñåìè òðåáîâàíèÿìè èç Ω (k → Ω). Äàííîå çàêëþ÷åíèå ìîæåò âåñòè
ê èçìåíåíèþ ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ èëè ìàêñèìàëüíî-
ãî âðåìåíè îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ k, ò.å. ê óìåíüøåíèþ äîìåíà
ïåðåìåííîé start(k). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà òðåáîâà-
íèé S ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ rS = min

j∈S
rj, dS = max

j∈S
dj, pS =

∑
j∈S

pj. Ñëåäóþùèå

ïðàâèëà ðàñêðûâàþò ñóòü òåõíèêè �Edge-Finding�:

∀Ω,∀k 6∈ Ω : [d̄Ω − rΩ∪{k} < pΩ + pk]⇒ [Ω→ k]; (3.4)

∀Ω,∀k 6∈ Ω : [Ω→ k]⇒ [start(k) ≥ max
∅6=Ω′⊆Ω

{rΩ′ + pΩ′}]; (3.5)

∀Ω,∀k 6∈ Ω : [d̄Ω∪{k} − rΩ < pΩ + pk]⇒ [k → Ω]; (3.6)

∀Ω,∀k 6∈ Ω : [k → Ω]⇒ [start(k) ≤ min
∅6=Ω′⊆Ω

{d̄Ω′ − pΩ′} − pk]. (3.7)

Ïðè íàëè÷èè n òðåáîâàíèé âñåãî àïðèîðè ñóùåñòâóåò O(n2n) ïàð (k,Ω) äëÿ
ïðîâåðêè óñëîâèé (3.4) è (3.6). Ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì, äåòàëüíî ïðåä-
ñòàâëåííûé êàê àëãîðèòì 3.3, îñóùåñòâëÿþùèé âñå âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ

1Â ÏâÎ îãðàíè÷åíèå íàçûâàåòñÿ �ãëîáàëüíûì�, åñëè îíî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ îãðàíè÷åíèé.
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äîìåíîâ ïåðåìåííûõ start(j), j ∈ N , ñîãëàñíî ïðàâèëàì (3.4)�(3.5) çà âðåìÿ
O(n2). Äàííûé àëãîðèòì îïèñàí â êíèãå Áàïòèñòà è äð. (Baptiste et al. [84,
ñ. 24]). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî, çàìåíèâ âñå âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ rj íà r′j =
dN−dj, à âñå ïðåäåëüíûå ñðîêè d̄j íà d̄′j = dN−rj, èç óñëîâèé (3.4) è (3.5) ìû
ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, (3.6) è (3.7). Ïîýòîìó àëãîðèòì ìîæåò áûòü òàê-
æå ïðèìåí¼í äëÿ èçìåíåíèÿ äîìåíîâ ïåðåìåííûõ start(j), j ∈ N , ñîãëàñíî
ïðàâèëàì (3.6)�(3.7), òàê êàê ïðèìåðû {rj, pj, d̄j} è {r′j, pj, d̄′j}, j ∈ N ýêâèâà-
ëåíòíû ñîãëàñíî ëåììå 1.3.

Àëãîðèòì 3.3 Àëãîðèòì ôèëüòðàöèè �Edge-Finding� äëÿ �ãëîáàëüíîãî� îãðàíè÷åíèÿ
disjunctive

1: for l := 1 to n do
2: r′l := rl
3: end for
4: for l := 1 to n do
5: P := 0; C := −∞; H := −∞
6: for k := n down to 1 do
7: if d̄k ≤ d̄l then
8: P := P + pk; C := max{C, rk + P}
9: end if
10: Ck := C
11: end for
12: for k := 1 to n do
13: if d̄k ≤ d̄l then
14: H := max{H, rk + P}; P := P − pk
15: else
16: if rk + pk + P > d̄l then
17: r′k := max{r′k, Ck}
18: end if
19: if H + pk > d̄l then
20: r′k := max{r′k, C}
21: end if
22: end if
23: end for
24: end for
25: for l := 1 to n do
26: rl := r′l
27: end for

Â êà÷åñòâå äàííûõ àëãîðèòì ïîëó÷àåò òåêóùèå âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ
rj, òåêóùèå ïðåäåëüíûå ñðîêè d̄j è ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ pj, ò.å.
äîìåíû [rj, d̄j−pj] ïåðåìåííûõ start(j), j ∈ N . Íà âûõîäå äîìåíû ìîãóò áûòü
ñîêðàùåíû ïóò¼ì óâåëè÷åíèÿ òåêóùèõ âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ. Äëÿ àëãîðèòìà
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N = {1, 2, . . . , n} îòñîðòèðîâà-
íî ïî íåóáûâàíèþ rj. ×åðåç r′j îáîçíà÷àþòñÿ èçìåí¼ííûå â ïðîöåññå ðàáîòû
àëãîðèòìà çíà÷åíèÿ rj.
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Âíåøíèé öèêë àëãîðèòìà ðàáîòàåò ïî òåêóùèì ïðåäåëüíûì ñðîêàì òðå-
áîâàíèé d̄j. Íà l-òîé èòåðàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ l-òîå òðåáîâàíèÿ â ïîðÿäêå
íåóáûâàíèÿ rj. Çàòåì ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâî
Ω(l), ñîäåðæàùåå òðåáîâàíèÿ ñ òåêóùèì ïðåäåëüíûì ñðîêîì íå áîëåå d̄l, è
ïîäìíîæåñòâî Ω̄(l) = N \ Ω(l). Èçìåíåíèÿ òåêóùèõ âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ áó-
äóò ïðîèñõîäèòü ó òðåáîâàíèé, âõîäÿùèõ â ïîñëåäíåå ïîäìíîæåñòâî. Ïóñòü
òàêæå Ω(l, k) = {j ∈ Ω(l) | rj ≥ rk}.

Ïîñëå ïåðâîãî âíóòðåííåãî öèêëà, ò.å. ïîñëå ñòðîêè 11 àëãîðèòìà 3.3,
ìû ðàñïîëàãàåì ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè:

P = pΩ(l);

C = max
∅6=Ω′⊆Ω(l)

{rΩ′ + pΩ′};

Ck = max
∅6=Ω′⊆Ω(l,k)

{rΩ′ + pΩ′},∀k ∈ N.

Íà ñòðîêàõ 16�18 àëãîðèòìà 3.3 ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ òåêóùèõ âðå-
ì¼í ïîñòóïëåíèÿ ñîãëàñíî ïðàâèëàì (3.4) è (3.5) äëÿ òðåáîâàíèÿ k è âñåõ
âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω(l, k). Áëàãîäàðÿ ñòðîêå 19 ïåðåìåííàÿ
àëãîðèòìà P ðàâíÿåòñÿ pΩ(l,k). Åñëè çíà÷åíèå rk + pk + P ïðåâûøàåò d̄l, òî
Ω(l, k)→ k, è ïîýòîìó rk ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî äî max{r′k, Ck}.

Íà ñòðîêàõ 19�21 àëãîðèòìà 3.3 ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ òåêóùèõ âðå-
ì¼í ïîñòóïëåíèÿ ñîãëàñíî ïðàâèëàì (3.4) è (3.5) äëÿ òðåáîâàíèÿ k è âñåõ
âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, âêëþ÷àþùèõ ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî
òðåáîâàíèå j, èäóùåå ïåðåä òðåáîâàíèåì k â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ òåêóùèõ
âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ, ò.å. j < k. Áëàãîäàðÿ óñëîâèþ â ñòðîêå 19 ïåðåìåííàÿ
àëãîðèòìà H ðàâíÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîìó èç ìèíèìàëüíûõ âðåì¼í îêîí÷àíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé èç òàêèõ ïîäìíîæåñòâ, ò.å.H = max

j<k
rj+pΩ(l,j).

Ïóñòü jmax = arg max
j<k

rj + pΩ(l,j). Åñëè çíà÷åíèå H + pk ïðåâûøàåò d̄l, òî

Ω(l, jmax)→ k è rk ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî äî max{r′k, Cjmax
}. Ïî îïðåäåëåíèþ

Cjmax
= C.

Äðóãèå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè, äåéñòâóþùèå ñîãëàñíî òåõ-
íèêå �Edge-Finding�, áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Êàðëüå è Ïèíñîíà (Carlier,
Pinson [102, 103]). Àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â ïîñëåäíåé èç ýòèõ ðàáîò, èìå-
åò òðóäî¼ìêîñòü O(n log n) îïåðàöèé, îäíàêî òðåáóåò èñïîëüçîâàíèå ãîðàçäî
áîëåå ñëîæíûõ ñòðóêòóð äàííûõ.
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3.2 Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì äâà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çà-
äà÷è 1 | rj | Lmax. Ïåðâûé àëãîðèòì ïîñòðîåí ïî ìåòîäó ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíîå ïðàâèëî âåòâëå-
íèÿ. Âòîðîé àëãîðèòì îñíîâàí íà àëãîðèòìå Êàðëüå. Ñóùåñòâåííûì îòëè÷è-
åì ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè
�Edge-Finding� íà êàæäîì óçëå äåðåâà ïîèñêà. Çà ñ÷¼ò âêëþ÷åíèÿ äàííîãî
àëãîðèòìà äîñòèãàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ñîêðàùåíèå ïåðåáîðà è óâåëè÷åíèå ýô-
ôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà.

Çàäà÷à 1 | rj | Lmax ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà êàê ÇÂÑÎ ïðè ïîìîùè
îãðàíè÷åíèÿ disjunctive, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå. Â ñà-
ìîì äåëå, ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè äàííîãî �ãëîáàëüíîãî� îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ âàðèàíòîì ðàñïîçíàâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ L′ âàðèàíò ðàñïîçíàâàíèÿ çà-
êëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N), ìàêñèìàëüíîå
âðåìåíí�îå ñìåùåíèå êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò çàäàííîå çíà÷åíèå: Lmax(π) ≤ L′.
Äàííàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ÇÂÑÎ ñ îäíèì �ãëîáàëüíûì� îãðàíè÷å-
íèåì disjunctive ñ èñõîäíûìè äàííûìè {rj, pj, d̄j}, ∀j ∈ N , ãäå æåñòêèé
äèðåêòèâíûé ñðîê êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N çàäà¼òñÿ êàê d̄j = dj + L′.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî
ÇÂÑÎ ïî ìåòîäó ÏâÎ, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òðè ñîñòàâíûå ÷àñòè: êàê áó-
äåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïðîïàãàöèÿ îãðàíè÷åíèé, ïðàâèëî âåòâëåíèÿ è ñòðàòåãèþ
ïîèñêà. Â íàøåì ñëó÷àå ïðîïàãàöèÿ åäèíñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ àëãîðèòìîì 3.3.

Ïðàâèëî âåòâëåíèÿ ìîæåò çàäàâàòüñÿ íåñêîëüêèìè ñòàíäàðòíûìè ñïî-
ñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, âåòâëåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïî äîìåíó êàêîé-ëèáî ïå-
ðåìåííîé, êîãäà â êàæäîì èç äî÷åðíèõ óçëîâ â äîìåíå âûáðàííîé ïåðåìåí-
íîé îñòàåòñÿ ïî îäíîìó çíà÷åíèþ. Òî åñòü ñîçäà¼òñÿ òàêîå ÷èñëî äî÷åðíèõ
óçëîâ òåêóùåãî óçëà äåðåâà ïîèñêà, ñêîëüêî çíà÷åíèé áûëî â òåêóùåì äî-
ìåíå âûáðàííîé ïåðåìåííîé. Â äàííîì ñëó÷àå ñòðàòåãèÿ âûáîðà ïåðåìåííîé
äëÿ âåòâëåíèÿ òàêæå îêàçûâàåò çàìåòíîå âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíîñòü âñåãî
àëãîðèòìà. Âî-âòîðûõ, âåòâëåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïî îòíîøåíèÿì ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé Ω ⊆ N è
â äî÷åðíèõ óçëàõ äîáàâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó îäíî èç òðå-
áîâàíèé èç Ω îáñëóæèâàåòñÿ ïåðâûì (ïîñëåäíèì) ñðåäè òðåáîâàíèé èç Ω. Òî
åñòü ñîçäà¼òñÿ | Ω | äî÷åðíèõ óçëîâ. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå â ïîòîìêàõ
òåêóùåãî óçëà äåðåâà ïîèñêà äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ ïðîïàãàöèÿ íå òîëüêî
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íà÷àëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ disjunctive, íî è îãðàíè÷åíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå, îäíàêî, ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà áîëåå ýôôåêòèâíàÿ
ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ ñõåìà âåòâëåíèÿ, çàèìñòâîâàííàÿ èç àëãîðèòìà Êàðëüå.
Êîãäà àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè îãðàíè÷åíèÿ disjunctive íå ìîãóò äàëåå ñî-
êðàòèòü äîìåíû ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì Øðàãå. Åñëè â ïîëó÷åí-
íîì ðàñïèñàíèè Øðàãå âðåìÿ îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ íå ïðåâûøàåò �æ¼ñò-
êèé� äèðåêòèâíûé ñðîê äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé, òî äîïóñòèìîå ðåøåíèå ÇÂÑÎ
íàéäåíî. Åñëè íèæíÿÿ îöåíêà, îñíîâàííàÿ íà ïîñòðîåííîì ðàñïèñàíèè, ñòðî-
ãî áîëüøå íóëÿ, òî ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ÇÂÑÎ
íå ñóùåñòâóåò. Åñëè æå ñóùåñòâîâàíèå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ÇÂÑÎ îñòà¼òñÿ
ïîä âîïðîñîì, òî âåòâëåíèå ïðîèñõîäèò òàêèì æå îáðàçîì, êàê è â àëãîðèòìå
Êàðëüå, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1. Êàê è â àëãîðèòìå 3.2, â äî÷åðíèõ óçëàõ äåðåâà
ïîèñêà èçìåíÿåòñÿ èëè âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ, èëè æ¼ñòêèé äèðåêòèâíûé ñðîê
îïðåäåë¼ííîãî òðåáîâàíèÿ c. Â òåðìèíàõ ÏâÎ òàêîå èçìåíåíèå ñîîòâåòñòâóåò
ñîêðàùåíèþ äîìåíà ïåðåìåííîé start(c).

Â ÏâÎ ñòðàòåãèÿ �ëó÷øåé îöåíêè� íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà â êà÷åñòâå
ñòðàòåãèè ïîèñêà, òàê êàê â ÇÂÑÎ îòñóòñòâóåò öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðàâèëî îöåíèâàíèÿ. Ïîýòîìó â àëãîðèòìàõ ïî ìåòîäó ÏâÎ îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ ïîèñê �â ãëóáèíó�. Ïðè ýòîì ñòðàòåãèÿ äîëæíà îïðåäåëÿòü ïî-
ðÿäîê, â êîòîðîì ïðîñìàòðèâàþòñÿ äî÷åðíèå óçëû.

Ïîñëåäíèì øàãîì â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax

ïî ìåòîäó ÏâÎ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Çàäà÷à ìèíèìè-
çàöèè öåëåâîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü ðåøåíà ïóò¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøå-
íèÿ íåñêîëüêèõ ÇÂÑÎ, àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ óæå îïðåäåë¼í. Ïåðåä
ýòèì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè öåëåâîé ôóíêöèè ub
è lb. Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî, íàïðèìåð, àëãîðèòìîì Øðàãå. Âåðõíÿÿ îöåíêà
îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì âðåìåíí�ûì ñìåùåíèåì ïîñòðîåííîãî ðàñïèñà-
íèÿ Øðàãå. Íèæíÿÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëîíè÷íî òîìó, êàê ýòî
ïðîèñõîäèò â àëãîðèòìå Ìàêìàõîíà è Ôëîðèàíà. Ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
â êà÷åñòâå íèæíåé îöåíêè ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé �äâîéñòâåííîé� è/èëè
îáðàòíîé çàäà÷è. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ îöåíîê öåëåâîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò
ñëåäóþùèå ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ îïòèìóìà.

• Ðåøàþòñÿ ïðèìåðû ÇÂÑÎ, ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ çíà÷åíèå L′ íà
1 íà÷èíàÿ ñ íèæíåé îöåíêè lb, ïîêà äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ L∗ ÇÂ-
ÑÎ íå îêàæåòñÿ ðàçðåøèìîé. Äàííîå çíà÷åíèå L∗ è áóäåò îïòèìàëüíûì
çíà÷åíèåì, à ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò ðåøåíèå ïîñëåäíåé ÇÂÑÎ.

• Ðåøàþòñÿ ïðèìåðû ÇÂÑÎ, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ çíà÷åíèå L′ íà 1
íà÷èíàÿ ñ âåðõíåé îöåíêè ub, ïîêà äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ L∗ ÇÂÑÎ íå
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îêàæåòñÿ íåðàçðåøèìîé. Çíà÷åíèå L∗+1 áóäåò îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì,
à ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò ðåøåíèå ïîñëåäíåé ðàçðåøèìîé ÇÂÑÎ.

• Äèõîòîìèÿ. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîâòîðåíèåì äâóõ ýòàïîâ:

- ðåøàåòñÿ ÇÂÑÎ ñ L′ = b(ub+ lb)/2c;
- åñëè ÇÂÑÎ ðàçðåøèìà, òî ub := L′, åñëè íåðàçðåøèìà, òî lb := L′+1.

Äàííûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âåðõíÿÿ îöåíêà ub íå
ñðàâíÿåòñÿ ñ íèæíåé lb. Çíà÷åíèå L∗ = ub = lb è áóäåò îïòèìàëüíûì
çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè. Ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò ðåøåíèå ïðèìåðà
ÇÂÑÎ ñ L′ = L∗.

Ïðîâåä¼ííûå íàìè ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
1 | rj | Lmax àëãîðèòìîì ïî ìåòîäó ÏâÎ èñïîëüçîâàíèå äèõîòîìèè äà¼ò íàè-
ìåíüøåå ñðåäíåå ÷èñëî ðåø¼ííûõ ÇÂÑÎ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè èñïîëüçîâàíèè
äèõîòîìèè ñðåäíåå âðåìÿ ðåøåíèÿ ìåíüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâûõ
äâóõ ñïîñîáîâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê ub è lb
âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì Øðàãå. Ìàêñèìàëüíîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå ðàñïèñà-
íèÿ Øðàãå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé âåðõíåé îöåíêîé. Íà÷àëüíîé íèæíåé îöåíêîé
ÿâëÿåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà Ìàêìàõîíà è Ôëîðèàíà LBMF [173].

Ôîðìàëüíî îïèñàííûé ìåòîä ïðåäñòàâëåí êàê àëãîðèòì 3.4, ãäå èñïîëü-
çóåòñÿ ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ ÇÂÑÎ (àëãîðèòì 3.5).

Àëãîðèòì 3.4 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax ïî ìåòîäó ÏâÎ

1: π∗ := ∅;
2: ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå Øðàãå è íàéäåì íà÷àëüíûå îöåíêè ub è lb = LBMF

3: while lb < ub do
4: sol := b(ub+ lb)/2c
5: d̄j := dj + sol, ∀j ∈ N
6: if CSP(r,p,d̄) then
7: ub := sol
8: else
9: lb := sol + 1
10: end if
11: end while

Íåäîñòàòêîì ïðèâåä¼ííîãî àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ìåòîäå ÏâÎ, ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ ÇÂÑÎ. Â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ ÇÂÑÎ ñîîòâåòñòâóåò ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ âñåãî ïðèìåðà èñõîäíîé çà-
äà÷è. Áîëåå òîãî, ïðèìåðû ÇÂÑÎ íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, ÷òî
ïðèâîäèò ê ìíîãîêðàòíîìó âûïîëíåíèþ îäíèõ è òåõ æå äåéñòâèé.
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Àëãîðèòì 3.5 Ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ ÇÂÑÎ äëÿ àëãîðèòìà ïî ìåòîäó ÏâÎ
1: function CSP(r̄,p̄,d̄)
2: d∗ := maxj∈N d̄j
3: repeat
4: ïîëîæèì rj := r̄j, pj := p̄j, dj := d̄j, ∀j ∈ N , è âûïîëíèì àëãîðèòì 3.3
5: r̄ := rj, ∀j ∈ N
6: ïîëîæèì rj := d∗ − d̄j, pj := p̄j, dj := d∗ − r̄j, ∀j ∈ N , è âûïîëíèì àëãîðèòì 3.3
7: d̄j := d∗ − rj, ∀j ∈ N
8: until íåò èçìåíåíèé â r̄ èëè d̄
9: ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå Øðàãå πSch ∈ Π(N) äëÿ ïðèìåðà {r̄, p̄, d̄},
10: if Lmax(πSch) ≤ 0 then
11: π∗ := πSch; return True
12: end if
13: ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè îáñëóæèâàþòñÿ â πSch
14: íàéä¼ì êðèòè÷åñêîå òðåáîâàíèå b ∈ N : Lb(πSch) = Lmax(πSch)
15: LB := max{LBMF , h(J) = r̄J + p̄J − d̄b};
16: íàéä¼ì íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð a ∈ N , ÷òî a ≤ b è

sa(πSch)−mina≤j≤b r̄j < Lb(πSch)
17: rs := False
18: if LB ≤ 0 AND ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå i ∈ {a, . . . , b}, ÷òî d̄i > d̄b then
19: âûáåðåì íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð c ∈ {a, . . . , b}, ÷òî d̄c > d̄b
20: J := {c+ 1, . . . , b}
21: if max{LB, r̄J + p̄J + p̄c − d̄c} ≤ 0 then
22: r̂ := r̄c; r̄c := r̄J + p̄J ; rs := rs or CSP(r̄,p̄,d̄); r̄c := r̂
23: end if
24: if max{LB, r̄c + p̄J + p̄c − d̄b} ≤ 0 then
25: d̂ := d̄c; d̄c := d̄b − p̄J ; rs := rs or CSP(r̄,p̄,d̄); d̄c := d̂
26: end if
27: end if
28: return rs
29: end function
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü îòêàçàòüñÿ
îò èñïîëüçîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìû ìåòîäà ÏâÎ è èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû
ôèëüòðàöèè áåç ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÇÂÑÎ. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ
àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö, â êîòîðîì âåòâëåíèå ïðîèñõîäèò çà ñ÷¼ò óâåëè÷å-
íèÿ âðåì¼í ïîñòóïëåíèé è/èëè óìåíüøåíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Íà êàæäîì
óçëå äåðåâà ïîèñêà ïåðåä âåòâëåíèåì àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè âûïîëíÿþòñÿ
äëÿ äàëüíåéøåãî èçìåíåíèÿ rj è dj. Äëÿ ýòîãî äèðåêòèâíûå ñðîêè òðåáîâà-
íèé âðåìåííî èçìåíÿþòñÿ íà âåëè÷èíó, ìåíüøóþ íà 1, ÷åì òåêóùàÿ âåðõíÿÿ
îöåíêà UB: d̄j := dj +UB− 1. Çàòåì àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè ñîêðàùàþò íà-
ñêîëüêî ýòî âîçìîæíî äîìåíû [rj, d̄j] ïåðåìåííûõ start(j), j ∈ N . Åñëè ïðè
ýòîì îïðåäåëåíà íåñîâìåñòèìîñòü, òî òåêóùèé óçåë äåðåâà ïîèñêà îáðåçàåò-
ñÿ, òàê êàê ëó÷øåãî ðåøåíèÿ, ÷åì UB íå ñóùåñòâóåò, êàê ýòî äåëàåòñÿ è â
àëãîðèòìàõ âåòâåé è ãðàíèö. Åñëè íåñîâìåñòèìîñòü íå äîêàçàíà, òî äèðåê-
òèâíûå ñðîêè ïîëó÷àþò îáíîâëåííûå çíà÷åíèÿ dj := d̄′j − UB + 1, j ∈ N , è
âåòâëåíèå ïðîèñõîäèò îáû÷íûì ñïîñîáîì (âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ îáíîâëÿþòñÿ
àëãîðèòìàìè ôèëüòðàöèè íàïðÿìóþ).

Ïðåäâàðèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì
âûáîðîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ ôèëüòðàöèè íà óçëàõ äåðåâà
ïîèñêà àëãîðèòìà Êàðëüå. Îïÿòü æå, öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü è òåõíèêó
ôèëüòðîâàíèÿ �Edge-Finding�, òàê êàê äîïîëíèòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå ôèëü-
òðàöèè �Not-First�/�Not-Last� íå äà¼ò ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà.

Ôîðìàëüíî îïèñàííûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëåí êàê àëãîðèòì 3.6.

3.3 Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ

ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäî-
âàíèÿ ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ àëãîðèòìîâ:

• MMF � Àëãîðèòì Ìàêìàõîíà è Ôëîðèàíà;

• CAR � Àëãîðèòì 3.2 (Êàðëüå ñ èñïîëüçîâàíèåì íèæíåé îöåíêè Ìàêìà-
õîíà è Ôëîðèàíà);

• CP � Àëãîðèòì 3.4 (ïî ìåòîäó ÏâÎ);

• HYB � Àëãîðèòì 3.6 (ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà
âåòâëåíèÿ Êàðëüå, íèæíåé îöåíêè Ìàêìàõîíà è Ôëîðèàíà è àëãîðèòìà
ôèëüòðàöèè �Edge-Finding�).
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Àëãîðèòì 3.6 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà âåòâëå-
íèÿ Êàðëüå è ôèëüòðàöèè �Edge-Finding�
1: π∗ := ∅; ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå Øðàãå è íàéä¼ì íà÷àëüíûå îöåíêè UB è LB
2: NODE(LB,r,p,d)
3:

4: procedure NODE(LB,r̄,p̄,d̄)
5: d∗ := maxj∈N d̄j + UB
6: repeat
7: ïîëîæèì rj := r̄j, pj := p̄j, dj := d̄j + UB − 1, ∀j ∈ N , è âûïîëíèì àëãîðèòì 3.3
8: r̄ := rj, ∀j ∈ N
9: ïîëîæèì rj := d∗−d̄j, pj := p̄j, dj := d∗−r̄j+UB−1, ∀j ∈ N , è âûïîëíèì àëãîðèòì 3.3
10: d̄j := d∗ − rj, ∀j ∈ N
11: until íåò èçìåíåíèé â r̄ èëè d̄
12: ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå Øðàãå πSch ∈ Π(N) äëÿ ïðèìåðà {r̄, p̄, d̄},
13: if Lmax(πSch) < UB then
14: π∗ := πSch; UB := Lmax(πSch)
15: end if
16: ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè îáñëóæèâàþòñÿ â πSch
17: íàéä¼ì êðèòè÷åñêîå òðåáîâàíèå b ∈ N : Lb(πSch) = Lmax(πSch)
18: LB := max{LBMF , h(J) = r̄J + p̄J − d̄b};
19: íàéä¼ì íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð a ∈ N , ÷òî a ≤ b è sa(πSch)− min

a≤j≤b
r̄j < Lb(πSch)

20: if LB < UB AND ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå i ∈ {a, . . . , b}, ÷òî d̄i > d̄b then
21: âûáåðåì íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð c ∈ {a, . . . , b}, ÷òî d̄c > d̄b
22: J := {c+ 1, . . . , b}
23: LB1 := max{LB, r̄J + p̄J + p̄c − d̄c}
24: if LB1 < UB then
25: r̂ := r̄c; r̄c := r̄J + p̄J ; NODE(LB1,r̄,p̄,d̄); r̄c := r̂
26: end if
27: LB2 := max{LB, r̄c + p̄J + p̄c − d̄b}
28: if LB2 < UB then
29: d̂ := d̄c; d̄c := d̄b − p̄J ; NODE(LB2,r̄,p̄,d̄); r̄c := r̂
30: end if
31: end if
32: end procedure
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Êàê áûëî ïîêàçàíà â ëåììå 1.3, èíâåðñíûå ïðèìåðû IP è IQ c ïàðàìåò-
ðàìè òðåáîâàíèé, ñîîòâåòñòâåííî, {rPj , pj, dPj } è {r

Q
j = −dPj , pj, d

Q
j = −rPj },

j ∈ N , ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Îäíàêî, ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ äâóõ èíâåðñ-
íûõ ïðèìåðîâ ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ.

Îáîçíà÷èì R = maxj∈N rj −minj∈N rj, D = maxj∈N dj −minj∈N dj.
Â [142] áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì Ìàêìàõîíà è Ôëîðè-
íà ýôôåêòèâíåå ðåøàåò ïðèìåðû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ R ≥ D. Íàøè
ïðåäâàðèòåëüíûå òåñòû òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî âñå ÷åòûðå èññëåäóåìûõ àëãî-
ðèòìà ðàáîòàþò áûñòðåå äëÿ ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ R ≥ D.
Ïîýòîìó îñíîâíîé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ñ àëãîðèòìàìè, ñîîòâåòñòâåííî,
MMF_RD, CAR_RD, CP_RD, HYB_RD, êîòîðûå ðåøàþò èíâåðñíûé
ýêâèâàëåíòíûé ïðèìåð, åñëè â çàäàííîì ïðèìåðå R < D.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ áûëè èñïîëüçîâàíû òðè íàáîðà òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.
Ïðèìåðû èç ïåðâûõ äâóõ íàáîðîâ �l� è �s� áûëè ñãåíåðèðîâàíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì (çäåñü Kr è Kd � ïàðàìåòðû ãåíåðàöèè).

• Ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ pj ãåíåðèðîâàëèñü ïî ðàâíîìåðíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ â îòðåçêå [10, 100].

• Âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ rj ãåíåðèðîâàëèñü ïî ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ â îòðåçêå [1, Krn].

• Äëÿ ïðèìåðîâ èç íàáîðà �l� äèðåêòèâíûå ñðîêè dj ãåíåðèðîâàëèñü ïî
ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â îòðåçêå [1, Kdn].

• Äëÿ ïðèìåðîâ èç íàáîðà �s� äèðåêòèâíûå ñðîêè dj ãåíåðèðîâàëèñü ïî
ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â îòðåçêå [rj + pj, rj + pj +Kdn].

Âñå ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.

Äëÿ îáîèõ íàáîðîâ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ.

n 50, 100, 150, 200, 250, 300
Kr 20, 30, 40, 50, 60
Kd 20, 30, 40, 50, 60

Äëÿ êàæäîé òðîéêè (n,Kr, Kd) è êàæäîãî èç äâóõ íàáîðîâ áûëî ñãåíåðè-
ðîâàíî 100 ïðèìåðîâ, ò.å. è íàáîð �l�, è íàáîð �s� ñîäåðæàò ïî 2500 ïðèìå-
ðîâ äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî
äàííûé âûáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ Kr è Kd çàäà¼ò íàèáîëåå �òðóäíóþ� îá-
ëàñòü ïðèìåðîâ. Äàííîå íàáëþäåíèå ïîäòâåðæäàåò ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåí-
íûå â [101, 142].
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Òðåòèé íàáîð òåñòîâûõ ïðèìåðîâ �h� âêëþ÷àåò â ñåáÿ 85 �òðóäíûõ� ïðè-
ìåðîâ, âñòðåòèâøèõñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1 | rj |

∑
wjUj ìåòîäîì âåòâåé è

îòñå÷åíèé (ðàçäåë 4.5). Äàííûå ïðèìåðû ñîäåðæàò îò 44 äî 116 òðåáîâàíèé.

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì 2 GHz è ïà-
ìÿòüþ 512 Mb. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ:

P1m � ïðîöåíò ïðèìåðîâ, îïòèìàëüíî ðåø¼ííûõ çà 1 ìèíóòó;

Tav � ñðåäíåå âðåìÿ â ìèëëèñåêóíäàõ, íåîáõîäèìîå äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ ïðèìåðà;

Nav � ñðåäíåå ÷èñëî ïðîñìîòðåííûõ óçëîâ â äåðåâå ïîèñêà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòèæåíèè ëèìèòà âðåìåíè (1 ìèíóòà) äëÿ ïîäñ÷¼òà ðå-
çóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ òåêóùåå âðåìÿ è òåêóùåå ÷èñëî ïðîñìîòðåííûõ óç-
ëîâ â äåðåâå ïîèñêà. Òî åñòü ïðè íàëè÷èè íåðåø¼ííûõ ïðèìåðîâ ïðèâåä¼ííûå
çíà÷åíèÿ Tav è Nav ÿâëÿþòñÿ íèæíèìè îöåíêàìè ðåàëüíûõ çíà÷åíèé.

Â òàáëèöå 3.1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ òåñòîâûõ íàáîðîâ ïðèìå-
ðîâ �l� è �s�. Àëãîðèòì MMF_RD îêàçàëñÿ õóäøèì ïî âñåì ïàðàìåòðàì. Ñ
åãî ïîìîùüþ óäàëîñü ðåøèòü îêîëî 97.5% ïðèìåðîâ. Àëãîðèòì CAR_RD
ïîêàçàë ñåáÿ íàìíîãî ýôôåêòèâíåå, îí íå ñìîã ðåøèòü òîëüêî 0.22% òåñòîâûõ
ïðèìåðîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðèìåðû ãåíåðèðîâàëèñü èç �òðóäíîé� îáëàñòè, ïî-
ýòîìó ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ìîæíî ïðèçíàòü óäîâëåòâîðèòåëüíîé äëÿ
ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ íà ïðàêòèêå. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî èç 66 ïðèìåðîâ ðàç-
ìåðíîñòè îò 50 äî 300, äëÿ êîòîðûõ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íå áûëî íàéäåíî
çà 1 ìèíóòó, òîëüêî äëÿ 8 ïðèìåðîâ àëãîðèòì CAR_RD íàø¼ë îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå çà âðåìÿ, ìåíüøåå ÷åì 30 ìèíóò.

Êàæäûé èç àëãîðèòìîâCP_RD èHYB_RD ðåøèë âñå òåñòîâûå ïðè-
ìåðû çà 1 ìèíóòó. Ïðè÷¼ì ïîñëåäíåìó ïîòðåáîâàëîñü áîëüøå 4 ñåêóíä äëÿ
ðåøåíèÿ òîëüêî îäíîãî èç 30000 ïðèìåðîâ. Àëãîðèòìó HYB_RD, êàê è
îæèäàëîñü, â ñðåäíåì, òðåáóåòñÿ ïðîñìîòðåòü ìåíüøå óçëîâ, ÷åì àëãîðèòìó
CP_RD, òàê êàê ïîñëåäíåìó òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåñêîëüêî ÇÂÑÎ. Â ýêñïå-
ðèìåíòàõ äàííûé àëãîðèòì ðàññìàòðèâàë â ñðåäíåì 3 ÇÂÑÎ äëÿ ðåøåíèÿ
îäíîãî ïðèìåðà. Ïðè ñðàâíèìîì âðåìåíè, çàòðà÷èâàåìîì íà ðåøåíèå îäíîãî
óçëà äåðåâà ïîèñêà àëãîðèòì HYB_RD ïðåâîñõîäèò ïî ñêîðîñòè ðåøåíèÿ
àëãîðèòì CP_RD. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îïòèìèçàöèÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ äâóõ
àëãîðèòìîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ èõ èñïîëíåíèÿ.

Î ïîëíîì ïðåâîñõîäñòâå àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ ïðîïàãàöèþ, ãîâî-
ðèòü, îäíàêî, ïðåæäåâðåìåííî. Â äàííûõ àëãîðèòìàõ âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå
íà ðàññìîòðåíèå îäíîãî óçëà äåðåâà ïîèñêà, íàìíîãî ïðåâîñõîäèò òàêîâîå äëÿ
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Òàáëèöà 3.1: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ òåñòîâûõ íàáîðîâ �l� è �s�

MMF_RD CAR_RD
Test P1m Tav Nav P1m Tav Nav

l-50 94.24% 3523.2 151842.5 99.84% 109.4 7192.1
l-100 96.32% 2213.3 31048.3 99.60% 247.9 5431.2
l-150 97.48% 1546.2 10668.5 99.68% 194.0 1971.1
l-200 97.88% 1278.7 5438.1 99.76% 148.3 956.6
l-250 97.56% 1474.5 4229.2 99.60% 248.5 1061.7
l-300 97.84% 1314.5 2853.4 99.64% 228.6 596.1
s-50 98.12% 1225.6 53015.0 100% 4.2 209.1
s-100 97.20% 1761.9 25659.7 99.96% 28.8 559.4
s-150 98.00% 1217.2 8908.1 99.68% 209.5 1860.4
s-200 98.40% 1002.4 4302.6 99.84% 108.0 497.9
s-250 98.52% 896.4 2716.9 99.88% 81.5 282.0
s-300 99.04% 581.9 1304.0 99.88% 86.8 213.4

CP_RD HYB_RD
Test P1m Tav Nav P1m Tav Nav

l-50 100% 11.7 18.6 100% 3.4 5.6
l-100 100% 64.6 32.0 100% 18.2 10.0
l-150 100% 187.4 43.8 100% 55.2 14.5
l-200 100% 407.0 56.2 100% 119.0 18.7
l-250 100% 732.0 66.7 100% 225.6 23.3
l-300 100% 1179.6 75.6 100% 373.2 27.4
s-50 100% 5.6 8.5 100% 1.7 2.9
s-100 100% 29.3 13.9 100% 8.6 4.6
s-150 100% 90.8 19.8 100% 27.9 6.9
s-200 100% 148.1 20.1 100% 40.3 6.2
s-250 100% 230.6 20.6 100% 63.7 6.5
s-300 100% 380.7 23.8 100% 105.2 7.5
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àëãîðèòìîâ MMF_RD è CAR_RD. Ïîýòîìó, õîòÿ è ñðåäíåå ÷èñëî óçëîâ
â àëãîðèòìàõ CP_RD è HYB_RD íàìíîãî ìåíüøå, ñðåäíåå âðåìÿ ðåøå-
íèÿ äëÿ ïðèìåðîâ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñðàâíèìî ñ òàêîâûì äëÿ àëãîðèòìà
Êàðëüå.

Â öåëîì, ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î òîì, ÷òî, åñëè òðåáóåòñÿ îáÿçà-
òåëüíîå òî÷íîå ðåøåíèå âñåãî ìíîæåñòâà çàäàííûõ ïðèìåðîâ çàäà÷è
1 | rj | Lmax ðàçìåðíîñòè äî íåñêîëüêèõ ñîòåí òðåáîâàíèé, íàïðèìåð äëÿ ðå-
øåíèÿ ïîäçàäà÷ â íåêîòîðîì àëãîðèòìå, âàðèàíò HYB_RD ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûì. Åñëè æå íå òðåáóåòñÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà ïðè-
ìåðîâ, òî ìîæíî ïîñîâåòîâàòü èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà CAR_RD.

Òàáëèöà 3.2: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ òåñòîâîãî íàáîðà �h�

CAR_RD HYB_RD
P1m Tav Nav P1m Tav Nav

96.47% 1588.6 28879.2 100% 620.1 386.6

Â çàêëþ÷åíèè ìû ïðèâåä¼ì íåáîëüøóþ èëëþñòðàöèþ òîãî, ÷òî ñ �òðóä-
íûìè� ïðèìåðàìè çàäà÷è 1 | rj | Lmax äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ íà
ïðàêòèêå. Â òàáëèöå 3.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ íàáîðà �òðóäíûõ�
ïðèìåðîâ, âñòðåòèâøèõñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1 | rj |

∑
wjUj (íàáîð òåñòî-

âûõ ïðèìåðîâ �h�). Êàê âèäíî èç òàáëèöû, âñå ïðèìåðû äîñòàòî÷íî áûñòðî
ðåøåíû àëãîðèòìîì HYB_RD, íî íå àëãîðèòìîì CAR_RD.

3.4 Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êàðëüå

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âàðèàíò çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ äëÿ îäíîãî ïðèáîðà.

Íàçîâåì ðàñïèñàíèå π äîïóñòèìûì ïî îòíîøåíèþ ê êîíñòàíòå L′, åñëè
Lmax(π) ≤ L′. Ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S äîïóñòèìî ïî îòíîøåíèþ ê êîíñòàí-
òå L′, åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå π ∈ Π(S), è íåäîïóñòèìî, åñëè
íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ðàñïèñàíèÿ.

Ïóñòü íàì äàíî ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N ñ âðåìåíàìè ïîñòóïëåíèÿ,
ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ, äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè äëÿ êàæäîãî
òðåáîâàíèÿ, à òàêæå çíà÷åíèå L′. Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü âàðèàíòå çàäà÷è
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, äîïóñòèìî èëè íåò ìíîæåñòâî N ïî îòíîøåíèþ ê
çàäàííîé êîíñòàíòå. Áîëåå òîãî, åñëè ìíîæåñòâî N íåäîïóñòèìî, òî òðåáó-
åòñÿ íàéòè íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ⊆ N , íàèìåíüøåå ïî
êîëè÷åñòâó òðåáîâàíèé | S |.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ìåòîäà âåò-
âåé è ãðàíèö, êîòîðûé ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü �ìîäèôèöèðîâàí-
íûé àëãîðèòì Êàðëüå�, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûì îò àëãîðèòìà Êàð-
ëüå, ïðåäñòàâëåííîãî â ïîäðàçäåëå 3.1.1. Äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè-
÷åñêèì â òîì ñìûñëå, ÷òî îí íàõîäèò íåêîòîðîå íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî
òðåáîâàíèé S, íå îáÿçàòåëüíî ìèíèìàëüíîå, êîãäà ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N
íåäîïóñòèìî. Â òîæå âðåìÿ, àëãîðèòì òî÷íî îïðåäåëÿåò, äîïóñòèìî ëè ìíî-
æåñòâî òðåáîâàíèé N .

Â ïðåäëàãàåìîì àëãîðèòìå íà êàæäîì óçëå äåðåâà ïîèñêà ìû ñòðîèì
ðàñïèñàíèå Øðàãå ñîãëàñíî àëãîðèòìó 3.1. Åñëè íà êàêîì-òî óçëå ïîñòðî-
åííîå ðàñïèñàíèå îêàçàëîñü äîïóñòèìûì, òî çàäà÷à âûïîëíåíà è àëãîðèòì
ïðåêðàùàåò ñâîþ ðàáîòó. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 3.2 îïðåäåëÿåò ñâîéñòâà íåäî-
ïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ Øðàãå, ñîãëàñíî êîòîðûì â àëãîðèòìå ïðîèñõîäèò îò-
ñå÷åíèå òåêóùåãî óçëà äåðåâà ïîèñêà èëè âåòâëåíèå. Íà ðèñóíêàõ 3.2 è 3.3
ïðîèëëþñòðèðîâàíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñëó÷àè 1 è 2, ðàññìîòðåííûå â òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü äàíî íåäîïóñòèìîå ïî îòíîøåíèþ ê êîíñòàíòå L′ ðàñ-
ïèñàíèå Øðàãå πSch ∈ Π(N) è òðåáîâàíèÿ ïðîíóìåðîâàíû â òîì ïîðÿäêå, â
êîòîðîì îíè óïîðÿäî÷åíû â πSch. Ïóñòü òàêæå b ∈ N � òàêîå òðåáîâàíèå,
÷òî Lb(πSch) > L′, è a ∈ N , � ïîñëåäíåå òàêîå òðåáîâàíèå ÷òî a ≤ b è

α = sa(πSch)−min
j∈S

rj < Lb(πSch)− L′ = β, (3.8)

ãäå S = {a, . . . , b}. Òîãäà:

1) åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî òðåáîâàíèÿ c ∈ S, ÷òî dc > db, òî ìíî-
æåñòâî òðåáîâàíèé S íåäîïóñòèìî ïî îòíîøåíèþ ê L′;

2) èíà÷å, åñëè c ∈ S � ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå c äèðåêòèâíûì ñðîêîì dc >
db, è ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå π′ ∈ Π(N), òî â äàííîì ðàñ-
ïèñàíèè π′ òðåáîâàíèå c âûïîëíÿåòñÿ èëè äî, èëè ïîñëå âñåõ òðåáîâà-
íèé èç ìíîæåñòâà J = {c+ 1, . . . , b}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ìåæäó òðåáîâàíèÿìè èç ìíî-
æåñòâà S â ðàñïèñàíèè πSch ïðèáîð íå ïðîñòàèâàåò. Åñëè áû ïðèáîð ïðîñòàè-
âàë, ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèå a′ ∈ S, îáñëóæèâàåìîå ïîñëå
a è óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (3.8), òàê êàê sa′(πSch) = ra′ = min

j∈S
rj (ñî-

ãëàñíî ïðàâèëó ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ Øðàãå πSch). È ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî
óñëîâèþ, ÷òî òðåáîâàíèå a ïîñëåäíåå òàêîå òðåáîâàíèå. Ïîýòîìó,

Lp(πSch) = sa(πSch) +
∑
j∈S

pj − db. (3.9)
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πSch

a

db = max
j∈S

dj

b

��
min
j∈S

rj

-� -�

� I
α β

S

α < β

Ðèñ. 3.2: Ðàñïèñàíèå Øðàãå: íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî S.

Ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà S ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì íåçà-
äåðæèâàþùåé öåïî÷êè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè ðàíåå. Òàê êàê íå ñóùå-
ñòâóåò òàêîãî òðåáîâàíèÿ c ∈ S, ÷òî dc > db, òî db = max

j∈S
dj. Èñïîëüçóÿ (3.8)

èç (3.9) ïîëó÷èì

min
j∈S

rj +
∑
j∈S

pj −max
j∈S

dj > L′. (3.10)

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1, ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.10) ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé
ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ èç Π(S), ò.å. íå ñó-
ùåñòâóåò òàêîãî ðàñïèñàíèÿ π′ ∈ Π(S), ÷òî max

j∈S
Lj(π) ≤ L′. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S íåäîïóñòèìî. Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå âñåãäà ìîæ-
íî íàéòè, òàê êàê ïåðâîå òðåáîâàíèå â πSch âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(3.8).

-
πSch

a

J

S

db

bc

dc
� ���

min
j∈S

rj min
j∈J

rj

-� -�

� I
α β

α < β

Ðèñ. 3.3: Ðàñïèñàíèå Øðàãå: òðåáîâàíèå c è ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé J .

2) Òàê êàê c � ïîñëåäíåå òàêîå òðåáîâàíèå èç S, ÷òî dc > db, òî db =
max
j∈J

dj. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, òàê êàê ìåæäó òðåáîâàíèÿìè èç

S â πSch îòñóòñòâóþò ïðîñòîè, èìååì Lb(πSch) = sc(πSch) + pc +
∑
j∈J

pj − db.

Çàìåòèì, ÷òî sc(πSch) < min
j∈J

rj, èíà÷å ñóùåñòâîâàëî áû òðåáîâàíèå èç J , îá-

ñëóæèâàåìîå ðàíüøå òðåáîâàíèÿ c â ðàñïèñàíèè Øðàãå πSch (òàê êàê dc >
db = max

j∈J
dj). Ïóñòü ðàñïèñàíèå π′ ∈ Π(N) äîïóñòèìî è òðåáîâàíèå c âûïîë-

íÿåòñÿ ìåæäó òðåáîâàíèÿìè èç J â π′. Òîãäà âðåìåíí�îå ñìåùåíèå òðåáîâàíèÿ
k ∈ J ⊂ N , îáñëóæèâàåìîãî ïîñëåäíèì ñðåäè òðåáîâàíèé èç J∪{c} ñîñòàâëÿ-
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åò Lk(π′) ≥ min
j∈J

rj +pc+
∑
j∈J

pj−dk ≥ Lp(πSch) > L′, òàê êàê dk ≤ max
j∈J

dj < dp,

è ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ äîïóñòèìîñòè ðàñïèñàíèÿ max
j∈N

Lj(π
′) ≤ L′. Ïî-

ýòîìó â ðàñïèñàíèè π′ òðåáîâàíèå c îáñëóæèâàåòñÿ èëè äî, èëè ïîñëå âñåõ
òðåáîâàíèé èç J .

Ïðàâèëî âåòâëåíèÿ àëãîðèòìà îñíîâàíî íà òåîðåìå 3.2. Åñëè ïîñòðîåí-
íîå ðàñïèñàíèå Øðàãå íåäîïóñòèìî, ìû íàõîäèì òðåáîâàíèå c è ìíîæåñòâî
òðåáîâàíèé J . Äàëåå âåòâëåíèå ïðîèñõîäèò òàêæå, êàê ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ â
àëãîðèòìå Êàðëüå. Ïðàâèëî îöåíèâàíèÿ è ñòðàòåãèÿ ïîèñêà îáîèõ àëãîðèò-
ìîâ òàêæå àíàëîãè÷íû.

Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà Êàðëüå ÿâëÿåò-
ñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íåäîïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà òðåáîâàíèé. Íà êàæäîì
óçëå äåðåâà ïîèñêà, ãäå íå ïðîèñõîäèò âåòâëåíèÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2, ìû
ðàñïîëàãàåì ïîäìíîæåñòâîì S, íåäîïóñòèìûì äëÿ çàäà÷è ñ òåêóùèìè ïàðà-
ìåòðàìè òðåáîâàíèé. Äàííîå ïîäìíîæåñòâî ïåðåäà¼òñÿ �ðîäèòåëüñêîìó� óç-
ëó äåðåâà ïîèñêà. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íåäîïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà äëÿ óçëà,
èìåþùåãî äî÷åðíèå óçëû, îáîñíîâàí â òåîðåìå 3.3. Â êîíöå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà âåðøèíà äåðåâà ïîèñêà âåðí¼ò íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé
äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà. Ïðîöåññ ðàáîòû àëãîðèòìà ñõåìàòè÷íî èçîáðàæ¼í
íà ðèñóíêå 3.4.

	 R

	 R

	 R

Âåðøèíà

c1 → P1 P1 → c1

� I

� I

� I

c1 → P1, c2 → P2

c1 → P1, P2 → c2, c3 → P3 c1 → P1, P2 → c2, P3 → c3

c1 → P1, P2 → c2

Sa

Sa

Sa

Sb

Sb

Sb

S ′6

Ðèñ. 3.4: Äåðåâî ïîèñêà ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà Êàðëüå

Òåîðåìà 3.3 Ïóñòü â òåêóùåé çàäà÷å â ëþáîì äîïóñòèìîì ðàñïèñàíèè
π′ ∈ Π(N) òðåáîâàíèå c ∈ N ìîæåò áûòü îáñëóæåíî òîëüêî äî èëè ïîñëå
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âñåõ òðåáîâàíèé èç ìíîæåñòâà J ⊂ N . Ïóñòü òàêæå Sa ⊂ N � íåäîïóñòè-
ìîå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé äëÿ çàäà÷è ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì,
ñîãëàñíî êîòîðîìó òðåáîâàíèå c îáñëóæèâàåòñÿ ïåðåä âñåìè òðåáîâàíèÿ-
ìè èç ìíîæåñòâà J , à Sb ⊂ N � íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî äëÿ çàäà÷è,
ãäå c âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé èç J . Òîãäà:

1) åñëè c 6∈ Sa, òî ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé Sa íåäîïóñòèìî äëÿ òåêóùåé
çàäà÷è;

2) åñëè c 6∈ Sb, òî ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé Sb íåäîïóñòèìî äëÿ òåêóùåé
çàäà÷è;

3) åñëè c ∈ Sa è c ∈ Sb, òî ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ′ = J ∪ Sa ∪ Sb
íåäîïóñòèìî äëÿ òåêóùåé çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè c 6∈ Sa, òî íà òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà Sa íå
íàëîæåíî íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å, ãäå òðåáîâàíèå c
îáñëóæèâàåòñÿ ïåðåä âñåìè òðåáîâàíèÿìè èç J . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî òðåáîâà-
íèé Sa áóäåò òàêæå íåäîïóñòèìûì è äëÿ òåêóùåé çàäà÷è.

2) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1.

3) Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðàñ-
ïèñàíèå π ∈ Π(S ′). Òàê êàê c ∈ S ′ è J ⊂ S ′, òî èìåþòñÿ òðè âîçìîæíîñòè
ïîñòàíîâêè òðåáîâàíèÿ c â ðàñïèñàíèå π. Âî-ïåðâûõ, c ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ
ïåðåä âñåìè òðåáîâàíèÿìè èç J , íî â ýòîì ñëó÷àå ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé
Sa ⊂ S íåäîïóñòèìî. Âî-âòîðûõ, c ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé
èç J â π, íî â ýòîì ñëó÷àå ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé Sb ⊂ S íåäîïóñòèìî.
Ñëåäîâàòåëüíî, c äîëæíî áûòü îáñëóæåíî ìåæäó òðåáîâàíèÿìè èç J â ðàñ-
ïèñàíèè π, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Ïîýòîìó, íå ñóùåñòâóåò
äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(S ′) è ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ′ íåäîïóñòèìî.

Ôîðìàëüíî ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êàðëüå ïðåäñòàâëåí êàê àë-
ãîðèòì 3.7. Àëãîðèòì ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ìíîæåñòâî òðå-
áîâàíèé N è êîíñòàíòó L′ è âîçâðàùàåò èëè äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå π∗, èëè
íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ′.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ðàáîòó ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà Êàðëüå íà ïðè-
ìåðå, ñîñòîÿùåì èç 9 òðåáîâàíèé. Ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ïðèâåäåíû â Òàáëè-
öå 3.3. Êîíñòàíòà L′ ðàâíà 0. Óçåë 1. Âåðøèíà. S = {1, . . . , 3}, c = 2. Ïåðâûé
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äî÷åðíèé óçåë 2: ïîëîæèì r2 := 4, ïîëó÷àåì Sa = {4, . . . , 8}. Âòîðîé äî÷åð-
íèé óçåë 5: ïîëîæèì d2 := 4, ïîëó÷àåì Sb = {1, 2}. Òàê êàê c = 2 6∈ Sa, òî
äàííûé óçåë âîçâðàùàåò ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ′ := Sa = {4, . . . , 8}.

Àëãîðèòì 3.7 Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êàðëüå
1: π∗ := ∅
2: MOD_CARLIER(N,S ′)
3:

4: procedure MOD_CARLIER(N,S ′)
5: ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå Øðàãå πSch ∈ Π(N)
6: if Lmax(πSch) < L′ then
7: π∗ := πSch; àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó
8: end if
9: ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè îáñëóæèâàþòñÿ â πSch
10: íàéä¼ì íàèìåíüøåå òàêîå òðåáîâàíèå b ∈ N , ÷òî Lb(πSch) > L′

11: íàéä¼ì íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð a ∈ N , ñòîÿùåå ïåðåä b â πSch,
÷òî sa(πSch)−min

j∈S
rj < Lb(πSch)− L′, ãäå S = {a, . . . , b}

12: if ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå i ∈ {a, . . . , b}, ÷òî di > db then
13: âûáåðåì íàèáîëüøèé òàêîé íîìåð c ∈ {a, . . . , b}, ÷òî dc > db
14: J := {c+ 1, . . . , b}
15: r̂ := rc; rc := rJ + pJ ; MOD_CARLIER(N,Sb); rc := r̂

16: d̂ := dc; dc := dc − pJ ; MOD_CARLIER(N,Sa); dc := d̂
17: if c 6∈ Sa then
18: S ′ := Sa
19: else if c 6∈ Sa then
20: S ′ := Sb
21: else
22: S ′ := J ∪ Sa ∪ Sb
23: end if
24: else
25: S ′ := {a, . . . , b}; exit
26: end if
27: end procedure

Òàáëèöà 3.3: Ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9
rj 0 1 3 6 7 11 12 19 16
pj 2 3 1 3 3 2 5 3 4
dj 4 8 5 11 22 17 18 23 30

Óçåë 2. Ðîäèòåëüñêèé óçåë: 1. S = {4, . . . , 7}, c = 5. Ïåðâûé äî÷åðíèé óçåë 3:
ïîëîæèì r5 := 18, ïîëó÷àåì Sa = {5, 8}. Âòîðîé äî÷åðíèé óçåë 4: ïîëîæèì
d5 := 11, ïîëó÷àåì Sb = {4, 5}. Òàê êàê c = 5 ∈ Sa è c = 5 ∈ Sb, äàííûé óçåë
âîçâðàùàåò ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ′ := J ∪ Sa ∪ Sb = {4, . . . , 8}.
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Ðèñ. 3.5: Óçåë 1.

-1
0 2

0,4 3,5
πSch6 7 8 94

6,11 11,17 12,18 19,23 16,30
3 2
4 7 10 13 15 20 23 27

S

Jc

5
7,224,8

Ðèñ. 3.6: Óçåë 2.

Óçåë 3. Ðîäèòåëüñêèé óçåë: 2. S = {5, 8}, íåò c. Äàííûé óçåë âîçâðàùàåò
ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ′ := S = {5, 8}.

-1
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πSch4

6,11
3 2
4 7 10 13

4,8
6 7
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16,30
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18,22
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Ðèñ. 3.7: Óçåë 3.

Óçåë 4. Ðîäèòåëüñêèé óçåë: 2. S = {4, 5}, íåò c. Äàííûé óçåë âîçâðàùàåò
ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ′ := S = {4, 5}.

Óçåë 5. Ðîäèòåëüñêèé óçåë: 1. S = {1, 2}, íåò c. Äàííûé óçåë âîçâðàùàåò
ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé S ′ := S = {1, 2}.

Òàê êàê èç âåðøèíû äåðåâà ïîèñêà ìû ïîëó÷èëè ìíîæåñòâî òðåáîâà-
íèé S ′ = {4, . . . , 8}, òî S ′ íåäîïóñòèìî. Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî S ′ òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì íåäîïóñòèìûì ïîäìíîæåñòâîì, ò.å. ïðè óäàëåíèè
ëþáîãî òðåáîâàíèÿ, ìíîæåñòâî S ′ ñòàíîâèòñÿ äîïóñòèìûì. Äåðåâî ïîèñêà,
ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìîì ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ñ 9 òðåáî-
âàíèÿìè, èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3.10.

Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êàðëüå áóäåò íàìè èñïîëüçîâàòüñÿ â ãëà-
âå 4 äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèé â àëãîðèòìå âåòâåé è ïðîâåðîê.
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Ðèñ. 3.8: Óçåë 4.
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Ðèñ. 3.9: Óçåë 5.

3.5 Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è

ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ

Ïðåäëàãàþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûå è ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøå-
íèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìå-
ùåíèÿ, à òàêæå ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû ñ îöåíêîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíî-
ñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Äëÿ îáùåé çàäà÷è 1|rj|Lmax

ðàçðàáîòàí íîâûé ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì, èñïîëü-
çóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îäíîãî èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è, è ïîëó÷åíà
îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

3.5.1 Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax. Îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðàñ-
ïèñàíèÿ äëÿ çàäà÷è 1|rj|Lmax ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé
(1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N) ñ âåëè÷èíîé ãðàíèöû àáñîëþòíîé

	 R

	 R

� I

� I
{5, 8}

{4, . . . , 8}

{4, 5}

{1, 2}

{4, . . . , 8}6

1

{3} → 2, {6, 7} → 5 {3} → 2, 5→ {6, 7}

{3} → 2 2→ {3}2 5

3 4

Top node

Ðèñ. 3.10: Ïðèìåð äåðåâà ïîèñêà, ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìîì 3.7
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ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, íå ïðåâûøàþùåé âå-
ëè÷èíû ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.

Îïèøåì íèæå ïðîöåäóðó h0 ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ πh0
∈ Π(N, t). Çíà-

÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàñïèñàíèÿ πh0
áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò îïòèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ íå áîëåå, ÷åì íà âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè îá-
ñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Êðîìå òîãî, ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ
òðåáîâàíèé ðàñïèñàíèÿ πh0

áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ îáñëó-
æèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé ðàñïèñàíèÿ, îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ, òàê-
æå íå áîëåå, ÷åì íà pmax(N).

Ïîëîæèì P = max{rmax(N), t}+
n∑
j=1

pj −max{rmin(N), t}.

Ïðîöåäóðà ñîñòîèò èç n èòåðàöèé. Âíóòðè èòåðàöèè äëÿ êàæäîãî öåëî-
÷èñëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè, ÷èñëî êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò P , ñëåäóþùåå
ïðèáëèæ¼ííîå ðàñïèñàíèå ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà
íåóïîðÿäî÷åííûõ ñ ìàêñèìàëüíûì ìîìåíòîì ïîñòóïëåíèÿ è ìèíèìàëüíûì
äèðåêòèâíûì ñðîêîì ê óæå ïîñòðîåííîìó ðàñïèñàíèþ.

Ïåðâîíà÷àëüíî ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ñîáëþäàëèñü íåðàâåíñòâà

r1 ≥ r2 ≥ ... ≥ rn, d1 ≤ d2 ≤ ... ≤ dn. (3.11)

Àëãîðèòì 3.8 Ïðîöåäóðà h0.
Ïîëàãàåì t̄ = max{rn, t}, N1 = {1}, P1 = max{r1, t}+

∑
j∈N

pj − p1,

πi1 = (1), πi1 ∈ Π(N1, i) ∀ i = t̄, P1.
Ïóñòü óæå èçâåñòíû Nk, Pk, πik äëÿ âñåõ i = t̄, Pk, è 1 ≤ k < n.
Ïîëàãàåì Nk+1 = Nk ∪ {k + 1}, Pk+1 = Pk − pk+1,
π′i = (k + 1, π

max{rk+1,i}+pk+1

k ),
π
′′
i = (πik, k + 1),
π
′′′
i = (k + 1, πik),
πik+1 = arg min{Cmax(π)|π ∈ Πi},
Πi = {π ∈ {π′i, π

′′
i , π

′′′
i } : Lmax(π) = min

π̄∈{π′i,π
′′
i ,π
′′′
i }
Lmax(π̄)},

π′i, π
′′
i , π

′′′
i , π

i
k+1 ∈ Π(Nk+1, i) ∀ i = t̄, Pk+1.

Ïðè k = n ïîëàãàåì πh0 = πt̄k, è ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðîöåäóðå h0 (àëãîðèòì 3.8) ïåðåíóìåðàöèÿ òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà N ñîãëàñíî (3.11) âîçìîæíà â ñèëó óñëîâèé (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥
dj ∀ i, j ∈ N).

Ïîñêîëüêó rk+1 ≤ r1 è t̄ ≤ i ≤ Pk, òî max{rk+1, i} + pk+1 ≤ Pk. Êðîìå
òîãî, Pk+1 ≤ Pk. Ïîýòîìó ðàñïèñàíèÿ π

max{rk+1,i}+pk+1

k è πik, i = t̄, Pk+1, êîòîðûå
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èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ πik+1, k = 1, ..., n− 1, áóäóò óæå ïîñòðîåíû íà
ïðåäûäóùåé èòåðàöèè ïðîöåäóðû.

Ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâà ðàñïèñàíèé, ïîñòðîåííûõ ïðîöåäóðîé h0 â ñëó-
÷àå, åñëè íà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷å-
íèÿ (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N). Ïîêàæåì, ÷òî ìîìåíò çàâåðøå-
íèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé ðàñïèñàíèÿ πh0

∈ Π(N, t), ïîñòðîåííîãî
ïðîöåäóðîé h0, íå ïðåâîñõîäèò ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðå-
áîâàíèé îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ ðàñïèñàíèÿ íà âåëè÷èíó pmax(N).

Ëåììà 3.2 Ïóñòü ðàñïèñàíèå πh0
∈ Π(N, t) ïîñòðîåíî ïðîöåäóðîé h0, è âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N). Òîãäà ñïðàâåäëè-
âî íåðàâåíñòâî Cmax(πh0

)− Cmax(~πr) ≤ pmax(N) äëÿ ëþáîãî ~πr ∈ ~Πr(N, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ m = 1, ..., n âûïîëíÿåòñÿ

Cmax(πim)− Cmax(~πim) ≤ pmax(N) ∀ i = t̄, ..., Pm, (3.12)

ãäå ðàñïèñàíèå πim ∈ Π(Nm, i) ïîñòðîåíî â ïðîöåäóðå h0, ~πim ∈ ~Πr(Nm, i).
Ïóñòü m = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî Cmax(πi1) = Cmax(~πi1), ãäå π

i
1 = (1) ∈ Π(N1, i),

~πi1 ∈ ~Πr(N1, i) ∀ i = t̄, ..., P1, à çíà÷èò, íåðàâåíñòâà (3.12) âûïîëíÿþòñÿ. Ïóñòü
íåðàâåíñòâà (3.12) âûïîëíÿþòñÿ ïðè m = k, ãäå 1 ≤ k ≤ n− 1. Äîêàæåì, ÷òî
(3.12) ñïðàâåäëèâû ïðè m = k + 1. Òîãäà íåðàâåíñòâà (3.12) áóäóò äîêàçàíû
äëÿ âñåõ m = 1, ..., n. Ïîêàæåì, ÷òî

Cmax(π′i)− Cmax(~πik+1) ≤ pmax(N) ∀ i = t̄, ..., Pk+1 (3.13)

è
Cmax(π

′′′

i )− Cmax(~πik+1) ≤ pmax(N) ∀ i = t̄, ..., Pk+1, (3.14)

ãäå π′i = (k + 1, π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i), π
′′′

i = (k + 1, πik) ∈ Π(Nk+1, i).

Òàê êàê ðàñïèñàíèå π′i ñòðîèòñÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè i (i = t̄, . . . , Pm)
äîáàâëåíèåì ê òðåáîâàíèþ (k + 1) ðàñïèñàíèÿ π

max{rk+1,i}+pk+1

k ∈ Π(Nk, i) ñ
ìîìåíòà åãî çàâåðøåíèÿ, ðàâíîãî max{rk+1, i}+ pk+1, òî

Cmax(π′i) = Cmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∀ i = t̄, ..., Pk+1. (3.15)

Ñîãëàñíî (3.11) rk+1 ≤ rj ∀ j ∈ Nk. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ~πik+1 ∈
Πr(Nk+1, i) è ~πmax{rk+1,i}+pk+1

k ∈ ~Πr(Nk,max{rk+1, i} + pk+1), òî âûïîëíÿåòñÿ

(k + 1, ~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ ~Πr(Nk+1, i). Çíà÷èò,

Cmax(~πik+1) = Cmax(~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∀ i = t̄, ..., Pk+1. (3.16)
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Ñ ó÷¼òîì (3.15), (3.16) âûïîëíÿåòñÿ

Cmax(π′i)− Cmax(~πik+1) = Cmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k )− Cmax(~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ).

. Îòñþäà è èç (3.12) ïðè m = k ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (3.13) äëÿ m = 1, . . . , n.

Äîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü (3.14). Ïóñòü πik = (j1, ..., jnk), nk =
|Nk|. Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Nk îäèíà-
êîâ ïðè ðàñïèñàíèÿõ π

′′′

i è πik äëÿ âñåõ i = t̄, ..., Pk+1, à ìîìåíòû íà÷àëà èõ
îáñëóæèâàíèÿ ðàâíû max{max{rk+1, i}+pk+1, rj1} è max{rj1, i}, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïîñêîëüêó max{max{rk+1, i}+ pk+1, rj1} ≥ max{rj1, i} ∀ i = t̄, ..., Pk+1, òî

Cmax(π
′′′

i ) ≥ Cmax(πik). (3.17)

Ïóñòü â (3.17) äëÿ íåêîòîðîãî t̄ ≤ i ≤ Pk+1 Cmax(π
′′′

i ) = Cmax(πik). Òîãäà
ñ ó÷¼òîì (3.12) ïðè m = k è (3.16) Cmax(π

′′′

i ) − Cmax(~πik+1) = Cmax(πik) −
Cmax(~π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ≤ Cmax(~πik) + pmax(N) − Cmax(~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ).

Òàê êàê ~πik ∈ ~Πr(Nk, i), ~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ∈ ~Πr(Nk,max{rk+1, i} + pk+1)

è i ≤ max{rk+1, i} + pk+1, òî Cmax(~πik) ≤ Cmax(~π
max{rk+1,i}+pk+1

k ).
Îòñþäà Cmax(π

′′′

i ) − Cmax(~πik+1) ≤ pmax(N), è íåðàâåíñòâî (3.14) äîêàçàíî.
Ïóñòü òåïåðü íåðàâåíñòâî (3.17) äëÿ íåêîòîðîãî t̄ ≤ i ≤ Pk+1 âûïîëíÿåòñÿ
êàê ñòðîãîå, ò.å.

Cmax(π
′′′

i ) > Cmax(πik). (3.18)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî Cjnk (π
′′′

i ) > Cjnk (π
i
k) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî max{Cjnk−1
(π
′′′

i ), rjnk} + pjnk > max{Cjnk−1
(πik), rjnk} + pjnk . Îòñþäà

ñëåäóþò íåðàâåíñòâà
Cjnk−1

(π
′′′

i ) > Cjnk−1
(πik) (3.19)

è

Cjnk−1
(π
′′′

i ) > rjnk .

Íåðàâåíñòâî (3.19) îçíà÷àåò, ÷òî

max{Cjnk−2
(π
′′′

i ), rjnk−1
}+ pjnk−1

> max{Cjnk−2
(πik), rjnk−1

}+ pjnk−1
.

Ïîýòîìó Cjnk−2
(π
′′′

i ) > Cjnk−2
(πik), Cjnk−2

(π
′′′

i ) > rjnk−1
.

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðèäåì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî èç (3.18)
ñëåäóåò

Cjl(π
′′′

i ) > Cjl(π
i
k) ∀ l = 1, nk (3.20)

è
Cjl−1

(π
′′′

i ) > rjl ∀ l = 2, nk. (3.21)
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Èç (3.20) ïðè l = 1 èìååì max{Ck+1(π
′′′

i ), rj1} > max{rj1, i} ∀ i = t̄, ..., Pk+1,
à çíà÷èò, Ck+1(π

′′′

i ) > rj1. Îòñþäà è èç (3.21) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàñïèñàíèè π
′′′

i

òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ áåç èñêóññòâåííûõ ïðîñòîåâ ïðèáîðà, ò.å. π
′′′

i ∈
~Πr(Nk+1, i). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ðàâåíñòâî

Cmax(π
′′′

i ) = Cmax(~πik+1), (3.22)

à çíà÷èò, è íåðàâåíñòâî (3.14).

Äàëåå, â ïðîöåäóðå h0 (àëãîðèòì 3.8) â êà÷åñòâå ðàñïèñàíèÿ
πik+1 ∈ Π(Nk+1, i) äëÿ âñåõ i = t̄, ..., Pk+1 âûáèðàåòñÿ

ëèáî π′i = (k + 1, π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i),

ëèáî π
′′

i = (πik, k + 1) ∈ Π(Nk+1, i),
ëèáî π

′′′

i = (k + 1, πik) ∈ Π(Nk+1, i).

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî t̄ ≤ i ≤ Pk+1 âûïîëíÿåòñÿ πik+1 = π
′′

i . Ïîêàæåì, ÷òî
òîãäà

Cmax(π
′′

i )− Cmax(~πik+1) ≤ pmax(N). (3.23)

Ñîãëàñíî ïðîöåäóðå h0 â êà÷åñòâå ðàñïèñàíèÿ πik+1 âûáèðàåòñÿ π
′′

i â ñëåäóþ-
ùèõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ.

1. Ïóñòü Lmax(π′i) = Lmax(π
′′

i ) = Lmax(π
′′′

i ), Cmax(π
′′

i ) ≤ Cmax(π′i),
Cmax(π

′′

i ) ≤ Cmax(π
′′′

i ). Òîãäà ñ ó÷¼òîì (3.13) áóäåì èìåòü

Cmax(π
′′

i )− Cmax(~πik+1) ≤ Cmax(π′i)− Cmax(~πik+1) ≤ pmax(N),

è íåðàâåíñòâî (3.23) äîêàçàíî.

2. Ïóñòü Lmax(π′i) = Lmax(π
′′

i ) < Lmax(π
′′′

i ) è Cmax(π
′′

i ) ≤ Cmax(π′i). Òîãäà
ñ ó÷¼òîì (3.13) Cmax(π

′′

i ) − Cmax(~πik+1) ≤ Cmax(π′i) − Cmax(~πik+1) ≤ pmax(N), è
âûïîëíèìîñòü (3.23) äîêàçàíà.

3. Ïóñòü Lmax(π
′′′

i ) = Lmax(π
′′

i ) < Lmax(π′i) è Cmax(π
′′

i ) ≤ Cmax(π
′′′

i ). Òîãäà
ñ ó÷¼òîì (3.14) Cmax(π

′′

i )− Cmax(~πik+1) ≤ Cmax(π
′′′

i )− Cmax(~πik+1) ≤ pmax(N), è
(3.23) ñïðàâåäëèâî.

4. Ïóñòü Lmax(π
′′

i ) < Lmax(π′i) è

Lmax(π
′′

i ) < Lmax(π
′′′

i ). (3.24)

Îòìåòèì, ÷òî

Lmax(π
′′

i ) = max

{
max
j∈Nk

Lj(π
′′

i ), Lk+1(π
′′

i )

}
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è

Ck+1(π
′′′

i ) ≤ Cj(π
′′′

i ) ∀ j ∈ Nk.

Â ñèëó (3.11) dk+1 ≥ dj ∀ j ∈ Nk, ïîýòîìó Lmax(π
′′′

i ) = max
j∈Nk

Lj(π
′′′

i ). Òàê êàê

ñïðàâåäëèâî (3.24), òî

max

{
max
j∈Nk

Lj(π
′′

i ), Lk+1(π
′′

i )

}
< max

j∈Nk
Lj(π

′′′

i ). (3.25)

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.5 íàéäóòñÿ òàêèå N 1, N2 ⊂ Nk è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ÷àñòè÷íûå ðàñïèñàíèÿ π1, π2, ÷òî πik = (π1, 1, π2), π1 ∈ Π(N 1, i), π2 ∈
Π(N 2, Cmax(π1, 1)). Òîãäà π

′′

i = (π1, 1, π2, k+1), π
′′′

i = (k+1, π1, 1, π2). Ñîãëàñíî
(3.11) d1 ≤ dj, r1 ≥ rj ∀ j ∈ Nk+1. Ïîýòîìó òðåáîâàíèå 1 ∈ Jdmin

(Nk+1), è èç
ëåììû 1.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òðåáîâàíèé j∗ ∈ J∗(π′′i ) è j̄∗ ∈ J∗(π

′′′

i ),
÷òî j∗ ∈ N 2 ∪ {1} ∪ {k + 1} è j̄∗ ∈ N 2 ∪ {1}. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.25)

max
j∈N2∪{1}∪{k+1}

Lj(π
′′

i ) < max
j∈N2∪{1}

Lj(π
′′′

i ). (3.26)

Ïîñêîëüêó r1 ≥ rj ∀ j ∈ Nk+1, ñëåäîâàòåëüíî òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâ N 2∪{1}∪
{k + 1} è N 2 ∪ {1} îáñëóæèâàþòñÿ áåç èñêóññòâåííûõ ïðîñòîåâ ïðèáîðà ïðè
ðàñïèñàíèÿõ π

′′

i è π
′′′

i ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

Cl(π
′′

i ) ≥ rj, Cl(π
′′′

i ) ≥ rj (3.27)

äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ òðåáîâàíèé l, j ∈ N 2 ∪ {1} ∪ {k + 1}, l π
′′
i→ j, ðàñ-

ïèñàíèÿ π
′′

i è äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ òðåáîâàíèé l, j ∈ N 2 ∪ {1}, l π
′′′
i→ j,

ðàñïèñàíèÿ π
′′′

i . Òîãäà èç (3.26) ñ ó÷¼òîì (3.27) ñëåäóåò, ÷òî Cj(π
′′

i ) < Cj(π
′′′

i )
∀ j ∈ N 2 ∪ {1}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (3.18), èç ÷åãî ñëåäóåò ñïðà-
âåäëèâîñòü (3.22). Â ñèëó (3.27) ïîëó÷àåì

Cmax(π
′′

i ) = Cmax(πik) + pk+1.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (3.18), (3.22), Cmax(π
′′

i ) − Cmax(~πik+1) = Cmax(πik) + pk+1 −
Cmax(~πik+1) < Cmax(π

′′′

i ) + pk+1 − Cmax(~πik+1) = pk+1 ≤ pmax(N), è íåðàâåíñòâî
(3.23) äîêàçàíî.

Ïîñêîëüêó â ïðîöåäóðå h0 (àëãîðèòì 3.8) â êà÷åñòâå ðàñïèñàíèÿ πik+1

äëÿ êàæäîãî i = t̄, ..., Pk+1 âûáèðàåòñÿ îäíî èç ðàñïèñàíèé π′i, π
′′

i , π
′′′

i , òî èç
(3.13), (3.14), (3.23) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (3.12) ïðè m = k + 1.

Îòìåòèì, ÷òî πh0
= πt̄n ∈ Π(N, t̄) è ~πt̄n ∈ ~Πr(N, t̄). Ïîñêîëüêó t̄ =

max{rn, t}, òî Π(N, t̄) = Π(N, t) è ~Πr(N, t̄) = ~Πr(N, t), à çíà÷èò, πh0
∈ Π(N, t)
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è Cmax(~πt̄n) = Cmax(~πr) äëÿ âñåõ ~πr ∈ ~Πr(N, t). Òîãäà èç (3.12) ïðè i = t̄ ñëå-
äóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðå-
ìåíí�îãî ñìåùåíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé (1.63) (ri ≤
rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N) ïðîöåäóðà h0 ñòðîèò ïðèáëèæ¼ííîå ðàñïèñàíèå ñ
îöåíêîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè,
íå ïðåâûøàþùåé pmax(N).

Òåîðåìà 3.4 Ïóñòü ðàñïèñàíèå πh0
∈ Π(N, t) ïîñòðîåíî ïðîöåäóðîé h0, è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.63). Òîãäà ñïðàâåäëèâà àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü
Lmax(πh0

)− Lmax(π∗) ≤ pmax(N) äëÿ ëþáîãî π∗ ∈ Π∗(N, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ m = 1, ..., n âûïîëíÿåòñÿ

Lmax(πim)− Lmax(π∗im) ≤ pmax(N) ∀ i = t̄, ..., Pm, (3.28)

ãäå ðàñïèñàíèå πim ∈ Π(Nm, i) ïîñòðîåíî ïðîöåäóðîé h0, π∗im ∈ Π∗(Nm, i).
Ïóñòü m = 1. Î÷åâèäíî, ÷òî Lmax(πi1) = Lmax(π∗i1 ), ãäå πi1 = (1) ∈ Π(N1, i),
π∗i1 ∈ Π∗(N1, i), äëÿ âñåõ i = t̄, ..., P1, à çíà÷èò, íåðàâåíñòâà (3.28) âûïîëíÿ-
þòñÿ. Ïóñòü íåðàâåíñòâà (3.28) âûïîëíÿþòñÿ ïðè m = k, ãäå 1 ≤ k ≤ n − 1.
Äîêàæåì, ÷òî (3.28) ñïðàâåäëèâû ïðè m = k + 1. Òîãäà íåðàâåíñòâà (3.28)
áóäóò äîêàçàíû äëÿ âñåõ m = 1, ..., n.

Ñîãëàñíî (3.11) rk+1 = rmin(Nk+1), è âûïîëíÿþòñÿ (1.63), òîãäà èç ëåì-
ìû 1.12 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå π∗ik+1 ∈ Π∗(Nk+1, i), ïðè êîòîðîì

ñïðàâåäëèâî k + 1
π∗ik+1→ j ëèáî j

π∗ik+1→ k + 1 äëÿ âñåõ j ∈ Nk, i = t̄, ..., Pk+1.

1. Ïóñòü t̄ ≤ i ≤ Pk+1 òàêîâî, ÷òî π∗ik+1 = (k + 1, π̄), ãäå ðàñïèñàíèå
π̄ ∈ Π(Nk,max{rk+1, i}+ pk+1).

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Lmax(π′i)− Lmax(π∗ik+1) ≤ pmax(N), (3.29)

ãäå π′i = (k + 1, π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i).

Ñîãëàñíî (3.11) dk+1 ≥ dj ∀ j ∈ Nk. Êðîìå òîãî, Ck+1(π
′
i) ≤ Cj(π

′
i) è

Ck+1(π
∗i
k+1) ≤ Cj(π

∗i
k+1) äëÿ ëþáîãî j ∈ Nk. Îòñþäà

Lmax(π′i) = Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ), Lmax(π∗ik+1) = Lmax(π̄),
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à çíà÷èò, Lmax(π′i)−Lmax(π∗ik+1) = Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k )−Lmax(π̄). Òàê êàê π̄ ∈
Π(Nk,max{rk+1, i}+pk+1) è π

∗max{rk+1,i}+pk+1

k ∈ Π∗(Nk,max{rk+1, i}+pk+1), òî

Lmax(π̄) ≥ Lmax(π
∗max{rk+1,i}+pk+1

k ). Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.28) ïðè m = k ñëåäóåò

Lmax(π′i)− Lmax(π∗ik+1) ≤ Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k )− Lmax(π
∗max{rk+1,i}+pk+1

k ) ≤
pmax(N),

è íåðàâåíñòâî (3.29) äîêàçàíî.

Äàëåå, â ïðîöåäóðå h0 (àëãîðèòì 3.8) â êà÷åñòâå ðàñïèñàíèÿ πik+1 ∈
Π(Nk+1, i) ∀ i = t̄, ..., Pk+1 âûáèðàåòñÿ π′i = (k+1, π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i),
ëèáî π

′′

i = (πik, k + 1) ∈ Π(Nk+1, i), ëèáî π
′′′

i = (k + 1, πik) ∈ Π(Nk+1, i). Ïóñòü
äëÿ âûáðàííîãî t̄ ≤ i ≤ Pk+1 âûïîëíÿåòñÿ πik+1 = π

′′

i . Ïîêàæåì, ÷òî

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗ik+1) ≤ pmax(N). (3.30)

Òàê êàê Lmax(π
′′

i ) ≤ Lmax(π′i), òî

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗ik+1) ≤ Lmax(π
′

i)− Lmax(π∗ik+1).

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.29) ñëåäóåò (3.30).
Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ πik+1 = π

′′′

i . Ïîêàæåì ,÷òî

Lmax(π
′′′

i )− Lmax(π∗ik+1) ≤ pmax(N). (3.31)

Òàê êàê Lmax(π
′′′

i ) ≤ Lmax(π′i), òî

Lmax(π
′′′

i )− Lmax(π∗ik+1) ≤ Lmax(π
′

i)− Lmax(π∗ik+1).

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.29) ñëåäóåò (3.31).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òåõ t̄ ≤ i ≤ Pk+1, ïðè êîòîðûõ k + 1
π∗ik+1→ j ∀ j ∈ Nk

íåðàâåíñòâà (3.28) äîêàçàíû ïðè m = k + 1.

2. Ïóñòü òåïåðü äëÿ íåêîòîðîãî t̄ ≤ i ≤ Pk+1 âûïîëíÿåòñÿ π∗ik+1 = (π̄, k+
1), ãäå π̄ ∈ Π(Nk, i).

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (3.30) äëÿ âûáðàííîãî t̄ ≤ i ≤ Pk+1. Îòìåòèì,
÷òî

Lmax(π
′′

i )−Lmax(π∗ik+1) = max{Lmax(πik), Lk+1(π
′′

i )}−max{Lmax(π̄), Lk+1(π
∗i
k+1)}.

a) Ïóñòü Lmax(πik) ≥ Lk+1(π
′′

i ). Òîãäà
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Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗ik+1) = Lmax(πik)−max{Lmax(π̄), Lk+1(π
∗i
k+1)}.

Åñëè Lmax(π̄) ≥ Lk+1(π
∗i
k+1), òî Lmax(π

′′

i ) − Lmax(π∗ik+1) = Lmax(πik) − Lmax(π̄).
Ïîñêîëüêó π̄ ∈ Π(Nk, i) è π∗ik ∈ Π∗(Nk, i), òî Lmax(π̄) ≥ Lmax(π∗ik ). Îòñþäà ñ
ó÷¼òîì (3.28) ïðè m = k èìååì

Lmax(πik)− Lmax(π̄) ≤ Lmax(πik)− Lmax(π∗ik ) ≤ pmax(N), (3.32)

è Lmax(π
′′

i )−Lmax(π∗ik+1) ≤ pmax(N). Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3.30) â ýòîì
ñëó÷àå äîêàçàíî. Åñëè Lmax(π̄) < Lk+1(π

∗i
k+1), òî Lmax(π

′′

i ) − Lmax(π∗ik+1) =
Lmax(πik)−Lk+1(π

∗i
k+1) < Lmax(πik)−Lmax(π̄). Òîãäà èç (3.32) ñëåäóåò ñïðàâåä-

ëèâîñòü (3.30).

b) Ïóñòü Lmax(πik) < Lk+1(π
′′

i ). Òîãäà

Lmax(π
′′

i )− Lmax(π∗ik+1) = Lk+1(π
′′

i )−max{Lmax(π̄), Lk+1(π
∗i
k+1)}.

Åñëè Lk+1(π
∗i
k+1) ≥ Lmax(π̄), òî Lmax(π

′′

i ) − Lmax(π∗ik+1) = Lk+1(π
′′

i ) −
Lk+1(π

∗i
k+1) = Cmax(π

′′

i )−Cmax(π∗ik+1). Ñîãëàñíî (3.23) Lmax(π
′′

i )−Lmax(π∗ik+1) ≤
Cmax(~πik+1)+pmax(N)−Cmax(π∗ik+1). Ïîñêîëüêó ~π

i
k+1, π

∗i
k+1 ∈ Π(Nk+1, i) è ~πik+1 ∈

~Πr(Nk+1, i), òî Cmax(~πik+1) ≤ Cmax(π∗ik+1). Îòñþäà

Lk+1(π
′′

i )− Lk+1(π
∗i
k+1) ≤ pmax(N) (3.33)

è Lmax(π
′′

i )−Lmax(π∗ik+1) ≤ pmax(N). Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3.30) â ýòîì
ñëó÷àå äîêàçàíî. Åñëè Lk+1(π

∗i
k+1) < Lmax(π̄), òî Lmax(π

′′

i ) − Lmax(π∗ik+1) =
Lk+1(π

′′

i )− Lmax(π̄) < Lk+1(π
′′

i )− Lk+1(π
∗i
k+1) Òîãäà èç (3.33) ñëåäóåò ñïðàâåä-

ëèâîñòü (3.30).

Ïóñòü äëÿ âûáðàííîãî t̄ ≤ i ≤ Pk+1 âûïîëíÿåòñÿ πik+1 = π
′

i. Ïîêàæåì,
÷òî äëÿ ýòîãî i ñïðàâåäëèâî (3.29). Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ Lmax(π

′

i) ≤
Lmax(π

′′

i ), à ïîñêîëüêó (3.30) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âûáðàííîãî i, òî Lmax(π
′

i) −
Lmax(π∗ik+1) ≤ Lmax(π

′′

i ) − Lmax(π∗ik+1) ≤ pmax(N), è íåðàâåíñòâî (3.29) äîêàçà-
íî.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ πik+1 = π
′′′

i . Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî (3.31).
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ Lmax(π

′′′

i ) ≤ Lmax(π
′′

i ), à òàê êàê (3.30) âûïîëíÿåò-
ñÿ äëÿ âûáðàííîãî i, òî Lmax(π

′′′

i ) − Lmax(π∗ik+1) ≤ Lmax(π
′′

i ) − Lmax(π∗ik+1) ≤
pmax(N), è íåðàâåíñòâî (3.31) äîêàçàíî.

Ïîñêîëüêó â ïðîöåäóðå h0 (àëãîðèòì 3.8) â êà÷åñòâå ðàñïèñàíèÿ πik+1

äëÿ êàæäîãî i = t̄, ..., Pk+1 âûáèðàåòñÿ îäíî èç ðàñïèñàíèé π′i, π
′′

i , π
′′′

i , òî èç
(3.29), (3.30), (3.31) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü (3.28) ïðè m = k + 1.

Îòìåòèì, ÷òî πh0
= πt̄n ∈ Π(N, t̄) è π∗ik+1 ∈ Π∗(N, t̄). Ïîñêîëüêó t̄ =

max{rn, t}, òî Π(N, t̄) = Π(N, t) è Π∗(N, t̄) = Π∗(N, t), à çíà÷èò, πh0
∈ Π(N, t)
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è Lmax(π∗ik+1) = Lmax(π∗) äëÿ âñåõ π∗ ∈ Π∗(N, t). Òîãäà èç (3.28) ïðè i = t̄
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.5 Òðóäî¼ìêîñòü ïðîöåäóðû h0 ñîñòàâëÿåò O(n2P ) îïåðàöèé, ãäå

P = max{rmax(N), t}+
n∑
j=1

pj −max{rmin(N), t}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïåðåíóìåðàöèè òðåáîâàíèé ñîãëàñíî (3.11) äîñòàòî÷-
íî O(n log n) îïåðàöèé [11]. Íà k-é èòåðàöèè ïðîöåäóðû êîëè÷åñòâî ñòðîÿ-
ùèõñÿ ðàñïèñàíèé πik+1 íå ïðåâûøàåò P . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé Lmax(π′i),
Lmax(π

′′

i ), Lmax(π
′′′

i ), Cmax(π′i), Cmax(π
′′

i ), Cmax(π
′′′

i ) òðåáóåòñÿ O(n) îïåðàöèé.
Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàæäîãî ðàñïèñàíèÿ πik+1 äîñòàòî÷íî O(n) îïåðà-
öèé, à äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà k-é èòåðàöèè âñåõ ðàñïèñàíèé πik+1 ïîòðåáóåòñÿ
O(nP ) îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, òðóäî¼ìêîñòü îäíîé èòåðàöèè � O(nP ) îïå-
ðàöèé, à ïîñêîëüêó ïðîöåäóðà h0 ñîñòîèò èç n èòåðàöèé, òî å¼ òðóäî¼ìêîñòü
ñîñòàâëÿåò O(n2P ) îïåðàöèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðîé h0 çà O(n2P ) îïåðàöèé ñòðîèòñÿ ïðèáëè-
æ¼ííîå ðàñïèñàíèå êàê äëÿ çàäà÷è íà áûñòðîäåéñòâèå, òàê è äëÿ çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ ñ îöåíêîé àáñîëþòíîé ïî-
ãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (Cmax è Lmax), íå ïðå-
âûøàþùåé pmax(N).

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì Øðàãå òîæå ñòðîèò ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå ñ îöåíêîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè (Lmax) íå
ïðåâûøàþùåé pmax(N) çà êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íå áîëåå O(n2).

Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿì (1.63) (ri ≤ rj => di ≥ dj,∀i, j ∈
N) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé, äëÿ êîòîðîãî äîêàçàíà NP�òðóäíîñòü â ñèëüíîì
ñìûñëå çàäà÷è 1|rj|Lmax [95].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ NP�òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è ïîñòðîåí
ïñåâäîíîìèíàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé íàõîäèò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ ãà-
ðàíòèðîâàííîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ öåëåâûõ ôóíêöèé Cmax è Lmax.

3.5.2 Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ
äëÿ çàäà÷è 1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ NP�òðóäíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è 1|rj|Lmax ïðè îãðàíè÷å-
íèÿõ íà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N)
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ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ ñòðîèò ðàñïèñàíèå ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé
ôóíêöèè, íå ïðåâûøàþùåé çàäàííîé âåëè÷èíû y ëèáî óñòàíàâëèâàåò, ÷òî
òàêîãî ðàñïèñàíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Ïîñòðîåííîå ýòîé ïðîöåäóðîé ðàñïèñàíèå
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî áûñòðîäåéñòâèþ ñðåäè âñåõ ðàñïèñàíèé äîïóñòè-
ìûõ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ y.

Îïèøåì íèæå ïðîöåäóðó h ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ πh ∈ Π(N, t), îï-
òèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ ñðåäè âñåõ ðàñïèñàíèé ñî çíà÷åíèåì öåëå-
âîé ôóíêöèè íå ïðåâûøàþùèì y, ò.å. Cmax(πh) = min{Cmax(π)|π ∈ Π(N, t),
Lmax(π) ≤ y}, y � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, åñëè òàêîå ðàñïèñàíèå ñóùå-
ñòâóåò.

Ïðîöåäóðà ñîñòîèò èç n èòåðàöèé. Âíóòðè èòåðàöèè äëÿ êàæäîãî öå-
ëî÷èñëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè, ÷èñëî êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò P , ñòðîèòñÿ
äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ ê óæå ïîñòðîåííîìó ðàñïèñàíèþ
òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà íåóïîðÿäî÷åííûõ ñ ìàêñèìàëüíûì ìîìåíòîì ïî-
ñòóïëåíèÿ è ìèíèìàëüíûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì.

Àëãîðèòì 3.9 Ïðîöåäóðà h.
Ïåðâîíà÷àëüíî ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîáëþäà-
ëèñü íåðàâåíñòâà (3.11). Ïîëàãàåì t̄ = max{rn, t}, N1 = {1}, P1 = max{r1, t}+

∑
j∈N

pj − p1,

πi1 = ∅, åñëè max{r1, i}+ p1 − d1 > y, è
πi1 = (1), åñëè max{r1, i}+ p1 − d1 ≤ y ∀ i = t̄, P1.
Ïóñòü óæå èçâåñòíû Nk, Pk, π

i
k äëÿ âñåõ i = t̄, Pk, è 1 ≤ k < n.

Ïîëàãàåì Nk+1 = Nk ∪ {k+ 1}, Pk+1 = Pk − pk+1. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî i = t̄, ..., Pk+1 ñòðîèì
ðàñïèñàíèÿ π′i, π

′′
i , π

i
k+1 ∈ Π(Nk+1, i) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëàãàåì
π′i = ∅, åñëè Lmax(k + 1, π

max{rk+1,i}+pk+1

k ) > y, è π′i = (k + 1, π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå,
π
′′
i = ∅, åñëè Lmax(πik, k + 1) > y, è π

′′
i = (πik, k + 1) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîëàãàåì
Πi = {π ∈ {π′i, π

′′
i } : π 6= ∅}, πik+1 = ∅, åñëè Πi = ∅, è

πik+1 = arg min{Cmax(π)|π ∈ Πi}, åñëè Πi 6= ∅.
Ïðè k = n ïîëàãàåì πh = πt̄k, è ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðîöåäóðå h (àëãîðèòì 3.9) ïåðåíóìåðàöèÿ òðåáîâà-
íèé ìíîæåñòâà N ñîãëàñíî (3.11) âîçìîæíà â ñèëó óñëîâèé (1.63) (ri≤ rj ⇒
di ≥ dj ∀ i, j ∈ N). Â ñëó÷àå, êîãäà (1.63) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñëè ñ ïîìîùüþ
ïðîöåäóðû h áûëî ïîñòðîåíî ðàñïèñàíèå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî
áûñòðîäåéñòâèþ ñðåäè äîïóñòèìûõ Lmax(π) ≤ y. Â ñëó÷àå, êîãäà íà âûõî-
äå ïðîöåäóðû áóäåò ïóñòîå ðàñïèñàíèå, òî ýòî íå èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ.

Ïîñêîëüêó rk+1 ≤ r1 è t̄ ≤ i ≤ Pk, òî max{rk+1, i} + pk+1 ≤ Pk. Êðîìå
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òîãî, Pk+1 ≤ Pk. Ïîýòîìó ðàñïèñàíèÿ π
max{rk+1,i}+pk+1

k è πik, i = t̄, Pk+1, êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ πik+1, k = 1, ..., n− 1, áóäóò óæå ïîñòðîåíû íà
ïðåäûäóùåé èòåðàöèè ïðîöåäóðû.

Òåîðåìà 3.6 Ïóñòü ðàñïèñàíèå πh ∈ Π(N, t) ïîñòðîåíî ïðîöåäóðîé h (àë-
ãîðèòì 3.9), y � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.63)
(ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N). Åñëè ðàñïèñàíèå πh 6= π∅ (íå ïóñòîå
ðàñïèñàíèå), òî âûïîëíÿåòñÿ Cmax(πh) = min{Cmax(π)|π ∈ Π(N, t), Lmax(π) ≤
y}, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Lmax(π) > y äëÿ âñåõ π ∈ Π(N, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû íîìåðîâ m, i òàêèõ, ÷òî
1 ≤ m ≤ n, t̄ ≤ i ≤ Pm, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Cmax(πim) = min{Cmax(π)|π ∈ Π(Nm, i), Lmax(π) ≤ y}, (3.34)

åñëè πim 6= ∅, è
Lmax(π) > y ∀ π ∈ Π(Nm, i), (3.35)

åñëè πim = ∅, ãäå ðàñïèñàíèå πim ∈ Π(Nm, i) ïîñòðîåíî ïðîöåäóðîé h.

Ïóñòü m = 1, à íîìåð i òàêîâ, ÷òî t̄ ≤ i ≤ P1. Òîãäà |Π(N1, i)| = 1 è
π = π′i = π

′′

i = (1), π ∈ Π(N1, i). Åñëè πi1 6= ∅, òî Πi 6= ∅ è, î÷åâèäíî, ÷òî (3.34)
âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè πi1 = ∅, òî Πi = ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, (3.35) âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü ñîîòíîøåíèÿ (3.34), (3.35) âûïîëíÿþòñÿ ïðè m = k, ãäå 1 ≤ k ≤ n− 1,
è äëÿ âñåõ i = t̄, ..., Pk. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà (3.34), (3.35) ñïðàâåäëèâû ïðè
m = k+1 è ëþáîì i = t̄, ..., Pk+1. Òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèÿ (3.34), (3.35) áóäóò
äîêàçàíû äëÿ ëþáûõ m = 1, ..., n, i = t̄, ..., Pm.

Èòàê, ïóñòü íîìåð i òàêîâ, ÷òî t̄ ≤ i ≤ Pk+1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî
π ∈ Π(Nk+1, i). Ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.5 íàéäóòñÿ òàêèå N 1, N2 ⊂ Nk+1, N1 ∩
N2 = ∅, N1 ∪ N2 = Nk+1, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷àñòè÷íûå ðàñïèñàíèÿ π1,
π2, ÷òî π = (π1, 1, π2), π1 ∈ Π(N 1, i), π2 ∈ Π(N 2, Cmax(π1, 1)). Çàìåòèì, ÷òî
k + 1 ∈ N 1 ëèáî k + 1 ∈ N 2.

Ðàññìîòðèì êàêîìó ìíîæåñòâó (N 1 èëè N 2) ïðèíàäëåæèò k + 1.

1. Ïóñòü k + 1 ∈ N 1. Ïîêàæåì, ÷òî èç

Lmax(π′i) ≤ y, Lmax(π) ≤ y (3.36)

ñëåäóåò
Cmax(π′i) ≤ Cmax(π), (3.37)

à èç
Lmax(π′i) > y (3.38)

160



ñëåäóåò
Lmax(π) > y, (3.39)

ãäå π′i = (k + 1, π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ∈ Π(Nk+1, i).

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.5 íàéäóòñÿ òàêèå Ñ 1, ˜̃N 1 ⊂ N 1 è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì ÷àñòè÷íûå ðàñïèñàíèÿ π̃1, ˜̃π1, ÷òî π1 = (π̃1, k + 1, ˜̃π1), π̃1 ∈ Π(Ñ 1, i),
˜̃π1 ∈ Π( ˜̃N 1, Cmax(π̃1, k + 1)). Òîãäà

π = (π̃1, k + 1, ˜̃π1, 1, π2).

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π̄ = (k + 1, π̃1, ˜̃π1, 1, π2),

îòëè÷àþùååñÿ îò ðàñïèñàíèÿ π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ
k + 1. Î÷åâèäíî, ÷òî

Cmax(π′i) = Cmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) (3.40)

è
Cmax(π̄) = Cmax(π̃1, ˜̃π1, 1, π2). (3.41)

Ñîãëàñíî (3.11) dk+1 ≥ dj, rk+1 ≤ rj ∀ j ∈ Nk. Êðîìå òîãî, Ck+1(π
′
i) ≤ Cj(π

′
i)

è Ck+1(π̄) ≤ Cj(π̄) ∀ j ∈ Nk. Îòñþäà

Lmax(π′i) = Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) (3.42)

è
Lmax(π̄) = Lmax(π̃1, ˜̃π1, 1, π2). (3.43)

Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Ñ 1∪ ˜̃N 1∪N 2∪{1}
îäèíàêîâ ïðè ðàñïèñàíèÿõ π è π̄ è rk+1 ≤ rj ∀ j ∈ Nk, òî

Cj(π) ≥ Cj(π̄) ∀ j ∈ Ñ 1 ∪ ˜̃N 1 ∪N 2 ∪ {1}. (3.44)

Â ñèëó (3.11) èìååì d1 ≤ dj, r1 ≥ rj ∀ j ∈ Nk+1, ïîýòîìó òðåáîâàíèå 1 ∈
Jdmin

(Nk+1). Òîãäà èç ëåììû 1.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ òðåáîâàíèé j∗ ∈
J∗(π) è j̄∗ ∈ J∗(π̄), ÷òî j∗, j̄∗ ∈ N 2 ∪ {1}. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.44) Lmax(π) −
Lmax(π̄) = max

j∈N2∪{1}
Lj(π)− max

j∈N2∪{1}
Lj(π̄) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

Lmax(π) ≥ Lmax(π̄). (3.45)

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (3.36). Òîãäà ñ ó÷¼òîì (3.42), (3.43), (3.45)
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Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ≤ y, Lmax(π̃1, ˜̃π1, 1, π2) ≤ y.

Êðîìå òîãî,

π
max{rk+1,i}+pk+1

k , (π̃1, ˜̃π1, 1, π2) ∈ Π(Nk,max{rk+1, i}+ pk+1).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (3.34) ïðè m = k, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Cmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) ≤ Cmax(π̃1, ˜̃π1, 1, π2).

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.44), (3.41), (3.40)

Cmax(π) ≥ Cmax(π̄) = Cmax(π̃1, ˜̃π1, 1, π2) ≥ Cmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) = Cmax(π′i),

è íåðàâåíñòâî (3.37) äîêàçàíî.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (3.38). Òîãäà â ñèëó (3.42)

Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ) > y.

Èç (3.34) ïðè m = k ñëåäóåò, ÷òî

Lmax(π̂) > y ∀ π̂ ∈ Π(Nk,max{rk+1, i}+ pk+1),

à òàê êàê (π̃1, ˜̃π1, 1, π2) ∈ Π(Nk,max{rk+1, i}+pk+1), òî Lmax(π̃1, ˜̃π1, 1, π2) > y.
Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.45), (3.43) Lmax(π) ≥ Lmax(π̄) = Lmax(π̃1, ˜̃π1, 1, π2) > y, è
íåðàâåíñòâî (3.39) äîêàçàíî.

2. Ïóñòü òåïåðü k + 1 ∈ N 2. Ïîêàæåì, ÷òî èç

Lmax(π
′′

i ) ≤ y, Lmax(π) ≤ y (3.46)

ñëåäóåò
Cmax(π

′′

i ) ≤ Cmax(π), (3.47)

à èç
Lmax(π

′′

i ) > y (3.48)

ñëåäóåò (3.39), ãäå π
′′

i = (πik, k + 1) ∈ Π(Nk+1, i).

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1.5 íàéäóòñÿ òàêèå Ñ 2, ˜̃N 2 ⊂ N 2 è ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ÷àñòè÷íûå ðàñïèñàíèÿ π̃2, ˜̃π2, ÷òî π2 = (π̃2, k + 1, ˜̃π2), π̃2 ∈
Π(Ñ 2, Cmax(π1, 1)), ˜̃π2 ∈ Π( ˜̃N 2, Cmax(π1, 1, π̃2, k + 1)). Òîãäà

π = (π1, 1, π̃2, k + 1, ˜̃π2).
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Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π̄ = (π1, 1, π̃2, ˜̃π2, k + 1),

îòëè÷àþùååñÿ îò ðàñïèñàíèÿ π ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ k+1. Ñî-
ãëàñíî (3.11), r1 ≥ rj, rk+1 ≤ rj ∀ j ∈ Nk+1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðàñïèñàíèÿõ
π, π̄ òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N 2 ∪ {1} îáñëóæèâàþòñÿ áåç ïðîñòîåâ ïðèáîðà,
à ïðè ðàñïèñàíèè π

′′

i ìåæäó òðåáîâàíèÿìè ìíîæåñòâà Nk è (k + 1) ïðîñòîé
ïðèáîð òàêæå îòñóòñòâóåò. Îòñþäà

Cmax(π) = Cmax(π̄) = Cmax(π1, 1, π̃2, ˜̃π2) + pk+1, (3.49)

è
Cmax(π

′′

i ) = Cmax(πik) + pk+1. (3.50)

Îòìåòèì, ÷òî
Lmax(π

′′

i ) = max{Lmax(πik), Lk+1(π
′′

i )}, (3.51)

è
Lmax(π̄) = max{Lmax(π1, 1, π̃2, ˜̃π2), Lk+1(π̄)}. (3.52)

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (3.45). Â ñèëó (3.11), dk+1 ≥ dj ∀ j ∈ Nk. Êðîìå

òîãî, Ck+1(π) ≤ Cj(π) ∀ j ∈ ˜̃N 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, Lk+1(π) ≤ Lj(π) ∀ j ∈ ˜̃N 2.
Ïîýòîìó Lmax(π) = max

j∈Nk
Lj(π). Îòñþäà

Lmax(π)− Lmax(π̄) = max
j∈Nk

Lj(π)−max

{
max
j∈Nk

Lj(π̄), Lk+1(π̄)

}
.

Ïóñòü max
j∈Nk

Lj(π̄) ≥ Lk+1(π̄), ò.å.

Lmax(π)− Lmax(π̄) = max
j∈Nk

Lj(π)−max
j∈Nk

Lj(π̄).

Ïîñêîëüêó Cj(π) ≥ Cj(π̄) è, ñëåäîâàòåëüíî, Lj(π) ≥ Lj(π̄) ∀ j ∈ Nk, òî (3.45)
âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü max
j∈Nk

Lj(π̄) < Lk+1(π̄), ò.å.

Lmax(π)− Lmax(π̄) = max
j∈Nk

Lj(π)− Lk+1(π̄).

Òàê êàê dk+1 ≥ dj ∀ j ∈ Nk, òî ñ ó÷¼òîì (3.49) ïîëó÷èì

Cmax(π)− dj ≥ Cmax(π̄)− dk+1 ∀ j ∈ Nk.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âðåìåíí�îå ñìåùåíèå òðåáîâàíèÿ, îáñëóæèâàåìîãî íà ïî-
ñëåäíåì ìåñòå ïðè ðàñïèñàíèè π, íå ìåíüøå, ÷åì Lk+1(π̄), è íåðàâåíñòâî (3.45)
äîêàçàíî.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (3.46). Òîãäà ñ ó÷¼òîì (3.51), (3.52) èìååì
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Lmax(πik) ≤ y è Lmax(π1, 1, π̃2, ˜̃π2) ≤ y.

Êðîìå òîãî, πik, (π
1, 1, π̃2, ˜̃π2) ∈ Π(Nk, i). Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (3.34) ïðè

m = k,

Cmax(πik) ≤ Cmax(π1, 1, π̃2, ˜̃π2).

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.50), (3.49), áóäåì èìåòü

Cmax(π′′i ) = Cmax(πik) + pk+1 ≤ Cmax(π̃1, ˜̃π1, 1, π2) + pk+1 = Cmax(π̄) = Cmax(π),

è íåðàâåíñòâî (3.47) äîêàçàíî.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (3.48). Òîãäà ëèáî Lmax(πik) > y, ëèáî Lmax(πik) ≤ y
è Lk+1(π

′′
i ) > y. Ïóñòü Lmax(πik) > y. Èç (3.34) ïðè m = k ñëåäóåò, ÷òî

Lmax(π̂) > y ∀ π̂ ∈ Π(Nk, i),

à òàê êàê (π1, 1, π̃2, ˜̃π2) ∈ Π(Nk, i), òî

Lmax(π1, 1, π̃2, ˜̃π2) > y

è â ñèëó (3.52) ïîëó÷èì Lmax(π̄) > y. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.45), ñëåäóåò íåðà-
âåíñòâî (3.39). Ïóñòü òåïåðü

Lmax(πik) ≤ y è Lk+1(π
′′
i ) > y.

Òàê êàê πik, (π
1, 1, π̃2, ˜̃π2) ∈ Π(Nk, i), òî èç (3.34) ïðè m = k ñëåäóåò, ÷òî

Cmax(πik) ≤ Cmax(π1, 1, π̃2, ˜̃π2). Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.50), (3.49), èìååì

Cmax(π′′i ) = Cmax(πik) + pk+1 ≤ Cmax(π̃1, ˜̃π1, 1, π2) + pk+1 = Cmax(π̄),

à çíà÷èò, Lk+1(π
′′
i ) ≤ Lk+1(π̄) è Lk+1(π̄) > y. Òîãäà èç (3.45), (3.52) ñëåäóåò

(3.39).

Äàëåå, ïóñòü πik+1 6= π∅. Òîãäà Πi 6= ∅. Ýòî âîçìîæíî â ñëåäóþùèõ òðåõ
ñëó÷àÿõ.

1. Ïóñòü Lmax(π′i) ≤ y, Lmax(π′′i ) ≤ y. Èç (3.36), (3.46) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(Nk+1, i), äëÿ êîòîðîãî Lmax(π) ≤ y ñïðàâåäëèâî
(3.37) ëèáî (3.47). Çíà÷èò, (3.34) ïðè m = k + 1 äîêàçàíî.

2. Ïóñòü Lmax(π′i) ≤ y, Lmax(π′′i ) > y. Èç (3.36) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàñïèñàíèÿ π = (π1, 1, π2) ∈ Π(Nk+1, i), äëÿ êîòîðîãî Lmax(π) ≤ y, â ñëó÷àå
k + 1 ∈ N 1 ñïðàâåäëèâî (3.37). Êðîìå òîãî, èç (3.48) ñëåäóåò (3.39) äëÿ âñåõ
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π ∈ Π(Nk+1, i), åñëè k + 1 ∈ N 2. Ïîñêîëüêó (k + 1) ∈ N 1 ëèáî k + 1 ∈ N 2, òî
(3.34) ïðè m = k + 1 äîêàçàíî â ýòîì ñëó÷àå.

3. Ïóñòü Lmax(π′i) > y, Lmax(π′′i ) ≤ y. Èç (3.46) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàñïèñàíèÿ π = (π1, 1, π2) ∈ Π(Nk+1, i), äëÿ êîòîðîãî Lmax(π) ≤ y, â ñëó÷àå
k + 1 ∈ N 2 ñïðàâåäëèâî (3.47). Êðîìå òîãî, èç (3.38) ñëåäóåò(3.39) äëÿ âñåõ
π ∈ Π(Nk+1, i), åñëè k + 1 ∈ N 1. Ïîñêîëüêó (k + 1) ∈ N 1 ëèáî k + 1 ∈ N 2, òî
(3.34) ïðè m = k + 1 äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü πik+1 = π∅. Òîãäà Πi = ∅. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Lmax(π′i) >
y, Lmax(π

′′

i ) > y. Èç (3.38), (3.48) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈
Π(Nk+1, i) ñïðàâåäëèâî (3.39), è íåðàâåíñòâî (3.35) äîêàçàíî.

Îòìåòèì, ÷òî πh = πt̄n ∈ Π(N, t̄). Ïîñêîëüêó t̄ = max{rn, t}, òî Π(N, t̄) =
Π(N, t). Òîãäà èç (3.34), (3.35) ïðèm = n, i = t̄ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.7 Òðóäî¼ìêîñòü ïðîöåäóðû h (àëãîðèòìà 3.9) ñîñòàâëÿåò
O(n log n+ nP ) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïåðåíóìåðàöèè òðåáîâàíèé ñîãëàñíî (3.11) äîñòà-
òî÷íî O(n log n) îïåðàöèé [11]. Íà êàæäîé èòåðàöèè êîëè÷åñòâî ðàñïèñàíèé
πik+1 íå ïðåâûøàåò P . Íà k-é èòåðàöèè çíà÷åíèÿ Lmax(π′i), Lmax(π′′i ), Cmax(π′i),
Cmax(π′′i ) ìîæíî âû÷èñëÿòü êàê

Cmax(π′i) = Cmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ),

Lmax(π′i) = max{max{i, rk+1}+ pk+1 − dk+1, Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k )},

Cmax(π′′i ) = Cmax(πik) + pk+1, (3.53)

Lmax(π′′i ) = max{Lmax(πik), Cmax(π′′i )− dk+1},

èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ Lmax(π
max{rk+1,i}+pk+1

k ), Lmax(πik), Cmax(πik), ïî-
ëó÷åííûå íà (k − 1)-é èòåðàöèè. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (3.11) rk+1 ≤ rj ∀
j ∈ Nk, ò.å. ìåæäó îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Nk è k + 1 íåò
ïðîñòîÿ ïðèáîðà. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ (3.53). Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîé
èòåðàöèè íåîáõîäèìî õðàíèòü íå áîëåå P ðàñïèñàíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì
çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè è ìîìåíòîâ çàâåðøåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ìû
ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà pj ∈ Z+ äëÿ âñåõ j ∈ N . Çíà÷èò òðóäî¼ìêîñòü
îäíîé èòåðàöèè � O(P ) îïåðàöèé, à ïîñêîëüêó ïðîöåäóðà h ñîñòîèò èç n
èòåðàöèé, òî å¼ òðóäî¼ìêîñòü ñîñòàâèò O(n log n + nP ) îïåðàöèé. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû h ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå èç-
âåñòíîé NP -ïîëíîé çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ([7], c. 81) ëèáî óñòàíîâèòü, ÷òî
ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, èñïîëüçóþùèé ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìîãî îòíî-
ñèòåëüíî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ y ðàñïèñàíèÿ äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñè-
ìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥
dj ∀ i, j ∈ N).

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Äàíî ìíîæåñòâîN 0 = {1, 2, ..., n0},
êàæäîìó ýëåìåíòó i êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî aj è âûïîëíÿ-
åòñÿ

∑
j∈N0

aj = 2A, ãäå A � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñïî-

çíàâàíèè ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N 0 íà äâà ïîäìíîæåñòâà N 0
1 è

N 0
2 òàêèå, ÷òî ∑

j∈N0
1

aj =
∑
j∈N0

2

aj = A. (3.54)

Â ðàáîòå ([7], c. 293) ïîñòðîåíî ñâåäåíèå çàäà÷è î ÐÀÇÁÈÅÍÈÈ ê çàäà÷å
ðàñïîçíàâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å 1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax. Çàäà÷à ðàñïî-
çíàâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñóùåñòâóåò ëè ðàñïèñàíèå π ∈ Π(N, t)
òàêîå, ÷òî Lmax(π) ≤ y äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà y. Ñâåäåíèå ñòðîèòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïîëàãàåì n = n0 + 1, N = {1, ..., n0, n}; pj = aj, rj = 0,
dj = 2A + 1, j = 1, n0; pn = 1, rn = A, dn = A + 1; y = 0. Äîêàçàíî, ÷òî ðàñ-
ïèñàíèå π = (π1, n, π2) ∈ Π(N, t), ãäå π1 ∈ Π(N 1, t), π2 ∈ Π(N 2, Cmax(π1, n)),
N 1 6= ∅, N 2 6= ∅, N 1 ∪ N 2 = N 0, äîïóñòèìî îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî y òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N 0 íà ïîäìíî-
æåñòâà N 0

1 = N 1 è N 0
2 = N 2, ÷òî ñïðàâåäëèâî (3.54). Íåîáõîäèìî çàìåòèòü,

÷òî ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (1.63)
(ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N), à äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå îòíîñèòåëüíî
çàäàííîãî y = 0 â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèé (1.63) ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåäóðîé
h (àëãîðèòìîì 3.9), îïèñàííîé â ðàçäåëå 3.5.2. çà O(n log n + nP ) îïåðàöèé.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè Lmax(πh) ≤ 0, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ
òðåáîâàíèé N 1 6= ∅, N 2 6= ∅. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðîé h ìîæíî ïîëó÷èòü
ðåøåíèå çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ëèáî óñòàíîâèòü, ÷òî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò,
çà O(n log +nP ) îïåðàöèé.

3.5.3 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàê-
ñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥
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dj ∀ i, j ∈ N), â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ ïðîöåäóðû h0 (àëãîðèòì 3.8) è
h (àëãîðèòì 3.9) îïèñàííûå â ðàçäåëàõ 3.5.1 è 3.5.2.

Èäåÿ àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà-
÷åíèÿ y ïîëàãàåòñÿ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàñïèñàíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïðî-
öåäóðîé h0. Äàëåå, óìåíüøàÿ çíà÷åíèå y íà åäèíèöó, íå áîëåå, ÷åì çà pmax(N)
âûçîâà ïðîöåäóðû h, ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå.

Àëãîðèòì 3.10 ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | ri ≤ rj, di ≥ dj | Lmax

1: Âñïîìîãàòåëüíûé øàã. Ïðîöåäóðîé h0 (àëãîðèòì 3.8) ñòðîèòñÿ ðàñïèñàíèå πh0 ∈
Π(N, t), è ïîëàãàåòñÿ y0 = Lmax(πh0). Ïðîöåäóðîé h (àëãîðèòì 3.9), ãäå y = y0, ñòðîèòñÿ
äîïóñòèìîå îòíîñèòåëüíî y0 ðàñïèñàíèå π0

h ∈ Π(N, t).
2: Ïóñòü äëÿ k ≥ 1 ïîñòðîåíî ðàñïèñàíèå πk−1

h .
3: Ïîñòðîèì πkh ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëàãàåì yk = yk−1 − 1 è ïðîöåäóðîé h, ãäå y = yk,
ñòðîèòñÿ äîïóñòèìîå îòíîñèòåëüíî yk ðàñïèñàíèå πkh ∈ Π(N, t).

4: if πkh = ∅ then
5: π∗ = πk−1

h , è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
6: end if

Òåîðåìà 3.8 Ïóñòü íà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N íàêëàäûâà-
þòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (1.63). Òîãäà àëãîðèòìîì 3.10 áóäåò ïîñòðîåíî îïòè-
ìàëüíîå ðàñïèñàíèå çà O(n2P + npmax(N)P ) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî π0
h 6= ∅. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. π0

h = ∅.
Òîãäà ïî òåîðåìå 3.6 Lmax(π) > y0 ∀ π ∈ Π(N, t). Òàê êàê πh0

∈ Π(N, t), òî
Lmax(πh0

) > y0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó y0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óêàçàííîì
ñïîñîáå çàäàíèÿ y0 ðàñïèñàíèå π∗, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì, òàêîâî, ÷òî π∗ ∈
Π(N, t).

Ïóñòü πmh = ∅. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.6 Lmax(π) > ym ∀ π ∈ Π(N, t), à
çíà÷èò, Lmax(π̃) > ym ∀ π̃ ∈ Π∗(N, t). Î÷åâèäíî, ÷òî ym è Lmax(π̃) � öåëûå
÷èñëà äëÿ ëþáîãî π̃ ∈ Π∗(N, t). Ïîýòîìó

Lmax(π̃) ≥ ym−1 ∀ π̃ ∈ Π∗(N, t). (3.55)

Òàê êàê ñîãëàñíî àëãîðèòìó 3.10 πm−1
h 6= ∅, òî ïî òåîðåìå 3.6

Lmax(πm−1
h ) ≤ ym−1. (3.56)

Ïîñêîëüêó Lmax(πm−1
h ) ≥ Lmax(π̃) ∀ π̃ ∈ Π∗(N, t), òî èç (3.55), (3.56) ñëåäóåò,

÷òî πm−1
h ∈ Π∗(N, t).

Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 3.10. Äëÿ âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíîãî øàãà
ïîòðåáóåòñÿ O(n2P ) îïåðàöèé, òàê êàê ñëîæíîñòü ïðîöåäóð h0 è h, ñîîòâåò-
ñòâåííî, O(n2P ) è O(n log n+nP ) îïåðàöèé. Íà êàæäîé èòåðàöèè âûïîëíÿåò-
ñÿ ïðîöåäóðà h, ïîýòîìó êàæäàÿ èòåðàöèÿ èìååò òðóäî¼ìêîñòüO(n log n+nP )
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îïåðàöèé. Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ y0 áåð¼òñÿ çíà÷åíèå öå-
ëåâîé ôóíêöèè ðàñïèñàíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïðîöåäóðîé h0, òî ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 3.4 çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàñïèñàíèÿ πh0

íå áîëåå, ÷åì íà pmax(N),
ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé àëãîðèòìà 3.10 íå ïðåâîñõîäèò pmax(N). Òàêèì
îáðàçîì, òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(n2P +npmax(N)P ) îïåðàöèé.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ (1.63) (ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N)
àëãîðèòì 3.10 äà¼ò òàêæå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ N ∗ (àëãîðèòì 1.7), òðóäî¼ìêîñòü
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ òðóäî¼ìêîñòüþ àëãîðèòìà 3.10.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ NP�òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è 1|ri|Lmax

ïîñòðîåí ïñåâäîïîëèíîìèíàëüíûé àëãîðèòì òðóäîåìêîñòè O(n2P + npmaxP )
îïåðàöèé.

3.5.4 Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
çàäà÷è 1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïè-
ñàíèé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ (1.63), (1.64) è (1.63), (1.65). Àëãîðèòìû ïîñòðîåíû íà îñíîâàíèè
ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé, îïèñàííûõ âûøå.

Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ çàäà÷è ìèíè-
ìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.63), (1.64):

ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N ;

dj − pj ≤ dmin(N) ∀ j ∈ N.

Àëãîðèòì 3.11 ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N ; è
dj − pj ≤ dmin(N) ∀ j ∈ N.
1: Ïîëàãàåì π∗ = arg min

i=1,n
{Lmax(πi)}, ãäå πi = (~πr, i), ~πr ∈ ~Πr(N \ {i}, t), i = 1, 2, ..., n.

Òåîðåìà 3.9 Ïóñòü ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N óäîâëåòâîðÿ-
þò îãðàíè÷åíèÿì (1.63), (1.64). Òîãäà àëãîðèòìîì 3.11 áóäåò ïîñòðîåíî
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π(N, t) çà O(n2) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.13 íàéä¼òñÿ òàêîå i ∈ N , ÷òî ðàñ-
ïèñàíèå π∗ = (~πr, i), ãäå ~πr ∈ ~Πr(N \ {i}, t), áóäåò îïòèìàëüíûì, ïðè÷¼ì
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Lmax(π∗) = Li(π
∗). Ïîñêîëüêó íà ïîñëåäíåì ìåñòå ìîæåò îêàçàòüñÿ ëþáîå èç

n òðåáîâàíèé, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî ñðåäè
n ðàñïèñàíèé πi, i = 1, 2, ..., n, âûáðàòü ðàñïèñàíèå ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì
öåëåâîé ôóíêöèè.

Îöåíèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà 3.11. Åñëè ïåðâîíà÷àëüíî ïåðåíóìåðî-
âàòü òðåáîâàíèÿ ïî íåóáûâàíèþ ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êàæäîãî ðàñïèñàíèÿ πi è âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ Lmax(πi), i = 1, ..., n,
ïîòðåáóåòñÿ O(n) îïåðàöèé, à äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ðàñïèñàíèé πi è âû÷èñëå-
íèÿ âñåõ çíà÷åíèé Lmax(πi) íåîáõîäèìî O(n2) îïåðàöèé. Äëÿ âûáîðà π∗ èç n
ðàñïèñàíèé äîñòàòî÷íî O(n) îïåðàöèé. Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåíóìåðàöèè íåîá-
õîäèìî O(n log n) îïåðàöèé [11], òî òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 3.11 ñîñòàâëÿåò
O(n2) îïåðàöèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ (1.63), (1.64) àëãîðèòì 3.11 äà¼ò òàêæå ñïîñîá
ïîñòðîåíèÿ N ∗ (àëãîðèòì 1.7), òðóäî¼ìêîñòü êîòîðîé â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò
ñ òðóäî¼ìêîñòüþ àëãîðèòìà 3.11.

Òåîðåìà 3.10 Ïóñòü ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N óäîâëåòâîðÿ-
þò îãðàíè÷åíèÿì (1.63), (1.65): ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N è
ri ≤ rj ⇒ di − pi ≥ dj ∀ i, j ∈ N, i 6= j. Òîãäà îïòèìàëüíîå ðàñïè-
ñàíèå π∗ ∈ ~Πd(N, t) ñòðîèòñÿ çà O(n log n) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.14 ëþáîå ðàñïèñàíèå π ∈ ~Πd(N, t) áóäåò
îïòèìàëüíûì. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗ äîñòà-
òî÷íî ïåðåíóìåðîâàòü òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N ïî íåóáûâàíèþ äèðåêòèâíûõ
ñðîêîâ è ïîëîæèòü π∗ = (1, ..., n). Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåíóìåðàöèè òðåáîâàíèé
äîñòàòî÷íî O(n log n) îïåðàöèé, òî òðóäî¼ìêîñòü ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ðàñïèñàíèÿ ñîñòàâèò O(n log n) îïåðàöèé.

Èç òåîðåìû 3.10 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ
äëÿ ñëó÷àÿ (1.63), (1.65) äîñòàòî÷íî óïîðÿäî÷èòü òðåáîâàíèÿ ïî íåóáûâàíèþ
äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ (1.63), (1.65) â àëãîðèòìå 1.7
N ∗ = ∅, è òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 1.7 ñîâïàäàåò ñ òðóäî¼ìêîñòüþ ïåðåíóìå-
ðàöèè òðåáîâàíèé.

Ïðåäîñòàâèì âîçìîæíîñòü çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ âûäåëèòü äðó-
ãèå ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè èññëåäóåìîé çàäà÷è.
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3.6 Ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáùåãî

ñëó÷àÿ çàäà÷è. Îöåíêà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå, èñïîëüçó-
þùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.63).
Èäåÿ àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äèðåêòèâíûå ñðîêè òðåáîâàíèé
èçìåíÿþòñÿ òàê, ÷òîáû íîâûå ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿëè îãðàíè-
÷åíèÿì (1.63). Äàëåå çàäà÷à ðåøàåòñÿ àëãîðèòìîì 3.10. Ïîëó÷åííîå ðàñïèñà-
íèå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûì ðàñïèñàíèåì ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ãðàíè-
öû àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (Lmax)
íà ìíîæåñòâå îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðè óñëîâèÿõ (1.63).
Ìèíèìèçàöèÿ ãðàíèöû àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îáåñïå÷èâàåòñÿ àëãîðèòìîì
èçìåíåíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà
N ïðîíóìåðîâàíû òàê, ÷òî

r1 ≤ r2 ≤ ... ≤ rn, (3.57)

ïðè÷¼ì, åñëè
rj = rj+1 ⇒ dj ≥ dj+1 ∀ j = 1, ..., n− 1. (3.58)

Ñôîðìóëèðóåì è ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:{
max
j∈N
{dj − d′j} −min

j∈N
{dj − d′j} −→ min

d′1,d
′
2,...,d

′
n

d′1 ≥ d′2 ≥ ... ≥ d′n.
(3.59)

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.59) ìîæåò áûòü íàéäåíî ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì.

Àëãîðèòì 3.12 ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.59)
1: Âñïîìîãàòåëüíûé øàã Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N ñîãëàñíî (3.57),
(3.58). Ïîëàãàåì N1 = N .

2: Îñíîâíîé øàã Ïóñòü äëÿ k ≥ 1 ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî Nk.
3: if Nk 6= ∅ then
4: lk = max{j ∈ Nk : dj = max

i∈Nk
di}, N̄k = {j ∈ Nk : j ≤ lk}, è ïîëàãàåì d̄′j = dlk ∀ j ∈ N̄k,

Nk+1 = Nk \ N̄k, k = k + 1 è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.
5: else
6: àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó.
7: end if

Ëåììà 3.3 Ðåøåíèå çàäà÷è (3.59) ìîæåò áûòü íàéäåíî àëãîðèòìîì 3.12
çà O(n log n) îïåðàöèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 3.12. Äëÿ ïåðåíóìåðà-
öèè òðåáîâàíèé ïîíàäîáèòñÿ O(n log n) îïåðàöèé. Ïîñêîëüêó N̄k ∩ N̄k+1 = ∅,
òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ d̄′j ∀ j ∈ N ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå O(n) îïåðàöèé.
Ïîýòîìó, òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 3.12 ñîñòàâèò O(n log n) îïåðàöèé.

Ïóñòü ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà 3.12 ðàâíîm. Ñîãëàñíî àëãîðèòìó 3.12
çíà÷åíèÿ d̄′j ∀ j = 1, ..., n óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

d̄′1 ≥ . . . ≥ d̄′n (3.60)

è, êðîìå òîãî,
d̄′j ≥ dj, j = 1, 2, . . . , n. (3.61)

Ïîêàæåì, ÷òî

max
j∈N
{d̄′j − dj} −min

j∈N
{d̄′j − dj} ≤ max

j∈N
{d′j − dj} −min

j∈N
{d′j − dj} (3.62)

äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë d′j, óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.59). Òîãäà óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû áóäåò äîêàçàíî. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ d̃′j,
j = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî

d̃′1 ≥ . . . ≥ d̃′n, (3.63)

è ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (3.62) ïðè d′j = d̃′j ∀ j = 1, . . . , n.

Î÷åâèäíî, ÷òî max{dj − d′j} = −min{d′j − dj} è min{dj − d′j} =
−max{d′j − dj} ∀ d′1, . . . , d′n. Îòñþäà

max
j∈N
{dj − d̄′j} −min

j∈N
{dj − d̄′j} = max

j∈N
{d̄′j − dj} −min

j∈N
{d̄′j − dj}, (3.64)

è

max
j∈N
{dj − d̃′j} −min

j∈N
{dj − d̃′j} = max

j∈N
{d̃′j − dj} −min

j∈N
{d̃′j − dj}. (3.65)

Ïîñêîëüêó òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N ïðîíóìåðîâàíû ñîãëàñíî (3.57),
(3.58), òî òðåáîâàíèÿ l1, . . . , lk è ìíîæåñòâà N̄1, . . . , N̄k ìîæíî âûáðàòü ïî
àëãîðèòìó 3.12. Î÷åâèäíî, ÷òî N̄k ∩ N̄k+1 = ∅ è N̄1 ∪ . . . ∪ N̄m = N . Îòñþäà

max
j∈N
{d̄′j − dj} −min

j∈N
{d̄′j − dj}) =

max
1≤k≤m

(max
j∈N̄k
{d̄′j − dj})− min

1≤k≤m
(min
j∈N̄k
{d̄′j − dj})

(3.66)

è
max
j∈N
{d̃′j − dj} −min

j∈N
{d̃′j − dj}) =

max
1≤k≤m

(max
j∈N̄k
{d̃′j − dj})− min

1≤k≤m
(min
j∈N̄k
{d̃′j − dj}).

(3.67)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç sk ∈ N̄k òàêîå òðåáîâàíèå, ÷òî

dsk ≤ dj ∀ j ∈ N̄k, k = 1, ...,m. (3.68)

Ïî àëãîðèòìó 3.12

d̄′j = d̄′lk = dlk ∀ j ∈ N̄k, k = 1, ...,m. (3.69)

Cîãëàñíî âûáîðó òðåáîâàíèÿ lk ñ ó÷¼òîì (3.68), (3.69)

max
j∈N̄k
{d̄′j − dj} = dlk − dsk ∀ k = 1, ...,m, (3.70)

min
j∈N̄k
{d̄′j − dj} = 0 ∀ k = 1, ...,m, (3.71)

è dlk ≥ dj äëÿ âñåõ j ∈ N̄k. Êðîìå òîãî, â ñèëó (3.63) d̃′lk ≤ d̃′j äëÿ âñåõ j ∈ N̄k,
k = 1, ...,m. Îòñþäà

min
j∈N̄k
{d̃′j − dj} = d̃′lk − dlk ∀ k = 1, ...,m. (3.72)

Ïóñòü ÷èñëà Cj, j = 1, ..., n, òàêîâû, ÷òî d̃′j = d̄′j + Cj. Òîãäà ñ ó÷¼òîì
(3.69)

d̃′j = dlk + Cj ∀ j ∈ N̄k, k = 1, ...,m, (3.73)

à èç (3.63), (3.73) ñëåäóåò, ÷òî

i ≤ j ⇒ Ci ≥ Cj ∀ i, j ∈ N̄k, k = 1, ...,m. (3.74)

Òàê êàê max
j∈N̄k
{d̃′j−dj} ≥ d̃′j−dj ∀ j ∈ N̄k, òî max

j∈N̄k
{d̃′j−dj} ≥ d̃′sk−dsk . Îòñþäà

ñ ó÷¼òîì (3.73)

max
j∈N̄k
{d̃′j − dj} ≥ dlk + Csk − dsk ∀ k = 1, ...,m. (3.75)

Èç (3.70), (3.71), (3.72), (3.75) ñëåäóåò, ÷òî max
j∈N̄k
{d̄′j − dj} − min

j∈N̄k
{d̄′j − dj} −

(max
j∈N̄k
{d̃′j−dj}−min

j∈N̄k
{d̃′j−dj}) ≤ d̃′lk−dlk−Csk ∀ k = 1, ...,m. Ñîãëàñíî âûáîðó

òðåáîâàíèé lk è sk èìååì, ÷òî sk ≤ lk. Òîãäà èç (3.73) ñ ó÷¼òîì (3.74) ñëåäóåò,
÷òî d̃′lk ≤ dlk + Csk äëÿ âñåõ k = 1, ...,m. Îòñþäà

max
j∈N̄k
{d̄′j − dj} − min

j∈N̄k
{d̄′j − dj} ≤ max

j∈N̄k
{d̃′j − dj} − min

j∈N̄k
{d̃′j − dj} ∀ k = 1, ...,m,

è â ñèëó (3.66), (3.67)

max
j∈N
{d̄′j − dj} −min

j∈N
{d̄′j − dj} ≤ max

j∈N
{d̃′j − dj} −min

j∈N
{d̃′j − dj}.
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Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (3.64), (3.65) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (3.62) ïðè d′j = d̃′j. Ëåììà
äîêàçàíà.

Îïèøåì ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàê-
ñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå.

Àëãîðèòì 3.13 ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.59)

1: Äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N àëãîðèòìîì 3.12 íàõîäèì íîâûå äèðåêòèâíûå ñðîêè d̄′j,
j ∈ N .

2: Àëãîðèòìîì 3.10 ðåøàåì çàäà÷ó 1|ri ≤ rj, di ≥ dj|Lmax ïðè dj = d̄′j.

Òåîðåìà 3.11 Àëãîðèòìîì 3.13 òðóäî¼ìêîñòè O(n2P + npmaxP ) îïåðàöèé
ñòðîèòñÿ ðàñïèñàíèå π′ ∈ Π(N, t) òàêîå, ÷òî Lmax(π′) − Lmax(π∗) ≤ ρ̄d, ãäå
π∗ ∈ Π∗(N, t), ρ̄ = max

j∈N
{dj− d̄′j}−min

j∈N
{dj− d̄′j}, è ρ̄d � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

ðàçíîñòè max
j∈N
{dj − d′j} − min

j∈N
{dj − d′j} ïî âñåì d′1, ..., d

′
n, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåðàâåíñòâàì (3.59).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1.16 èìååì, ÷òî Lmax(π′) ≤ Lmax(π∗)+ρd,
ãäå π∗, π′ ∈ Π(N, t) � îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà N ñ ìîìåíòà âðåìåíè t ïðè äèðåêòèâíûõ ñðîêàõ dj è d′j ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èç ëåììû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ρd äîñòèãàåòñÿ ïðè
d′j = d̄′j, j = 1, n, íàéäåííîå àëãîðèòìîì 3.12.

Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 3.12 íå ïðåâûøàåò O(n log n) îïåðàöèé. À
òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 3.10 � O(n2P + npmaxP ) îïåðàöèé, ïîýòîìó òðóäî-
¼ìêîñòü àëãîðèòìà 3.13 ñîñòàâëÿåò O(n2P + npmaxP ) îïåðàöèé. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíèâ äèðåêòèâíûå ñðîêè èñõîäíîé çàäà÷è è ðåøàÿ
ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó àëãîðèòìîì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (1.63) çàO(n2P+npmaxP )
îïåðàöèé ïîëó÷èì ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ñ ìèíèìàëüíîé
âåëè÷èíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíê-
öèè (Lmax) íà ìíîæåñòâå îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé çàäà÷è ïðè óñëîâèÿõ (1.63)
(ri ≤ rj ⇒ di ≥ dj ∀ i, j ∈ N).

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 1, ìîæíî èçìåíÿòü íå òîëüêî äèðåêòèâíûå
ñðîêè, íî è ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ è ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðå-
áîâàíèé.
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Äëÿ ñëó÷àÿ (1.63) âåðíî r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ rn è d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dn. Çàäà÷à
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1.88) íàõîæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðèìåðà
A = {(rAj , pAj , dAj ) | j ∈ N} ïðèìåðà B = {(rBj , pBj , dBj ) | j ∈ N}, ïðèíàä-
ëåæàùåãî (1.63), íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ îöåíêà àáñîëþòíîé
ïîãðåøíîñòè, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.



(xd − yd + xr − yr) +
∑
j∈N

xpj −→ min

yd ≤ dAj − dBj ≤ xd, ∀j ∈ N,
yr ≤ rAj − rBj ≤ xr, ∀j ∈ N,
−xpj ≤ pAj − pBj ≤ xpj , ∀j ∈ N,
0 ≤ xpj , ∀j ∈ N,
CRB ≤ 0,
−CDB ≤ 0,

ãäå ìàòðèöà C ðàçìåðíîñòè (n− 1)× n èìååò âèä

C =



1 −1 0 0. . . 0 0
0 1−1 0. . . 0 0
0 0 1−1. . . 0 0
. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . .
0 0 0 0. . .−1 0
0 0 0 0. . . 1−1

 .

Ðåøèâ äàííóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìû íàéäåì ïðèìåð
B, ïðèíàäëåæàùèé (1.63), íàèáîëåå áëèçêèé ê èññëåäóåìîìó ïðèìåðó A âî
ââåä¼ííîé íàìè ìåòðèêå.
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Ãëàâà 4

Àëãîðèòì âåòâåé è îòñå÷åíèé äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj |
∑
wjUj

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòì âåòâåé è îòñå÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîãî ÷èñëà çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé íà îäíîì
ïðèáîðå. Àëãîðèòì ðàçðàáîòàí â ðàìêàõ �ãèáðèäíîé� ñõåìû, ïðåäñòàâëåííîé
äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ â ðàçäåëå 4.1. Â ðàçäåëå 4.2 áóäåò îïèñàíà ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è, à òàêæå ñäåëàí îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ñóùåñòâóþùèì ìåòîäàì å¼
ðåøåíèÿ. Â ðàçäåëå 4.3 çàäà÷à áóäåò ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ÷àñòè÷íî
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è çàòåì ïåðåôîðìóëèðîâàíà
êàê çàäà÷à âèäà (GP � ãèáðèäíàÿ ôîðìóëèðîâêà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è).
Â ðàçäåëå 4.3.1 ìû ïðåäñòàâèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, öåëü êîòîðûõ
óëó÷øèòü ðåëàêñàöèþ (MIP) çàäà÷è (GP). Äàëåå â ðàçäåëå 4.4 áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèé, îñíîâàííûå íà ìåòîäàõ ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1 | rj | Lmax, ïðåäñòàâëåííûõ â ãëàâå 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû. Íàêîíåö,
â ðàçäåëàõ 4.5 è 4.6 áóäåò ïðåäñòàâëåí �ãèáðèäíûé� àëãîðèòì âåòâåé è îòñå-
÷åíèé è ïðîâåäåíî åãî ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè ëó÷øèìè íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj |

∑
wjUj.

4.1 �Ãèáðèäíàÿ� ñõåìà ðåøåíèÿ îäíîãî êëàññà çàäà÷

öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì ñõåìó ðåøåíèÿ êëàññà çàäà÷ öåëî÷èñëåííî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå
çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû êàê çàäà÷è äàííîãî
êëàññà è ðåøåíû �ãèáðèäíûì� àëãîðèòìîì â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåííîé ñõåìû.

�Ãèáðèäíûå� àëãîðèòìû áàçèðóþòñÿ íà äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé çàäà÷è,
êîãäà ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäïðîñòðàíñòâà. Äàí-
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íîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äåêîìïîçèöèè Áåíäåðñà (Benders [88]).
Ïîñëå äåêîìïîçèöèè îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò ïåðåìåííûå îäíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà, à ïîäçàäà÷à (èëè ïîäçàäà÷è) � äðóãîãî. Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé
�ãèáðèäíûõ� àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàäà÷à è ïîäçàäà÷à ðåøàþòñÿ ðàç-
íûìè ìåòîäàìè. Òàêèìè ìåòîäàìè ìîãóò áûòü [÷àñòè÷íî] öåëî÷èñëåííîå ëè-
íåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ïðîãðàììèðîâàíèå
â îãðàíè÷åíèÿõ èëè ñïåöèàëèçèðîâàííûå êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû. Îñíîâ-
íûì ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî ïîäõîäà êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ êîîïåðàöèÿ (ãèáðè-
äèçàöèÿ) ðàçëè÷íûõ ïî ñâîåé ïðèðîäå ìåòîäîâ. Ñóùåñòâóþò çàäà÷è, êîòîðûå
íå ìîãóò áûòü óñïåøíî ðåøåíû íè îäíèì èç ìåòîäîâ îòäåëüíî. Äëÿ òàêèõ çà-
äà÷ è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ðàçðàáîòêà �ãèáðèäíûõ� ñõåì (ìåòîäîâ)
ðåøåíèÿ è îñíîâàííûõ íà íèõ àëãîðèòìîâ.

Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå àëãîðèòìû âåòâåé è îòñå÷åíèé, à òàêæå
�ãèáðèäíûå� àëãîðèòìû ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Êîðáóòà, Ñèãàëà è Ôèí-
êåëüøòåéíà [15, 67]. Â ïîñëåäíèå âðåìÿ â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïîÿâèëîñü
ìíîæåñòâî ðàáîò íà äàííóþ òåìó. Â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòü-
ñÿ â îñíîâíîì ñòàòüå Äæåéíà è Ãðîññìàíà (Jain, Grossmann [134]), òàê êàê
ïðåäëîæåííàÿ èìè ñõåìà ðåøåíèÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ïîäõîäèò äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è. Â êîíöå ðàçäåëà áóäåò ñäåëàí îáçîð íåêîòîðûõ
äðóãèõ ðàáîò äàííîãî íàïðàâëåíèÿ.

Èòàê, ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê
ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(×ÖËÏ):

(OP) : cTx −→ min (4.1)

Ax+By + Cv ≤ a; (4.2)

A′x+B′y + C ′v ≤ a′; (4.3)

x ∈ {0, 1}n, y ∈ {0, 1}m, v ∈ Rp. (4.4)

Çàäà÷à (OP) èìååò êàê öåëî÷èñëåííûå (áóëåâû), òàê è äåéñòâèòåëüíûå ïå-
ðåìåííûå, ïðè÷¼ì òîëüêî ÷àñòü áóëåâûõ ïåðåìåííûõ èìååò íåíóëåâûå êî-
ýôôèöèåíòû â öåëåâîé ôóíêöèè. Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé ðàçäåëåíî íà äâà
ïîäìíîæåñòâà. Îãðàíè÷åíèÿ (4.2) îòîáðàæàþò íåêîòîðûå àñïåêòû çàäà÷è,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ñìîäåëèðîâàíû ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè. Íàïðîòèâ, îãðàíè÷åíèÿ (4.3) âíîñÿò ñëîæíîñòü â ðåøåíèå çàäà÷è ×ÖËÏ
ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, ââèäó áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Âàæíûì
ìîìåíòîì, âëèÿþùèì íà ýôôåêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû, ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé (4.3) ïî âîçìîæíîñòè íå äîëæíî ñèëüíî âëè-
ÿòü íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè çàäà÷è (OP).
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Òåïåðü ìû ïðåäñòàâèì �ãèáðèäíóþ� ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è (OP):

(GP) : cTx −→ min (4.5)

Ax+By + Cv ≤ a; (4.6)

x⇔ x̄; (4.7)

Ḡ(x̄, ȳ, v̄) ≤ 0; (4.8)

x ∈ {0, 1}n, y ∈ {0, 1}m, v ∈ Rp; (4.9)

x̄, ȳ, v̄ ∈ D. (4.10)

Çäåñü îãðàíè÷åíèÿ (4.8) è (4.10) � ýòî ïåðåôîðìóëèðîâàííûå îãðàíè÷åíèÿ
(4.3). Îãðàíè÷åíèÿ (4.8) ìîãóò áûòü ëþáûìè, îíè íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû
áûòü ëèíåéíûìè. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé D ïåðåìåííûõ x̄, ȳ, v̄ òàê-
æå ìîæåò áûòü çàäàíî ïðîèçâîëüíûì ñïîñîáîì. Îäíàêî, ìåæäó ïåðåìåííûìè
x è x̄ äîëæíî áûòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (4.7).

Îñíîâîé ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷è (GP) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ×ÖËÏ, âêëþ÷àþ-
ùàÿ òîëüêî ÷àñòü èñõîäíûõ îãðàíè÷åíèé è ðåøàåìàÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì,
à òàêæå çàäà÷à âûïîëíèìîñòè, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè äëÿ
íåå ìåòîäàìè, ýòî ìîæåò áûòü ïðîãðàììèðîâàíèå â îãðàíè÷åíèÿõ èëè ñïåöèà-
ëèçèðîâàííûå êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû. Ðåøàÿ çàäà÷ó ×ÖËÏ, ìû íàõîäèì
ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì (4.6) è (4.9), îïòèìèçèðóÿ ïðè ýòîì
öåëåâóþ ôóíêöèþ (4.5). Ðåøåíèå x äàííîé çàäà÷è ïðåîáðàçóåòñÿ â ÷àñòè÷íîå
ðåøåíèå x̄ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè. Çàòåì çàäà÷à âûïîëíèìîñòè ïðîâåðÿåò ñó-
ùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ ȳ è v̄ äëÿ ïåðåìåííûõ y è v, ÷òî ðåøåíèå (x̄, ȳ, v̄)
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ îãðàíè÷åíèé (4.8) è (4.10). Åñëè ðàñøèðåíèå âîç-
ìîæíî, òî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè òàêîãî ïîëíîãî ðåøåíèÿ òàêîå æå, êàê
è ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ x̄.

Îïèøåì äåòàëüíî ðàññìàòðèâàåìóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è (GP). Íà
èòåðàöèè k àëãîðèòìà, k = 1, 2, . . ., ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ×ÖËÏ:

(MIP) : cTx −→ min (4.11)

Ax+By + Cv ≤ a; (4.12)

Qkx ≤ qk ∀k ∈ {1, 2, . . . , k − 1}; (4.13)

x ∈ {0, 1}n, y ∈ {0, 1}m, v ∈ Rp. (4.14)

Çàäà÷à (MIP) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö
(ìåòîä Ëýíä è Äîéã [143]). Îãðàíè÷åíèÿ (4.13) íàõîäÿòñÿ íà ïðåäûäóùèõ
èòåðàöèÿõ, îíè áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå ïî òåêñòó. Åñëè çàäà÷à (MIP) íå
èìååò ðåøåíèÿ, òî è èñõîäíàÿ çàäà÷à (GP) òàêæå íå èìååò ðåøåíèÿ, ò.ê.
îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (MIP) áîëüøå ÷åì (GP). Åñëè íàéäåíî ðåøåíèå
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xk çàäà÷è (MIP), òî îíî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â x̄k c ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (4.7)
è ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à âûïîëíèìîñòè:

(FP) : ȳ, v̄ −→ find (4.15)

Ḡ(x̄k, ȳ, v̄) ≤ 0; (4.16)

ȳ, v̄ ∈ D. (4.17)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à (FP) ðàçáèâàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ ïî îòäåëüíîñòè, ÷òî óìåíüøàåò âðåìÿ ðåøå-
íèÿ. Ïîýòîìó, êîãäà ýòî âîçìîæíî, ñëåäóåò ðàçáèâàòü îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è íà
ïîäìíîæåñòâà (4.2) è (4.3) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäà÷à (FP) ðàçáèâàëàñü íà
ïîäçàäà÷è.

Åñëè ðåøåíèå (x̄k, ȳ, v̄) çàäà÷è (FP) íàéäåíî, òî îíî áóäåò îïòèìàëüíûì
äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è (GP), òàê êàê ýòî ðåøåíèå èìååò òàêîå æå çíà÷åíèå öå-
ëåâîé ôóíêöèè, êàê è ðåøåíèå xk çàäà÷è (MIP). Åñëè æå ðåøåíèå íå íàéäåíî,
òî xk èñêëþ÷àåòñÿ èç ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (MIP). Äëÿ
ýòîãî ãåíåðèðóåòñÿ ñëåäóþùåå îòñå÷åíèå:∑

i∈T k
xi −

∑
i∈F k

xi ≤ Bk − 1, (4.18)

ãäå T k = {i | xki = 1}, F k = {i | xki = 0}, Bk =| T k |. Îòñå÷åíèÿ â ôîðìå (4.18)
ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ è îòñåêàþò
òîëüêî îäíî ðåøåíèå, òàê êàê ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå x′ 6= xk óäîâëåòâîðÿ-
åò îãðàíè÷åíèþ (4.18). Ïîýòîìó, êîãäà ýòî âîçìîæíî, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è áîëåå ñèëüíûå îòñå÷åíèÿ Qkx ≤ qk,
êîòîðûå îòñåêàþò íåñêîëüêî îäíîòèïíûõ ðåøåíèé èç îáëàñòè äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèé çàäà÷è (MIP). Îòñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâÿçóþùèì çâåíîì ìåæäó çà-
äà÷àìè (MIP) è (FP), è îò òîãî, êàêîé òèï îòñå÷åíèé èñïîëüçóåòñÿ, íàïðÿìóþ
çàâèñèò ýôôåêòèâíîñòü âñåãî àëãîðèòìà, ðàçðàáîòàííîãî â ðàìêàõ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñõåìû.

Ôîðìàëüíî îïèñàííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è (GP) ïðåäñòàâëåíà êàê
àëãîðèòì 4.1.

Òåîðåìà 4.1 [134] Àëãîðèòì 4.1 ðåøàåò çàäà÷ó (GP) èëè äîêàçûâàåò å¼
íåäîïóñòèìîñòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ñõåìà èìååò îäèí ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê. Íà êàæ-
äîé èòåðàöèè íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ×ÖËÏ. Ýòî íåýôôåêòèâíî ïðè ðå-
øåíèè ïðèìåðîâ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, òàê êàê äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà
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Àëãîðèòì 4.1 �Ãèáðèäíàÿ� ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è (GP) èòåðàòèâíûì ìåòîäîì
1: k := 0
2: repeat
3: íàéä¼ì ðåøåíèå xk çàäà÷è (MIP)
4: if çàäà÷à (MIP) íå èìååò ðåøåíèÿ then
5: çàäà÷à (GP) íå èìååò ðåøåíèÿ; stop
6: end if
7: ïðåîáðàçóåì xk â x̄k ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (4.7)
8: ðåøèì çàäà÷ó (FP)
9: if çàäà÷à (FP) íå èìååò ðåøåíèÿ then
10: ïîñòðîèì îòñå÷åíèå (4.18)
11: äîáàâèì ïîñòðîåííîå îòñå÷åíèå â (MIP) êàê îãðàíè÷åíèå Qkx ≤ qk

12: k := k + 1
13: else
14: (x̄k, ȳ, v̄) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (GP); stop
15: end if
16: until false

âåòâåé è ãðàíèö, ðåøàþùåãî çàäà÷ó (MIP), ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ äîëãîå âðå-
ìÿ, ïðè÷¼ì íà êàæäîé èòåðàöèè.

Íàìíîãî áîëåå ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ×ÖËÏ
âñåãî îäèí ðàç. Ïðè ýòîì êàæäîå öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà
êàêîì-ëèáî óçëå ãëîáàëüíîãî äåðåâà ïîèñêà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, ïðî-
âåðÿåòñÿ íà äîïóñòèìîñòü çàäà÷åé (FP). Â ñëó÷àå íåäîïóñòèìîñòè ðåøå-
íèÿ îòñå÷åíèÿ äèíàìè÷åñêè äîáàâëÿþòñÿ ê èñõîäíûì îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è
×ÖËÏ. Òàêîé ïîäõîä ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîäà âåòâåé è ïðîâåðîê (Branch-
and-Check [213]).

Îïèøåì ñõåìó ìåòîäà âåòâåé è ïðîâåðîê áîëåå äåòàëüíî. Íà êàæäîì
óçëå ãëîáàëüíîãî äåðåâà ïîèñêà ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

(LP) : cTx −→ min = z∗ (4.19)

Ax+By + Cv ≤ a; (4.20)

Qx ≤ q; (4.21)

xLBj ≤ x ≤ xUBj , ∀j ∈ {1, . . . , n}; (4.22)

yLBi ≤ y ≤ yUBi , ∀i ∈ {1, . . . ,m}; (4.23)

x ∈ Rn, y ∈ Rm, v ∈ Rp; (4.24)

xLB, xUB ∈ {0, 1}n, yLB, yUB ∈ {0, 1}m. (4.25)

Ðàçíèöà ìåæäó çàäà÷àìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåøàåìûìè íà ðàç-
ëè÷íûõ óçëàõ ãëîáàëüíîãî äåðåâà ïîèñêà, çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçíûõ ìèíèìàëü-
íûõ è ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ xLB, xUB, yLB, yUB, à òàêæå

179



ðàçíîì íàáîðå îòñå÷åíèé (4.21). Åñëè çàäà÷à (LP) íåäîïóñòèìà èëè çíà÷å-
íèå å¼ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ áîëüøå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè òåêóùåãî
ëó÷øåãî íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, òî òåêóùèé óçåë ãëîáàëüíîãî äåðåâà ïîèñêà
îòñåêàåòñÿ. Èíà÷å, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (LP) íå ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì, òî
âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xj èëè yi, êîòîðàÿ â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè ïðèíèìàåò
íåöåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå, è ñîçäàþòñÿ äâà äî÷åðíèõ óçëà, â îäíîì èç êîòî-
ðûõ ïðèíèìàåòñÿ xUBj = 0 èëè yUBi = 0, à â äðóãîì � xLBj = 1 èëè yLBi = 1.
Åñëè æå ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ öåëî÷èñëåííîå, òî îíî
ïðîâåðÿåòñÿ íà äîïóñòèìîñòü çàäà÷åé (FP). Â ñëó÷àå íåäîïóñòèìîñòè ñîîò-
âåòñòâóþùåå îòñå÷åíèå (4.18) äîáàâëÿåòñÿ ê òåêóùåìó ìíîæåñòâó îòñå÷åíèé
(4.21) è çàäà÷à (LP) ðåøàåòñÿ ñíîâà. Åñëè ðåøåíèå ïðèçíàíî äîïóñòèìûì,
òî ëó÷øåå òåêóùåå ðåøåíèå îáíîâëÿåòñÿ, à òåêóùèé óçåë îáðåçàåòñÿ. Ñõå-
ìà ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ �ãèáðèäíûì� ìåòîäîì âåòâåé è
ïðîâåðîê ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåíà êàê àëãîðèòì 4.2.

Àëãîðèòì 4.2 �Ãèáðèäíàÿ� ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è (GP) ìåòîäîì âåòâåé è ïðîâåðîê

1: ñîçäàäèì çàäà÷ó p0, ãäå xLB = 0n, xUB = 1n, yLB = 0m, yUB = 1m, ìíîæåñòâî îòñå÷åíèé
Qx ≤ q ïóñòîå

2: UB := +∞; P := {p0}; l := 0
3: while P 6= ∅ do
4: âûáåðåì çàäà÷ó p âèäà (LP) èç P ; P := P \ {p};
5: ðåøèì çàäà÷ó p
6: if p èìååò ðåøåíèå (x∗, y∗, v∗) AND z∗ < UB then
7: if (x∗, y∗) � öåëî÷èñëåííûé then
8: ïðåîáðàçóåì x∗ â x̄ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (4.7);
9: ðåøèì çàäà÷ó (FP)
10: if çàäà÷à (FP) íå èìååò ðåøåíèÿ then
11: l := l + 1; ïîñòðîèì îòñå÷åíèå Qlx ≤ ql âèäà (4.18);
12: P := P ∪ {p}; äîáàâèì ïîñòðîåííîå îòñå÷åíèå âî âñå çàäà÷è èç P
13: else
14: UB := z∗; çàïîìíèì ðåøåíèå (x̄, ȳ, v̄)
15: end if
16: else
17: âûáåðåì ïåðåìåííóþ xj : x∗j 6∈ {0, 1} èëè yi : y∗i 6∈ {0, 1};
18: ñêîïèðóåì çàäà÷ó p â p′ è p′′;
19: ïîëîæèì xUBj = 0 èëè yUBi = 0 â çàäà÷å p′; P := P ∪ {p′};
20: ïîëîæèì xLBj = 1 èëè yLBi = 1 â çàäà÷å p′′; P := P ∪ {p′′}
21: end if
22: end if
23: end while

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ëèòåðàòóðå ïîÿâèëîñü ìíîæåñòâî ðàáîò ñ ðàçëè÷-
íûìè ïîäõîäàìè ê äåêîìïîçèöèè çàäà÷ è ðåøåíèÿ èõ ÷àñòåé ðàçíûìè ìåòî-
äàìè. Èç íèõ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
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Áîêìàéð è Ïèñàðóê (Bockmayr, Pisaruk [90]) âûäåëèëè â ðàìêàõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé â ýòîì ðàçäåëå ñõåìû ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ
(4.8) ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè. Îãðàíè÷åíèå G(x1, . . . , xn) = 0 ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
òîííûì, åñëè ìîíîòîííà ôóíêöèÿ G : x → {0, 1}, ãäå x ∈ {0, 1}n (ôóíêöèÿ
G ìîíîòîííà, åñëè ∀x, x′ ∈ {0, 1}n, x ≤ x′, âûïîëíÿåòñÿ G(x) ≤ G(x′)). Åñ-
ëè â àëãîðèòìå 4.1 èëè àëãîðèòìå 4.2 ðåøåíèå çàäà÷è (FP) ïîêàçàëî, ÷òî xk

ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì, òî â ñëó÷àå, åñëè îãðàíè÷åíèÿ (4.8) ÿâëÿþòñÿ ìîíî-
òîííûìè, ìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå ñèëüíîå, ÷åì (4.18) îòñå÷åíèå:∑

i∈T k
xj ≤ Bk − 1, (4.26)

ãäå T k = {i | xki = 1}, Bk =| T k |. Â ðàáîòå òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè çàäà÷à
(GP) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì âåòâåé è ïðîâåðîê, òî îòñå÷åíèÿ (4.26) ìîãóò áûòü
ïîñòðîåíû íå òîëüêî äëÿ öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, íî è äëÿ äðîáíûõ ðåøåíèé
ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè (LP).

Òîðñòåéíñîí (Thorsteinsson [213]) ðàçðàáîòàë ñõåìó ìåòîäà âåòâåé è ïðî-
âåðîê (òåðìèí Branch-and-Check áûë òàêæå ââåäåí ýòèì àâòîðîì) äëÿ áîëåå
îáùåãî êëàññà çàäà÷, ÷åì (GP), îäíàêî â åãî ðàáîòå íåò ÷åòêîãî îïèñàíèÿ àë-
ãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèé, àâòîð ïðåäëàãàåò ðàçðàáàòûâàòü ñîáñòâåííûé
òàêîé àëãîðèòì äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî êëàññà çàäà÷. Òàêæå â ýòîé ðàáîòå
îòìå÷åíà âàæíîñòü äîáàâëåíèÿ ðåëàêñàöèè îãðàíè÷åíèé (4.8) â çàäà÷ó (MIP),
ïðè ýòîì ðåëàêñàöèÿ íå äîëæíà ñèëüíî çàòðóäíÿòü ðåøåíèå çàäà÷è. Ýòîò øàã
ïîçâîëÿåò ñîêðàùàòü ÷èñëî îòñå÷åíèé, òðåáóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ðàì-
êàõ ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû.

Õóêåð è Îòòîñîí (Hooker, Ottosson [131]) îáîáùèëè ìåòîä äåêîìïîçè-
öèè Áåíäåðñà íà øèðîêèé ñïåêòð îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Èìè áûëè ðàçðà-
áîòàíû àëãîðèòìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèé äëÿ çàäà÷è ïðîïîçèöèîíàëüíîé
âûïîëíèìîñòè, à òàêæå äëÿ çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

4.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîãî ÷èñëà çàïàçäûâà-
þùèõ òðåáîâàíèé íà îäíîì ïðèáîðå. Ìíîæåñòâî èç n òðåáîâàíèé
N = {1, 2, . . . , n} íåîáõîäèìî îáñëóæèòü íà îäíîì ïðèáîðå. Çàïðåùàåòñÿ
îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå è ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé.
Êàæäîå òðåáîâàíèå j ∈ N èìååò âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ rj, âðåìÿ îáñëóæèâà-
íèÿ pj, äèðåêòèâíûé ñðîê dj è âåñ wj. Òðåáîâàíèå j ∈ N îáñëóæèâàåòñÿ
âîâðåìÿ ïðè ðàñïèñàíèè π, åñëè ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ äàííîãî
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òðåáîâàíèÿ íå ïðåâûøàåò åãî äèðåêòèâíûé ñðîê: Cj(π) ≤ dj, èíà÷å òðåáî-
âàíèå j çàïàçäûâàåò. Â ñòàíäàðòíîé íîòàöèè ïðèçíàê çàïàçäûâàíèÿ òðåáî-
âàíèÿ j îáîçíà÷àåòñÿ êàê Uj: Uj = 1 åñëè j çàïàçäûâàåò, è Uj = 0 åñëè j
îáñëóæèâàåòñÿ âîâðåìÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè ðàñïèñàíèå,
ïðè êîòîðîì ìèíèìèçèðóåòñÿ âçâåøåííîå ÷èñëî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé.
Â ñòàíäàðòíîé íîòàöèè òåîðèè ðàñïèñàíèé [125] äàííàÿ çàäà÷à îáîçíà÷àåòñÿ
êàê 1 | rj |

∑
wjUj. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîãî ÷èñëà çàïàçäûâàþùèõ

òðåáîâàíèé íà îäíîì ïðèáîðå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè
ðàñïèñàíèé.

Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå ïðè îòñóòñòâèè
âåñîâ [167]. Îäíàêî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó-
÷àåâ çàäà÷è. Ìóð (Moore [176]) ïîêàçàë, ÷òî ñëó÷àé 1 ||

∑
Uj áåç âåñîâ è

âðåì¼í ïîñòóïëåíèé ðàçðåøèì çà O(n2) îïåðàöèé.

Ìû âíåñëè íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè â àëãîðèòì Ìóðà, � àëãîðèòì 4.3,
òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò O(n log n) îïåðàöèé. Òàê êàê èçìåíåíèÿ
â àëãîðèòìå íå íîñÿò ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà, òî ìû îñòàâèì çà íèì
íàçâàíèå àëãîðèòìà Ìóðà.

Ïîëèíîìèàëüíîñòü ñëó÷àÿ áåç âåñîâ, êîãäà âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ è äè-
ðåêòèâíûå ñðîêè óïîðÿäî÷åíû îäèíàêîâî (ri < rj ⇒ di ≤ dj), áûëà äîêàçàíà
Êèçîì è äð. (Kise et al. [139]), O(n log n) îïåðàöèé àëãîðèòì äëÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ áûë ïðåäëîæåí Ëîóëåðîì (Lawler [146]). Òàêæå Ëàóëåðîì (Lawler [145])
áûë ðàçðàáîòàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ðåøàþùèé çàäà÷ó çà âðåìÿ O(n5) â ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñòâóþò âåñà, íî
ðàçðåøåíû ïðåðûâàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ (1 | rj; pmtn |

∑
Uj). Â äàëüíåéøåì

ýòîò àëãîðèòì áûë óëó÷øåí äî ñëîæíîñòè O(n4) Áàïòèñòîì (Baptiste [81]).

Àëãîðèòì 4.3 Ìóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | |
∑
Uj

1: ñîçäàäèì óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê ìíîæåñòâà N :
N1 = {i1, i2, . . . , in};
ãäå dik ≤ dik+1

, k = 1, 2, . . . , n− 1;
Ne := ∅; j0 := i1;

2: N0 := ∅; t = 0; k := 1; π = ∅;
3: while k ≤ n do
4: t := t+ pik
5: if pj0 < pik then j0 := ik;
6: if t ≤ dik then π := (π, ik)
else Ne := Ne ∪ {j0}; π := π\{j0}; t := t− pj0 ;

7: k := k + 1;
8: end while

Äëÿ NP -ñëîæíîãî â îáû÷íîì ñìûñëå ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è ñ
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âåñàìè, íî áåç âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ 1 ||
∑
wjUj Ëîóëåðîì è Ìóðîì (Lawler,

Moore [148]) áûë ïðåäëîæåí ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì. Òî÷íûé ìåòîä
äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ñ íåñêîëüêèìè ïðèáîðàìè R ||

∑
wjUj, îñíîâàííûé íà

äåêîìïîçèöèè Äàíöèãà-Âóëôà, ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå ×åíà è Ïàóýëà (Chen,
Powell [106]).

Áàïòèñò è äð. (Baptiste et al. [85]) ïðåäëîæèëè àëãîðèòì äëÿ îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ áåç âåñîâ ñ âðåìåíàìè ïîñòóïëåíèÿ 1 | rj |

∑
Uj.

Äàííîìó àëãîðèòìó óäàëîñü ðåøèòü áîëåå 99% òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñî 100
òðåáîâàíèÿìè, à òàêæå 80% òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñî 160 òðåáîâàíèÿìè (ïðè
îãðàíè÷åíèè âðåìåíè â 1 ÷àñ íà ðåøåíèå êàæäîãî ïðèìåðà).

Â ëèòåðàòóðå ïîÿâèëèñü òî÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è
ñ âåñàìè è âðåìåíàìè ïîñòóïëåíèÿ 1 | rj |

∑
wjUj. Ñíà÷àëà Áàïòèñò è äð.

(Baptiste et al. [83]) ïðåäñòàâèëè àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ. Äàííûé àëãîðèòì òàêæå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ ìíîãîïðèáîðíîé çàäà÷è, êîãäà ïðèáîðû èäåíòè÷íû (P | rj |

∑
wjUj).

Çàòåì àëãîðèòì, îñíîâîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ãëàâíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (master sequence), áûë ïðåäëîæåí Äîçåð-Ïåðå è Ñåâî (Dauz�ere-
P�er�es, Sevaux [112]). Â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê îðèãèíàëü-
íàÿ çàäà÷à ×ÖËÏ è ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äðóãîé òî÷-
íûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, áûë ðàçðàáîòàí
Ïåðèäè è äð. (P�eridy et al. [180]). C ïîìîùüþ äàííîãî àëãîðèòìà áûëî îïòè-
ìàëüíî ðåøåíî 84,4% òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñî 100 òðåáîâàíèÿìè (íà ðåøåíèå
êàæäîãî ïðèìåðà îòâîäèëñÿ 1 ÷àñ). Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ áîëüøåé ðàçìåð-
íîñòè Ñåâî è Äîçåð-Ïåðå (Sevaux, Dauz�ere-P�er�es [200]) ïðåäëîæèëè ãåíåòè÷å-
ñêèé àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

4.3 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 1 | rj |
∑
wjUj êàê çàäà÷è

×ÖËÏ

Çàäà÷à 1 | rj |
∑
wjUj ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à ×ÖËÏ. Ïóñòü

áóëåâà ïåðåìåííàÿ xj ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè òðåáîâàíèå j ∈ N îáñëó-
æèâàåòñÿ âîâðåìÿ è 0 � åñëè òðåáîâàíèå j çàïàçäûâàåò. Âàæíî çàìåòèòü,
÷òî çàïàçäûâàþùèå òðåáîâàíèÿ ìîãóò áûòü îáñëóæåíû êàê óãîäíî ïîçäíî
áåç âëèÿíèÿ íà öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è, ïîýòîìó íàì íå îáÿçàòåëüíî çíàòü
âðåìÿ íà÷àëà/îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé â ðàñïè-
ñàíèè. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ sj îáîçíà÷àåò âðåìÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-
íèÿ j ∈ N , à Cj � âðåìÿ îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j â ðàñïèñàíèè.
Ïåðåìåííàÿ yij ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè òðåáîâàíèå i ∈ N ïðåäøåñòâóåò
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îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ j ∈ N , j 6= i, â ðàñïèñàíèè è 0 � â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå. Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è, êàê çàäà÷è ×ÖËÏ:

(BP) :
∑
j∈N

wj(1− xj) −→ min (4.27)

sj + pjxj − Cj = 0, ∀j ∈ N ; (4.28)

ei − sj +Myij ≤M, ∀i, j ∈ N, i 6= j; (4.29)

rj ≤ sj, ∀j ∈ N ; (4.30)

dj ≥ Cj, ∀j ∈ N ; (4.31)

yij + yji − xj ≤ 0, ∀i, j ∈ N, i 6= j; (4.32)

xi + xj − yij − yji ≤ 1, ∀i, j ∈ N, i < j; (4.33)

xj ∈ {0, 1}, ∀j ∈ N ; (4.34)

yij ∈ {0, 1}, ∀i, j ∈ N, i 6= j; (4.35)

sj ≥ 0, Cj ≥ 0, ∀j ∈ N. (4.36)

Çäåñü îãðàíè÷åíèÿ (4.28) ñâÿçûâàþò ïåðåìåííûå íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé. Îãðàíè÷åíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ (4.29) ãàðàíòèðó-
þò, ÷òî îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ j ∈ N íà÷èíàåòñÿ ïîñëå îêîí÷àíèÿ îáñëó-
æèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ i ∈ N , åñëè yij = 1. ÇäåñüM � íåêîòîðîå áîëüøîå ÷èñëî,
îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé ïðè yij = 0. Íàïðèìåð, M ìîæíî
ïîëîæèòü ðàâíûì ðàçíèöå ìåæäó ìàêñèìàëüíûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì è ìè-
íèìàëüíûì âðåìåíåì ïîñòóïëåíèÿ. Îãðàíè÷åíèÿ (4.30) è (4.31) îáåñïå÷èâàþò
ñîáëþäåíèå âðåì¼í ïîñòóïëåíèé è äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Çàìåòèì, ÷òî â çàäà-
÷å 1 | rj |

∑
wjUj äèðåêòèâíûå ñðîêè èìåþò õàðàêòåð deadline. Îãðàíè÷åíèÿ

(4.32) è (4.33) ñâÿçûâàþò ïåðåìåííûå x è y: ïåðâûå èç íèõ îáåñïå÷èâàþò
ðàâåíñòâî ïåðåìåííûõ yij è yji, i ∈ N , íóëþ, åñëè òðåáîâàíèå j ∈ N çàïàç-
äûâàåò (xj = 0); âòîðûå ãàðàíòèðóþò, ÷òî åñëè îáà òðåáîâàíèÿ èç ïàðû (i, j)
îáñëóæèâàþòñÿ âîâðåìÿ, òî îäíî èç ýòèõ òðåáîâàíèé ïðåäøåñòâóåò äðóãîìó.

Ôîðìóëèðîâêà (BP) íå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíà íà ïðàêòèêå
ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âî-ïåðâûõ, â
íåé ñîäåðæèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé (O(n2)).
Âî-âòîðûõ, â íåé ïðèñóòñòâóþò òàê íàçûâàåìûå �Big-M� îãðàíè÷åíèÿ (4.29),
ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ êîòîðûõ î÷åíü ñèëüíî óäàëåíà îò âûïóêëîé îáîëî÷êè
ìíîæåñòâà öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé (BP).

Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó (BP) â âèäå �ãèáðèäíîé� ôîðìóëèðîâêè (GP):

(HP) :
∑
j∈N

wj(1− xj) −→ min (4.37)
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RD(x); (4.38)

disjunctive(x); (4.39)

x ∈ {0, 1}n. (4.40)

Çäåñü îãðàíè÷åíèå (4.39) âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé J = {j ∈
N | xj = 1} ìîæåò áûòü îáñëóæåíî íà îäíîì ïðèáîðå áåç íàðóøåíèé âðåì¼í
ïîñòóïëåíèÿ è äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Îãðàíè÷åíèÿ (4.38) ÿâëÿþòñÿ ðåëàêñà-
öèåé îãðàíè÷åíèé (4.39).

Ôîðìóëèðîâêà (HP) ìîæåò áûòü ðåøåíà â ðàìêàõ �ãèáðèäíîé� ñõåìû,
ïðåäñòàâëåííîé â ðàçäåëå 4.1. Îãðàíè÷åíèÿì (4.8) îáùåé ìîäåëè (GP) çäåñü
ñîîòâåòñòâóþò îãðàíè÷åíèå (4.39), êîòîðîå ìîäåëèðóåòñÿ ëèíåéíûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî è íåýôôåêòèâíî, ÷òî ñóùåñòâåííî îñëîæíÿåò
ðåøåíèå çàäà÷è ×ÖËÏ. Íàïðèìåð, â ìîäåëè (BP) äàííîå îãðàíè÷åíèå áûëî
îïèñàíî ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åíèé (4.28)�(4.36) ñ ïðèâëå÷åíèåì äîïîëíèòåëü-
íûõ ïåðåìåííûõ y, C è s. Èçíà÷àëüíî â çàäà÷å íåò äðóãèõ îãðàíè÷åíèé,
êðîìå (4.39), îäíàêî, êàê ýòî óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, îòñóòñòâèå �ñëîæíûõ�
îãðàíè÷åíèé íå äîëæíî ñèëüíî âëèÿòü íà îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé
ðåëàêñàöèè çàäà÷è. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå �ëåãêèõ� îãðàíè÷åíèé (4.6) ïðåäëà-
ãàåòñÿ ðåëàêñàöèÿ (4.38). Êîíêðåòíûå ðåàëèçàöèè ðåëàêñàöèè (4.38) áóäóò
ïðåäñòàâëåíû â ðàçäåëå 4.3.1.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ âîïðîñîâ ïðè ñîçäàíèè �ãèáðèäíîãî� àëãîðèòìà
ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäîê ïðîâåðêè �ñëîæíûõ� îãðàíè÷åíèé è îòñå÷åíèå íåäîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé. Îãðàíè÷åíèå (4.39) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ãëîáàëüíûì îãðà-
íè÷åíèåì ìåòîäà ÏâÎ. Ïîýòîìó ïðîâåðêà äîïóñòèìîñòè òåêóùåãî öåëî÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îãðàíè÷åíèþ (4.39) ìîæåò áûòü îñóùåñòâ-
ëåíà ðåøåíèåì ÇÂÑÎ ïî ìåòîäó ÏâÎ. Äàííîå îãðàíè÷åíèå òàêæå ìîæåò áûòü
ïðîâåðåíî êîìáèíàòîðíûìè àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìàê-
ñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ, òàê äàííàÿ ïðîâåðêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ çàäà÷è 1 | rj | Lmax, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü â ïðåäû-
äóùèõ ãëàâàõ. Ïîäðîáíåå íà àëãîðèòìàõ ïðîâåðêè îãðàíè÷åíèÿ (4.39) è ïî-
ñòðîåíèè îòñå÷åíèé ìû îñòàíîâèìñÿ â ðàçäåëå 4.4.

4.3.1 Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

Êàê áûëî ñêàçàíî â ðàçäåëå 4.1 çàäà÷à âèäà (GP) ìîæåò áûòü óñïåøíî ðåøå-
íà â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé �ãèáðèäíîé� ñõåìû òîëüêî, åñëè ÷èñëî ðåøåíèé
äîïóñòèìûõ äëÿ ðåëàêñàöèè (MIP) è íåäîïóñòèìûõ äëÿ ïîëíîé çàäà÷è (GP)
íåâåëèêî. Â íàøåì æå ñëó÷àå �ëåãêèå� îãðàíè÷åíèÿ (4.6) âîîáùå îòñóòñòâóþò
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è î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî ðåøåíèé äîïóñòèìûõ äëÿ (MIP) è íåäîïó-
ñòèìûõ äëÿ (GP).

Âûõîäîì â äàííîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ äîáàâëåíèå ðåëàêñàöèè îãðàíè÷å-
íèÿ disjunctive â çàäà÷ó (MIP) ê îãðàíè÷åíèÿì (4.13). Äëÿ ðàññìàòðèâàåìî-
ãî îãðàíè÷åíèÿ (4.39) òðèâèàëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà â [90, 134]:∑

j∈N

pjxj ≤ max
j∈N

dj −min
j∈N

rj. (4.41)

Îãðàíè÷åíèå (4.41) îñíîâàíî íà òàêîì íàáëþäåíèè, ÷òî ñóììà ïðîäîëæèòåëü-
íîñòåé îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé, êîòîðûå îáñëóæèâàþòñÿ âîâðåìÿ, íå
äîëæíà ïðåâûøàòü ðàçíèöû ìåæäó ìàêñèìàëüíûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì è
ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì ïîñòóïëåíèÿ.

Îäíàêî, äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ðåëàêñàöèÿ (4.41)
íå ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìîé, òàê êàê äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî íåäîïóñòèìûõ
ðåøåíèé x çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó îãðàíè÷åíèþ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû
ïðåäëîæèì äðóãóþ ðåëàêñàöèþ îãðàíè÷åíèÿ (4.39).

Îòïðàâíûì ìîìåíòîì íàì ïîñëóæèò òîò ôàêò, ÷òî ñóììà âðåì¼í îá-
ñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû â èíòåðâàëå
ìåæäó âðåìåíåì ïîñòóïëåíèÿ îäíîãî òðåáîâàíèÿ è äèðåêòèâíûì ñðîêîì äðó-
ãîãî [ri, dj] íå ìîæåò ïðåâûøàòü äëèíû äàííîãî èíòåðâàëà.

Ëåììà 4.1 Ïóñòü äëÿ äâóõ òðåáîâàíèé i, j ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ri < dj, è
ïóñòü Sij = {l ∈ N | rl ≥ ri, dl ≤ dj}. Òîãäà âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé
îãðàíè÷åíèþ disjunctive, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó îãðàíè÷åíèþ:∑

l∈Sij

plxl ≤ dj − ri. (4.42)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ðåøåíèå x íå óäîâëåòâîðÿ-
åò îãðàíè÷åíèþ (4.42). Òîãäà ñóììà ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðå-
áîâàíèé èç Sij, îáñëóæèâàåìûõ âîâðåìÿ, ïðåâûøàåò äëèíó èíòåðâàëà [ri, dj].
Íî âñå òàêèå òðåáîâàíèÿ äîëæíû îáñëóæèâàòüñÿ âíóòðè äàííîãî èíòåðâàëà.
Òî åñòü íàðóøàåòñÿ îãðàíè÷åíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó â êàæäûé ìîìåíò âðå-
ìåíè ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ, è x íå óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèþ disjunctive.

Íà ðèñóíêå 4.1 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð èíòåðâàëà [ri, dj] è òðåáîâàíèÿ,
êîòîðûå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû âîâðåìÿ òîëüêî â äàííîì èíòåðâàëå. Ñóì-
ìà äëèí òåìíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ) äëÿ
òðåáîâàíèé, âûïîëíåííûõ âîâðåìÿ, íå äîëæíà ïðåâûøàòü äëèíû èíòåðâàëà.
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Ðèñ. 4.1: Îòðåçîê [ri, dj] è òðåáîâàíèÿ, îáñëóæèâàåìûå â íåì

Äëÿ óñèëåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ (4.41) ìû ðàññìîòðèì íå òîëüêî òå òðåáîâà-
íèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ïîëíîñòüþ îáñëóæåíû â èíòåðâàëå [ri, dj], íî è
òðåáîâàíèÿ, õîòÿ áû ÷àñòè÷íî âûïîëíÿåìûå â äàííîì èíòåðâàëå. ×åðåç χ+

áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü âåëè÷èíû χ: χ+ = max{χ, 0}. Ïóñòü
αli = (ri − rl)+ è βjl = (dl − dj)+.

Ëåììà 4.2 Ïóñòü äëÿ äâóõ òðåáîâàíèé i, j ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ri < dj. Òî-
ãäà âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèþ disjunctive, óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèþ ∑

l∈N

min[dj − ri, (pl −max{αli, βjl})+]xl ≤ dj − ri. (4.43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ l ìû ïîêàæåì, ÷òî ïî êðàéíåé
ìåðå min[dj − ri, (pl − max{αijl , β

ij
l })+] èç åãî îáùåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè îá-

ñëóæèâàíèÿ pl äîëæíî íàõîäèòüñÿ â èíòåðâàëå [ri, dj], åñëè òðåáîâàíèå l îá-
ñëóæèâàåòñÿ âîâðåìÿ.

Åñëè rl ≥ ri èëè αli = 0, òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäîëæèòåëüíî-
ñòè îáñëóæèâàíèÿ, ïðèõîäÿùååñÿ íà âðåìÿ ïîñëå dj ñîñòàâëÿåò (dl − dj)+ =
max{αli, βjl}. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ l âíóò-
ðè èíòåðâàëà [ri, dj] ðàâíÿåòñÿ (pl − max{αli, βjl})+, ÷òî ìåíüøå èëè ðàâíî
ðàçíèöå dj − ri. Ñëó÷àé, êîãäà dl ≤ dj èëè βjl = 0 ñèììåòðè÷åí è ïîêàçûâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ðèñ. 4.2: Îòðåçîê [ri, dj] è òðåáîâàíèÿ, ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ îáñëóæèâàåìûå â ýòîì
èíòåðâàëå.

Èíà÷å èíòåðâàë [ri, dj] íàõîäèòñÿ ñòðîãî â èíòåðâàëå [rl, dl], èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, αli > 0 è βjl > 0. Ïóñòü βjl ≥ αli (îáðàòíûé ñëó÷àé ñèììåò-
ðè÷åí). Òîãäà, åñëè pl − βjl < dj − ri, òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîäîë-
æèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ l, ëåæàùåå çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà
[ri, dj], ñîñòàâëÿåò βjl. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-
íèÿ l âíóòðè èíòåðâàëà ðàâíÿåòñÿ pl−βjl = pl−max{αli, βjl}. Ñîîòâåòñòâåííî,
åñëè pl − βjl ≥ dl − ri, òî òðåáîâàíèå l îáñëóæèâàåòñÿ â òå÷åíèå âñåãî èíòåð-
âàëà, ò.å. çàíèìàåò âñ¼ âðåìÿ dj − ri.

Íà ðèñóíêå 4.2 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð èíòåðâàëà [ri, dj] è òðåáîâàíèÿ, êî-
òîðûå, áóäó÷è âûïîëíåííûìè âîâðåìÿ, ïî êðàéíåé ìåðå ÷àñòè÷íî äîëæíû
îáñëóæèâàòüñÿ â äàííîì èíòåðâàëå. Òåìíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè íà ðèñóí-
êå ïîêàçàíû ÷àñòè ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðûå äîëæíû îá-
ñëóæèâàòüñÿ â èíòåðâàëå [ri, dj]. Øòðèõîâàííûå ÷àñòè ïðîäîëæèòåëüíîñòåé
îáñëóæèâàíèÿ ìîãóò íàõîäèòñÿ çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà. Ñóììà äëèí òåì-
íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ) äëÿ òðåáîâàíèé,
âûïîëíåííûõ âîâðåìÿ, íå äîëæíà ïðåâûøàòü äëèíû èíòåðâàëà.

Îãðàíè÷åíèÿ (4.43) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé (4.38)
çàäà÷è (HP).
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4.4 Ãåíåðàöèÿ îòñå÷åíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñàõ ïðîâåðêè äîïóñòè-
ìîñòè ðåøåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèé â àëãîðèòìå âåòâåé è îòñå÷åíèé, ïðåä-
íàçíà÷åííîì äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Ïóñòü äàíî öåëî÷èñëåííîå (áèòîâîå) ðåøåíèå x̄ ∈ {0, 1}n çàäà÷è ×ÖËÏ,
ñîñòîÿùåé èç öåëåâîé ôóíêöèè (4.37), òàêæå îãðàíè÷åíèé (4.38) è (4.40). Îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé J̄ = {j ∈ N | x̄j = 1}. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü,
ñóùåñòâóåò ëè ðàñïèñàíèå π′ ∈ Π(J̄), â êîòîðîì òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ
áåç íàðóøåíèÿ âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ è äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Òî åñòü ìàêñè-
ìàëüíîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå ðàñïèñàíèÿ π′ äîëæíî áûòü ìåíüøå èëè ðàâíî
íóëþ. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè äîïóñòèìîñòè ðåøåíèÿ x̄ äîñòàòî÷íî ðåøèòü
çàäà÷ó 1 | rj | Lmax äëÿ ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé J̄ . Åñëè ïðè ýòîì ìèíèìàëü-
íîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå ïîëó÷åííîãî ïðèìåðà áîëüøå íóëÿ, òî ìû ìîæåì
ïîñòðîèòü ñòàíäàðòíîå îòñå÷åíèå âèäà (4.26):∑

j∈J̄

xj ≤| J̄ | −1. (4.44)

Èñïîëüçóÿ òåðìèíû, ââåäåííûå â ðàçäåëå 3.4, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðå-
øåíèå x̄ äîïóñòèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé J̄ äî-
ïóñòèìî ïî îòíîøåíèþ ê êîíñòàíòå 0. Â ñëó÷àå íåäîïóñòèìîñòè J̄ ìû ìîæåì
íàéòè íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆| J | ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî
àëãîðèòìà Êàðëèåðà (àëãîðèòì 3.7). Òîãäà íà îñíîâå ïîäìíîæåñòâà S ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíî áîëåå ñèëüíîå îòñå÷åíèå∑

j∈S

xj ≤| S | −1. (4.45)

Òåïåðü ìû ïðåäñòàâèì äðóãîé ñïîñîá ãåíåðàöèè îòñå÷åíèé. Îãðàíè÷å-
íèÿ (4.43) ìîãóò áûòü îáîáùåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî äàííûå
íåðàâåíñòâà çàäàþòñÿ äëÿ îòðåçêîâ, ëåâûì êîíöîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âðå-
ìÿ ïîñòóïëåíèÿ êàêîãî-ëèáî òðåáîâàíèÿ, à ïðàâûì êîíöîì � äèðåêòèâíûé
ñðîê. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè ÏâÎ, ìû ìîæåì óìåíüøèòü �âðå-
ìåíí�îå îêíî� íåêîòîðûõ òðåáîâàíèé (ò.å. ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â êîòîðîì
òðåáîâàíèå ìîæåò áûòü îáñëóæåíî), òåì ñàìûì èçìåíèâ îïðåäåë¼ííûå âðå-
ìåíà ïîñòóïëåíèÿ è äèðåêòèâíûå ñðîêè. Èäåÿ îáîáùåíèÿ îãðàíè÷åíèé (4.43)
çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè èçìåí¼ííûõ çíà÷åíèé âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ è
äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî �âðåìåíí�îå îêíî� ëþáîãî òðåáî-
âàíèÿ ìîæåò áûòü óìåíüøåíî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî äðóãèå òðåáîâàíèÿ,
âûçâàâøèå äàííîå èçìåíåíèÿ, îáñëóæèâàþòñÿ â ðàñïèñàíèè âîâðåìÿ.
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Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ
íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ k ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî, åñëè âñå òðåáîâàíèÿ èç îïðå-
äåëåííîãî ìíîæåñòâà Ω îáñëóæèâàþòñÿ âîâðåìÿ. Ñëó÷àé, êîãäà óìåíüøàåòñÿ
íåêîòîðûé äèðåêòèâíûé ñðîê, ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷åí è çäåñü íå ïðåäñòàâ-
ëåí. Ìû òàêæå íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà îäíîâðåìåííî èçìåíÿþòñÿ
íåñêîëüêî âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ èëè äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ, èëè èõ êîìáèíàöèÿ.

Ïðåäîñòàâèì âîçìîæíîñòü çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ ïðîâåñòè ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ. . .
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Ðèñ. 4.3: Ïðèìåð îáîáùåííîãî îãðàíè÷åíèÿ (4.46)

Óòâåðæäåíèå 4.3 ïðåäñòàâëÿåò è îáîñíîâûâàåò îáîáùåííîå îãðàíè÷å-
íèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ. Ïðèìåð äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ ãðàôè÷åñêè
èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 4.3. Çàêðàøåííûå îáëàñòè òðåáîâàíèé çäåñü îáîçíà÷à-
þò êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûì òðåáîâàíèÿì.
Îáîçíà÷èì al(E), l ∈ N , è b(E) êàê, ñîîòâåòñòâåííî, êîýôôèöèåíò ïðè ïå-
ðåìåííîé xl â ïðàâîé ÷àñòè è çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà E. Ïóñòü
òàêæå Ax(E) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà E äëÿ âåêòîðà
ïåðåìåííûõ x: Ax(E) =

∑
l∈N

al(E)xl.

Ëåììà 4.3 Ïóñòü çàäàíû òàêèå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé Ω ⊂ N è òðåáî-
âàíèå k ∈ N \Ω, ÷òî k ìîæåò áûòü îáñëóæåíî òîëüêî ñ ìîìåíòà âðåìå-
íè rΩ

k , r
Ω
k > rk, åñëè âñå òðåáîâàíèÿ èç Ω âûïîëíÿþòñÿ âîâðåìÿ. Ïîëîæèì

òàêæå αΩ
lk = (rΩ

k − rl)+. Òîãäà âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèþ
disjunctive, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó∑

l∈N\Ω\{k}
min

[
dj − rΩ

k , (pl −max{αΩ
lk, βjl})+

]
xl+

(pk − βjk)+xk ≤ dj − rΩ
k + (rΩ

k − rk)(| Ω | −
∑
o∈Ω

xo),
(4.46)
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äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N \ Ω, dj > rΩ
k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî E âèäà (4.46) äëÿ ìíîæåñòâà Ω,
òðåáîâàíèÿ k è íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N \ Ω, dj > rΩ

k .

Ïóñòü
∑
o∈Ω

xo ≤| Ω | −1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′ íåðàâåíñòâî (4.43) äëÿ

èíòåðâàëà [rk, dj]. Ñîãëàñíî Ëåììå 4.2, ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó E ′, ò.å.

∑
l∈N

al(E
′)xl ≤ b(E ′). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî

ñëó÷àÿ ìû ïîêàæåì, ÷òî b(E ′) ≤ b(E) è al(E) ≤ al(E
′), ∀l ∈ N .

Èìååì b(E) ≥ dj − rk = b(E ′). Èç rΩ
k ≥ rk ñëåäóåò αΩ

lk ≥ αlk è al(E) ≤
al(E

′), ∀l ∈ N \Ω \ {k}. Çàòåì, al(E) = 0 ≤ al(E
′), ∀l ∈ Ω. Íàêîíåö, ak(E) =

ak(E
′), è al(E) ≤ al(E

′), ∀l ∈ N .

Ïóñòü òåïåðü
∑
o∈Ω

xo =| Ω |. Òîãäà âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ k ìî-

æåò áûòü óâåëè÷åíî äî rΩ
k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′′ íåðàâåíñòâî (4.43) äëÿ èí-

òåðâàëà [rΩ
k , dj]. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òàêàÿ æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.

Èìååì b(E) = b(E ′′) è al(E) = al(E
′′), ∀l ∈ N \ Ω. Çàòåì, al(E) = 0 ≤

al(E
′′), ∀l ∈ Ω. Ñíîâà ïîëó÷àåì al(E) ≤ al(E

′), ∀l ∈ N .

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ÷èñëî íåðàâåíñòâ (4.46) ýêñïîíåíöèàëüíî (îò êî-
ëè÷åñòâà òðåáîâàíèé), è ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü âñå òàêèå îãðàíè÷åíèÿ
â êà÷åñòâå ðåëàêñàöèè (4.38) îãðàíè÷åíèÿ disjunctive. Íî äàííûå îáîáù¼í-
íûå íåðàâåíñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü, êàê îòñå÷åíèÿ íåäîïóñòèìûõ ðåøåíèé.
Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì îòñå÷åíèÿ, êîòîðûé äëÿ çàäàííîãî
ðåøåíèÿ x̄ íàõîäèò íåðàâåíñòâî âèäà (4.46), êîòîðîìó x̄ íå óäîâëåòâîðÿåò.

Ëþáîå ðåøåíèå x̄ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (4.43). Èñïîëüçóÿ ýòîò
ôàêò, ñíà÷àëà ìû âûäåëèì ñëó÷àè, êîãäà x̄ çàâåäîìî íå ìîæåò íàðóøàòü íè
îäíî èç íåðàâåíñòâ (4.46). Ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàñêðûâàþò òàêèå
ñëó÷àè.

Ëåììà 4.4 Åñëè öåëî÷èñëåííûé âåêòîð-ðåøåíèå x̄ íàðóøàåò íåðàâåíñòâî
E âèäà (4.46) äëÿ ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé Ω ⊂ N è òðåáîâàíèé k, j ∈ N \
Ω, è ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå l ∈ Ω, ÷òî x̄l = 0, òîãäà x̄ òàêæå
íàðóøàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íåðàâåíñòâ (4.43).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′ íåðàâåíñòâî (4.43) äëÿ èíòåðâàëà
[rk, dj]. Òàê êàê îãðàíè÷åíèå E íàðóøàåòñÿ âåêòîðîì x̄, òî âûïîëíÿåòñÿ
Ax̄(E) > b(E). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ìû ïîêàæåì, ÷òî çíà÷å-
íèå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà E áîëüøå èëè ðàâíî çíà÷åíèþ ïðàâîé ÷àñòè
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íåðàâåíñòâà E ′ è çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè E ìåíüøå èëè ðàâíî ëåâîé ÷àñòè
îãðàíè÷åíèÿ E ′.

Èìååì
∑
o∈Ω

x̄o ≤| Ω | −1, ïîýòîìó b(E) ≥ dj − rk = b(E ′). Èç rΩ
k > rk

ñëåäóåò αΩ
lk ≥ αlk è al(E) ≤ al(E

′), ∀l ∈ N \Ω\{k}. Çàòåì, al(E) = 0 ≤ al(E
′),

∀l ∈ Ω. Íàêîíåö, ak(E) = ak(E
′) è Ax̄(E) ≤ Ax̄(E

′).

Ëåììà 4.5 Åñëè öåëî÷èñëåííûé âåêòîð-ðåøåíèå x̄ íàðóøàåò íåðàâåíñòâî
E âèäà (4.46) äëÿ ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé Ω ⊂ N , òðåáîâàíèÿ k ∈ N \ Ω è
òàêîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N \ Ω, ÷òî dj ≤ dk − pk, òîãäà x̄ òàêæå íàðóøàåò
ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç íåðàâåíñòâ (4.43).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
∑
o∈Ω

x̄o =| Ω |, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî

ñëåäóåò èç ëåììû 4.4. Ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.

1. Ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèå i ∈ N \ Ω, ri < rΩ
k , ri + pi > rΩ

k , di ≤ dj,
x̄i = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′ íåðàâåíñòâî (4.43) äëÿ èíòåðâàëà [ri, dj]. Èìååì
b(E ′) = b(E)+(rΩ

k −ri). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëó÷àÿ 1 ìû ïîêàæåì, ÷òî Ax̄(E
′)

áîëüøå ÷åì Ax̄(E) êàê ìèíèìóì íà rΩ
k − ri.

Èç ri < rΩ
k ñëåäóåò αik ≤ αΩ

lk è al(E) ≤ al(E
′), ∀l ∈ N \ Ω \ {k}. Çàòåì,

ak(E) = 0 = ak(E
′), òàê êàê dj ≤ dk − pk, è al(E) = 0 ≤ al(E

′), ∀l ∈ Ω. Áîëåå
òîãî, èç di ≤ dj ñëåäóåò ai(E) = pi − (rΩ

k − ri), è ai(E ′) = pi. Ñëåäîâàòåëüíî,
ai(E)− ai(E ′) = rΩ

k − ri è Ax̄(E
′)− Ax̄(E) ≥ rΩ

k − ri.
2. Ñëó÷àé 1 íå âûïîëíÿåòñÿ è ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî òàêîãî òðåáî-

âàíèÿ i ∈ N \Ω, ÷òî ri < rΩ
k , ri+pi > rΩ

k , di−pi < dj, x̄i = 1. Ïóñòüm ∈ N \Ω �
òàêîå òðåáîâàíèå ñ íàèìåíüøèì âðåìåíåì ïîñòóïëåíèÿ, ÷òî rm ≥ rΩ

k , rm < dj,
am(E) > 0, x̄m = 1. Òàêîå òðåáîâàíèå m äîëæíî ñóùåñòâîâàòü, èíà÷å ðåøå-
íèå x̄ íå íàðóøàëî áû îãðàíè÷åíèå E, òàê êàê ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íå áîëåå îäíîìó òðåáîâàíèþ i, x̄i = 1, èìåëà áû íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò â
E (ëþáîé êîýôôèöèåíò íå ìîæåò áûòü áîëüøå b(E)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′′

íåðàâåíñòâî (4.43) äëÿ [rm, dj]. Èìååì b(E ′′) = b(E)− (rm − rΩ
k ). Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ñëó÷àÿ 2 ìû ïîêàæåì, ÷òî Ax̄(E
′′) ìåíüøå, ÷åì Ax̄(E) êàê ìàêñèìóì

íà rm − rΩ
k .

Ìû èìååì rl + pl < rΩ
k èëè rl ≥ rm äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé èç N çà èñêëþ-

÷åíèåì íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ i, ïîýòîìó al(E ′′) = al(E), ∀j ∈ N \{i}. Èç
αim−αΩ

ik = rm−rΩ
k ñëåäóåò ai(E)−ai(E ′′) ≤ rm−rΩ

k èAx̄(E)−Ax̄(E
′′) ≤ rm−rΩ

k .

3. Ñëó÷àé 1 íå âûïîëíÿåòñÿ è ñóùåñòâóþò êàê ìèíèìóì äâà òðåáîâàíèÿ
i1, i2 ∈ N \ Ω, rit < rΩ

k , rit + pit > rΩ
k , dit − pit < dj, x̄it = 1, t = 1, 2. Òàê êàê

ñëó÷àé 1 íå âûïîëíÿåòñÿ, ìû èìååì di1 > dj è di2 > dj. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè
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áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî d′ = di1 ≤ di2 è r
′ = max{ri1, ri2}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E∗

íåðàâåíñòâî (4.43) äëÿ èíòåðâàëà [r′, d′]. Èìååì b(E∗) = b(E) + (rΩ
k − r′) +

(d′ − dj). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëó÷àÿ 3 ìû ïîêàæåì, ÷òî Ax̄(E
∗) áîëüøå ÷åì

Ax̄(E) êàê ìèíèìóì íà (rΩ
k − r′) + (d′ − dj).

Èç r′ < rΩ
k è dj < d′ ñëåäóåò al(E∗) ≥ al(E), ∀l ∈ N . Ïóñòü ñíà÷àëà

r′ = ri2, òîãäà βi1i1 = 0, αΩ
i1k
− αi1i2 = rΩ

k − r′, è ai1(E∗) − ai1(E) ≥ rΩ
k − r′.

Òàêæå, βi2i2 = 0, βji2 − βi1i2 = d′ − dj, è ai2(E∗)− ai2(E) ≥ d′ − dj.
Ïóñòü òåïåðü r′ = ri1, òîãäà ai1(E

∗) = pi1 è ai1(E
∗)− ai1(E) = max{rΩ

k −
r′, d′−dj}. Òàêæå, αΩ

i2k
−αi2i1 = rΩ

k − r′, βji2−βi1i2 = d′−dj, ïîýòîìó ai2(E∗)−
ai2(E) ≥ min{rΩ

k − r′, d′ − dj}. Ñëåäîâàòåëüíî, Ax̄(E
∗)− Ax̄(E) ≥ (rΩ

k − r′) +
(d′ − dj).

Áóäåì îáîçíà÷àòü CS = rS + pS äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà òðåáîâà-
íèé S.

Ëåììà 4.6 Åñëè öåëî÷èñëåííûé âåêòîð-ðåøåíèå x̄ íàðóøàåò íåðàâåíñòâî
E âèäà (4.46) äëÿ ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé Ω ⊂ N , òðåáîâàíèé k, j ∈ N\Ω, è
ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî J ′ ⊆ J̄ , ÷òî dJ ′ ≤ max{dj, dk}, CJ ′ ≥ rΩ

k ,
rJ ′ ≤ rk, è CJ ′′ ≤ CJ ′, ∀J ′′ ⊂ J ′, òîãäà x̄ òàêæå íàðóøàåò ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî èç íåðàâåíñòâ (4.43).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
∑
o∈Ω

x̄o =| Ω |, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî

ñëåäóåò èç ëåììû 4.4. Òàêæå dj > dk − pk, èíà÷å äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç
ëåììû 4.5. Îáîçíà÷èì d′ = max{dk, dj}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E∗ íåðàâåíñòâî (4.43) äëÿ èíòåðâàëà [rJ ′, d
′]. Èìååì

b(E ′) = b(E) + (rΩ
k − rJ ′) + (d′ − dj). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ìû

ïîêàæåì, ÷òî Ax̄(E
′) áîëüøå ÷åì Ax̄(E) êàê ìèíèìóì íà rΩ

k − rJ ′ + (d′ − dj).
Èç d′ ≥ dJ ′ ñëåäóåò al(E) ≤ (pl − αΩ

lk)+, al(E ′) = pl, ∀l ∈ J ′. Òàêæå,
ak(E

′)−ak(E) = d′−dj. Òîãäà, èç al(E) ≤ al(E
′), ∀l ∈ N , ìû èìååì Ax̄(E

′)−
Ax̄(E) ≥ pJ ′−

∑
l∈J ′(pl−αΩ

lk)++(d′−dj). Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ∑

l∈J ′
(pl − αΩ

lk)+ ≤ pJ ′ − (rΩ
k − rJ ′). (4.47)

Äîêàæåì äàííîå íåðàâåíñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü J ′′ = {l ∈ J ′ : pl−αΩ
lk ≥ 0}

è rl′ = rJ ′′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (4.47) íå âûïîëíÿåòñÿ, òîãäà

CJ ′ = rJ ′ + pJ ′ <
∑
l∈J ′′

(pl − αΩ
lk) + rΩ

k = pl′ − (rΩ
k − rl′)+ + rΩ

k +∑
l∈J ′′\{l′}

(pl − (rΩ
k − rl′)+) ≤ rl′ + pl′ +

∑
l∈J ′′\{l′}

pl = rJ ′′ + pJ ′′ = CJ ′′,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ.

Òåïåðü ìû ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà àëãîðèòìå îòñå÷åíèÿ. Äëÿ öåëî-
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ x̄ äàííûé àëãîðèòì íàõîäèò îäíî èç íåðàâåíñòâ (4.46),
íàðóøåííîå x̄ è îñíîâàííîå íà óâåëè÷åíèè âðåìåíè ïîñòóïëåíèÿ íåêîòîðî-
ãî òðåáîâàíèÿ àëãîðèòìîì ôèëüòðàöèè �Edge-Finding� (àëãîðèòì 3.3), åñëè
òàêîå íåðàâåíñòâî ñóùåñòâóåò. Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì íå ãàðàíòèðóåò íà-
õîæäåíèå ïðîèçâîëüíîãî íåðàâåíñòâà (4.46), êîòîðîå íàðóøàåòñÿ ðåøåíèåì
x̄, òàê êàê ñóùåñòâóþò è äðóãèå àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè äëÿ îãðàíè÷åíèÿ
disjunctive.

Èäåÿ àëãîðèòìà îòñå÷åíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â êà÷åñòâå îñíî-
âû èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì ôèëüòðàöèè �Edge-Finding� (àëãîðèòì 3.3). Êàæ-
äûé ðàç, êîãäà äàííûé àëãîðèòì èçìåíÿåò âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ íåêîòîðîãî
òðåáîâàíèÿ k â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì (3.4)�(3.5), ïðîèñõîäèò ïðîâåðêà íà
ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íåðàâåíñòâà E âèäà (4.46) äëÿ ìíîæåñòâà Ω, òðåáîâà-
íèÿ k, è íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N \ Ω, dj > dk − pk, ÷òî x̄ íàðóøàåò E.
Òàêàÿ ïðîâåðêà òðåáóåò O(n2) îïåðàöèé. Àëãîðèòì ôèëüòðàöèè âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé J̄ = {j ∈ N : x̄j = 1}, òàê êàê, ñîãëàñíî ëåììå 4.4,
íåðàâåíñòâî E âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ x̄, åñëè ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèå l ∈ Ω,
x̄ = 0.

Àëãîðèòìû ôèëüòðàöèè �Edge-Finding� èìåþò ñëîæíîñòüO(n log n) èëè
O(n2) îïåðàöèé [84]. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü ïðîñòîãî êîìáèíèðîâàííîãî àëãî-
ðèòìà ñîñòàâëÿåò O(n3 log n) èëè O(n4). Çäåñü ìû ïðåäñòàâèì àëãîðèòì îò-
ñå÷åíèÿ ñëîæíîñòèO(n3), äåòàëüíî îïèñàííûé êàê àëãîðèòì 4.4. Â àëãîðèòìå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà J̄ îòñîðòèðîâàíû ïî íåóáûâàíèþ
âðåì¼í ïîñòóïëåíèÿ.

Íà èòåðàöèè l âíåøíåãî öèêëà ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé J̄ ðàçáèâàåòñÿ íà
äâà ïîäìíîæåñòâà Ω≤ è Ω> (ñòðîêè 2-3), êóäà òðåáîâàíèÿ ïîïàäàþò â çà-
âèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ èõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ ê dl. Ïîèñê ìíîæåñòâà Ω
áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñðåäè ïîäìíîæåñòâ Ω≤,i = {j ∈ Ω≤ : rj ≥ ri}. Äëÿ
êàæäîãî òðåáîâàíèÿ k ∈ Ω> ìû áóäåì ïðîâåðÿòü, âîçìîæíî ëè óâåëè÷èòü
âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ rk äî C. Çíà÷åíèå rk íå ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî äî çíà÷å-
íèÿ, áîëüøåãî ÷åì C, â ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ C (ñòðîêà 4) è ïðàâèëà (3.5).
Íèæå ïî òåêñòó ìû ïîêàæåì, ïî÷åìó íå ðàññìàòðèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ìåíüøèå
÷åì C.

Â íà÷àëå èòåðàöèè k âíóòðåííåãî öèêëà, åñëè dk > dl, íà ñòðîêå 15, ìû
ðàñïîëàãàåì ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè:

P = pΩ≤,k, H = max
i<k
{ri + pΩ≤,i} = rh + pΩ≤,h = CΩ≤,h.
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Àëãîðèòì 4.4 Àëãîðèòì îòñå÷åíèÿ
1: for l := 1 to | J̄ | do
2: Ω≤ := {i ∈ J̄ : di ≤ dl};
3: Ω> := {i ∈ J̄ : di > dl};
4: P := pΩ≤ ; C := max

Ω′⊆Ω≤
{rΩ′ + pΩ′};

5: α′i := (C − ri)+, ∀i ∈ Ω>;
6: d̄ := {}; d̄← {di; d′i = di −max{pi, α′i}; d′′i := di − pi}, ∀i ∈ Ω>;
7: îòñîðòèðóåì ïî íåóáûâàíèþ d̄; H := −∞;
8: for k := 1 to | J̄ | do
9: if dk ≤ dl then
10: if H < rk + P then
11: h := k; H := rk + P ;
12: end if
13: P := P − pk
14: else
15: if (rk + pk + P > dl or H + pk > dl) and H < C then
16: if rk + pk + P > dl then
17: Ω := {k + 1, . . . , n} ∩ Ω≤;
18: else
19: Ω := {h, . . . , n} ∩ Ω≤;
20: end if
21: èçìåíèì çíà÷åíèå d′k íà dk â d̄; ïåðåñîðòèðóåì d̄;
22: CHECK(Ω, k, C, α′, d̄)
23: èçìåíèì çíà÷åíèå d′k íà dk −max{pk, α′k} â d̄; ïåðåñîðòèðóåì d̄;
24: end if
25: end if
26: end for
27: end for

Àëãîðèòì 4.5 Ïðîöåäóðà ïðîâåðêè äëÿ àëãîðèòìà îòñå÷åíèÿ
1: procedure CHECK(Ω, k, C, α′, d̄)
2: z := 0; s :=

∑
i∈Ω>\{k}

(pi − α′i) + pk; i � ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ â d̄;

3: while i > 1 and d̄i > dk − pk do
4: if s > d̄i − C then
5: x̄ íàðóøàåò íåðàâåíñòâî (4.46), äëÿ ìíîæåñòâà Ω, äëÿ òðåáîâàíèÿ k,

è òðåáîâàíèÿ j, dj = d̄i; end algorithm;
6: end if
7: i := i− 1; s := s− z · (d̄i+1 − d̄i);
8: if d̄i ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó d′j then
9: z := z + 1;
10: else if d̄i ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó d′′j then
11: z := z − 1;
12: end if
13: end while
14: end procedure
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà H = C è óñëîâèå (3.4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òðå-
áîâàíèÿ k è íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Ω≤,i. Çàìåòèì, ÷òî rΩ

k ≥ rΩ≤,h, è r
Ω
k ≤ C

âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ C. Òîãäà, dΩ≤,h ≤ dk, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç
(3.4) ìû áû ïîëó÷èëè pΩ≤ + pk > dΩ≤∪{k}− rΩ≤∪{k}, è x̄ íàðóøàëî áû íåðàâåí-
ñòâî (4.43) äëÿ èíòåðâàëà [rΩ≤∪{k}, dΩ≤]. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Ω≤,h ⊂ J̄ ìîæåò
èãðàòü ðîëü ìíîæåñòâà J ′ â óñëîâèè ëåììû 4.6, è òîãäà, ñîãëàñíî äàííîìó
óòâåðæäåíèþ, x̄ íå ìîæåò íàðóøàòü íåðàâåíñòâî (4.46) äëÿ ìíîæåñòâà Ω≤,i,
òðåáîâàíèÿ k, è ëþáîãî òðåáîâàíèÿ j. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ñìûñë ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà H < C.

Íà ñòðîêå 15 óñëîâèå (3.4) ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ ïàðû Ω≤,k, k (rk + pk +P >
dl), à òàêæå äëÿ ïàðû Ω≤,h, k (H + pk > dl). Åñëè îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ
âûïîëíÿåòñÿ, òî ìû ðàñïîëàãàåì ìíîæåñòâîì Ω, ïîëó÷àåìîì íà ñòðîêå 17
èëè 19. Òàê êàêH < C, òî çíà÷åíèå C = max

Ω′⊆Ω≤
{CΩ′} äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì

ìíîæåñòâå Ω≤,i, i > k. Ïîýòîìó, Ω≤,i ⊆ Ω≤,k ⊆ Ω≤,h è â îáîèõ ñëó÷àÿõ rΩ
k = C.

Äàëåå, ðàñïîëàãàÿ ïàðîé (Ω, k), ìû ïðîâåðÿåì, ñóùåñòâóåò ëè íåðàâåí-
ñòâî (4.46) äëÿ Ω, k, è íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N , êîòîðîå íå âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ x̄. Ìû ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü çà ëèíåéíîå ÷èñëî îïåðàöèé.

Ïåðåä âíóòðåííèì öèêëîì ìû óæå çíàåì, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé �Edge-Finding� âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ rk ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî äî rΩ

k =
C, ∀k ∈ Ω>. Ïîýòîìó, â ëþáîì èñêîìîì íåðàâåíñòâå E âèäà (4.46) ai(E) = 0,
∀i ∈ Ω≤, òàê êàê C − ri > pi. Çàòåì, ïåðåä âíóòðåííèì öèêëîì íàì èçâåñòíû
çíà÷åíèÿ αΩ

ik äëÿ âñåõ i ∈ Ω>, i 6= k. Äàííûå çíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ â âåêòîðå
α′i íà ñòðîêå 5.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′ íåðàâåíñòâî (4.46) äëÿ ìíîæåñòâà Ω, íåêîòîðî-
ãî ôèêñèðîâàííîãî òðåáîâàíèÿ k, è òðåáîâàíèÿ j ∈ Ω>, dj = dΩ>. Òîãäà
ai(E

′) = (pi− α′i)+, ∀i ∈ Ω> \ {k}. Íà ñòðîêå 2 ïðîöåäóðû ïðîâåðêè ïåðåìåí-
íîé s ìû ïðèñâàèâàåì çíà÷åíèå Ax̄(E

′). Åñëè ïðàâàÿ ãðàíèöà dj èíòåðâàëà
[C, dΩ>] óìåíüøàåòñÿ, òî êîýôôèöèåíò ïåðåìåííîé xi, i 6= k, íå ìåíÿåòñÿ, ïî-
êà α′i ≥ βji, ò.å. ïîêà dj ≥ d′i = di−max{pi, α′i}. Çàòåì êîýôôèöèåíò íà÷èíàåò
óìåíüøàòüñÿ ïîêà íå ñòàíåò ðàâíûì íóëþ, êîãäà dj = d′′i = di− pi. Äëÿ ïåðå-
ìåííîé xk ìû èìååì d′k = dk. Íà ñòðîêå 6 äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ i ∈ Ω> âñå
òðè çíà÷åíèÿ {di, d′i, d′′i } äîáàâëÿþòñÿ â ìàññèâ d̄ è ñîðòèðóþòñÿ. Íà ñòðîêå 21,
êîãäà èçâåñòíî òðåáîâàíèå k, ìû èçìåíÿåì çíà÷åíèå d′k è ñíîâà ñîðòèðóåì d̄
â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
ñîðòèðîâêà òðåáóåò òîëüêî O(n) îïåðàöèé, òàê êàê â d̄ èçìåíèëîñü òîëüêî
îäíî çíà÷åíèå. Íà ñòðîêå ìàññèâ d̄ âîçâðàùàåòñÿ â èçíà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Èñïîëüçóÿ ìàññèâ d̄, ïðîöåäóðà CHECK (àëãîðèòì 4.5) ïðîâåðÿåò ñóùå-
ñòâîâàíèå òðåáóåìîãî íåðàâåíñòâà çà ëèíåéíîå ÷èñëî îïåðàöèé. Ïðîöåäóðà
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ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàåò ïðàâóþ ãðàíèöó èíòåðâàëà è íàäëåæàùèì îá-
ðàçîì èçìåíÿåò ñóììó êîýôôèöèåíòîâ ïåðåìåííûõ s. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé
ãðàíèöû dj ñóììà s îêàçàëàñü áîëüøå ÷åì äëèíà èíòåðâàëà [C, dj], òî òðåáó-
åìîå íåðàâåíñòâî íàéäåíî.

Òàê êàê ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû ïðîâåðêè ñîñòàâëÿåò O(n), îáùàÿ ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìà îòñå÷åíèÿ ðàâíÿåòñÿ O(n3) îïåðàöèé.

4.5 �Ãèáðèäíûé� àëãîðèòì âåòâåé è îòñå÷åíèé

Èòàê, äëÿ çàäà÷è 1 | rj |
∑
wjUj ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì âåòâåé

è îòñå÷åíèé, ïîñòðîåííûé ïî ñõåìå, ïðåäñòàâëåííîé â àëãîðèòìå 4.2. Çàäà÷à
ÖËÏ, ñîñòîÿùàÿ èç öåëåâîé ôóíêöèè (4.37), à òàêæå îãðàíè÷åíèé (4.46) è
(4.40), ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö. Êàæäîå öåëî÷èñëåí-
íîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïðîâåðÿåòñÿ íà äîïóñòèìîñòü. Â ñëó÷àå íåäîïó-
ñòèìîñòè ðåøåíèÿ, ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ îòñå÷åíèÿ, êîòîðîå äîáàâëÿåòñÿ ê
îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è ÖËÏ. Åñëè ðåøåíèå äîïóñòèìî, à ýòî çíà÷èò, ÷òî íàé-
äåíî äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå, òî äàííîå ðàñïèñàíèå çàïîìèíàåòñÿ, êàê ëó÷øåå
òåêóùåå ðåøåíèå.

Ìû ðàññìîòðèì ïÿòü âàðèàíòîâ ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà. Êàæäûé âà-
ðèàíò èñïîëüçóåò îòëè÷àþùóþñÿ îò äðóãèõ ñòðàòåãèþ ïðîâåðêè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ÖËÏ íà äîïóñòèìîñòü è ãåíåðàöèè îòñå÷åíèé. Äðóãèå êîìïîíåíòû àë-
ãîðèòìà îäèíàêîâû äëÿ êàæäîãî èç âàðèàíòîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òðè ïîäõîäà äëÿ ãåíåðàöèè îò-
ñå÷åíèé. Ïåðâûé, îáû÷íûé ìåòîä, çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ
îòñå÷åíèé (4.44). Äëÿ èõ ãåíåðàöèè íàì òðåáóåòñÿ òîëüêî èíôîðìàöèÿ î òîì,
äîïóñòèìî ëè ðåøåíèå x̄ èëè íåò. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàííîãî îòâåòà ðåøàåòñÿ
ïðèìåð çàäà÷è 1 | rj | Lmax ñî ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé J̄ àëãîðèòìîì 3.2.
Îáîçíà÷èì äàííûé ñòàíäàðòíûé ïîäõîä, êàê �ng� (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòó-
ðå ãåíåðèðóåìûå çäåñü îòñå÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ �no-good�).

Âòîðîé ïîäõîä èñïîëüçóåò îòñå÷åíèÿ âèäà (4.45), ïîñòðîåííûå äëÿ íåäî-
ïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà òðåáîâàíèé S ⊆ J̄ . Äëÿ ãåíåðàöèè äàííûõ îòñå÷å-
íèé èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì 3.7. Ê ñîæàëåíèþ, íà ïðàêòèêå äàííûé àëãîðèòì
íå âñåãäà ðàáîòàåò äîñòàòî÷íî áûñòðî, ïîýòîìó ìû ïðåðûâàåì åãî èñïîëíå-
íèå, åñëè êîëè÷åñòâî óçëîâ â äåðåâå ïîèñêà ïðåâûñèëî 1000. Âòîðîé ïîäõîä
îáîçíà÷àåòñÿ �tng� (tightened �no-good� cuts � �óïëîòíåííûå� îòñå÷åíèÿ �no-
good�).

Ñëåäóþùèé ïîäõîä äåòàëüíî ïðåäñòàâëåí â ðàçäåëå 4.4. Çäåñü â êà÷å-
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ñòâå îòñå÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (4.46). Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ ïðèìå-
íÿåòñÿ àëãîðèòì 4.4. Îáîçíà÷èì ýòîò ïîäõîä êàê �gti� (generalized tightening
inequalities � îáîáùåííûå �óïëîòíÿþùèå� íåðàâåíñòâà).

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 4.4 îòñå÷åíèÿ íå ìîæåò íè÷åãî ñîîáùèòü î òîì,
äîïóñòèìî ëè ðåøåíèå èëè íåò, åñëè èñêîìîå íåðàâåíñòâî (4.46) íå íàéäåíî.
Òàêæå, ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êàðëèåðà íå â ñîñòîÿíèè óñòàíîâèòü
äîïóñòèìî ëè ðåøåíèå, åñëè èñïîëíåíèå àëãîðèòìà ïðåðâàíî ïðè äîñòèæåíèè
ëèìèòà óçëîâ. Ïîýòîìó âî âñåõ âàðèàíòàõ àëãîðèòìà ïåðâûé ñïîñîá ïðîâåðêè
äîïóñòèìîñòè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ �ñòðàõóþùèì�. Òî åñòü, åñëè äðóãèå ñïîñîáû íå
ñìîãëè äàòü îòâåò î äîïóñòèìîñòè ðåøåíèÿ, òî èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé ïîäõîä.

Áóäóò ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå 5 âàðèàíòîâ àëãîðèòìà: �ng�, �gti+ng�,
�gti+tng+ng�, �tng+ng�, �tng+gti+ng�. Íàïðèìåð, îáîçíà÷åíèå ïîñëåäíåãî âà-
ðèàíòà �tng+gti+ng� îçíà÷àåò, ÷òî ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé
àëãîðèòì Êàðëèåðà. Åñëè àëãîðèòì ïðåðûâàåòñÿ äî çàâåðøåíèÿ ðàáîòû, òî
ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì îòñå÷åíèÿ. Íàêîíåö, åñëè ïîñëåäíèé íå íàøåë òðåáó-
åìîãî íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Êàðëèåðà.

4.6 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ýêñïåðèìåíòàëüíî îöåíèì ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåí-
íîãî àëãîðèòìà âåòâåé è îòñå÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 | rj |

∑
wjUj.

Òàêæå áóäåò ïðîâåäåíî åãî ñðàâíåíèå ñ äðóãèì àëãîðèòìîì, ïðåäñòàâëåííûì
â ëèòåðàòóðå.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ áûëè èñïîëüçîâàíû òðè íàáîðà òåñòî-
âûõ ïðèìåðîâ. Ïåðâûé íàáîð ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòå [83]. Äàííûå
ïðèìåðû áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ áûëè ñãåíåðèðîâàíû ðàâíîìåðíî íà
îòðåçêå [pmin, pmax];

• âåñà áûëè ñãåíåðèðîâàíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [1, wmax];

• âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ áûëè ñãåíåðèðîâàíû ñîãëàñíî íîðìàëüíîìó ðàñ-
ïðåäåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0, σ), ãäå σ çàâèñèò îò çàãðóçêè ìàøèíû, áî-
ëåå ïîäðîáíî ñì. [83]; çàãðóçêà ïðèáîðà çäåñü ðàâíÿåòñÿ îòíîøåíèþ ñóì-
ìû âñåõ ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ ê ðàçíèöå ìåæäó ìàêñè-
ìàëüíûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì è ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì ïîñòóïëåíèÿ
dN − rN ;
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• çàïàñû îáñëóæèâàíèÿ (mj = dj−rj−pj) áûëè ñãåíåðèðîâàíû ðàâíîìåðíî
íà îòðåçêå [0,mmax].

Áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ãåíåðàöèè:

(pmin, pmax) (0,100), (25,75);
mmax 50, 200, 350, 500, 650;

çàãðóçêà 1.0, 1.6, 2.2;
wmax 1, 10, 100.

Äëÿ êàæäîé ÷åòâåðêè ïàðàìåòðîâ è êàæäîé ðàçìåðíîñòè n ∈ {10, 20, . . . ,
100} áûë ñãåíåðèðîâàí îäèí ïðèìåð. Âñåãî â òåñòîâîì íàáîðå ïðèñóòñòâó-
þò 90 ïðèìåðîâ äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè. Îáîçíà÷èì òåñòîâûå ïðèìåðû èç
äàííîãî íàáîðà êàê �b-n�.

Âòîðîé íàáîð òåñòîâûõ ïðèìåðîâ âçÿò èç ðàáîòû [112]. Äëÿ äàííûõ
ïðèìåðîâ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ áûëè ñãåíåðèðîâàíû ðàâíîìåð-
íî íà îòðåçêå [0, 100]. Ïðè çàäàííîì ÷èñëå òðåáîâàíèé n, äðóãèå äàííûå áûëè
ïîëó÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• âåñà áûëè ñãåíåðèðîâàíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [1, wmax];

• âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ áûëè ñãåíåðèðîâàíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, K1n];

• äèðåêòèâíûå ñðîêè áûëè ñãåíåðèðîâàíû ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå
[rj + pj, rj + pj +K2n].

Áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ãåíåðàöèè:

wmax 10, 99
K1 1, 5, 10, 20
K2 1, 5, 10, 20.

Äëÿ êàæäîé òðîéêè ïàðàìåòðîâ è êàæäîé ðàçìåðíîñòè n ∈ {20, 40, . . . , 140}
íàáîð ñîäåðæèò 10 ïðèìåðîâ. Âñåãî áûëî ñãåíåðèðîâàíî 320 ïðèìåðîâ äëÿ
êàæäîé ðàçìåðíîñòè. Îáîçíà÷èì òåñòîâûå ïðèìåðû èç äàííîãî íàáîðà êàê
�sn�.

Ìû ïðèçíàòåëüíû Ôèëèïïó Áàïòèñòó è Ìàðêó Ñåâî çà ïåðåñûëêó íàì
äàííûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.

Òðåòèé íàáîð òåñòîâûõ ïðèìåðîâ áûë íàìè ñãåíåðèðîâàí ñàìîñòîÿòåëü-
íî, èñïîëüçóÿ ïîõîæóþ ïðîöåäóðó, êàê è ïðè ïîëó÷åíèè íàáîðà ïðèìåðîâ �s�.
Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âåñà çäåñü çàâèñÿò îò ïðîäîëæèòåëüíîñòåé
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îáñëóæèâàíèÿ. Êàæäûé âåñ wj, j ∈ N , ãåíåðèðîâàëñÿ ðàâíîìåðíî â èíòåð-
âàëå [max{1, pj − δ},min{99, pj + δ}], ãäå δ îáîçíà÷àåò ñòåïåíü çàâèñèìîñòè.
Áûëè èñïîëüçîâàíû äâà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà δ: 10 è 25. Äëÿ ïàðàìåòðîâ K1

è K2 áûëè èñïîëüçîâàíû òàêèå æå çíà÷åíèÿ: 1, 5, 10, 20. Äëÿ êàæäîé òðîé-
êè ïàðàìåòðîâ è êàæäîé ðàçìåðíîñòè n ∈ {80, 100, 120} íàáîð ñîäåðæèò 10
ïðèìåðîâ. Âñåãî áûëî ñãåíåðèðîâàíî 160 ïðèìåðîâ äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè
è êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà δ. Îáîçíà÷èì òåñòîâûå ïðèìåðû èç äàííîãî
íàáîðà êàê �d-δ-n�.

Âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ñëåäóþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ:

P1h, P1000s � ïðîöåíò ïðèìåðîâ, îïòèìàëüíî ðåøåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, çà
îäèí ÷àñ è çà 1000 ñåêóíä (çíà÷åíèÿ âñåõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ïîäñ÷èòû-
âàëèñü òîëüêî äëÿ îïòèìàëüíî ðåøåííûõ â ïðåäåëàõ âðåìåíí�îãî ëèìèòà
ïðèìåðîâ);

Tav, Tmax � ñðåäíåå è ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ â ñåêóíäàõ, íåîáõîäèìîå äëÿ îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðèìåðà;

Nav, Cav � ñðåäíåå ÷èñëî óçëîâ â äåðåâå ïîèñêà è ñðåäíåå ÷èñëî îòñå÷åíèé,
íåîáõîäèìîå äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðèìåðà;

PMCEav � ñðåäíÿÿ ýôôåêòèâíîñòü ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà Êàðëèå-
ðà, ò.å. ñðåäíÿÿ ðàçíîñòü â ïðîöåíòàõ ìåæäó ìîùíîñòüþ èñõîäíîãî ìíî-
æåñòâà òðåáîâàíèé J̄ è ìîùíîñòüþ ïîëó÷åííîãî íåäîïóñòèìîãî ïîäìíî-
æåñòâà S ⊆ J̄ : PMCE = |J̄ |−|S|

|J̄ | (äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà àëãîðèòì íàø¼ë
íåäîïóñòèìîå ïîäìíîæåñòâî, è ëèìèò êîëè÷åñòâà óçëîâ íå áûë ïðåâû-
øåí);

PMCL � ïðîöåíò ñëó÷àåâ, êîãäà áûë ïðåâûøåí ëèìèò óçëîâ â äåðåâå ïîèñêà
â ìîäèôèöèðîâàííîì àëãîðèòìå Êàðëèåðà.

Ýêñïåðèìåíòû áûëè îñóùåñòâëåíû íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì
Pentium IV 2 ÃÃö. è ïàìÿòüþ 512 Ìá. Àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ
ÿçûêà ìîäåëèðîâàíèÿ Mosel [108]. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÖËÏ èñïîëüçîâàëñÿ
ïàêåò XPress-MP [126].

Â òàáëèöå 4.1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âñåõ ïÿòè âàðè-
àíòîâ àëãîðèòìà; ��� îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýêñïåðèìåíò íå áûë ïðî-
âåä¼í. Ìû íå òåñòèðîâàëè âàðèàíò �tng+gti+ng� íà ïðèìåðàõ èç íàáîðà �b�,
òàê êàê ïðè ðåøåíèè äàííûõ ïðèìåðîâ âàðèàíòîì �tng+ng� â ìîäèôèöèðî-
âàííîì àëãîðèòìå Êàðëèåðà î÷åíü ðåäêî ïðåâûøàë ïðåäåë óçëîâ â äåðåâå
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Òàáëèöà 4.1: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ïÿòè âàðèàíòîâ àëãîðèòìà âåò-
âåé è îòñå÷åíèé

�ng� �gti+ng� �gti+tng+ng� �tng+ng� �tng+gti+ng�
Òåñò P1h Tav P1h Tav P1h Tav P1h Tav P1h Tav

s-40 99.7% 2.5 100% 0.9 100% 0.6 100% 0.6 100% 0.6
s-60 98.8% 16.6 99.7% 6.0 100% 3.3 100% 3.5 100% 3.4
s-80 95.3% 50.3 98.8% 15.2 100% 15.3 100% 15.4 100% 11.8
s-100 � � 99.4% 88.5 99.7% 46.0 99.7% 28.6 100% 33.0
s-120 � � � � 97.8% 132.4 99.7% 115.7 99.7% 104.9
s-140 � � � � 92.5% 127.2 95.9% 189.8 96.2% 196.2
b-40 100% 0.8 100% 0.8 100% 0.6 100% 0.5 � �
b-50 98.9% 5.5 100% 3.0 100% 1.7 100% 1.5 � �
b-60 96.7% 38.5 98.9% 5.9 100% 3.3 100% 3.5 � �
b-70 94.4% 79.4 98.9% 27.7 100% 7.0 100% 6.7 � �
b-80 97.8% 91.1 98.9% 25.9 100% 14.5 100% 49.4 � �
b-90 87.8% 137.2 96.7% 41.5 98.9% 36.8 98.9% 26.3 � �
b-100 � � � � 100% 104.2 100% 91.6 � �

ïîèñêà. Äàííûé ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî âàðèàíò �tng+gti+ng� èìåë áû î÷åíü ñõî-
æèå ðåçóëüòàòû äëÿ äàííûõ ïðèìåðîâ. Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âàðèàíò
�tng+gti+ng� ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ èç íàáîðà �s�, è
âàðèàíò �tng+[gti+]ng� ëó÷øå âñåõ ñïðàâëÿåòñÿ ñ ïðèìåðàìè èç íàáîðà �b�.
Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå ïðèõîäèòñÿ íà îäèí èç ïðèìåðîâ íàáîðà �b80�. Äàí-
íûé ïðèìåð áûë ðåøåí íàìíîãî áûñòðåå âàðèàíòîì �gti+tng+ng�, ÷òî ñêàçà-
ëàñü íà îáùåé ñòàòèñòèêå äëÿ âñåãî íàáîðà �b80�.

Â ñëåäóþùåì ýêñïåðèìåíòå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ëó÷øåãî âàðè-
àíòà �tng+gti+ng� àëãîðèòìà âåòâåé è îòñå÷åíèé ñ äðóãèì àëãîðèòìîì, ïðåä-
ëîæåííûì â ðàáîòå Ïåðèäè è äð. (P�eridy et al. [180]). Ïî íàøåé èíôîð-
ìàöèè äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà÷è
1 | rj |

∑
wjUj, ïðåäñòàâëåííûì â ëèòåðàòóðå. Çàìåòèì, ÷òî àâòîðû ýòîãî

àëãîðèòìà èññëåäîâàëè åãî ýôôåêòèâíîñòü íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì 450
ÌÃö., ïîýòîìó ìû óñòàíîâèëè âðåìåíí�îé ëèìèò â 1000 ñåêóíä íà âðåìÿ èñ-
ïîëíåíèÿ àëãîðèòìà âåòâåé è îòñå÷åíèé. Ñðàâíåíèå äâóõ àëãîðèòìîì ìîæíî
ñäåëàòü ïî òàáëèöå 4.2.

Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííûé íàìè àëãîðèòì ðàáîòàåò
áûñòðåå è ðåøàåò áîëüøèé ïðîöåíò ïðèìåðîâ â ïðåäåëàõ âðåìåíí�îãî ëèìèòà,
äàæå ó÷èòûâàÿ ðàçíèöó â ñêîðîñòè èñïîëüçîâàííûõ êîìïüþòåðîâ.

Â òàáëèöå 4.3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïî-
ëó÷åííûõ ïðè èññëåäîâàíèè âàðèàíòà �tng+gti+ng�.

Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî â ñðàâíåíèè ñ âàðèàíòîì �ng�, ñðåäíåå ÷èñëî óçëîâ
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Òàáëèöà 4.2: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äâóõ àëãîðèòìîâ

Àëãîðèòì èç [180] Âàðèàíò �tng+gti+ng�
Òåñò P1h Tav Tmax P1000s Tav Tmax

b-50 100% 47.1 409.1 100% 1.5 45.8
b-60 100% 157.9 2147.0 100% 3.5 48.5
b-70 97.8% 168.6 1745.3 100% 6.7 117.5
b-80 97.8% 294.6 3567.6 98.9% 12.7 408.2
b-90 88.9% 383.0 3542.7 98.9% 26.3 311.2
b-100 83.3% 515.7 3581.6 98.9% 75.6 930.9
s-40 100% 26.6 448.6 100% 0.6 6.7
s-60 99.4% 178.2 2127.5 100% 3.4 263.8
s-80 95.0% 496.5 3552.2 100% 11.8 514.3
s-100 84.7% 1049.9 3560.0 99.7% 29.6 953.5

Òàáëèöà 4.3: Âëèÿíèå ïðåäëîæåííûõ îòñå÷åíèé

�ng� �tng+gti+ng�
Òåñò Nav Cav Nav Cav PMCEav PMCL
b-50 396.6 85.6 219.9 10.8 42.9% 0.3%
b-60 768.0 184.5 345.8 13.8 46.7% 2.7%
b-70 1307.1 273.9 527.5 16.2 57.6% 0.1%
b-80 1917.9 252.6 1840.3 85.1 42.1% 0.2%
b-90 2358.6 274.4 1300.7 20.3 51.6% 0.4%
b-100 � � 3657.9 60.8 51.5% 0.1%
s-40 188.0 30.5 85.3 4.1 34.9% 0.1%
s-60 400.1 80.7 267.5 10.3 42.0% 1.0%
s-80 1019.3 159.5 501.0 16.3 39.1% 2.2%
s-100 � � 849.8 12.0 48.9% 1.6%
s-120 � � 1816.1 17.3 44.3% 11.7%
s-140 � � 2744.3 23.1 42.2% 9.3%

â äåðåâå ïîèñêà, íåîáõîäèìîå äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ, çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå. Áîëåå òîãî, ñðåäíåå ÷èñëî íåîáõîäèìûõ îòñå÷åíèé, ïîñòðîåí-
íûõ ïî ïðåäëîæåííûì ìåòîäàì, íà ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ
îòñå÷åíèé �no-good�. Îäíîé èç ïðè÷èí, ïî âñåé âèäèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ ýôôåê-
òèâíîñòü ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà Êàðëèåðà � îêîëî 40�50% îòñå÷åíèé
â ñðåäíåì. Õîðîøèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò
äîñòàòî÷íî áûñòðî, è òðåáóåìîå ÷èñëî óçëîâ â äåðåâå ïîèñêà â ïîäàâëÿþùåì
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ïðåâûøàåò ëèìèò. Ñëîæíîñòè âîçíèêàþò òîëüêî äëÿ
ïðèìåðîâ íàèáîëüøåé ðàçìåðíîñòè èç íàáîðà �s�. Ïðè èõ ðåøåíèè ëèìèò äî-
ñòèãàåòñÿ îêîëî 10% ñëó÷àåâ.

Ðåçóëüòàòû äëÿ âàðèàíòà àëãîðèòìà �tng+gti+ng� è íàáîðà ïðèìåðîâ
�d�, ãäå âåñà çàâèñÿò îò ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ, ïðåäñòàâëåíû â
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òàáëèöå 4.4. Êàê è îæèäàëîñü, äàííûå ïðèìåðû ñëîæíåå äëÿ ðåøåíèÿ. È ÷åì
ñèëüíåå çàâèñèìîñòü (ìåíüøå ïàðàìåòð δ), òåì ìåíüøå ïðèìåðîâ ìû ìîæåì
ðåøèòü â ïðåäåëàõ ëèìèòà âðåìåíè.

Òàáëèöà 4.4: Ðåçóëüòàòû äëÿ íàáîðà ïðèìåðîâ �d�

Òåñò P1h Tav Nav Cav

s-80 100% 11.8 501.0 16.3
s-100 100% 33.0 849.8 12.0
s-120 99.7% 104.9 1816.0 17.3
d-25-80 99.4% 38.7 2055.6 36.6
d-25-100 96.3% 162.8 4728.1 29.3
d-25-120 92.5% 163.0 3486.6 44.9
d-10-80 96.9% 64.6 3675.5 47.6
d-10-100 95.0% 187.2 6045.8 69.8
d-10-120 86.9% 186.2 4327.7 59.0

Äëÿ ñëåäóþùåãî, ïîñëåäíåãî ýêñïåðèìåíòà, ìû ðàçäåëèëè ïðèìåðû èç
íàáîðà �s� íà êëàññû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà K2. ×åì áîëüøå ýòîò ïà-
ðàìåòð ãåíåðàöèè, òåì áîëüøå â ñðåäíåì çàïàñ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé
mj = dj − rj − pj. Ïî ðåçóëüòàòàì äëÿ âàðèàíòà �tng+gti+ng�, ïðåäñòàâ-
ëåííûì â òàáëèöå 4.5 ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ñèëüíî
çàâèñèò îò òèïà ïðèìåðîâ.

Ïðèìåðû ñ íåáîëüøèìè çàïàñàìè îáñëóæèâàíèÿ ðåøèòü ñëîæíåå. Òðå-
áóåòñÿ íàìíîãî áîëüøå óçëîâ â äåðåâå ïîèñêà è îòñå÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ
ïðèìåðîâ. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì Êàðëèåðà áî-
ëåå ÷åì â äâà ðàçà ýôôåêòèâåí ïðè ðåøåíèè ýòîãî êëàññà ïðèìåðîâ. È, áîëåå
òîãî, ëèìèò íà êîëè÷åñòâî óçëîâ â äåðåâå ïîèñêà äàííîãî àëãîðèòìà, íèêîãäà
íå äîñòèãàåòñÿ. Òî åñòü ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî, õîòÿ êëàññ ïðèìåðîâ ñ
íåáîëüøèìè çàïàñàìè îáñëóæèâàíèÿ õóæå ïîääà¼òñÿ ðåøåíèþ, íî ïðèìåíå-
íèå ïðåäëîæåííûõ â äàííîé ðàáîòå îòñå÷åíèé ïîçâîëÿåò îïòèìàëüíî ðåøàòü
áîëüøîé ïðîöåíò òàêèõ ïðèìåðîâ.
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Òàáëèöà 4.5: Ðåçóëüòàòû äëÿ êëàññîâ ïðèìåðîâ ñ ðàçëè÷íûìè çàïàñàìè îáñëóæèâàíèÿ èç
íàáîðà �s�

Òåñò P1h Tav Nav Cav PMCEav PMCL
K2 = 1 (íàèìåíüøèé ñðåäíèé çàïàñ îáñëóæèâàíèÿ)

s-140 90.0% 665.0 9323.8 63.6 70.7% 0.0%
s-120 100% 326.4 5784.7 40.5 71.5% 0.0%
s-100 100% 86.0 2372.4 27.4 72.8% 0.0%
s-80 100% 12.9 513.6 12.4 72.1% 0.0%
s-60 100% 2.3 104.5 4.4 69.3% 0.0%

K2 = 5
s-140 97.5% 77.5 1026.5 21.1 22.8% 23.0%
s-120 98.8% 48.7 842.5 20.6 25.1% 21.2%
s-100 100% 16.0 540.1 11.4 36.3% 2.1%
s-80 100% 17.4 1040.1 37.6 39.3% 0.0%
s-60 100% 3.0 322.1 13.8 36.0% 0.1%

K2 = 10
s-140 97.5% 18.3 338.8 3.8 25.9% 6.3%
s-120 100% 22.6 414.9 6.2 15.3% 17.6%
s-100 100% 10.4 321.5 8.2 18.4% 3.1%
s-80 100% 7.0 295.1 11.4 19.6% 1.1%
s-60 100% 5.2 467.5 16.9 47.3% 0.6%
K2 = 20 (íàèáîëüøèé ñðåäíèé çàïàñ îáñëóæèâàíèÿ)

s-140 100% 24.0 288.0 3.9 14.4% 5.3%
s-120 100% 21.8 222.4 1.8 15.6% 3.7%
s-100 100% 19.6 165.1 1.1 22.9% 7.6%
s-80 100% 10.1 155.4 3.8 12.0% 24.3%
s-60 100% 3.4 176.1 6.0 27.5% 4.5%
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Ãëàâà 5

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ çàäà÷è 1 | |
∑
Tj

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîéNP�
òðóäíîé çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé: ìèíèìèçàöèÿ ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ
äëÿ îäíîãî ïðèáîðà 1 | |

∑
Tj. Ïîëó÷åíû ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé,

ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ñâîéñòâ, à òàê-
æå íåêîòîðûå îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Â ðàçäåëå 5.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà èññëåäóåìîé çàäà÷è, ââîäÿòñÿ íåîá-
õîäèìûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ðàçäåë 5.2 ïîñâÿù¼í äåêîìïîçèöèîííûì
ñâîéñòâàì çàäà÷è 1 | |

∑
Tj. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ äâà àëãîðèòìà ïî-

ñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è íà îñíîâå ïå-
ðåáîðà ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé äëÿ òðåáîâàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëü-
íîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè è äàëüíåéøåìó ðàçáèåíèþ
ïðèìåðà íà ïîäïðèìåðû ïî ïîäõîäÿùèì ïîçèöèÿì. Â ðàçäåëå 5.3 ïðèâîäèòñÿ
àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè çàïàçäû-
âàåò ïîñòîÿííîå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé. Â ðàçäåëå 5.4 ñòðîÿòñÿ ìåòðèêè äëÿ
èññëåäóåìîé çàäà÷è. Â ðàçäåëå 5.5. � êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû, â ðàçäåëå 5.6 �
òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ. Â ðàçäåëå 5.7 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îöåíêè îïòè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ SPT -ðàñïèñàíèé. Ðàçäåë 5.8 ïîñâÿù¼í ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé.

5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ

äëÿ îäíîãî ïðèáîðà

Íåîáõîäèìî îáñëóæèòü n òðåáîâàíèé íà îäíîì ïðèáîðå. Ïðåðûâàíèÿ îáñëó-
æèâàíèÿ òðåáîâàíèé, èñêóññòâåííûå ïðîñòîè ïðèáîðà ïðè îáñëóæèâàíèè è
îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè çàïðåùåíû.
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Òðåáîâàíèÿ ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n. Ìíîæåñòâî N = {1, 2, . . . , n}
íàçîâåì ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé.

Äëÿ òðåáîâàíèÿ j ∈ N çàäàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü îáñëóæèâàíèÿ pj > 0, pj ∈ Z+, è äèðåêòèâíûé ñðîê îêîí÷àíèÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ dj. Çàäàí ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ t0, ñ êîòîðîãî ïðèáîð
ãîòîâ íà÷àòü îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé. Âñå òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò íà îáñëó-
æèâàíèå îäíîâðåìåííî â ìîìåíò âðåìåíè t0.

Ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N çàäà¼òñÿ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé íåïðåðûâíîé ñëåâà ôóíêöèåé s : R→ {0, 1, 2, . . . , n}. Åñëè s(t) =
0, òî â ìîìåíò âðåìåíè t ïðèáîð ïðîñòàèâàåò; åñëè s(t) = j, j ∈ N , òî â
ìîìåíò âðåìåíè t ïðèáîð îáñëóæèâàåò òðåáîâàíèå j. Ïîñêîëüêó â ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷å òðåáîâàíèÿ ïîñòóïàþò íà îáñëóæèâàíèå îäíîâðåìåííî, îá-
ñëóæèâàþòñÿ íà ïðèáîðå áåç ïðåðûâàíèé è èñêóññòâåííûõ ïðîñòîåâ ïðèáîðà,
òî ðàñïèñàíèå îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ïåðåñòàíîâêîé π ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N .
Äàëåå â ðàáîòå ïîíÿòèå ðàñïèñàíèÿ è ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé
áóäåì îòîæäåñòâëÿòü è íàçûâàòü ðàñïèñàíèåì ïåðåñòàíîâêó π.

Èíäèâèäóàëüíûé ïðèìåð èññëåäóåìîé çàäà÷è (äàëåå, ïðèìåð) c çàäàí-
íûìè ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé N , ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ pj,
äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè dj è ìîìåíòîì íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ t0 áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç I = 〈{pj, dj}j∈N , t0〉. Â ñëó÷àå, åñëè ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé
ôèêñèðîâàíû (îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû êîíòåêñòîì), äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðèìå-
ðà I áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü {N, t0}. Ìíîæåñòâî âñåõ n! ðàñïèñàíèé äëÿ
ïðèìåðà I áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Π(I).

Êàê è ðàíüøå âåëè÷èíó Cj(π) áóäåì íàçûâàòü ìîìåíòîì îêîí÷àíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π. Ìîìåíòû îêîí÷àíèÿ îáñëó-
æèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïðè ðàñïèñàíèè π = (j1, j2, . . . , jn) âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

Cj1(π)=t0 + pj1;

Cjk(π)=Cjk−1
(π) + pjk, k = 2, 3, . . . , n.

Åñëè îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ i ïðåäøåñòâóåò îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ j
ïðè ðàñïèñàíèè π (ò.å. âûïîëíÿåòñÿ Ci(π) < Cj(π)), òî áóäåì èñïîëüçîâàòü
çàïèñü (i → j)π. Èñïîëüçóÿ ýòî îáîçíà÷åíèå, ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæè-
âàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ∈ N ïðè ðàñïèñàíèè π ìîæíî çàïèñàòü êàê Cj(π) =
t0 +

∑
i∈N :(i→j)π

pi + pj. Îáñëóæèâàíèå âñåõ òðåáîâàíèé ïðèìåðà I çàâåðøàåòñÿ

â ìîìåíò âðåìåíè t0 +
∑
j∈N

pj ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π ∈ Π(I).
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Ïîä çàïàçäûâàíèåì òðåáîâàíèÿ j ∈ N ïðè ðàñïèñàíèè π áóäåì ïîíè-
ìàòü âåëè÷èíó

Tj(π) = max{0, Cj(π)− dj}.

Ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå òðåáîâàíèé ïðè ðàñïèñàíèè π îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

F (π) =
n∑
j=1

Tj(π).

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðî-
åíèè îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗ ∈ Π(I), ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî F (π∗) ≤ F (π) äëÿ âñåõ ðàñïèñàíèé π ∈ Π(I). Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé [114]. Èçâåñòåí ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãî-
ðèòì å¼ ðåøåíèÿ [150] òðóäî¼ìêîñòè O(n4

∑
j∈N

pj) îïåðàöèé, îñíîâàííûé íà

ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

×åðåç Π∗(I) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñà-
íèé äëÿ ïðèìåðà I. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èíû îïòèìàëüíîãî ñóììàðíîãî
çàïàçäûâàíèÿ ïðèìåðà I áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü F ∗(I).

Ïîêàæåì, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé ìîæíî ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå ïðèìåðû I, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

dj ∈

[
t0; t0 +

∑
i∈N

pi

]
, ∀ j ∈ N. (5.1)

Â ñëó÷àå åñëè äëÿ ïðèìåðà I óñëîâèÿ (5.1) íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñòðîèì ïðèìåð
I ′ =

〈
{pj, d′j}j∈N , t0

〉
òàêîé, ÷òî

d′j = min

{
max{t0, dj}, t0 +

∑
i∈N

pi

}
, ∀ j ∈ N.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N âûïîëíÿåòñÿ dj > t0 +
∑
i∈N

pi, òî èìååì

d′j = t0 +
∑
i∈N

pi. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåáîâàíèå j íå çàïàçäûâàåò ïðè ëþáîì

ðàñïèñàíèè π äëÿ îáîèõ ïðèìåðîâ I è I ′. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî èñêëþ÷èòü
òàêîå òðåáîâàíèå j èç ðàññìîòðåíèÿ è ïîñëå ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïèñàíèÿ äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî ïðèìåðà äîáàâèòü òðåáîâàíèå j íà ïîñëåäíþþ
ïîçèöèþ â ïîñòðîåííîå ðàñïèñàíèå.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N âûïîëíÿåòñÿ dj < t0, òî èìååì
d′j = t0, è òðåáîâàíèå j çàïàçäûâàåò ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π. Ëîóëåðîì [150]
áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5.1 [150] Ïóñòü π∗ � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðèìåðà
I1 = 〈{pj, dj}j∈N , t0〉. Âûáåðåì âåëè÷èíû d′j òàê, ÷òî

min{dj, Cj(π∗)} ≤ d′j ≤ max{dj, Cj(π∗)} ∀j ∈ N. (5.2)

Òîãäà ëþáîå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðèìåðà I2 =
〈
{pj, d′j}j∈N , t0

〉
áóäåò

îïòèìàëüíûì è äëÿ ïðèìåðà I1. �

Â íàøåì ñëó÷àå, óñëîâèÿ (5.2) äëÿ ïðèìåðîâ I è I ′ âûïîëíÿþòñÿ, ïîñêîëüêó
ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî t0 < Cj(π) ≤ t0 +

∑
i∈N

pi,

j ∈ N . Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà I ′ áó-
äåò îïòèìàëüíûì è äëÿ ïðèìåðà I. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé
ïðèìåðà I ′ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (5.1), è âûïîëíÿåòñÿ Π∗(I ′) ⊆ Π∗(I).

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî íå ëþáîå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðèìåðà
I áóäåò îïòèìàëüíûì è äëÿ ïðèìåðà I ′.

Êàê ñëåäñòâèå Òåîðåìû 5.1 ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.1 Äëÿ ëþáîãî îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π è ëþáîãî íåçàïàçäû-
âàþùåãî òðåáîâàíèÿ j âåðíî: âñå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå îáñëóæèâàþòñÿ â
èíòåðâàëå [Cj(π), dj] íå çàïàçäûâàþò.

Îñòàâèì äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ çàèíòåðåñîâàííîìó ÷è-
òàòåëþ.

Äâà ïðèìåðà I = 〈{pj, dj}j∈N , t0〉 è I ′ =
〈
{p′j, d′j}j∈N , t′0

〉
áóäåì íàçûâàòü

ðàâíûìè, åñëè ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé äëÿ îáîèõ ïðèìåðîâ ñîâ-
ïàäàþò, ò.å. Π∗(I) = Π∗(I ′). ×åðåç T ′j(π) îáîçíà÷èì çíà÷åíèå çàïàçäûâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ j ïðè íåêîòîðîì ðàñïèñàíèè π, âû÷èñëåííîå äëÿ ïðèìåðà I ′. Äëÿ
íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò ïîëåçíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè ðàâåíñòâà ïðèìåðîâ.

(1) Ïðèìåðû I è I ′ ðàâíû, åñëè p′j = pj, d′j = dj + C, j ∈ N , è t′0 = t0 +
C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ
ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π è ëþáîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N , îáñëóæèâàåìîãî ïðè
ðàñïèñàíèè π, âûïîëíÿåòñÿ

T ′j(π)=max

{
0, t0 + C +

∑
i:(i→j)π

pi + pj − (dj + C)

}
=

=max

{
0, t0 +

∑
i:(i→j)π

pi + pj − dj

}
=

=max{0, Cj(π)− dj} = Tj(π).
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Ðèñ. 5.1: Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ïðîåöèðîâàíèÿ ïðèìåðà I íà åäèíè÷íóþ ñôåðó â (2n+
1)-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåðû I è I ′ ðàâíû.

Ñëåäîâàòåëüíî F ∗(I) = F ∗(I ′) è Π∗(I) = Π∗(I ′). Â ýòîì ñìûñëå, áåç
ïîòåðè îáùíîñòè, ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìîæíî ñ÷è-
òàòü ðàâíûì íóëþ, t0 = 0. Îäíàêî, â ãëàâå 6 íàì ïîòðåáóåòñÿ âûïîë-
íåíèå íåêîòîðûõ óñëîâèé îòíîñèòåëüíî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ, íàïðèìåð
dn ∈ Z+, êîòîðîå áóäåò ñäåëàíî ïóò¼ì èçìåíåíèÿ ìîìåíòà íà÷àëà îáñëó-
æèâàíèÿ t0. Ïîýòîìó, â ðàáîòå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî t0 � ïðîèç-
âîëüíàÿ âåëè÷èíà.

(2) Ïðèìåðû I è I ′ ðàâíû, åñëè p′j = αpj, d′j = αdj, j ∈ N , è t′0 = αt0,
ãäå α > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Äåéñòâèòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå, äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π è ëþáîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N ,
îáñëóæèâàåìîãî ïðè ðàñïèñàíèè π, âûïîëíÿåòñÿ

T ′j(π)=max

{
0, αt0 +

∑
i:(i→j)π

αpi + αpj − αdj

}
=

=αmax

{
0, t0 +

∑
i:(i→j)π

pi + pj − dj

}
= αTj(π).

Ñëåäîâàòåëüíî, F ∗(I) = αF ∗(I ′) è Π∗(I) = Π∗(I ′). Ðàññìîòðèì ëþáîé

ïðèìåð I êàê òî÷êó â (2n+ 1)-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîð-
äèíàòàìè (t0, p1, . . . , pn, d1, . . . , dn). Òîãäà, âñå ïðèìåðû (òî÷êè), ðàñïîëî-
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æåííûå íà ëó÷å, èñõîäÿùåì èç íóëÿ ïðîñòðàíñòâà, ðàâíû ìåæäó ñîáîé
(ðèñ. 5.1). Ïîýòîìó, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî
òå ïðèìåðû (òî÷êè), êîòîðûå ëåæàò íà åäèíè÷íîé ñôåðå â ðàññìàòðèâà-
åìîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå äàííûé ïîäõîä íåïðèåìëåì
ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì, äëÿ
ðàáîòû êîòîðîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé áûëè öåëî÷èñëåííûìè âåëè÷èíàìè. Ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ
âûáîðîì êîíñòàíòû α = 1/ÍÎÄ (p1, . . . , pn).

Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàâíûõ ïðèìåðîâ I
è I ′ âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî: åñëè òðåáîâàíèå ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π
ïðèìåðà I çàïàçäûâàåò (íå çàïàçäûâàåò), òî è â ïðèìåðå I ′ ïðè ðàñïèñàíèè π
òðåáîâàíèå çàïàçäûâàåò (íå çàïàçäûâàåò). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ìîæíî ïðî-
âåñòè îò ïðîòèâíîãî, ÷òî è ïðåäëàãàåì ñäåëàòü çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ.

Ââåä¼ì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ.

Ðàñïèñàíèå π áóäåì íàçûâàòü SPT 1 � ðàñïèñàíèåì è îáîçíà÷àòü ÷åðåç
πspt, åñëè òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïðè äàííîì ðàñïèñàíèè â ïîðÿäêå íåóáû-
âàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ òðåáîâàíèé i
è j òàêèõ, ÷òî pi < pj, âûïîëíÿåòñÿ (i→ j)πspt.

Ðàñïèñàíèå π áóäåì íàçûâàòü EDD2 � ðàñïèñàíèåì è îáîçíà÷àòü ÷åðåç
πedd, åñëè òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïðè äàííîì ðàñïèñàíèè â ïîðÿäêå íåóáû-
âàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ òðåáîâàíèé i è j òàêèõ, ÷òî
di < dj, âûïîëíÿåòñÿ (i→ j)πedd.

×åðåç {π} áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, óïîðÿäî÷åííûõ ïðè
ðàñïèñàíèè π. Â ñëó÷àå {π} 6= N ({π} ⊂ N) ðàñïèñàíèå π áóäåì íàçûâàòü
÷àñòè÷íûì ðàñïèñàíèåì.

Çàïèñü (i → j)π ïðè íåîáõîäèìîñòè áóäåò ðàñøèðåíà äî (i → j →
k)π äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîðÿäêà îáñëóæèâàíèÿ áîëåå, ÷åì äâóõ òðåáîâàíèé ïðè
íåêîòîðîì ðàñïèñàíèè π. Òàêæå, áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü (j → N ′)π èëè
(N ′ → N ′′)π äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîðÿäêà îáñëóæèâàíèÿ ìåæäó íåêîòîðûìè ìíî-
æåñòâàìè òðåáîâàíèé.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñòðóêòóðû ðàñïèñàíèÿ π áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü
π = (π1, π2, . . . , πm), ãäå ðàñïèñàíèå πi, i = 1, . . . ,m, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ðàñ-
ïèñàíèåì (ïîäðàñïèñàíèåì ðàñïèñàíèÿ π). Ïðè ýòîì, äëÿ ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñà-

íèé πi âûïîëíÿåòñÿ {π} =
m⋃
i=1

{πi}, {πi}
⋂
{πj} = ∅ äëÿ i 6= j, ({π1} → {π2} →

1Shortest Processing Time.
2Earliest Due Date.
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. . .→ {πm})π, è òðåáîâàíèÿ êàæäîãî ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ πi, i = 1, . . . ,m,
óïîðÿäî÷åíû â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è ïðè ðàñïèñàíèè π. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ñòðóêòóðû ðàñïèñàíèÿ π îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ {π} áóäåì
èñïîëüçîâàòü çàïèñü π = (π1, j, π2).

Ïîëüçóÿñü íîòàöèåé Ãðýõåìà [125], äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è
áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü 1 | |

∑
Tj. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à 1 | |

∑
Tj

ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå [114].

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð ñâÿçè ðàññìàòðèâàå-
ìîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî ïðèáîðà 1 | |

∑
Tj ñ íåêîòîðîé çàäà÷åé îïòèìàëüíî-

ãî óïîðÿäî÷åíèÿ íàáîðà òðåáîâàíèé, âîçíèêàþùåé íà ïðàêòèêå. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûé îáñëóæèâàþùèé öåíòð (ÎÖ), ïðîöåññ ðàáîòû êîòîðîãî ðàçáèò íà
öèêëû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå öåíòð íàáèðàåò çàÿâêè è
íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåò èõ èñïîëíåíèå. Â ÎÖ èìååòñÿ m îäíîðîäíûõ
èñïîëíèòåëåé, êàæäàÿ çàÿâêà ìîæåò áûòü èñïîëíåíà ëþáûì èç íèõ. Èñïîë-
íèòåëè îáëàäàþò, â îáùåì ñëó÷àå, ðàçëè÷íîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ è âûïîë-
íÿþò â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íå áîëåå îäíîé çàÿâêè. Âûïîëíåíèå çàÿâêè íå
ìîæåò áûòü ïðåðâàíî, ò.å. åñëè èñïîëíèòåëü íà÷èíàåò âûïîëíåíèå íåêîòîðîé
çàÿâêè, òî îí âûïîëíÿåò å¼ äî êîíöà. Ïðè ïðè¼ìå çàÿâêè ÎÖ è êëèåíò äîãîâà-
ðèâàþòñÿ î ñóììå, êîòîðóþ ÎÖ ïîëó÷èò çà âûïîëíåíèå çàÿâêè, à òàêæå î ìî-
ìåíòå âðåìåíè, ê êîòîðîìó çàÿâêà äîëæíà áûòü èñïîëíåíà. Ïðè âûïîëíåíèè
íåêîòîðîé çàÿâêè ïîçäíåå îáãîâîðåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè ÎÖ âûïëà÷èâàåò
êëèåíòó ôèêñèðîâàííûé äëÿ ëþáîé çàÿâêè øòðàô çà êàæäóþ åäèíèöó âðåìå-
íè, ïðîøåäøóþ ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà. Öåëüþ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ðàáîòû
ÎÖ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ñóììû øòðàôíûõ âûïëàò ïî âñåì ïðèíÿòûì ê
èñïîëíåíèþ çàÿâêàì.

Äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ òåîðèè ðàñïè-
ñàíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàíî ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N = {1, 2, . . . , n}
è ìíîæåñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðèáîðîâ M = {1, 2, . . . ,m}. Êàæäîå òðåáîâà-
íèå j ∈ N èìååò äèðåêòèâíûé ñðîê dj, ê êîòîðîìó æåëàòåëüíî çàâåðøèòü
îáñëóæèâàíèå äàííîãî òðåáîâàíèÿ, è ïðîäîëæèòåëüíîñòü pji îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ j íà ïðèáîðå i ∈M . Òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ íà ïðèáîðàõ áåç
ïðåðûâàíèé, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ëþáîé ïðèáîð îáñëóæèâàåò íå áîëåå
îäíîãî òðåáîâàíèÿ. Ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé π ñòðîèòñÿ ñ ìî-
ìåíòà âðåìåíè t0 = 0 è äëÿ äàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü çàäàíî â âèäå íàáîðà
èçm ïåðåñòàíîâîê π1, π2, . . . , πm, ãäå πi, i ∈M , çàäà¼ò ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà {πi} íà ïðèáîðå i. Ïðè ýòîì, {π1}, {π2}, . . . , {πm} çà-
äà¼ò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé N (ò.å.

⋃
i∈M
{πi} = N è {πi}

⋂
{πj} = ∅

äëÿ i, j ∈ M , i 6= j). Ìîìåíò îêîí÷àíèÿ Cj(π) òðåáîâàíèÿ j ∈ N ïðè ðàñïè-
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ñàíèè π âû÷èñëÿåòñÿ îïèñàííûì âûøå îáðàçîì. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òàêîå
ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N íà ïðèáîðàõ èç ìíîæå-
ñòâà M , ïðè êîòîðîì ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå òðåáîâàíèé,
ò.å.

∑
j∈N

max{0, Cj(π)− dj} → min.

Èìåÿ íåêîòîðûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èäåå ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö,
äëÿ çàäà÷è ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðèáîðîâ áûëî áû
æåëàòåëüíî èìåòü íåêîòîðûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ îöåíîê îïòèìàëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñ ïîìîùüþ èñïîëüçî-
âàíèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ îöåíîê äëÿ ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | |

∑
Tj.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ äëÿ
ïàðàëëåëüíûõ ïðèáîðîâ ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàí òàê, ÷òî ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé N íàm ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå áóäóò îáñëó-
æèâàòüñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèáîðàõ, à çàòåì ðåøàåòñÿ m íåçàâèñèìûõ
ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | |

∑
Tj. Â ýòîì ñëó÷àå, èñõîäíàÿ çàäà÷à äëÿ ìíîãèõ ïðè-

áîðîâ äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ïîäçàäà÷ äëÿ îäíîãî
ïðèáîðà.

5.2 Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé,

îñíîâàííûå íà �äåêîìïîçèöèîííûõ�

ñâîéñòâàõ çàäà÷è

Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâàN ïðèìåðà I = {N, t0} â ïîðÿäêå íåóáû-
âàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ:

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn,

åñëè dj = dj+1, òî pj ≤ pj+1, j = 1, 2, . . . , n− 1.

Ñðåäè òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N âûäåëèì òðåáîâàíèå j∗ òàêîå, ÷òî

j∗ = max

{
j ∈ N : pj = max

i∈N
pi

}
.

Òðåáîâàíèå j∗ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ
îáñëóæèâàíèÿ ñðåäè òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ; åñëè òàêèõ òðåáîâàíèé â ìíî-
æåñòâå N íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì.

Ïóñòü Sk = t0 +
k∑
j=1

pj, k = 1, 2, . . . , n. Âåëè÷èíà Sk ðàâíà ìîìåíòó

îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ k ïðè EDD ðàñïèñàíèè (1, 2, . . . , n).
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Ñîãëàñíî âûáðàííîé íóìåðàöèè òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N è îïðåäåëå-
íèÿ òðåáîâàíèÿ j∗ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:{

pj∗ > pj, dj∗ ≤ dj, äëÿ âñåõ j ∈ {j∗ + 1, . . . , n};
pj∗ ≥ pj, dj∗ ≥ dj, äëÿ âñåõ j ∈ {1, 2, . . . , j∗ − 1}. (5.3)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî L(I) ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗ è
ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π∗(I), ïðè êîòîðîì
òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ íà íåêîòîðîé ïîçèöèè èç ìíîæåñòâà L(I). Ïðè
ýòîì, èçâåñòíû ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàíèå êîòîðûõ ïðåäøåñòâóåò
è ñëåäóåò çà îáñëóæèâàíèåì òðåáîâàíèÿ j∗.

Îïðåäåëåíèå 5.1 [24] ìíîæåñòâà ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗.
Îïðåäåëèì ÷åðåç L(I) ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ k ≥ j∗ òàêèõ, ÷òî

(a) dj + pj ≤ Sk äëÿ âñåõ j ∈ {j∗ + 1, . . . , k};

(b) Sk ≤ dk+1.

äîîïðåäåëèâ dn+1 := +∞. Ìíîæåñòâî L(I) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì
ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé L(I) äëÿ òðåáîâàíèÿ
j∗ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü O(n) îïåðàöèé.

Òåîðåìà 5.2 Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I ìíîæåñòâî ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé L(I)
äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗ íå ïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L(I) = ∅. Òî åñòü íè îäíà èç ïîçèöèé
k ≥ j∗ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé. Ïîçèöèÿ k = j∗ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ Sj∗ > dj∗+1.

Ïîçèöèÿ k = n íå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå j0 ∈ {j∗ + 1, . . . , n}, ÷òî dj0 + pj0 > Sn.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà j0 = j∗ + 1. Ïîñêîëüêó äëÿ òðåáîâàíèÿ j0

âûïîëíÿåòñÿ dj0 + pj0 > Sn = Sj∗ + pj0 + pj0+1 + . . . + pn è pj > 0, ∀ j ∈
N , òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî dj0 > Sj∗. Ó÷èòûâàÿ j0 = j∗ + 1, ïîëó÷àåì,
÷òî ïîçèöèÿ k = j∗ ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ
L(I) = ∅.

Ïóñòü òðåáîâàíèå j0 ∈ {j∗ + 2, . . . , n}. Ïðè ýòîì, âûïîëíÿåòñÿ

dj0 + pj0 > Sn = Sj0−1 + pj0 + pj0+1 + . . .+ pn.
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Ïîñêîëüêó pj > 0 ∀j ∈ N , òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî dj0 > Sj0−1. Ñîãëàñíî
ïðåäïîëîæåíèþ L(I) = ∅ ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîçèöèÿ k = j0 − 1
íå áûëà ïîäõîäÿùåé íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíèëîñü îäíî èç íåðàâåíñòâ:

dj∗+1 + pj∗+1>Sj0−1;

dj∗+2 + pj∗+2>Sj0−1;

. . . . . .

dj0−1 + pj0−1>Sj0−1.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , j0 − j∗ − 1} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
dj∗+i + pj∗+i > Sj0−1. Â ýòîì ñëó÷àå, ìû èìååì

dj∗+i + pj∗+i > Sj0−1 ≥ Sj∗+i.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ dj∗+i > Sj∗+i−1. Äàëåå, ÷òîáû ïîçèöèÿ k = j∗ +
i−1 íå áûëà ïîäõîäÿùåé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíèëîñü îäíî èç ñëåäóþùèõ
íåðàâåíñòâ:

dj∗+1 + pj∗+1>Sj∗+i−1;

dj∗+2 + pj∗+2>Sj∗+i−1;

. . . . . .

dj∗+i−1 + pj∗+i−1>Sj∗+i−1.

Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ
L(I) = ∅, äîëæíî âûïîëíèòñÿ óñëîâèå dj∗+1 + pj∗+1 > Sj∗+1. Èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì dj∗+1 > Sj∗, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîçèöèÿ k = j∗ ÿâëÿåòñÿ
ïîäõîäÿùåé. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî
L(I) = ∅. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5.1 [24] Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π∗(I), ïðè
êîòîðîì òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ íà ïîçèöèè k ∈ L(I). Ïðè ýòîì, äëÿ
ïîäõîäÿùåé ïîçèöèè k âûïîëíÿåòñÿ:{

(j → j∗)π∗ äëÿ âñåõ j ∈ {1, 2, . . . , k} \ {j∗} è
(j∗ → j)π∗ äëÿ âñåõ j ∈ {k + 1, . . . , n}. (5.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì
âûïîëíÿåòñÿ (5.4), ñëåäóåò èç òåîðåìû, äîêàçàííîé Ëîóëåðîì (Lawler E.L.,
[150]) â 1977 ãîäó.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî òðåáîâàíèÿ j0, ÷òî
dj0 + pj0 > Sn, òî ïîçèöèÿ k = n ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå j0, òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå k, j∗ ≤ k ≤ j0, ÷òî k ∈ L(I).

Ëåììà 5.2 [144, 186, 21] Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà 〈{pj, dj}j∈N , t0〉 ñóùåñòâóåò
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N , ïðè
êîòîðîì (j → j∗)π∗ äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé j ∈ {1, 2, . . . , k} \ {j∗} è (j∗ → j)π∗

äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé j ∈ {k + 1, . . . , n} äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ L(N, t0).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð (ïîäïðèìåð) îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà
N ′ ⊆ N , N ′ = {1, 2, . . . , n′}, ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′ ≥ t0. Ìíîæåñòâî L(N ′, t′)
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ k ∈ {1, . . . , n′}, k ≥ j∗(N ′), òàêèõ ÷òî:

(à) t′ +
k∑
j=1

pj < dk+1 (ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 1 [24, 208]) è

(á) dj +pj ≤ t′+
k∑
j=1

pj, äëÿ âñåõ j = j∗(N ′) + 1, k (ïðàâèëà èñêëþ÷åíèÿ

2, 3 [24, 208]),

ãäå dn′+1 := +∞.

Îïèøåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ íà îñíîâå èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïðàâèë èñêëþ÷åíèÿ 1 � 3.

Àëãîðèòì 5.1 A
1: π∗:=ProcL(N, t0).

Àëãîðèòì 5.2 Ïðîöåäóðà ProcL(N, t)
1: Äàí ïðèìåð {N, t}, ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N = {j1, j2, . . . , jn} è ìîìåíò íà÷àëà îáñëó-
æèâàíèÿ t, dj1 ≤ dj2 ≤ . . . ≤ djn ;

2: if N = ∅ then
3: π∗ := ∅, RETURN π∗;
4: end if
5: Íàéä¼ì òðåáîâàíèå j∗(N, t) èç ìíîæåñòâà N ñ ìîìåíòà âðåìåíè t;
6: Íàéä¼ì ìíîæåñòâî L(N, t) äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗;
7: for all k ∈ L(N, t) do
8: πk := (ProcL(N ′, t′), j∗,ProcL(N ′′, t′′)), ãäå

N ′ := {j1, . . . , jk} \ {j∗}, t′ := t,

N ′′ := {jk+1, . . . , jn}, t′′ := t+
k∑

i:=1

pji ;

9: end for
10: π∗:=arg min

k∈L(N,t)
{F (πk, t)}; RETURN π∗.
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Ïóñòü N = {j1, . . . , jn}, dj1 ≤ . . . ≤ djn. Ìîäèôèöèðîâàííîå EDD-
ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå j∗ = jm, m ≤ k, îáñëóæèâàåòñÿ k-ì ïî
ïîðÿäêó, îáîçíà÷èì ÷åðåç πk = (j1, . . . , jm−1, jm+1, . . . , jk, j

∗, jk+1, . . . , jn).

Ëåììà 5.3 Ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 [105, 208]. Åñëè F (πk) > F (πk+1) èëè
F (πk) ≥ F (πi) äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗ ≤ i < k, òî ïîçèöèÿ k èñêëþ÷àåòñÿ èç
ñïèñêà �ïîäõîäÿùèõ� ïîçèöèé L(N ′, t′) äëÿ çàäà÷è 〈{pj, dj}j∈N ′, t′〉, åñëè äëÿ
ìíîæåñòâà |L(N ′, t′)| > 1.

Ïóñòü Bj � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàþùèõñÿ ïåðåä òðåáîâà-
íèåì j, à Aj � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé îáñëóæèâàþùèõñÿ ïîñëå òðåáîâàíèÿ j
ïðè ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè. Ìíîæåñòâà Bj è Aj ìîãóò áûòü ïóñòû-
ìè îäíîâðåìåííî.

Îïðåäåëèì Ej = P (Bj) + pj + t′, Lj = P (N ′ \Aj) + t′ êàê íàèìåíüøåå è
íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ Cj îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðè
ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′ ñ
ìîìåíòà âðåìåíè t′.

Ëåììà 5.4 Óñëîâèÿ Ýììîíñà [117]. Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñà-
íèå π∗, ïðè êîòîðîì

1) i ïðåäøåñòâóåò j, (i→ j)π∗, åñëè di ≤ max(Ej, dj) è pi ≤ pj;

2) j ïðåäøåñòâóåò i, (j → i)π∗, åñëè äëÿ ýòèõ òðåáîâàíèé âûïîëíÿåòñÿ
di + pi ≥ Lj è di > max(Ej, dj), pi ≤ pj.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì Ýììîíñà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈
Π∗(I), ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ

(j → j∗)π∗, äëÿ âñåõ 1 ≤ j < j∗. (5.5)

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé, êîòîðîå óòâåðæäàåòñÿ â
ñëåäñòâèå 5.1, ðåøåíèå ëþáîãî ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà ïîäïðèìåðîâ. Ïîýòîìó ýòî
ñâîéñòâî íàçûâàþò äåêîìïîçèöèîííûì ñâîéñòâîì çàäà÷è.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ äâà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | |
∑
Tj ñ

èñïîëüçîâàíèåì äåêîìïîçèöèîííîãî ñâîéñòâà. Àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ðàçáè-
åíèè (äåêîìïîçèöèè) èñõîäíîãî ïðèìåðà çàäà÷è íà ïîäïðèìåðû ïî ïîäõîäÿ-
ùèì ïîçèöèÿì äëÿ òðåáîâàíèÿ c ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îáñëó-
æèâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèâîäèìûõ àëãîðèòìîâ íå òðåáóåò-
ñÿ óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé.
Îïèøåì îñíîâíóþ èäåþ äàííûõ àëãîðèòìîâ.

216



Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðèìåð I = {N, t0}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N ïðèìåðà I = {N, t0} ïðîíóìåðî-
âàíû â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ:

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn, (5.6)

ïðè ýòîì, åñëè dj = dj+1, òî pj ≤ pj+1, j = 2, 3, . . . , n.

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà I íàéä¼ì òðåáîâàíèå j∗, äëÿ êîòîðîãî ïîñòðîèì
ìíîæåñòâî ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé L(I). Ïóñòü m = |L(I)|. Ðàçîáú¼ì ïðèìåð
I íà 2m ïîäïðèìåðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî k ∈ L(I) ïîñòðîèì
äâà ïîäïðèìåðà I ′k = {N ′k, t′k} è I ′′k = {N ′′k , t′′k}, ãäå N ′k = {1, 2, . . . , k} \ {j∗},
t′k = t0 è N ′′k = {k + 1, . . . , n}, t′′k = Sk. Ðåøèì ïîñòðîåííûå ïðèìåðû, ò.å.
ïîñòðîèì îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ π′k è π

′′
k äëÿ ïðèìåðîâ I ′k è I

′′
k k ∈ L(I).

Ïóñòü πk = (π′k, j
∗, π′′k). Òîãäà ðàñïèñàíèå πk∗, ãäå k

∗ = arg min
k∈L(I)

F (πk), áóäåò

îïòèìàëüíûì ðàñïèñàíèåì äëÿ ïðèìåðà I. Ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ I ′k è I
′′
k äëÿ

íåêîòîðîãî k ∈ L(I) áóäåì íàçûâàòü äåêîìïîçèöèåé ïðèìåðà I ïî ïîäõîäÿ-
ùåé ïîçèöèè k. Ïîäïðèìåðû I ′k è I

′′
k áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî �ëåâûì�

è �ïðàâûì� ïîäïðèìåðàìè äëÿ ïîçèöèè k.

Îïðåäåëèì äåðåâî ïîäïðèìåðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êîðíå äåðåâà
ïîäïðèìåðîâ íàõîäèòñÿ èñõîäíûé ïðèìåð I = {N, t0}. Íà ïåðâîì óðîâíå äå-
ðåâà íàõîäÿòñÿ ïîäïðèìåðû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ äåêîìïîçèöèè ïðèìåðà
I ïî ïîäõîäÿùèì ïîçèöèÿì èç ìíîæåñòâà L(I). Íà âòîðîì óðîâíå íàõîäÿò-
ñÿ ïîäïðèìåðû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ äåêîìïîçèöèè ïîäïðèìåðîâ ïåðâîãî
óðîâíÿ ïî âñåì ïîäõîäÿùèì ïîçèöèÿì è òàê äàëåå. Â ëèñòüÿõ äåðåâà íàõî-
äÿòñÿ ïîäïðèìåðû, ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé êîòîðûõ ñîñòîèò èç îäíîãî òðåáî-
âàíèÿ.

Èäåÿ ïåðâîãî àëãîðèòìà (àëãîðèòìà A) îñíîâàíà íà îáõîäå äåðåâà ïîä-
ïðèìåðîâ �â ãëóáèíó�, èñïîëüçóÿ ðåêóðñèâíûé âûçîâ ïðîöåäóðû äåêîìïîçè-
öèè ïðèìåðîâ íà ïîäðèìåðû (Ïðîöåäóðà ProcL). Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèíè-
ìàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé è ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæè-
âàíèÿ íåêîòîðîãî ïîäïðèìåðà è ðåçóëüòàòîì å¼ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèÿ äëÿ ýòîãî ïðèìåðà (ïîäïðèìåðà).

Â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà A ïðîöåññ ðàçáèåíèÿ ïðèìåðîâ íà ïîäïðè-
ìåðû âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì ïîäõîäÿùèì ïîçèöèÿì äëÿ òðåáîâàíèÿ ñ òåêóùåé
ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî àëãîðèòì
A íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà îáùåãî ñëó÷àÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Îòìåòèì ñëåäóþùèé íåäîñòàòîê àëãîðèòìà A. Êàæäûé ïîäïðèìåð I ′ =
{N ′, t′} èñõîäíîãî ïðèìåðà I èäåíòèôèöèðóåòñÿ ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé N ′
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è ìîìåíòîì íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ t′. Åñëè â äåðåâå ïîäïðèìåðîâ âñòðåòÿòñÿ
äâà ïîäïðèìåðà ñ îäèíàêîâûìè ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé è ìîìåíòîì íà÷àëà
îáñëóæèâàíèÿ, òî â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà A äàëüíåéøàÿ äåêîìïîçèöèÿ
ýòèõ ïîäïðèìåðîâ áóäåò îñóùåñòâëåíà â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè äàííîãî ìîìåíòà ðàññìîòðèì ïðèìåð I, äëÿ êîòîðî-
ãî âûïîëíÿåòñÿ p1 > p2 > . . . > pn, d1 < d2 < . . . < dn è dn − d1 ≤ pn. Äëÿ
äàííîãî ïðèìåðà I è âñåõ åãî ïîäïðèìåðîâ ìíîæåñòâî ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé
äëÿ òðåáîâàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ j∗ ñî-
ñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç äâóõ ïîçèöèé � ïåðâîé (òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ
äî âñåõ îñòàëüíûõ òðåáîâàíèé) è ïîñëåäíåé (òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ
ïîñëå âñåõ îñòàëüíûõ òðåáîâàíèé). Òàêèì îáðàçîì L(I) = {1, n}. Ïðè äå-
êîìïîçèöèè ïðèìåðà I ïî ïåðâîé ïîçèöèè ïîëó÷èì "ïðàâûé" ïîäïðèìåð I ′

ñ ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé N ′ = {2, . . . , n} è ìîìåíòîì íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ
t′ = t0 + p1 (ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé "ëåâîãî" ïîäïðèìåðà áóäåò ïóñòûì). Ïðè
äåêîìïîçèöèè ïðèìåðà I ïî ïîñëåäíåé ïîçèöèè ïîëó÷èì "ëåâûé" ïîäïðèìåð
I ′′ ñ òåì æå ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé N ′ è ìîìåíòîì íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ
t′ = t0. Äàëåå, ïóñòü ìíîæåñòâà ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé L(I ′) è L(I ′′) òàêæå
ñîñòîÿò èç äâóõ ïîçèöèé. Òîãäà "ëåâûé" ïîäïðèìåð ïðèìåðà I ′′ ñîâïàäàåò ñ
"ïðàâûì" ïîäïðèìåðîì ïðèìåðà I ′. Àëãîðèòì âûíóæäåí áóäåò ðåøàòü îäèí
è òîò æå ïîäïðèìåð äâàæäû.

Ïðè ðåêóðñèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà A ïðîèñõîäèò ïðîñìîòð äåðå-
âà ïîäïðèìåðîâ â ãëóáèíó. Êàæäûé ïîäïðèìåð I ′ èäåíòèôèöèðóåòñÿ íàáî-
ðîì òðåáîâàíèé N ′ è ìîìåíòîì íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé t′. Åñëè
â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà A â ðàçíûõ âåòâÿõ äåðåâà áóäóò ïîñòðîåíû
îäèíàêîâûå ïîäïðèìåðû, òî èõ äåêîìïîçèöèÿ è äàëüíåéøåå ðåøåíèå áóäåò
ïðîèçâåäåíî â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Îòìåòèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî àëãîðèòìà A.

Áóäåì íàçûâàòü ðàñïèñàíèå π îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N
ñ ìîìåíòà âðåìåíè t ëîêàëüíî îïòèìàëüíûì, åñëè ïåðåñòàíîâêà ëþáûõ äâóõ
òðåáîâàíèé â ýòîì ðàñïèñàíèè íå óìåíüøàåò (íå óëó÷øàåò) çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè.

Âñå ïîäõîäÿùèå ðàñïèñàíèÿ, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû àëãî-
ðèòìà A, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî îïòèìàëüíûìè. Äëÿ äàííîãî êëàññà ïðèìåðîâ
(p1 > p2 > . . . > pn, d1 < d2 < . . . < dn è dn − d1 ≤ pn) ìíîæåñòâî ëîêàëüíî
îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé áóäåò ñîäåðæàòü O(2

n
2 ) ðàñïèñàíèé
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5.2.1 Àëãîðèòì SBA

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ïîâòîðíîé äåêîìïîçèöèè îäèíàêîâûõ ïîäïðèìåðîâ,
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì SBA, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöè-
åé àëãîðèòìà A. Ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà SBA ðàçáèâàåòñÿ íà äâà
ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ äåêîìïîçèöèÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà â
ñïèñîê âñåõ åãî ïîäïðèìåðîâ âïëîòü äî ïîëó÷åíèÿ ïîäïðèìåðîâ èç îäíîãî
òðåáîâàíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè äàííîãî ñïèñêà ïîäïðèìåð âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â äàííîì ñïèñêå íåò èõ àíàëîãà (ò.å. â ñïèñêå íåò
ïîäïðèìåðà, ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé è ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ êîòîðîãî
òå æå, ÷òî è ó äîáàâëÿåìîãî ïîäïðèìåðà). Íà âòîðîì øàãå îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç LS ñïèñîê ïîäïðèìåðîâ ïðèìåðà I, êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ â ñïèñêå LS ðàâíî êîëè÷åñòâó âåðøèí â äåðåâå ïîäïðèìåðîâ äëÿ ïðè-
ìåðà I. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü èñõîäíûé ïðèìåð I ÷åðåç I0 è
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïîäïðèìåðà I ′ = {N ′, t′} � ÷åðåç π∗(I ′).

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðû ProcD
(àëãîðèòì 5.3) , êîòîðàÿ âûïîëíÿåò ðàçáèåíèå íåêîòîðîãî ïðèìåðà íà ïîä-
ïðèìåðû ïî ïîäõîäÿùèì ïîçèöèÿì äëÿ òðåáîâàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîë-
æèòåëüíîñòüþ j∗ è âîçâðàùàåò ñïèñîê ïîëó÷åííûõ ïîäïðèìåðîâ RLS.

Àëãîðèòì 5.3 Ïðîöåäóðà ProcD(I)
1: RLS := ∅;
2: if N 6= ∅ then
3: íàéä¼ì ìíîæåñòâî L(I) ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗;
4: for all k ∈ L(I) do
5: ïîñòðîèì äâà ïîäïðèìåðà I ′k = {N ′, t′} è I ′′k = {N ′′, t′′}, ãäå

N ′ := {1, 2, . . . , k} \ {j∗}, t′ := t0,
N ′′ := {k + 1, . . . , n}, t′′ := Sk;

6: RLS := RLS
⋃
{I ′k, I ′′k};

7: end for
8: end if
9: RETURN RLS;

Ïåðåéäåì ê àëãîðèòìó ðåøåíèÿ èñõîäíîé ïðîáëåìû 1||
∑
Tj áåç ïîâòîð-

íîãî ðåøåíèÿ ðàâíûõ ïîäïðèìåðîâ. Îòìåòèì, ÷òî ñòðîêà 5 ïåðâîãî ýòàïà àë-
ãîðèòìà SBA (àëãîðèòì 5.3) îçíà÷àåò äîáàâëåíèå ïîäïðèìåðîâ â ñïèñîê LS
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ñïèñêå LS íåò àíàëîãîâ äîáàâëÿåìûõ ïîäïðèìå-
ðîâ.

Ñïèñîê ïîäïðèìåðîâ LS ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàí êàê õýø-òàáëèöà.
Çíà÷åíèå õýø-ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðèìåðó, âû÷èñëÿåòñÿ êàê çíà-
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÷åíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè îò ìîìåíòà íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé äàí-
íîãî ïîäïðèìåðà. Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïðîöåäóð ïîèñêà ïîäïðèìåðîâ íà
âòîðîì ýòàïå àëãîðèòìà SBA äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà â ñïèñêå ïîäïðèìåðîâ
ïðåäëàãàåòñÿ ñîõðàíÿòü óêàçàòåëè (ññûëêè) íà âñå �ëåâûå� è �ïðàâûå� ïîä-
ïðèìåðû äàííîãî ïðèìåðà, à òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ âåñòè âñïîìîãàòåëüíóþ òàá-
ëèöó, â êàæäîé ñòðîêå m, m = 1, . . . , n â êîòîðîé ñîõðàíÿþòñÿ óêàçàòåëè
(ññûëêè) íà âñå ïîäïðèìåðû, ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé êîòîðûõ ñîñòîèò èç m
òðåáîâàíèé.

Àëãîðèòì 5.4 SBA
1: ÝÒÀÏ 1: ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÑÏÈÑÊÀ ÏÎÄÏÐÈÌÅÐÎÂ
2: LS := {I0};
3: for all I ′ ∈ LS, ãäå ïîäïðèìåð I ′ íå ïîìå÷åí do
4: ïîìåòèòü ïîäïðèìåð I ′; LS := LS

⋃
{ProcD(I ′) \ {LS

⋂
ProcD(I ′)}};

5: end for
6: ÝÒÀÏ 2: ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß
7: for all I ′ ∈ LS, I ′ = {N ′, t′} è |N ′| = 1 do
8: π∗(I ′) := {j}, ãäå N ′ = {j};
9: end for
10: for m = 2, 3, . . . , n do
11: for all I ′ ∈ LS, ãäå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé ïîäïðèìåðà I ′ ñîäåðæèò m òðåáîâàíèé

do
12: for all k ∈ L(I ′) do
13: íàéòè â ñïèñêå LS ïîäïðèìåðû I ′k è I

′′
k , êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû íà Ýòàïå 1 ïðè

äåêîìïîçèöèè ïðèìåðà I ′ ïî ïîäõîäÿùåé ïîçèöèè k;
14: πk := (π∗(I ′k), j

∗, π∗(I ′′k ));
15: end for
16: π∗(I ′):=πk∗ , ãäå k∗ = arg min

k∈L(I′)
{F (πk)};

17: end for
18: end for
19: RETURN π∗(I0).

Â òàáëèöå 5.1 ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèòåëü-
íîãî àíàëèçà êîëè÷åñòâà âåðøèí â äåðåâå âåòâëåíèé àëãîðèòìà A è êîëè÷å-
ñòâà ýëåìåíòîâ â ñïèñêå ïîäïðèìåðîâ àëãîðèòìà SBA, âû÷èñëåííûå íà îäíèõ
è òåõ æå òåñòîâûõ ïðèìåðàõ. Òåñòîâûå ïðèìåðû ãåíåðèðîâàëèñü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé òåñòîâîãî ïðèìåðà ñîñòîèò èç n = 2n̄ òðå-
áîâàíèé, n̄ = 3, 4, . . . , 13, ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ðàâåí 0. Ïðîäîëæè-

òåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ áåðóòñÿ pj = 2 + 1
j2 , j = 1, . . . , n̄. Ïóñòü D =

n̄∑
j=1

pj è

D′ =
2n̄∑
j=n̄

pj. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó
∞∑
j=1

1
j2 = π2

6 < 2, ãäå π = 3.14 . . ., âûïîëíÿåò-

ñÿ D < D′. Çàäàäèì d1 = D è d2n̄ = D′. Âûáåðåì d2, d3, . . . , d2n̄−1 òàê, ÷òîáû
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Òàáëèöà 5.1: Ñðàâíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû êîëè÷åñòâà âåðøèí â äåðåâå ïîäïðèìåðîâ àëãî-
ðèòìà A (HA) è êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â ñïèñêå ïîäïðèìåðîâ àëãîðèòìà SBA (HSBA).

n HA HSBA n HA HSBA

6 34 34 18 92 377 56 668
8 125 125 20 352 715 122 010
10 461 461 22 1 352 077 215 806
12 1 715 1 695 24 5 200 299 337 013
14 6 434 6 165 26 20 058 229 484 843
16 24 309 20 234

d1 < d2 < . . . < d2n̄−1 < d2n̄. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàííûõ ïðèìåðîâ ìíîæåñòâî
ëîêàëüíî îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé ñîäåðæàò O(2

n
2 ) ðàñïèñàíèé.

Â òàáëèöå ÷åðåç HA îáîçíà÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî âåðøèí â äåðåâå ïîäïðè-
ìåðîâ ïðè ðåøåíèè òåñòîâîãî ïðèìåðà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A, HSBA � êî-
ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ñïèñêå ïîäïðèìåðîâ ïðè ðåøåíèè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà SBA.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ñ ðîñòîì n êîëè÷åñòâî �îäèíàêîâûõ� ïîäïðèìå-
ðîâ ðàñò¼ò. Íàïðèìåð, äëÿ n = 26 äåðåâî ïîèñêà ñîäåðæàëî 20 058 229 âåðøèí,
èç êîòîðûõ òîëüêî 484 843 âåðøèíû óíèêàëüíû, ò.å. ìåíüøå 25% îò îáùåãî
êîëè÷åñòâà âåðøèí. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî áîëåå 75% âðåìåíè àëãîðèòì A ðå-
øàë îäíè è òå æå ïðèìåðû ïî íåñêîëüêî ðàç. . .

5.3 Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé

â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà

çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé

×åðåç D(π) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ïðè
ðàñïèñàíèè π, ò.å. D(π) = {j ∈ {π} : Cj(π) > dj}. Â äàííîì ðàçäåëå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé è ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì
ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ I â ñëó÷àå, åñëè ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π ∈ Π(I) âûïîë-
íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) |D(π)| = m, ãäå m � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, 0 ≤ m ≤ n;

(ii) òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà D(π) óïîðÿäî÷åíû â êîíöå ðàñïèñàíèÿ π, ò.å. ðàñ-
ïèñàíèå π ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå π = (π1, π2), ãäå {π2} = D(π).

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñà-
íèé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Áóäåì îáîçíà÷àòü ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé
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èññëåäóåìîé NP�òðóäíîé çàäà÷è ÷åðåç (F ).

Ëåììà 5.5 Â ñëó÷àå (F ) ïðè ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π∗ òðåáîâà-
íèÿ ìíîæåñòâà D(π∗) îáñëóæèâàþòñÿ â SPT -ïîðÿäêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïðè íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì
ðàñïèñàíèè π∗ ñóùåñòâóåò ïàðà ñîñåäíèõ òðåáîâàíèé i, j ∈ D(π∗), (i → j)π∗,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ pi > pj. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå π, êîòîðîå îòëè÷à-
åòñÿ îò π∗ òåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ i è j ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè
ðàñïèñàíèè π òðåáîâàíèÿ i è j òàêæå çàïàçäûâàþò.

Ïðè ðàñïèñàíèÿõ π∗ è π âûïîëíÿåòñÿ

F (π)− F (π∗) = Tj(π)− Tj(π∗) + Ti(π)− Ti(π∗).

Ïîñêîëüêó i è j � ïàðà ñîñåäíèõ çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé è êîëè÷åñòâî
çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî
F (π) − F (π∗) = pj − pi < 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî π∗ ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì ðàñïèñàíèåì. Ëåììà äîêàçàíà. �

Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìíîæåñòâà çàïàçäûâàþùèõ
òðåáîâàíèé D(π∗), ñîñòîÿùåãî èç m òðåáîâàíèé. Ïðè ýòîì, òðåáîâàíèÿ ìíî-
æåñòâà N \D(π∗) îáñëóæèâàþòñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå â íà÷àëå ðàñïèñàíèÿ π∗,
à çàòåì îáñëóæèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà D(π∗) â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ
ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ. Òî åñòü ìû èìååì àíàëîã çàäà÷è ÐÀÇ-
ÁÈÅÍÈÅ, êîòîðóþ ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïîçæå.

Äàëåå, ïóñòü òðåáîâàíèÿ ïðèìåðà I ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå íåâîçðàñ-
òàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn, ïðè ýòîì, åñëè
pj = pj+1, j = 1, . . . , n− 1, òî dj ≥ dj+1.

Ëåììà 5.6 Â ñëó÷àå (F ) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ òàêîå,
÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N âûïîëíÿåòñÿ k ∈ D(π∗), òî (j → k)π∗ äëÿ
âñåõ òðåáîâàíèé j ∈ {k + 1, . . . , n}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê j ∈ {k+1, . . . , n}, òî ñîãëàñíî âûáðàííîé íóìåðà-
öèè òðåáîâàíèé âûïîëíÿåòñÿ pk ≥ pj. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñëó÷àè:

a) ïóñòü pk > pj. Òîãäà, åñëè j ∈ D(π∗), òî ñîãëàñíî ëåììå 5.5 îáñëóæèâà-
íèå òðåáîâàíèÿ j ïðåäøåñòâóåò îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ k. Åñëè æå
j 6∈ D(π∗), òî îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ j ïðåäøåñòâóåò îáñëóæèâàíèþ
òðåáîâàíèÿ k ñîãëàñíî óñëîâèÿì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (óñëîâèå (ii));
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b) ïóñòü pk = pj. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ dk ≥ dj. Òîãäà, ñîãëàñíî óñëî-
âèþ Ýììîíñà3, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì îáñëó-
æèâàíèå òðåáîâàíèÿ j ïðåäøåñòâóåò îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ k.

Ëåììà äîêàçàíà. �

×åðåç j1, j2, . . . , jm áóäåì îáîçíà÷àòü òðåáîâàíèÿ, óïîðÿäî÷åííûå íà ïî-
ñëåäíèõ m ïîçèöèÿõ ïðè íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè. Ïðè ýòîì, ñî-
ãëàñíî ëåììå 5.6, áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì j1 ∈
{m,m+1, . . . , n}, j2 ∈ {m−1,m, . . . , n}, . . . , jn ∈ {1, . . . , n}. Äåéñòâèòåëüíî,
ñîãëàñíî ëåììå 5.6, âñå ðàñïèñàíèÿ, ïðè êîòîðûõ j1 ∈ {1, . . . ,m − 1} ìîæíî
èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ, ò.ê. ïðè äàííûõ ðàñïèñàíèÿõ áóäåò ñóùåñòâî-
âàòü òàêîå k, 1 < k ≤ m, ÷òî jk ≥ m, ò.å. åñëè j1 < m, òî íà îñòàâøèåñÿ m−1
ìåñòî j2, . . . , jm áóäóò ïðåòåíäîâàòü òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà {1, . . . , j1 − 1},
êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ ïîçèöèé. Ïî òîé æå
ïðè÷èíå, åñëè jk = j, 1 ≤ k ≤ m, òî ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ âñå
ðàñïèñàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ji ∈ {j + 1, . . . , n}, k < i ≤ m.

Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðåàëè-
çóåì â âèäå ëåâîñòîðîííåãî îáõîäà äåðåâà ñëåäóþùåãî âèäà. Íà k-îì óðîâíå
äåðåâà, 1 ≤ k ≤ m, ðàñïîëîæåíû âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåáîâàíèÿì,
êàæäîå èç êîòîðûõ ìû ïûòàåìñÿ ïîñòàâèòü íà îáñëóæèâàíèå k-ûì çàïàç-
äûâàþùèì ïî ïîðÿäêó ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè. Êàæäîé âåðøèíå k-ãî
óðîâíÿ äåðåâà ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ íàèìåíüøåìó çíà÷åíèþ ñóì-
ìàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ òðåáîâàíèé, ñòîÿùèõ íà "çàïàçäûâàþùèõ" ïîçèöèÿõ
ðàñïèñàíèÿ k + 1, . . . ,m ïëþñ çàïàçäûâàíèå òðåáîâàíèÿ, êîòîðîå ïëàíèðó-
åòñÿ â äàííîé âåðøèíå íà ìåñòî k. Âñå âåðøèíû k-ãî óðîâíÿ, ÿâëÿþùèåñÿ
ïîòîìêàìè íåêîòîðîé âåðøèíû óðîâíÿ (k − 1), óïîðÿäî÷åíû â äåðåâå ñëåâà
íàïðàâî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ òðåáîâàíèé, ñîïîñòàâëåííûõ äàííûì
âåðøèíàì.

Íà ïåðâîå çàïàçäûâàþùåå ìåñòî j1 ïðè íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì ðàñ-
ïèñàíèè ïðåòåíäóþò òðåáîâàíèÿ m,m+ 1, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî
âåðøèí íà ïåðâîì óðîâíå äåðåâà ðàâíî n − m + 1. Ïîñòàâèì íà ïåðâîå çà-
ïàçäûâàþùåå ìåñòî òðåáîâàíèå m. Ñîãëàñíî ëåììå 5.6, íà âòîðîå ìåñòî j2

ïðåòåíäóåò òîëüêî òðåáîâàíèå m − 1, íà òðåòüå ìåñòî j3 ïðåòåíäóåò òîëüêî
òðåáîâàíèå m− 2 è òàê äàëåå. Íà ïîñëåäíåå ìåñòî ïðåòåíäóåò òîëüêî òðåáî-
âàíèå 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîääåðåâî ñ êîðíåì â ñàìîé ëåâîé âåðøèíå ïåðâîãî
óðîâíÿ ñîäåðæèò òîëüêî îäíó âåòâü ñ m âåðøèíàìè, îáõîä êîòîðîé äàåò íàì
ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé (m,m− 1, . . . , 1).

3Íàïîìíèì, ÷òî Ýììîíñîì áûëî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗ òàêîãî, ÷òî
åñëè äëÿ òðåáîâàíèé i, j ∈ N âûïîëíÿåòñÿ pi ≤ pj è di ≤ dj , òî îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ i ïðåäøåñòâóåò
îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ j ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π∗.
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Ïðè ýòîì, ëèñòîâîé âåðøèíå äàííîé âåòâè ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå
S − d1, ãäå S = t0 +

∑
j∈N

pj; âåðøèíå óðîâíÿ (m− 1) � çíà÷åíèå (S − d1) +

+ (S − p1 − d2); âåðøèíå óðîâíÿ 1 � çíà÷åíèå

mS − (m− 1)p1 − (m− 2)p2 − . . .− pm−1 − d1 − d2 − . . .− dm.

Äàííîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ
ñðåäè âñåõ ðàñïèñàíèé, ïðè êîòîðûõ òðåáîâàíèå m ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïî ïî-
ðÿäêó çàïàçäûâàþùèì òðåáîâàíèåì.

Ïåðåéä¼ì êî âòîðîé âåðøèíå ïåðâîãî óðîâíÿ. Â äàííîé âåðøèíå íà
ïåðâóþ ïîçèöèþ óïîðÿäî÷èâàåòñÿ òðåáîâàíèå m + 1 (ò.å. j1 = m + 1). Ñî-
ãëàñíî ëåììå 5.6 ýòà âåðøèíà èìååò äâà ïîòîìêà: j2 = m − 1 è j2 = m. Ïðè
ýòîì, äàëüíåéøåå âåòâëåíèå â âåðøèíå, â êîòîðîé íà âòîðîå ìåñòî ñòàâèòñÿ
òðåáîâàíèå m − 1, îñóùåñòâëÿòü íå íóæíî, ïîñêîëüêó íà ïðåäûäóùèõ øà-
ãàõ (ïðè îáõîäå ñàìîé ëåâîé âåòâè äåðåâà) íåîáõîäèìîå âåòâëåíèå óæå áûëî
ðåàëèçîâàíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîèçâîäèì ¾ñêëåéêó¿ äâóõ âåðøèí äåðå-
âà: âåðøèíû âòîðîãî óðîâíÿ ñàìîé ëåâîé âåòâè è ðàññìàòðèâàåìîé âåðøè-
íû. Ïðè âåòâëåíèè âåðøèíû j2 = m òàêæå ïîëó÷àåì äâå íîâûå âåðøèíû:
j3 = m − 2 è j3 = m − 1, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ (j3 = m − 2) ñêëåèâàåòñÿ ñ
âåðøèíîé òðåòüåãî óðîâíÿ ñàìîé ëåâîé âåòâè è òàê äàëåå. Ïîëó÷àåì, ÷òî îá-
ùåå êîëè÷åñòâî óíèêàëüíûõ âåðøèí (ò.å. âåðøèí, â êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ
âåòâëåíèå) â ïîääåðåâå ñ êîðíåì âî âòîðîé âåðøèíå ïåðâîãî óðîâíÿ ðàâíî m
(âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ñêëåèâàþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè ñàìîé
ëåâîé âåòâè äåðåâà).

Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ âåðøèí ïîääåðåâà ñ êîðíåì â k-îé âåðøèíå
ïåðâîãî óðîâíÿ, 1 ≤ k ≤ n − m + 1, ïîëó÷àåì, ÷òî äàííûå âåðøèíû èìå-
þò k ïîòîìêîâ, íî òîëüêî îäíà èç äî÷åðíèõ âåðøèí ïîäëåæèò äàëüíåéøåìó
âåòâëåíèþ, à îñòàëüíûå ñêëåèâàþòñÿ c ðàíåå ïîñòðîåííûìè âåðøèíàìè. Ïî-
ëó÷àåì, ÷òî â ïîääåðåâå ñ êîðíåì â ëþáîé âåðøèíå ïåðâîãî óðîâíÿ èìååòñÿ
òîëüêî m óíèêàëüíûõ âåðøèí. Íà ðèñ. 5.2 ïðèâåäåíî ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæå-
íèå äåðåâà âåòâëåíèé.

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà. Ââåä¼ì
â ðàññìîòðåíèå òðè ìàòðèöû J = {jα,β}, F = {fα,β} è P = {pα,β}, ãäå
α ∈ {1, 2, . . . ,m} è β ∈ {m,m + 1, . . . , n}. Äàííûå ìàòðèöû îïèñûâàþò
âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ âåëè÷èíû: jα,β
� òðåáîâàíèå, êîòîðîå ïëàíèðóåòñÿ ê îáñëóæèâàíèþ íà ïîçèöèè jα ïðè îáõî-
äå ïîääåðåâà ñ êîðíåì â âåðøèíå β ïåðâîãî óðîâíÿ äåðåâà; fα,β � íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàåìûõ íà ïîçèöèÿõ
jα, jα+1, . . . , jm, ñðåäè âñåõ ðàñïèñàíèé, ïðè êîòîðûõ íà ïîçèöèè jα îáñëóæè-
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Ðèñ. 5.2: Äåðåâî âåòâëåíèé äëÿ ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà. Øòðèõîâàííûìè ëèíèÿìè ïîêà-
çàíî ¾ñêëåèâàíèå¿ âåðøèí. Ïîìåòêè âåðøèí îçíà÷àþò òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå ïëàíèðóþòñÿ
íà îáñëóæèâàíèå â äàííûõ âåðøèíàõ.

âàåòñÿ òðåáîâàíèå jα,β; pα,β � ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé, îáñëóæèâàåìûõ íà ïîçèöèÿõ jα+1, . . . , jm ïðè íåêîòîðîì îïòè-

ìàëüíîì ðàñïèñàíèè. Ïóñòü S = t0 +
n∑
j=1

pj.

Àëãîðèòì 5.5 FA
1: jm,m := 1, fm,m := S − d1, pm,m := 0
2: for α = m− 1,m− 2, . . . , 1 do
3: jα,m := m− α + 1; fα,m := fα+1,m + S − pα+1,m − dm−α+1;

pα,m := pα+1,m + pm−α+1

4: end for
5: for β = m+ 1,m+ 2, . . . , n do
6: jm,β := β −m+ 1; fm,m := S − dβ−m+1; pm,m := 0;
7: for α = m− 1,m− 2, . . . , 1 do
8: i∗ := arg min

i=m,...,β
{fα+1,i + S − pα+1,i − djα,β};

9: jα,β := jα+1,β + 1, fα,β := fα+1,i∗ + S − pα+1,i∗ − djα,β ;
pα,β := pα+1,i∗ + pjα,β

10: end for
11: end for

Ïîñëå çàïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö J , F è P âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîå-
íèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëàãàåì π∗ := ∅. Çàòåì
íàõîäèì ñðåäè âåðøèí ïåðâîãî óðîâíÿ äåðåâà âåðøèíó ñ íàèìåíüøèì çíà-
÷åíèåì f1,β. Ïóñòü ýòî áóäåò âåðøèíà β∗. Ñòàâèì òðåáîâàíèå j1,β∗ íà ïåðâîå
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ìåñòî ïðè ðàñïèñàíèè π∗. Çàòåì ïåðåõîäèì ê äî÷åðíèì âåðøèíàì âåðøèíû
β∗. Òàêæå íàõîäèì ñðåäè íèõ âåðøèíó ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì f2,α è ñî-
îòâåòñòâóþùåå òðåáîâàíèå ñòàâèì íà âòîðîå ìåñòî ïðè ðàñïèñàíèè π∗ è òàê
äàëåå. Ïîñëå çàïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ π∗ ïîäîáíûì îáðàçîì, îñòàâøèåñÿ òðå-
áîâàíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ñòàâÿòñÿ â íà÷àëî ðàñïèñàíèÿ π∗.

Òåîðåìà 5.3 Àëãîðèòì FA (àëãîðèòì 5.5) íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñà-
íèå äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è 1 | |

∑
Tj çà O(n3) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåðåâî îáõîäà ðàññìàòðèâàåìîãî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîëíîå äåðåâî âåòâëåíèé, ïîëó÷àåìîå ïðè èñïîëüçîâàíèè íåîáõîäèìûõ
óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè, äîêàçàííûõ â ëåììàõ 5.5 è 5.6. Ïîñêîëüêó ïðè îá-
õîäå äàííîãî äåðåâà óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì îòðåçàíèé âåòîê íå ïðîèñõî-
äèò (à ïðîèñõîäèò òîëüêî ñêëåèâàíèå âåðøèí, îñíîâàííîå íà ñâîéñòâàõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî äåðåâà), òî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå áóäåò â èòîãå ïîëó÷åíî.
Êàæäàÿ èç n−m+1 âåðøèí ïåðâîãî óðîâíÿ èìååò ðîâíî m óíèêàëüíûõ âåð-
øèí. Îáðàáîòêà êàæäîé óíèêàëüíîé âåðøèíû òðåáóåò íå áîëåå O(n−m+ 1)
îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì FA íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çà O(n2) îïåðàöèé. Ìàêñèìóì âûïóêëîé ôóíêöèè
f(x) = (n− x+ 1)x äîñòèãàåòñÿ ïðè x = n+1

2 , à f =
(
n+1

2

)
=
(
n+1

2

)2
. Ñëåäîâà-

òåëüíî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà FA ñîñòàâëÿåò O(n3) îïåðàöèé.

Äëÿ çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó: â èññëåäóåìîé ïðîáëåìå 1||

∑
Tj êîëè÷åñòâî çàïàçäûâàþùèõ òðåáî-

âàíèé íå áîëüøå n. Çàïóñêàÿ íà ðåøåíèå àëãîðèòì FA ïðè m = 0, 1, . . . , n
ïîëó÷èì ðàñïèñàíèÿ π0, π1, . . . , πn. Ìû ìîæåì ïðîäåëàòü ýòî çà O(n4) îïåðà-
öèé. Âûáèðàåì ñðåäè ýòèõ n + 1 ðàñïèñàíèé ðàñïèñàíèå ñ íàèìåíüøèì ñóì-
ìàðíûì çàïàçäûâàíèåì π∗. Ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èñõîäíûå ïàðàìåòðû
ïðîáëåìû 1||

∑
Tj ðàñïèñàíèå π∗ áóäåò îïòèìàëüíûì, à ïðè êàêèõ íåò?

5.4 Ìåòðèêà äëÿ çàäà÷è 1|rj|
∑
Tj

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî N , ñîñòîÿùåå èç n òðåáîâàíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî îá-
ñëóæèòü íà îäíîì ïðèáîðå. Ïðèáîð ãîòîâ íà÷àòü îáñëóæèâàíèå â ìîìåíò
âðåìåíè t0 = 0 è íå ìîæåò îáñëóæèâàòü áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ îäíîâðå-
ìåííî. Ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè çàïðåùåíû. Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ
j ∈ N çàäàíû: ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ rj, ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ pj
è äèðåêòèâíûé ñðîê dj. Ðàñïèñàíèå π = {j1, j2, . . . , jn} îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê â
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êîòîðîì îáñëóæèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ. Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ðàííèå ðàñ-
ïèñàíèÿ, ïðè êîòîðûõ:

Cj1(π) = max{t0, rj1}+ pj1,

Cjk(π) = max{rjk, Cjk−1
(π)}+ pjk, k = 2, 3, . . . , n,

ãäå Cj(π) � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ìèíèìèçèðóþùåå öåëåâóþ
ôóíêöèþ � ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå

∑
j∈N

Tj(π), ãäå Tj(π) = max{0, Cj(π)−dj}

� çàïàçäûâàíèå òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π. Â äàëüíåéøåì, åñëè èç êîí-
òåêñòà ÿñíî î êàêîì ðàñïèñàíèè èäåò ðå÷ü, çàâèñèìîñòü îò π ìîæåò îïóñ-
êàòüñÿ. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé [114] è îáîçíà÷àåòñÿ 1|rj|

∑
Tj

[125].

Çàäà÷à 1|rj|
∑
Tj ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ 3n ïàðàìåòðàìè � äè-

ðåêòèâíûìè ñðîêàìè, ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ è ìîìåíòàìè ïî-
ñòóïëåíèÿ êàæäîãî èç n òðåáîâàíèé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí ïðèìåð A
çàäà÷è, åñëè çàäàíî 3n ïàðàìåòðîâ {rAj , pAj , dAj , j = 1, 2, . . . , n}, õàðàêòåðèçó-
þùèõ çàäà÷ó.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ rj = 0, j ∈ N , çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî
çàïàçäûâàíèÿ, ðàíåå áûë ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãî-
ðèòì ñëîæíîñòè O(n

7

ε ) îïåðàöèé [150], òàêæå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èçâåñòåí ïñåâ-
äîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n4

∑
pj) [150]. Â ñëó÷àå, åñëè

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn,

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn,

ñëîæíîñòü ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü óìåíüøåíà äî
O(n2

∑
pj) [166]. Äëÿ ñëó÷àÿ 1|rj, pj = p|

∑
Tj èçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé

àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n7) îïåðàöèé, ïðåäëîæåííûé P. Baptiste [82].

Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1|rj|
∑
Tj ñ

ãàðàíòèðîâàííîé ïîãðåøíîñòüþ, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè ìåòðèêè äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, è ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ
äàííîãî ïîäõîäà ê äðóãèì çàäà÷àì òåîðèè ðàñïèñàíèé. Çàòåì îïèñûâàþòñÿ
÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå äëÿ ïðîâåðêè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

5.4.1 Ìåòðèêà äëÿ ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ

Çàäà÷à 1|rj|
∑
Tj ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ 3n ïàðàìåòðàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò

íàì ðàññìàòðèâàòü ïðèìåðû çàäà÷è, êàê òî÷êè â 3n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ Ω = {r1, . . . , rn, p1, . . . , pn, d1, . . . , dn}.
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Ëåììà 5.7 Ïóñòü ïðèìåðû A è B èìåþò îäèíàêîâûå ïðîäîëæèòåëüíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ è äèðåêòèâíûå ñðîêè:

pAj = pBj , d
A
j = dBj , j ∈ N.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π,

|
∑
j∈N

TAj (π)−
∑
j∈N

TBj (π)| ≤ nmax
j∈N
|rAj − rBj |. (5.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå çàïàçäûâàíèÿ è èçâåñòíîå íåðà-
âåíñòâî

|max{a, b} −max{c, d}| ≤ max{|a− c|, |b− d|},∀a, b, c, d ∈ R, (5.8)

ïîëó÷èì

|
∑
j∈N

TAj −
∑
j∈N

TBj | ≤
∑
j∈N

|CA
j −CB

j + dBj − dAj | ≤
∑
j∈N

|CA
j −CB

j |+
∑
j∈N

|dAj − dBj |.

(5.9)
Èëè, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ,

|
∑
j∈N

TAj −
∑
j∈N

TBj | ≤
∑
j∈N

|CA
j − CB

j |. (5.10)

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ðàííåãî ðàñïèñàíèÿ, çàìåòèì, ÷òî

|CA
j1
− CB

j1
| = |rAj1 − r

B
j1
| ≤ max

j∈N
|rAj − rBj |,

|CA
jk
− CB

jk
| ≤ max{|rAjk − r

B
jk
|, |CA

jk−1
− CB

jk−1
|} ≤ max

j∈N
|rAj − rBj |,

k = 2, . . . , n.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (5.10), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 5.8 Ïóñòü ïðèìåðû A è B èìåþò îäèíàêîâûå ìîìåíòû ïîñòóïëå-
íèÿ è äèðåêòèâíûå ñðîêè:

rAj = rBj , d
A
j = dBj , j ∈ N.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π,

|
∑
j∈N

TAj (π)−
∑
j∈N

TBj (π)| ≤ n
∑
j∈N

|pAj − pBj |. (5.11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû òàêæå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(5.10)

|
∑
j∈N

TAj −
∑
j∈N

TBj | ≤
∑
j∈N

|CA
j − CB

j |.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ðàííåãî ðàñïèñàíèÿ è ðàâåíñòâî ìîìåíòîâ ïîñòóïëåíèÿ,
ïîëó÷èì

|CA
j1
− CB

j1
| = |pAj1 − p

B
j1
| ≤

∑
j∈N

|pAj − pBj |,

|CA
jk
− CB

jk
| ≤ |pAjk − p

B
jk
|+ |CA

jk−1
− CB

jk−1
| ≤

∑
j∈N

|pAj − pBj |, k = 2, . . . , n.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (5.10) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 5.9 Ïóñòü ïðèìåðû A è B èìåþò îäèíàêîâûå ìîìåíòû ïîñòóïëå-
íèÿ è ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ:

rAj = rBj , p
A
j = pBj , j ∈ N.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π,

|
∑
j∈N

TAj (π)−
∑
j∈N

TBj (π)| ≤
∑
j∈N

|dAj − dBj |. (5.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû CA
jk

= CB
jk
, k ∈ N , è íåðàâåíñòâî

(5.9) èìååò âèä

|
∑
j∈N

TAj −
∑
j∈N

TBj | ≤
∑
j∈N

|dAj − dBj |,

ò.å. óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 5.4 Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ïðèìåðîâ Ω× Ω,

ρ(A,B) = nmax
j∈N
|rAj −RB

j |+ n
∑
j∈N

|pAj − pBj |+
∑
j∈N

|dAj − dBj | (5.13)

óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ìåòðèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(A,B) ñèììåòðè÷íà è íåîòðèöà-
òåëüíà, ïðè÷åì ρ(A,B) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = B. Íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ ìîäóëÿ ñóììû.
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Ëåììà 5.10 Äëÿ ëþáûõ ïðèìåðîâ A è B, è ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

|
∑
j∈N

TAj −
∑
j∈N

TBj | ≤ ρ(A,B). (5.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðèìåð C èìååò òàêèå æå ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ
è ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ êàê è ïðèìåð A, à äèðåêòèâíûå ñðîêè
êàê ó ïðèìåðà B. Ïóñòü äàëåå, ïðèìåð D èìååò ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ êàê ó
ïðèìåðà A, à äèðåêòèâíûå ñðîêè è ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ, êàê ó
ïðèìåðà B, òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììû 5.7-5.9 ïîëó÷èì

|
∑
j∈N

TAj −
∑
j∈N

TBj | ≤

≤ |
∑
j∈N

TBj −
∑
j∈N

TDj |+ |
∑
j∈N

TDj −
∑
j∈N

TCj |+ |
∑
j∈N

TAj −
∑
j∈N

TCj | ≤

≤ nmax
j∈N
|rAj − rBj |+ n

∑
j∈N

|pAj − pBj |+
∑
j∈N

|dAj − dBj | = ρ(A,B).

5.4.2 Ìåòîä èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ

Òåîðåìà 5.5 Ïóñòü πA è πB � îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ äëÿ ïðèìåðîâ A è
B, òîãäà ∑

j∈N

TAj (πB)−
∑
j∈N

TAj (πA) ≤ 2ρ(A,B). (5.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììó 5.10, ïîëó÷èì∑
j∈N

TAj (πB)−
∑
j∈N

TAj (πA) =

= (
∑
j∈N

TAj (πB)−
∑
j∈N

TBj (πB)) + (
∑
j∈N

TBj (πB)−
∑
j∈N

TBj (πA))+

+(
∑
j∈N

TBj (πA)−
∑
j∈N

TAj (πA)) ≤ 2ρ(A,B).

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çà-
äà÷è 1|rj|

∑
Tj, íàçâàííûé ìåòîäîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ìåòîä ñîñòîèò
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â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå íåêîòîðîãî, ïîëèíîìè-
íàëüíî èëè ïñåâäîïîëèíîìèíàëüíî ðåøàåìîãî ïðèìåðà B â êà÷åñòâå ðàñïè-
ñàíèÿ äëÿ ïðèìåðà A. Òåîðåìà 5.5 ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñâåðõó ïîãðåøíîñòü
òàêîãî ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè ôóíêöèè ρ(A,B). Åñòåñòâåííî êîíñòðóèðîâàòü
ïðèìåð B òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ ρ(A,B). Òàêèì îáðàçîì, çà-
äà÷à 1|rj|

∑
Tj çàìåíÿåòñÿ çàäà÷åé íà ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèè ìåòðèêè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èñêîìûé ïðèìåð B äîëæåí ïðèíàäëåæàòü
íåêîòîðîìó ïîëèíîìèàëüíî èëè ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîìó êëàññó
ïðèìåðîâ, çàäàâàåìîìó ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

A ·RB + B · PB + C ·DB ≤ H,

ãäå RB = (rB1 , . . . , r
B
n )T ; PB = (pB1 , . . . , p

B
n )T ; DB = (dB1 , . . . , d

B
n )T ; pBj ≥

0; rBj ≥ 0; j ∈ N ; T � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ; A,B, C � ìàòðèöû m × n,
è H � ñòîëáåö èç m ýëåìåíòîâ.

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ìåòðèêè ìîæåò áûòü ïî-
ñòàâëåíà êàê çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

minn · (yr − xr) + n ·
∑
j∈N

(ypj − x
p
j) +

∑
j∈N

(ydj − xdj), (5.16)

ïðè óñëîâèÿõ 
xr ≤ rAj − rBj ≤ yr,

xpj ≤ pAj − pBj ≤ ypj ,

xdj ≤ dAj − dBj ≤ yd,

rBj ≥ 0, pBj ≥ 0, j ∈ N,
A ·RB + B · PB + C ·DB ≤ H.

Íåèçâåñòíûìè â äàííîé çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ 7n+ 2 ïåðåìåííûõ:

rBj , p
B
j , d

B
j , x

p
j , y

p
j , x

d
j , y

d
j , x

r, yr, j ∈ N.

Òåì íå ìåíåå, ñåïàðàáåëüíîñòü ôóíêöèè ρ(A,B) âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîç-
âîëÿåò íàõîäèòü å¼ ìèíèìóì ãîðàçäî ïðîùå, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

5.4.3 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ
äëÿ äðóãèõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé

Îïèñàííûé ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêî ïðèâÿçàííûì ê âèäó öåëåâîé ôóíêöèè,
÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñà-
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íèé. Òåîðåìó 5.5 ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé îáùåãî âèäà öåëåâîé ôóíêöèè
F (π).

Òåîðåìà 5.6 Ïóñòü F (π) � íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, à
ρ(A,B) � ôóíêöèÿ ìåòðèêè, äëÿ ëþáûõ A,B, π, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåí-
ñòâó

|FA(π)− FB(π)| ≤ ρ(A,B). (5.17)

Ïóñòü äàëåå πA è πB � îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ äëÿ ïðèìåðîâ A è B, òîãäà

FA(πB)− FA(πA) ≤ 2ρ(A,B). (5.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (5.6) ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû (5.5) ñ çàìåíîé

∑
j∈N

Tj íà F .

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ äîñòà-
òî÷íî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ρ(A,B), óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó (5.17). Òà-
êèå ôóíêöèè áûëè ïîñòðîåíû ðàíåå äëÿ çàäà÷ 1||

∑
Tj [10] è 1|rj|Lmax [49].

Çäåñü ìû ïðèâåäåì âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé äëÿ îáùèõ ñëó÷àåâ
àääèòèâíîé è "ìèíèìàêñíîé" öåëåâîé ôóíêöèè.

Ëåììà 5.11 Â ñëó÷àå àääèòèâíîé öåëåâîé ôóíêöèè âèäà

F (π) =
∑
j∈N

φj(π, r1, . . . , rn, p1, . . . , pn, dj), (5.19)

ôóíêöèÿ

ρ(A,B) =
∑
j∈N

∑
i∈N

(Rji|rAj − rBj |+ Pji|pAj − pBj |) +
∑
j∈N

Dj|dAj − dBj |, (5.20)

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (5.17). Çäåñü Rji, Pji � êîíñòàíòû Ëèïøèöà
äëÿ ôóíêöèè φi ïî ïåðåìåííûì rj è pj, Dj � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ôóíê-
öèè φj ïî ïåðåìåííîé dj, i, j ∈ N .

Ëåììà 5.12 Â ñëó÷àå "ìèíèìàêñíîé" öåëåâîé ôóíêöèè âèäà

F (π) = max
j∈N

φj(π, r1, . . . , rn, p1, . . . , pn, dj), (5.21)

ôóíêöèÿ

ρ(A,B) =
∑
j∈N

(Rj|rAj − rBj |+ Pj|pAj − pBj |) +Dmax
j∈N
|dAj − dBj |, (5.22)
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óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (5.17). Çäåñü Rj, Pj � íàèáîëüøèå êîíñòàíòû
Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì rj è pj èç êîíñòàíò äëÿ ôóíêöèé φi, D � íàèáîëü-
øàÿ èç êîíñòàíò Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèé φj ïî ïåðåìåííûì dj, i, j ∈ N .

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè (5.20) è (5.22) ñåïàðàáåëüíû, ÷òî çíà÷èòåëüíî îáëåã-
÷àåò íàõîæäåíèå èõ ìèíèìóìîâ.

5.4.4 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîé ñõåìû áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Êëàññû â êîòîðûõ ïðîâîäèëñÿ ïîèñê ïîëèíîìè-
àëüíî ðàçðåøèìûõ ïðèìåðîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 5.2.

Â ïåðâûõ òðåõ êëàññàõ ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàñïèñàíèå, óïîðÿäî÷åííîå
ïî íåóáûâàíèþ ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñëåäíèõ
äâóõ êëàññîâ ïðåäñòàâëåíû â [82] è [33] è èìåþò ñëîæíîñòèO(n7) èO(n4

∑
pj)

îïåðàöèé, ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà 5.2: Êëàññû ïðèìåðîâ, èñïîëüçîâàííûå â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ

Êëàññ ïðèìåðîâ Ìåòðèêà ìåæäó ïðèìåðîì B êëàññà
è ïðîèçâîëüíûì ïðèìåðîì A

{PR : pj = p, rj = r, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·
n∑
j=1

|pAj − p|+ n ·max
j∈N
|rAj − r|

{PD : pj = p, dj = d, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·
∑
j∈N
|pAj − p|+

∑
j∈N
|dAj − d|

{RD : rj = r, dj = d, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·max
j∈N
|rAj − r|+

∑
j∈N
|dAj − d|

{P : pj = p, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·
∑
j∈N
|pAj − p|

{R0 : rj = 0, j ∈ N} ρ(A,B) = n ·max
j∈N
|rAj − r|

Äëÿ íàõîæäåíèÿ â óêàçàííûõ êëàññàõ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîãî ïðè-
ìåðàB, áëèæàéøåãî ê çàäàííîìó ïðèìåðó, íåîáõîäèìî íàéòè ìèíèìóì ôóíê-
öèé:

f(r) = n ·max
j∈N
|rAj − r|; (5.23)

g(p) = n ·
n∑
j=1

|pAj − p|; (5.24)

233



h(d) =
∑
j∈N

|dAj − d|. (5.25)

Ëåììà 5.13 1) Ìèíèìóì ôóíêöèè (5.23) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
r = rAmax+rAmin

2 , ãäå rAmax = max
j∈N

rAj , r
A
min = min

j∈N
rAj .

2) Ìèíèìóì ôóíêöèè (5.24) äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
p ∈ {pA1 , . . . , pAn}.

3) Ìèíèìóì ôóíêöèè (5.25) äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
d ∈ {dA1 , . . . , dAn}).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f(r) ïðåäñòàâèìà â âèäå

n ·max
j∈N
|rAj −r| = nmax{r−rAmin, rAmax−r} = n(

rAmax − rAmin
2

+ |r− r
A
max + rAmin

2
|)

è î÷åâèäíî èìååò ìèíèìóì â òî÷êå rAmax+rAmin
2 .

Ïóñòü ôóíêöèÿ g(p) èìååò ìèíèìóì â òî÷êå p0, òîãäà ëèáî f ′(p0) =
0, ëèáî p0 ∈ {pA1 , . . . , pAn}). Ïîñêîëüêó g(p) � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ,
îáðàùåíèå å¼ ïðîèçâîäíîé â íóëü îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé
íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [pAk , p

A
k+1], k = 1, . . . , n−1, à çíà÷èò ãðàíè÷íûå òî÷êè

pAk è pAk+1 òàêæå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû î ìèíèìóìå ôóíêöèè h(d) äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Áûëî ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ñåðèé ýêñïåðèìåíòîâ. Âî âñåõ ñåðèÿõ èñïîëü-
çîâàëèñü ïðèìåðû ñ ïàðàìåòðàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ðàâíîìåðíî íà èíòåðâà-
ëàõ [1, 100] äëÿ pAj , [pj,

∑
j∈N

pj] äëÿ dAj è [0, dj − pj] äëÿ rAj , j ∈ N . Â ïåðâîé

ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ îöåíèâàëàñü âåëè÷èíà ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé
÷àñòÿìè íåðàâåíñòâà (5.14). Äàííàÿ âåëè÷èíà ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîãðåøíîñòü
ìåòîäà. Äëÿ êàæäîãî n = 10, 20, . . . , 100 ãåíåðèðîâàëîñü 10000 ïàð ïðèìåðîâ.
Èñïîëüçîâàííûå â ýêñïåðèìåíòàõ ðàñïèñàíèÿ ãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûì îá-

ðàçîì. Äëÿ êàæäîé ïàðû âû÷èñëÿëàñü âåëè÷èíà
|
∑
j∈N

TAj −
∑
j∈N

TBj |

ρ(A,B . Òàêæå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, èìåþùèõ íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà ôóíêöèþ ìåòðè-
êè âû÷èñëÿëèñü ïðîöåíòíûå âåëè÷èíû âêëàäîâ ÷àñòåé ìåòðèêè, çàâèñÿùèõ
îò ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ, äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ è ìîìåíòîâ ïî-
ñòóïëåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 5.3. Ñðåäíåå çíà÷åíèå
|
∑
j∈N

TAj −
∑
j∈N

TBj |

ρ(A,B

ìåíÿåòñÿ îò 5% äî 10% ïðè ðîñòå n, à ÷àñòè ôóíêöèè ìåòðèêè, çàâèñÿùèå
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îò ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ, äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ è ìîìåíòîâ ïî-
ñòóïëåíèÿ äàþò âêëàäû ïðèáëèçèòåëüíî 35%, 20% è 25% â îáùóþ âåëè÷èíó
ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî.

Òàáëèöà 5.3: Ñðåäíÿÿ ðàçíèöà ìåæäó öåëåâûìè ôóíêöèÿìè
è äîëè ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ìåòðèêè

n
|
∑
TAj −TBj |
ρ

ρr
ρ

ρp
ρ

ρd
ρ

10 11,7% 35,6% 42,3% 20,6%
20 10,4% 39,7% 39,4% 19,4%
40 8,9% 42,4% 37,4% 18,6%
60 7,8% 43,6% 36,6% 18,3%
80 7,3% 44,4% 34,4% 18%
100 6,7% 44,9% 35,7% 17,9%

Âòîðàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñëóæèëà íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðêå ìåòî-
äà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ . Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
Ðàññìàòðèâàëèñü çíà÷åíèÿ n = 4, 5, . . . , 10, äëÿ êàæäîãî n ãåíåðèðîâàëèñü
ïî 10000 ïðèìåðîâ. Ê êàæäîìó ïðèìåðó ïðèìåíÿëàñü âûøåîïèñàííàÿ ñõå-
ìà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè
Fe, çàòåì ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö èñêàëîñü òî÷íîå ðåøåíèå
ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè F ∗. Äàëåå âû÷èñëÿëîñü ∆ �
îòíîøåíèå ðåàëüíîé ïîãðåøíîñòè ñõåìû δ = Fe − F ∗ ê å¼ âåðõíåé îöåíêå,
îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì (5.15):

∆ =
Fe − F ∗

2ρ(A,B)
. (5.26)

Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî åñëè ïîèñê ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîãî ïðèìå-
ðà âåäåòñÿ â êëàññå RD, òî ñðåäíÿÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ðàñòåò îò 20% äî
30% îò âåðõíåé îöåíêè (5.15) ïðè óâåëè÷åíèè n, ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñ-
ïèñàíèå ïî âîçðàñòàíèþ ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèå ïëîõî ïðèìåíè-
ìî äëÿ ïðèìåðîâ ñ âûáðàííûì ðàñïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðîâ. Äëÿ îñòàëüíûõ
êëàññîâ ñðåäíÿÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ íå çàâèñèò îò n, è ñîñòàâëÿåò íåñêîëü-
êî ïðîöåíòîâ îò ìàêñèìàëüíîé òåîðåòè÷åñêîé. Ñòîëü ìàëàÿ ïîãðåøíîñòü îáó-
ñëîâëåíà òåì, ÷òî ïðèìåðíî â 20% ñëó÷àåâ ìåòîä èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ äà-
âàë òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé îøèáêè ∆ îò n ïðåäñòàâ-
ëåíà â òàáëèöå 5.4 [165].

235



Òàáëèöà 5.4: Ñðåäíÿÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü â ïðîöåíòàõ îò òåîðåòè÷åñêîé

n PR PD RD P R0
4 2,5% 4,6% 20,8% 1,8% 2,9%
5 2,6% 4,8% 23,1% 1,9% 2,8%
6 2,6% 4,6% 24,6% 1,9% 2,7%
7 2,6% 4,7% 26% 1,9% 2,5%
8 2,5% 4,6% 27% 2% 2,3%
9 2,4% 4,7% 27,9% 2% 2,2%
10 2,4% 4,6% 28,6% 1,9% 2,1%

5.5 Êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû çàäà÷è 1||
∑
Tj

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò îïèñàíû äâà NP -òðóäíûõ ñëó÷àÿ çàäà÷è 1||
∑
Tj �

êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû DL [114] è LG. NP -òðóäíîñòü êàíîíè÷åñêèõ ïðèìå-
ðîâ çàäà÷è 1||

∑
Tj äîêàçàíà ñâåäåíèåì NP -ïîëíîé ïðîáëåìû ×�ÒÍÎ-

ÍÅ×�ÒÍÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ê çàäà÷å 1||
∑
Tj.

5.5.1 Çàäà÷à ×�ÒÍÎ-ÍÅ×�ÒÍÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ (×ÍÐ).

Çàäàíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èç 2n ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë B =
{b1, b2, . . . , b2n}, bi > bi+1, äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ 2n − 1. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü,
ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà B íà äâà ïîäìíîæåñòâà B1 è B2, òàêîå,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ

∑
bi∈B1

bi =
∑
bi∈B2

bi è äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë i = 1, 2, . . . , n

ïîäìíîæåñòâî B1 (ñëåäîâàòåëüíî, è B2) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò
èç ïàðû {b2i−1, b2i}.

Îáîçíà÷èì δi = b2i−1 − b2i, i = 1, . . . , n, δ =
n∑
i=1

δi.

Ïîñòðîèì ìîäèôèöèðîâàííûé ïðèìåð çàäà÷è ×�ÒÍÎ-ÍÅ×�ÒÍÎÅ
ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ: 

a2n = M + b;
a2i = a2i+2 + b, i = n− 1, . . . , 1;
a2i−1 = a2i + δi, i = n, . . . , 1,

(5.27)

ãäå b� nδ, M ≥ n3b.

Î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ ai > ai+1, i = 1, 2, . . . , 2n− 1, êðîìå òîãî, δi = b2i−1−
b2i = a2i−1 − a2i, i = 1, . . . , n.
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Ëåììà 5.14 Èñõîäíûé ïðèìåð ×ÍÐ èìååò ðåøåíèå �ÄÀ� òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìîäèôèöèðîâàííûé ïðèìåð ×ÍÐ èìååò ðåøåíèå �ÄÀ�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà ñóùåñòâóåò äâà ïîäìíî-
æåñòâà B1 è B2, òàêèõ ÷òî

∑
bi∈B1

bi =
∑
bi∈B2

bi. Âîçüìåì A1 = {ai|bi ∈ B1},

A2 = {ai|bi ∈ B2}. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
∑
ai∈A1

ai =
∑
ai∈A2

ai.

Ïóñòü äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà ñóùåñòâóåò äâà ïîäìíîæåñòâà
A1 è A2, òàêèõ ÷òî

∑
ai∈A1

ai =
∑
ai∈A2

ai. Âîçüìåì B1 = {bi|ai ∈ A1}, B2 = {bi|ai ∈

A2}. Î÷åâèäíî,
∑
bi∈B1

bi =
∑
bi∈B2

bi.

5.5.2 Êàíîíè÷åñêèå DL-ïðèìåðû çàäà÷è 1||
∑
Tj

Ïðèâåäåì ïîëèíîìèàëüíóþ ñõåìó ñâåäåíèÿ ×ÍÐ ê çàäà÷å 1 | |
∑

Tj [114].

Îïðåäåëèì δ =
n∑
i=1

(b2i−1 − b2i).

Ïóñòü a2i−1 = b2i−1 + (9n2 + 3n− i+ 1)1
2δ + 5n(b1 − b2n) è

a2i = b2i + (9n2 + 3n− i+ 1)1
2δ + 5n(b1 − b2n), i = 1, . . . , n.

Ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð çàäà÷è 1 | |
∑

Tj äëÿ ìíîæåñòâà èç
3n + 1 òðåáîâàíèé N = {V1, V2 . . . , V2n,W1,W2, . . . ,Wn+1}. Ïóñòü b = (4n +
1)1

2δ. Çàäàäèì ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pVi = ai, i = 1, 2, . . . , 2n,

pWi
= b, i = 1, 2, . . . , n+ 1,

dVi =


(j − 1)b+ 1

2δ + (a2 + a4 + . . .+ a2i), åñëè i = 2j − 1,
dV2j−1

+ 2(n− j + 1)(a2j−1 − a2j), åñëè i = 2j,
ãäå j = 1, 2, . . . , n,

dWi
=

{
ib+ (a2 + a4 + . . .+ a2i), åñëè i = 1, 2, . . . , n,
dWn

+ 1
2δ + b, åñëè i = n+ 1.

Ïóñòü {Vi,1, Vi,2} = {V2i−1, V2i}, i = 1, . . . , n. Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêîå
ðàñïèñàíèå êàê ðàñïèñàíèå âèäà

π = (V1,1,W1, V2,1,W2, ..,Wn−1, Vn,1,Wn,Wn+1, Vn,2, Vn−1,2, .., V1,2).

Òåîðåìà 5.7 [114] Äëÿ ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | |
∑

Tj, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ
×ÍÐ, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷å-
ñêèì.
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Åñëè 1
2δ /∈ Z, ðàññìîòðèì èñõîäíûé ïðèìåð ×ÍÐ, ãäå âñå bi óìíîæåíû

íà 2. Íåñëîæíî ïîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü èñõîäíîãî è íîâîãî ïðèìåðà.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: dj(t) = dj − dWn+1
+ t, j ∈ N, t ∈ R.

Ïóñòü πl(t) è Fl(t) îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå
ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèìåðà äëÿ ìíîæåñòâà,
ñîñòîÿùåãî èç 3(n−l)+1 òðåáîâàíèéNl = {V2l−1, V2l, Wl, . . . , V2n−1, V2n, Wn,
Wn+1} ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ dj(t), ãäå
j = V2l−1, V2l, Wl, . . . , V2n−1, V2n, Wn, Wn+1, l = n, . . . , 1.

Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà áóäåò π1(dWn+1
). Çàìå-

òèì, ÷òî øàãè îñíîâíîãî öèêëà àëãîðèòìà âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî äëÿ êàæäîãî
öåëîãî t èç èíòåðâàëà, äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò δ.

Àëãîðèòì 5.6 B-1 êàíîíè÷åñêèé
1: Âñïîìîãàòåëüíûé øàã. Ïîëîæèì πn+1(t) := (Wn+1), Fn+1(t) := max{0, b− t} äëÿ
t ∈ Tn+1 := [dWn+1 −

n∑
i=1

a2i − nb− δ, dWn+1 −
n∑
i=1

a2i − nb];

2: Îñíîâíîé øàã.
3: for all l = n, n− 1, . . . , 1 è

t ∈ Tl := [dWn+1 −
l−1∑
i=1

a2i − (l − 1)b− (δ −
n∑

i=l−1

δi), dWn+1 −
l−1∑
i=1

a2i − (l − 1)b] do

4: π1 := (V2l−1,Wl, πl+1(t− a2l−1 − b), V2l);
π2 := (V2l,Wl, πl+1(t− a2l − b), V2l−1);
F (π1) := max{0, a2l−1 − dV2l−1

(t)}+ + max{0, a2l−1 + b− dWl
(t)} + Fl+1(t− a2l−1 − b)+

+ max{0,
n∑
j=l

(a2j−1 + a2j + b) + b− dV2l
(t)};

F (π2) := max{0, a2l − dV2l
(t)}+ + max{0, a2l + b − dWl

(t)} + Fl+1(t − a2l − b)+

+ max{0,
n∑
j=l

(a2j−1 + a2j + b) + b− dV2l−1
(t)};

Fl(t) := min{F (π1), F (π2)}; πl(t) := arg min{F (π1), F (π2)};
5: end for
6: Àëãîðèòì âîçâðàùàåò ðàñïèñàíèå π1(dWn+1) è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ñóììàðíîãî
çàïàçäûâàíèÿ F1(dWn+1).

Òåîðåìà 5.8 Àëãîðèòì B-1 êàíîíè÷åñêèé ñòðîèò îïòèìàëüíîå êàíî-
íè÷åñêîå ðàñïèñàíèå çà âðåìÿ O(nδ) äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ çàäà÷è
1 | |

∑
Tj, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ ïðèìåðû ×ÍÐ.

Ïðîâåðêó èñòèííîñòè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ îñòàâèì çàèíòåðåñîâàííîìó
÷èòàòåëþ. . .

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âñ¼ ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ B-1 íàõîäèò ìíî-
æåñòâî îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé äëÿ çàäà÷ 〈{pj, dj(t)}, 0〉, êîãäà t �ïðîáåãàåò�
ïî âðåìåíí�îé îñè, íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé äëÿ ðàç-
íûõ çíà÷åíèé äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Ïîýòîìó âñå àëãîðèòìû òèïà Â-1 áóäóò
ïñåâäîïîëèíîìèíàëüíûìè.
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5.5.3 Êàíîíè÷åñêèå LG-ïðèìåðû çàäà÷è 1||
∑
Tj

Ïîêàçàíî, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àéB-1 (5.28) [6] çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî
çàïàçäûâàíèÿ äëÿ îäíîãî ïðèáîðà 1||

∑
Tj ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíûì â îáû÷íîì

ñìûñëå.

Ïðèâåä¼ì ïîëèíîìèàëüíóþ ñõåìó ñâåäåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìå-
ðà ×ÍÐ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ (5.28) çàäà÷è 1 | |

∑
Tj.

Êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé 2n + 1. Òðåáîâàíèÿ îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

V1, V2, V3, V4, . . . , V2i−1, V2i, . . . , V2n−1, V2n, V2n+1,

N = {1, 2, . . . , 2n, 2n + 1}. Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ òðåáîâàíèé pVi = pi, dVi = di, TVi = Ti,
CVi = Ci, i = 1, . . . , 2n+ 1. Ïðèìåð, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì îãðàíè÷å-
íèÿì, áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì LG-ïðèìåðîì:



p1 > p2 > . . . > p2n+1; (5.28.1)
d1 < d2 < . . . < d2n+1; (5.28.2)
d2n+1 − d1 < p2n+1; (5.28.3)
p2n+1 = M = n3b; (5.28.4)
p2n = p2n+1 + b = a2n; (5.28.5)
p2i = p2i+2 + b = a2i, i = n− 1, . . . , 1; (5.28.6)
p2i−1 = p2i + δi = a2i−1, i = n, . . . , 1; (5.28.7)

d2n+1 =
n∑
i:=1

p2i + p2n+1 + 1
2δ; (5.28.8)

d2n = d2n+1 − δ; (5.28.9)
d2i = d2i+2 − (n− i)b+ δ, i = n− 1, . . . , 1;(5.28.10)
d2i−1 = d2i − (n− i)δi − εδi, i = n, . . . , 1, (5.28.11)

(5.28)

ãäå b = n2δ, 0 < ε <
min
i
δi

max
i
δi
.

Äèðåêòèâíûå ñðîêè ïðèìåðà (5.28) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L = 1
2

2n∑
i:=1

pi, òîãäà d2n+1 = L+p2n+1, òàê êàê 1
2

2n∑
i:=1

pi =

n∑
i:=1

p2i + 1
2δ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû DL èç ðàáîòû [114]
íå óäîâëåòâîðÿþò ñëó÷àþ (5.28).
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Ðèñ. 5.3: Äèðåêòèâíûå ñðîêè êàíîíè÷åñêîãî LG-ïðèìåðà

5.5.4 Ñâîéñòâà êàíîíè÷åñêèõ LG ïðèìåðîâ çàäà÷è 1||
∑
Tj

Ëåììà 5.15 Äëÿ ñëó÷àÿ (5.28) ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè êîëè÷åñòâî çàïàçäû-
âàþùèõ òðåáîâàíèé ðàâíî èëè n, èëè (n+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N ′ ñîñòîÿùåå èç (n+2) ñàìûõ êî-
ðîòêèõ ïî ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé è óïîðÿäî÷èì
èõ âíà÷àëå ðàñïèñàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî

∑
i∈N ′

pi > (n+ 2)pmin = (n+ 2)n3b,

ãäå pmin = min
j∈N
{pj} = p2n+1.

Èç (5.28.4)�(5.28.8) íàéä¼ì

dmax = max
j∈N
{dj} = d2n+1 = (n+ 1)n3b+ (b+ 2b+ . . .+ nb) +

1

2
δ,

äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

dmax = d2n+1 = (n+ 1)n3b+
n(n+ 1)

2
b+

1

2
δ < (n+ 2)n3b <

∑
i∈N ′

pi,

ò.å. òðåáîâàíèå îáñëóæèâàåìîå (n + 2) ïî ïîðÿäêó áóäåò çàïàçäûâàòü
ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè. Âñå ïîñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ áóäóò òàêæå çà-
ïàçäûâàòü, ò.ê. ñîãëàñíî (5.28.3) ðàçíîñòü ìåæäó äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè
ëþáûõ äâóõ òðåáîâàíèé ìåíüøå ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ êàæ-
äîãî òðåáîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π êîëè÷åñòâî
íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé íå ïðåâûøàåò (n+ 1).
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2. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâîN ′′ ñîñòîÿùåå èç n ñàìûõ äëèííûõ ïî ïðîäîë-
æèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé è óïîðÿäî÷èì èõ âíà÷àëå ðàñïè-
ñàíèÿ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

à) ïóñòü n = 2k, òîãäà N ′′ = {V1, V2, . . . , V2k−1, V2k}, áóäåì èìåòü

P (N ′′) = nn3b+ 2(nb+ (n− 1)b+ . . .+ (n− k + 1)b) +
k∑

i:=1

δi =

= nn3b+ 2

(
n(n+ 1)

2
− (n− k)(n− k + 1)

2

)
b+

k∑
i:=1

δi.

Èç (5.28.8)�(5.28.11) áóäåì èìåòü

dmin = min
j∈N
{dj} = d1 = d2n+1−(

n−1∑
i:=1

((n−i)b−δ)+δ+(n−1)δ1−εδ1) =

(n+1)n3b+(b+2b+. . .+nb)+1
2δ−(

n−1∑
i:=1

((n−i)b−δ)+δ+(n−1)δ1+εδ1) >

P (N ′′);

á) ïóñòü n = 2k + 1, òîãäà N ′′ = {V1, V2, . . . , V2k−1, V2k, V2(k+1)−1} è

P (N ′′) = nn3b+2(nb+(n−1)b+ . . .+(n−k+1)b)+(n−k)b+
k+1∑
i:=1

δi =

= nn3b+ 2(
n(n+ 1)

2
− (n− k)(n− k + 1)

2
)b+ (n− k)b+

k+1∑
i:=1

δi,

dmin = d1 = d2n+1−(
n−1∑
i:=1

((n−i)b−δ)+δ+(n−1)δ1−εδ1) = (n+1)n3b+

(b+2b+ . . .+nb)+ 1
2δ−(

n−1∑
i:=1

((n−i)b−δ)+δ+(n−1)δ1 +εδ1) > P (N ′′),

ò.å. ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè ïåðâûå n òðåáîâàíèé áóäóò íå çàïàçäûâàòü.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π êîëè÷åñòâî íåçàïàçäûâàþùèõ
òðåáîâàíèé áîëüøå èëè ðàâíî n.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñëó÷àÿ (5.28) ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N êîëè÷åñòâî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ðàâíî èëè
n, èëè (n+ 1).
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Ðèñ. 5.4: Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà SBA (âèä ñïðàâà)

Êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû LG ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 5.4 è 5.5, ãäå
òðóäîåìêîñòü îöåíèâàåòñÿ àëãîðèòìàìè A è SBA.

Èíòåðåñíûì íà íàø âçãëÿä ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ: ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà ïàðàìåòðû èñõîäíûõ äàííûõ àëãîðèòì FA (àëãîðèòì 5.5) ïðè m = n è
m = n+ 1) íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êàíîíè÷åñêèõ LG ïðèìåðîâ

Ëåììà 5.16 Åñëè (5.28), òî äëÿ êàæäîãî ðàñïèñàíèÿ âèäà π = (π1, π2) ñó-
ùåñòâóåò ðàñïèñàíèå âèäà π′ = (πEDD, πSPT ), ãäå {π1} = {πEDD}, {π2} =
{πSPT}, |{π1}| = n+ 1, |{π2}| = n. Ïðè÷¼ì, F (π) ≥ F (π′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå π1. Òàê êàê n ïåðâûõ
òðåáîâàíèé ïðè π1 íå çàïàçäûâàþò, à ìîæåò çàïàçäûâàòü ëèøü ïîñëåäíåå
â ýòîì ðàñïèñàíèè òðåáîâàíèå, òî EDD ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà {π1} áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå
íà (n+ 1) ìåñòå áóäåò îáñëóæèâàòüñÿ òðåáîâàíèå j = arg max{di : i ∈ {π1}}.

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå π2. Òàê êàê âñå n òðåáîâàíèé ïðè
π2 çàïàçäûâàþò, òî ïîðÿäîê SPT îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà {π2}
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Ðèñ. 5.5: Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà SBA (âèä ñëåâà)

áóäåò îïòèìàëüíûì.

Ðàñïèñàíèå âèäà

(V1,1, V2,1, . . . , Vi,1, . . . , Vn,1, V2n+1, Vn,2, . . . , Vi,2, . . . , V2,2, V1,2)

áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì LG-ðàñïèñàíèåì, ãäå {Vi,1, Vi,2} = {V2i−1, V2i},
i = 1, 2, . . . , n.

Ëåììà 5.17 Åñëè ðàñïèñàíèå π = (π1, π2), äëÿ êîòîðîãî |{π1}| = (n + 1),
|{π2}| = n, íåêàíîíè÷åñêîå LG èëè íå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê êàíî-
íè÷åñêîìó LG ðàñïèñàíèþ ïðèìåíåíèåì ïðàâèë EDD è SPT ê ÷àñòè÷íûì
ðàñïèñàíèÿì π1 è π2, ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðè ðàñïèñàíèè π íåêîòîðàÿ ïàðà
òðåáîâàíèé {V2i−1, V2i}, i < n, íå çàïàçäûâàåò èëè ðàñïèñàíèå π èìååò âèä

(V1,1, . . . , Vi,1, . . . , Vn−1,1, V2n−1, V2n, V2n+1, Vn−1,2 . . . , Vi,2, . . . , V1,2), (5.29)

ò.å. ïàðà òðåáîâàíèé {V2n−1, V2n} îáñëóæèâàåòñÿ äî òðåáîâàíèÿ V2n+1, îäíî
òðåáîâàíèå èç êàæäîé ïàðû {V2i−1, V2i}, i = 1, . . . , n− 1, îáñëóæèâàåòñÿ äî
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òðåáîâàíèÿ V2n+1, äðóãîå òðåáîâàíèå èç ýòîé ïàðû ïîñëå òðåáîâàíèÿ V2n+1,
à òðåáîâàíèÿ V2n+1 îáñëóæèâàåòñÿ (n+ 2) ïî ïîðÿäêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (π1, π2), ãäå
|{π1}| = (n+ 1), |{π2}| = n. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1. Åñëè {π2} = {V1,2, . . . , Vn,2}, ò.å. ïðè π2 óïîðÿäî÷åíû n òðåáîâàíèé ïî
îäíîìó òðåáîâàíèþ èç âñåõ n ïàð {V2i−1, V2i}, i = 1, . . . , n. Óïîðÿäî÷èì
òðåáîâàíèÿ èç π2 ïî ïðàâèëó SPT , à òðåáîâàíèÿ èç π1 ïî ïðàâèëó EDD.
Òîãäà ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå ðàñïèñàíèå π′, ïðè÷¼ì F (π′) ≤ F (π), ñî-
ãëàñíî ëåììå 5.16.

2. Åñëè {π2} 6= {V1,2, . . . , Vn,2}, òî âîçìîæíû ñèòóàöèè.

à) V2n+1 ∈ {π2},
á) ñóùåñòâóåò ïàðà òðåáîâàíèé {V2j−1, V2j} ⊂ {π2}.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî |{π2}| = n, äëÿ íåêîòîðîãî i áóäåì èìåòü
{V2i−1, V2i} ⊂ {π1}.

Äàëåå â òåîðåìå 5.9 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ (5.28) âñå îïòèìàëü-
íûå ðàñïèñàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè LG-ðàñïèñàíèÿìè. Äîêàçàíî, ÷òî
ïðîèçâîëüíîå íåêàíîíè÷åñêîå LG-ðàñïèñàíèå π ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê
êàíîíè÷åñêîìó LG-ðàñïèñàíèþ π′, ïðè÷¼ì F (π) > F (π′). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ âûâîäû ëåìì 5.18�5.21.

Ëåììà 5.18 Ïóñòü ðàñïèñàíèå π èìååò âèä (5.29), ïðè êîòîðîì òðåáîâà-
íèå V2n+1 îáñëóæèâàåòñÿ íà (n+ 2) ïî ïîðÿäêó ìåñòå. Òîãäà äëÿ êàíîíè÷å-
ñêîãî LG-ðàñïèñàíèÿ

π′ = (V1,1, . . . , Vi,1, . . . , Vn−1,1, V2n−1, V2n+1, V2n, Vn−1,2 . . . , Vi,2, . . . , V1,2)

âûïîëíÿåòñÿ F (π) > F (π′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ðàñïèñàíèè π òðåáîâàíèå V2n−1 îáñëóæèâàåòñÿ íà ïî-
çèöèè n �ñëåâà�. Ñîãëàñíî ëåììå 5.17 òðåáîâàíèå V2n−1 íå çàïàçäûâàåò, ò.ê.
îíî îáñëóæèâàåòñÿ n-ì ïî ïîðÿäêó. Òðåáîâàíèå V2n+1 îáñëóæèâàåòñÿ íà ïî-
çèöèè n+ 2 �ñëåâà�, ïîýòîìó çàïàçäûâàåò.

Î÷åâèäíî, áóäåì èìåòü äëÿ òðåáîâàíèé ïîäìíîæåñòâà
{V2, V4, . . . , V2i, . . . , V2n−2, V2n−1}

P ({V2, V4, . . . , V2i, . . . , V2n−2, V2n−1}) = nn3b+
n∑

k:=1

kb+ δn =
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= d2n+1 − n3b− 1

2
δ + δn,

ñîãëàñíî (5.28.8). Äàëåå,

P ({V1,1, V2,1, . . . , Vi,1, . . . , Vn−1,1, V2n−1}) + p2n ≥

≥ P ({V2, V4, . . . , V2i, . . . , V2n−2, V2n−1}) + p2n,

ïîýòîìó

C2n(π) ≥ d2n+1 + b− 1

2
δ + δn > d2n.

Ñëåäîâàòåëüíî òðåáîâàíèå V2n, êîòîðîå îáñëóæèâàåòñÿ (n + 1) ïî ïî-
ðÿäêó, ïðè ðàñïèñàíèè π çàïàçäûâàåò.

Ðàñïèñàíèå π ìîæíî çàïèñàòü êàê π = (π11, V2n, V2n+1, π21). Ðàññìîò-
ðèì ñëåäóþùåå êàíîíè÷åñêîå LG-ðàñïèñàíèå âèäà π′ = (π11, V2n+1, V2n, π21).
Ïîêàæåì, ÷òî F (π) > F (π′).

à) Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π′ òðåáîâàíèå V2n+1 íå çàïàçäûâàåò. Òîãäà èç
(5.28.8) ñëåäóåò, ÷òî d2n+1 − C2n+1(π

′) ≤ 1
2δ, ò.ê. ðàñïèñàíèå π

′ êàíî-
íè÷åñêîå.

Ðèñ. 5.6: Ïåðåñòàíîâêà òðåáîâàíèé V2n è V2n+1

Èç ðèñ. 5.6 âèäíî, ÷òî

F (π) − F (π′) = T2n(π) + T2n+1(π) − (T2n(π
′) + T2n+1(π

′)) = (T2n+1(π) −
T2n+1(π

′))−(T2n(π
′)−T2n(π)) ≥ (p2n− 1

2δ)−p2n+1 = p2n+1+b− 1
2δ−p2n+1 >

0.

á) Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π′ òðåáîâàíèå V2n+1 çàïàçäûâàåò, òîãäà

F (π)− F (π′) = T2n(π) + T2n+1(π)− (T2n(π
′) + T2n+1(π

′)) = p2n − p2n+1 =
b > 0.
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Ðèñ. 5.7: Ïåðåñòàíîâêà â íåêàíîíè÷åñêîì ðàñïèñàíèè

Ëåììà 5.19 Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π = (π11, V2i−1, V2i, π12, π21, X, π22) ïàðà
òðåáîâàíèé {V2i−1, V2i}, i < n, íå çàïàçäûâàåò, à íà ïîçèöèè i �ñïðàâà�
îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå X ∈ {V2j−1, V2j}, j ≥ i+1. Òîãäà äëÿ ðàñïèñàíèÿ
π′ = (π11, V2i−1, X, π12, π21, V2i, π22) âûïîëíÿåòñÿ F (π) > F (π′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π çàïàçäûâàþò òðåáîâàíèÿ òîëüêî
èç ìíîæåñòâà {π21, X, π22}, ãäå |{π22}| = (i − 1). Òðåáîâàíèå X çàíèìàåò
ïîçèöèþ i �ñïðàâà� (ñì. ðèñ. 5.7), â êîòîðîé ïðè êàíîíè÷åñêîì ðàñïèñàíèè
áóäåò îáñëóæèâàòüñÿ òðåáîâàíèå Vi,2 ∈ {V2i−1, V2i}.

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå π′ = (π11, V2i−1, X, π12, π21, V2i, π22). Ïðè îáîèõ
ðàñïèñàíèÿõ çàïàçäûâàåò íå ìåíüøå n òðåáîâàíèé. Ïîýòîìó ïðè ðàñïèñàíèè
π′ ïåðåä òðåáîâàíèåì V2i áóäåò çàïàçäûâàòü íå ìåíüøå, ÷åì n− i òðåáîâàíèé,
è íå áîëüøå, ÷åì n− i+ 1 òðåáîâàíèé, ñîãëàñíî ëåììå 5.15. Ïîýòîìó

F (π)− F (π′) ≥ (p2i − pX)(n− i)− (dX − d2i).

à) Åñëè X = V2j, òî p2i − pX = (j − i) b,

dX − d2i =
j−1∑
k:=i

(n− k)b− (j − i)δ = n (j − i) b−
j−1∑
k:=i

kb− (j − i)δ =

= n(j − i)b− i(j − i)b−
j−1−i∑
k:=0

kb− (j − i) δ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (π)− F (π′) ≥ (j − i) b (n− i)− (n (j − i)b− i(j − i) b−
j−1−i∑
k:=0

kb−

− (j − i) δ) =
j−1−i∑
k:=0

kb+ (j − i) δ > 0.

á) Åñëè X = V2j−1, òî p2i − pX = ((j − i) b− δj),
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dX − d2i =
j−1∑
k:=i

(n− k) b− (j − i) δ − (n− j) δj − εδj =

= n(j − i) b−
j−1∑
k:=i

kb− (j − i) δ − (n− j) δj − εδj =

= n (j − i) b− i (j − i) b−
j−1−i∑
k:=0

kb− (j − i) δ − (n− j) δj − εδj.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (π)−F (π′) ≥ ((j− i) b−δj) (n− i)− (n(j− i) b−−i (j− i) b−
j−1−i∑
k:=0

kb−

− (j − i) δ − (n− j) δj − εδj) =
j−1−i∑
k:=0

kb+ (j − i) δ − (j − i) δj + εδj > 0.

Ëåììà 5.20 Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π = (π11, V2i−1, V2i, π12, π21, X, π22) ïàðà
òðåáîâàíèé {V2i−1, V2i}, i < n, íå çàïàçäûâàåò, à íà ïîçèöèè i �ñïðàâà�
îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå X ∈ {V2j−1, V2j}, j < i−1. Òîãäà äëÿ ðàñïèñàíèÿ
π′ = (π11, V2i−1, X, π12, π21, V2i, π22) âûïîëíÿåòñÿ F (π) > F (π′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π çàïàçäûâàþò òðåáîâàíèÿ òîëüêî
èç ìíîæåñòâà {π21, X, π22}, ãäå |{π22}| = (i − 1). Òðåáîâàíèå X çàíèìàåò
ïîçèöèþ i �ñïðàâà� (ñì. ðèñ. 5.7), â êîòîðîé ïðè êàíîíè÷åñêîì ðàñïèñàíèè
áóäåò îáñëóæèâàòüñÿ òðåáîâàíèå Vi,2 ∈ {V2i−1, V2i}.

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå π′ = (π11, V2i−1, X, π12, π21, V2i, π22). Ïðè îáîèõ
ðàñïèñàíèÿõ çàïàçäûâàåò íå ìåíüøå n òðåáîâàíèé. Ïîýòîìó ïðè ðàñïèñàíèè
π′ ïåðåä òðåáîâàíèåì V2i áóäåò çàïàçäûâàòü íå ìåíüøå, ÷åì (n−i) òðåáîâàíèé
(è íå áîëüøå, ÷åì (n− i+ 1) òðåáîâàíèé), ñîãëàñíî ëåììå 5.15. Ïîýòîìó

F (π)− F (π′) ≥ (d2i − dX)− (pX − p2i)(n− i+ 1).

à) Åñëè X = V2j, òî pX − p2i = (i− j)b,

d2i − d2j =
i−1∑
k:=j

(n− k)b− (i− j)δ = n(i− j)b−
i−1∑
k:=j

kb− (i− j)δ =

= n(i− j)b− (i− 1)(i− j)b+
i−1−j∑
k:=0

kb− (i− j)δ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
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F (π)− F (π′) ≥ n (i− j) b− (i− 1) (i− j) b+
i−1−j∑
k:=0

kb− (i− j) δ −

− (i− j) b (n− i+ 1) =
i−1−j∑
k:=0

kb− (i− j)δ > 0.

á) Åñëè X = V2j−1, òî pX − p2i = (i− j) b+ δj,

d2i − d2j−1 =
i−1∑
k:=j

(n− k) b− (i− j) δ + (n− j) δj + εδj =

= n (i− j) b−
i−1∑
k:=j

kb− (i− j) δ + (n− j) δj + εδj =

= n(i− j) b− (i− 1) (i− j) b+
i−1−j∑
k:=0

kb− (i− j) δ + (n− j) δj + εδj.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (π)− F (π′) ≥ n(i− j) b− (i− 1) (i− j) b+
i−1−j∑
k:=0

kb− (i− j) δ +

+ (n− j) δj + εδj − ((i− j) b+ δj) (n− i+ 1) =

=
i−1−j∑
k:=0

kb− (i− j) δ − δj + εδj > 0.

Ëåììà 5.21 Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π = (π11, V2i−1, V2i, π12, π21, X, π22) ïàðà
òðåáîâàíèé {V2i−1, V2i}, i < n, íå çàïàçäûâàåò, à íà ïîçèöèè i �ñïðàâà�
îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå X ∈ {V2(i−1)−1, V2(i−1)}. Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè
π′ = (π11, V2i−1, X, π12, π21, V2i, π22) òðåáîâàíèå Y çàíèìàåò ïîçèöèþ (n + 1)
è TY (π′) < 2δ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ F (π) > F (π′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π çàïàçäûâàþò òðåáîâàíèÿ òîëüêî
èç ìíîæåñòâà {π21, X, π22}, ãäå |{π22}| = (i − 1). Òðåáîâàíèå X çàíèìàåò
ïîçèöèþ i �ñïðàâà� (ñì. ðèñ. 5.7), â êîòîðîé ïðè êàíîíè÷åñêîì ðàñïèñàíèè
áóäåò îáñëóæèâàòüñÿ òðåáîâàíèå Vi,2 ∈ {V2i−1, V2i}.

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå π′ = (π11, V2i−1, X, π12, π21, V2i, π22).

Ïðè ðàñïèñàíèè π ïåðåä òðåáîâàíèåì V2i áóäåò çàïàçäûâàòü íå ìåíüøå
(n− i) òðåáîâàíèé. Ïîýòîìó

F (π)− F (π′) > (d2i − dX)− (pX − p2i)(n− i)− (TY (π′)− TY (π)) >

> (d2i − dX)− (pX − p2i)(n− i)− 2δ.

Âîçìîæíû ñèòóàöèè:
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à) Åñëè X = V2(i−1), òî pX − p2i = b, ïîýòîìó d2i − d2i−2 = (n− i+ 1)b− δ.

Ñëåäîâàòåëüíî

F (π)− F (π′) > (n− i+ 1)b− δ − (n− i)b− 2δ = b− 3δ > 0.

b) Åñëè X = V2(i−1)−1, òî pX − p2i = b+ δi−1,

d2i − d2i−2 = (n− i+ 1)b− δ + (n− i+ 1)δi−1 + εδi−1.

Ïîýòîìó,

F (π)− F (π′) > (n− i+ 1)b− δ + (n− i+ 1)δi−1 + εδi−1 −
− (n− i)(b+ δi−1)− 2δ = b− 3δ + δi−1 + εδi−1 > 0, ò.ê. b = n2δ.

Âûâîäû ëåììû 5.21 èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.9. Ïðè
ýòîì èìååò ìåñòî TY (π′) < 2δ. Ñèòóàöèÿ TY (π′) ≥ 2δ íàìè íå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ, ò.ê. îíà íå âñòðå÷àåòñÿ.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ëåìì äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.9 Äëÿ ñëó÷àÿ (5.28) âñå îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êà-
íîíè÷åñêèìè (èëè ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê êàíîíè÷åñêèì ðàñïèñàíèÿì
ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà EDD ê (n+1) òðåáîâàíèÿì, îáñëóæèâàåìûì âíà÷àëå
ðàñïèñàíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π � íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ðàñïèñàíèå. Ñîãëàñíî
ëåììå 5.16 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü (èëè ïðåîáðàçîâàòü ê íåìó) òîëüêî ðàñïè-
ñàíèå ñëåäóþùåãî âèäà π = (πEDD, πSPT ), ãäå |{πEDD}| = (n + 1). Ïðè ýòîì
ðàñïèñàíèè òðåáîâàíèå V2n+1 çàíèìàåò èëè ïîçèöèþ (n + 1), èëè ïîçèöèþ
(n+ 2). Ïóñòü ðàñïèñàíèå π íåêàíîíè÷åñêîå.

Òàê êàê π íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàñïèñàíèåì, òî â ñèëó ëåììû 5.17
èìååì ïðè ðàñïèñàíèè π ïàðó òðåáîâàíèé {V2i−1, V2i}, êîòîðûå íå çàïàçäûâà-
þò, i < n, èëè ðàñïèñàíèå π èìååò âèä (5.29), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå V2n+1

îáñëóæèâàåòñÿ íà (n+ 2) ìåñòå.

Åñëè ðàñïèñàíèå èìååò âèä (5.29), òî ïî ëåììå 5.18 äëÿ ðàñïèñàíèÿ
π′ = (V1,1, .., Vi,1, . . . , Vn−1,1, V2n−1, V2n+1, V2n, Vn−1,2 . . . , Vi,2, . . . , V1,2), êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, âûïîëíÿåòñÿ F (π) > F (π′). Ïåðåîáîçíà÷èì π := π′.

Äàëåå îïèøåì àëãîðèòì, ñîñòîÿùèé èç äâóõ öèêëîâ, ïðåîáðàçîâàíèÿ
èñõîäíîãî ðàñïèñàíèÿ π ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.
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Öèêë 1. Ïîêà ñðåäè íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ïðè î÷åðåäíîì ðàñ-
ïèñàíèè π ïðèñóòñòâóåò ïàðà òðåáîâàíèé V2i−1, V2i, ïðè÷¼ì íà ïîçèöèè i �ñïðà-
âà� îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå X /∈ {V2(i−1)−1, V2(i−1)}, X 6= V2n+1. Ïðèìåíÿåì
äëÿ òðåáîâàíèé V2i è X ïåðåñòàíîâêó îïèñàííóþ â ëåììàõ 5.19 è 5.20. Â
ðåçóëüòàòå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè óìåíüøèòñÿ.

Êîíåö öèêëà 1.

Ïåðåîáîçíà÷èì π := π′. Êîëè÷åñòâî øàãîâ â öèêëå 1, î÷åâèäíî, íå ïðå-
âûøàåò n. Ïåðâûå (n+ 1) òðåáîâàíèé ïðè ðàñïèñàíèè π óïîðÿäî÷èì ïî ïðà-
âèëó EDD.

Òðåáîâàíèå V2n+1 çàíèìàåò èëè ïîçèöèþ (n+1) èëè ïîçèöèþ (n+2) ïðè
ðàñïèñàíèè π. Åñëè òðåáîâàíèå V2n+1 çàíèìàåò ïîçèöèþ (n + 2) �ñëåâà�, òî
ïîçèöèè n è (n+1) �ñëåâà� çàíèìàþò òðåáîâàíèÿ V2n−1 è V2n, ñîîòâåòñòâåííî,
ñîãëàñíî öèêëó 1 è EDD ñîðòèðîâêå.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñèòóàöèè:

I. Ïóñòü òðåáîâàíèå V2n+1 çàíèìàåò ïîçèöèþ (n+ 2). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñ-
ïèñàíèå ñëåäóþùåãî âèäà π = (π1, V2n−1, V2n, V2n+1, π2), ïðè êîòîðîì òðå-
áîâàíèå V2n îáñëóæèâàåòñÿ (n+ 1) ïî ïîðÿäêó. Ïðè ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñà-
íèÿõ π1 è π2 îáñëóæèâàåòñÿ ïî (n− 1) òðåáîâàíèþ, ò.å. |{π1}| = n− 1 =
|{π2}|. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî öèêëîì 1 íå èñêëþ÷àþòñÿ òîëüêî ñèòóàöèè îïè-
ñàííûå â ëåììå 5.21. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ P (π1) + 2qb + δ > P (π2) >
P (π1)+2qb− δ, ãäå q � êîëè÷åñòâî ñèòóàöèé îïèñàííûõ â ëåììå 5.21 ïðè
ðàñïèñàíèè π.

Ïðèìåðîì ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ìîæåò ñëóæèòü ðàñïèñàíèå, ïðè
êîòîðîì ìíîæåñòâà:
{π1} = {V2i−1, V2i} ∪ {V1,1, V2,1, . . . , Vi−2,1, Vi+1,1, . . . , Vn−1,1};
{π2} = {V2(i−1)−1, V2(i−1)}∪ ∪{V1,2, V2,2, . . . , Vi−2,2, Vi+1,2, . . . , Vn−1,2}.
Òîãäà q = 1 è P (π1) + 2b+ δ > P (π2) > P (π1) + 2b− δ, òàê êàê
−(δ − δi−1 − δi − δn) < P ({V1,1, V2,1, . . . , Vi−2,1, Vi+1,1, . . . , Vn−1,1})−
− P ({V1,2, V2,2, . . . , Vi−2,2, Vi+1,2, . . . , Vn−1,2}) < δ − δi−1 − δi − δn
è âûïîëíÿåòñÿ P ({V2(i−1)−1, V2(i−1)})− P ({V2i−1, V2i}) = 2b+ δi−1 − δi.
Ðàññìîòðèì äâå ñèòóàöèè, êîãäà q = 1 è q > 1. Ïðè q = 0 ðàñïèñàíèå π
èìååò âèä (5.29) (ñì. ëåììó 5.18). Ýòîò ñëó÷àé ìû ðàññìîòðåëè âûøå.

à) Ïóñòü q = 1.

Èçâåñòíî, ÷òî
2n+1∑
i:=1

pi = 2L+ p2n+1 = 2L+ n3b.

250



Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ = P (π2)− (P (π1) + 2b),
äëÿ ýòîé âåëè÷èíû âåðíî −δ < ∆ < δ.

Ïóñòü S = P (π1). Òîãäà 2S+ 2b+ ∆ + p2n−1 + p2n + p2n+1 = 2S+ ∆ +
2b+ 3n3b+ 2b+ δn = 2L+ n3b.

Ïîýòîìó

L = S +
1

2
∆ + 2b+ n3b+

1

2
δn,

òîãäà

C2n(π) = P (π1) + p2n−1 + p2n = S + 2n3b+ 2b+ δn =

= L+ n3b+
1

2
δn −

1

2
∆.

Èçâåñòíî, ÷òî L+ n3b = d2n+1,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ −δ < C2n(π)− d2n+1 < δ.

Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâà ïîäñëó÷àÿ, êîãäà C2n(π) ≥ d2n+1 è
C2n(π) < d2n+1.

1. C2n(π) ≥ d2n+1.
Ðàññìîòðèì ðàñïèñàíèå π′ = (π1, V2n−1, V2n+1, V2n, π2),
äëÿ êîòîðîãî:
F (π)− F (π′) = T2n(π) + T2n+1(π)− (T2n(π

′) + T2n+1(π
′)) =

= (T2n+1(π)− T2n+1(π
′))− (T2n(π

′) =
= (p2n+1 + (C2n(π)− d2n+1))− p2n+1 = C2n(π)− d2n+1 ≥ 0.

2. C2n(π) < d2n+1.
Ïðè ýòîì, C2n(π) > d2n, ò.ê. d2n+1− d2n = δ è d2n+1−C2n(π) < δ.

Ðàñïèøåì ñòðóêòóðó ðàñïèñàíèÿ π.

π = (π11, V2i−1, V2i, π12, V2n−1, V2n, V2n+1, π21, X, π22),

ãäå |{π22}| = i− 1, X ∈ {V2(i−1)−1, V2(i−1)}.
Åñëè X = V2(i−1)−1, òî òðàíñïîçèöèÿ ñîñåäíèõ òðåáîâàíèé
V2(i−1)−1 è V2(i−1) ñîãëàñíî ïðàâèëó SPT íå óâåëè÷èò çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè.
Ïóñòü X = V2(i−1). Ïðè ðàñïèñàíèè π çàïàçäûâàåò (n+ 1) òðåáî-
âàíèå. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå

π′ = (π11, V2i−1, X, π12, V2n−1, V2n, V2n+1, π21, V2i, π22).

Âûïîëíÿåòñÿ
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F (π)− F (π′) = (d2i − d2(i−1))− (n− i+ 1)(p2(i−1) − p2i) =
= (n− i+ 1)b− δ− (n− i+ 1)b = −δ, ò.å. çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè óâåëè÷èëîñü íà δ. Òîãäà C2n(π

′) − d2n+1 > b − δ. Ïîñòðîèì
ðàñïèñàíèå

π′′ = (π11, V2i−1, X, π12, V2n−1, V2n+1, V2n, π21, V2i, π22).

Îöåíèì ðàçíîñòü çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè F (π′) − F (π′′) >
(p2n+1 + b− δ)−p2n+1 > b− δ. Òîãäà F (π)−F (π′′) = b− δ− δ > 0.

á) Ïóñòü q > 1. Òîãäà d2n − C2n(π) > b− 2δ.

Åñëè q = 2, òî ïðè ðàñïèñàíèè π′, ðàññìîòðåííîì â ëåììå 5.21, äëÿ
òðåáîâàíèÿ Y = V2n âûïîëíÿåòñÿ TY (π′) < 2δ. Ïåðåñòàíîâêà, îïè-
ñàííàÿ â ëåììå 5.21, óìåíüøèò çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Åñëè q > 2, òî ïðè ðàñïèñàíèè π′ áóäåò çàïàçäûâàòü n òðåáîâàíèé,
ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 5.21, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî F (π) > F (π′).

II. Ïóñòü òðåáîâàíèå V2n+1 îáñëóæèâàåòñÿ (n+1) ïî ïîðÿäêó. Òî â ñèòóàöèè,
îïèñàííîé â ëåììå 5.21, áóäåì èìåòü TY (π′) = T2n+1(π

′) < 1
2δ. Ïðåîáðà-

çîâàíèå ðàñïèñàíèÿ, ñîãëàñíî ëåììå 5.21, óìåíüøèò çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè.

Öèêë 2. Ïîêà ñðåäè íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ïðè î÷åðåäíîì ðàñ-
ïèñàíèè π ïðèñóòñòâóåò ïàðà òðåáîâàíèé V2i−1, V2i, ïðè÷¼ì íà ïîçèöèè i �ñïðà-
âà� îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå X ∈ {V2(i−1)−1, V2(i−1)}. Ïðèìåíÿåì äëÿ òðåáî-
âàíèé X è V2i ïåðåñòàíîâêó, îïèñàííóþ â ïóíêòàõ I è II. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè óìåíüøàåòñÿ.

Êîíåö öèêëà 2. Êîíåö àëãîðèòìà ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî
íåêàíîíè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå íåêàíîíè÷åñêîå ðàñïèñàíèå π çà O(n)
îïåðàöèé ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê êàíîíè÷åñêîìó ðàñïèñàíèþ π∗. Ïðè÷¼ì
F (π) > F (π∗).

Òåîðåìà 5.10 Ðåøåíèå çàäà÷è ×ÍÐ áóäåò �ÄÀ� òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðè îïòèìàëüíîì êàíîíè÷åñêîì ðàñïèñàíèè C2n+1(π) = d2n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ðàñïèñàíèå âèäà

π = (V1,1, V2,1, . . . , Vi,1, . . . , Vn,1, V2n+1, Vn,2, . . . , Vi,2, . . . , V2,2, V1,2).
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Èçâåñòíî, ÷òî òðåáîâàíèÿ Vn,2, . . . , Vi,2, . . . , V2,2, V1,2 çàïàçäûâàþò.

Òðåáîâàíèå V2n+1 ìîæåò çàïàçäûâàòü, òîãäà F (π) =
n∑
i:=1

TVi,2(π) + TV2n+1
(π).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
2n+1∑
i:=1

pi = C. Òîãäà

n∑
i:=1

CVi,2(π) = nC −
n−1∑
i:=1

(n− i)pVi,2.

Îáîçíà÷èì

φ(i) =

{
1, åñëè Vi,2 = V2i−1,
0, åñëè Vi,2 = V2i,

òîãäà

dVi,2 = d2n+1 −

(
n−1∑
k:=i

(n− k)b+ (n− i+ 1)δ + φ(i)((n− i)δi + εδi)

)
,

ïîýòîìó
n∑
i:=1

TVi,2(π) = nC −
n−1∑
i:=1

(n− i)pVi,2−

−
n∑
i:=1

(
d2n+1 −

(
n−1∑
k:=i

(n− k)b+ (n− i+ 1)δ + φ(i)((n− i)δi + εδi)

))
.

Çàäà÷à min
π
F (π) = min(

n∑
i:=1

TVi,2(π) + TV2n+1
(π)) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìàê-

ñèìèçàöèè ôóíêöèè Φ, ãäå ôóíêöèÿ

Φ =
n−1∑
i:=1

(n− i)pVi,2 −
n∑
i:=1

φ(i)((n− i)δi + εδi)− TV2n+1
(π) :

1. Åñëè Vi,2 = V2i, i = 1, . . . , n, òî TV2n+1
(π) = 1

2δ, Φ1 =
n−1∑
i:=1

(n− i)p2i − 1
2δ.

2. Åñëè Vi,2 = V2i−1, i = 1, . . . , n, òî TV2n+1
(π) = max{−1

2δ, 0} = 0,

Φ =
n−1∑
i:=1

(n− i)p2i−1 −
n∑
i:=1

((n− i)δi + εδi) =

n−1∑
i:=1

(n− i)p2i +
n−1∑
i:=1

(n− i)δi −
n∑
i:=1

((n− i)δi + εδi) = Φ1 + 1
2δ −

n∑
i:=1

εδi.
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Ôóíêöèÿ Φ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíîå Φ1 + 1
2δ−

1
2

n∑
i:=1

εδi,

êîãäà
n∑
i:=1

φ(i)(εδi) = 1
2

n∑
i:=1

εδi, ÷òî ðàâíîçíà÷íî
n∑
i:=1

φ(i)δi = 1
2

n∑
i:=1

δi. Ñëåäîâà-

òåëüíî äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà ñóùåñòâóþò äâà ïîäìíîæåñòâà A1

è A2, òàêèõ ÷òî
∑
ai∈A1

ai =
∑
ai∈A2

ai (îòâåò �ÄÀ�). Ïðè ýòîì C2n+1(π) = d2n+1.

Åñëè ðåøåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà ×ÍÐ �ÍÅÒ�, òî íå âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî
n∑
i:=1

φ(i)δi = 1
2

n∑
i:=1

δi. Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå d2n+1, áóäåì èìåòü

C2n+1(π) 6= d2n+1.

Åñëè C2n+1(π) = d2n+1, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
n∑
i:=1

pVi,1 =

n∑
i:=1

pV2i
+ 1

2δ =
n∑
i:=1

pVi,2, ò.å. ðåøåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà ×ÍÐ áóäåò

èìåòü îòâåò �ÄÀ�.

5.6 Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìîâ

Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òðóäî¼ìêîñòü èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ [24, 105, 208] ðåøå-
íèÿ çàäà÷è 1 ||

∑
Tj íå ìåíüøåO(n2(n−1)/3−1) äëÿ êàíîíè÷åñêèõ DL-ïðèìåðîâ

è íå ìåíüøå O(n2(n−1)/2) äëÿ ïðèìåðîâ ñëó÷àÿ BF.

Â îñíîâå èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ [24, 105, 208, 209] èñïîëüçóþòñÿ ïðàâè-
ëà ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà: ïðàâèëà èñêëþ÷åíèÿ 1�4 , àíàëèç ïàðàìåò-
ðîâ Ej, Lj, ïîñòðîåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà. Ïîêàçàíî, ÷òî
àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå òîëüêî ýòè ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà, èìåþò
ýêñïîíåíöèàëüíóþ òðóäî¼ìêîñòü (îò êîëè÷åñòâà òðåáîâàíèé n) äëÿ êàíîíè-
÷åñêèõ ñëó÷àåâ çàäà÷è 1||

∑
Tj.

Â ïîäðàçäåëå èññëåäóåòñÿ òðóäî¼ìêîñòü èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ êà-
íîíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ DL. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì òðóäî¼ìêîñòè O(nδ) îïåðà-
öèé.

5.6.1 Êàíîíè÷åñêèå DL-ïðèìåðû çàäà÷è 1||
∑
Tj

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòìû ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ, â
êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå ìåòîäû ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà (ïðàâèëà èñ-
êëþ÷åíèÿ 1-4, èñïîëüçîâàíèå Ej è Lj, ïîñòðîåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìå-
ðà) [24, 208], â ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèõ DL-ïðèìåðîâ èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ
òðóäî¼ìêîñòü îò n.
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Ðèñ. 5.8: Äåðåâî ïîèñêà

Îïðåäåëåíèå 5.2 Êàíîíè÷åñêèå ïðèìåðû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

1

2
δ −

i−1∑
j:=1

δj ≥ δi, 2 ≤ i ≤ (n− 1),

áóäåì íàçûâàòü ïðèìåðàìè ñëó÷àÿ SD (short delta).

Äëÿ ñëó÷àÿ SD âûïîëíÿåòñÿ

δi >

i−1∑
j:=1

δj − 1
2δ

2(n− i+ 1)
, 2 ≤ i ≤ (n− 1),

ò.ê. 1
2δ −

i−1∑
j:=1

δj ≥ δi > 0, òî
i−1∑
j:=1

δj − 1
2δ < 0. Íàïðèìåð, ñëó÷àþ SD óäîâëåòâî-

ðÿþò ïðèìåðû, äëÿ êîòîðûõ

δi > 2
i−1∑
j:=1

δj, 2 ≤ i ≤ n.

Òðåáîâàíèÿ N ïðîíóìåðóåì â ïîðÿäêå EDD (early due date):
(V1, V2,W1, . . . , V2i−1, V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1).

Íà ðèñ. 5.8 ïðåäñòàâëåíî äåðåâî ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ, ïî-
ñòðîåííîãî àëãîðèòìîì À äëÿ êàíîíè÷åñêèõ DL-ïðèìåðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïåðåáîðà ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé.
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Îïðåäåëåíèå 5.3 Îñòîâ äåðåâà ïîèñêà, ïîëó÷àåìûé �äâîè÷íûì âåòâëåíè-
åì� (ðèñ. 5.8) áóäåì íàçûâàòü �îñíîâíûì äåðåâîì�.

Ëåììà 5.22 Ïðè èñïîëüçîâàíèè òîëüêî ïðàâèë èñêëþ÷åíèÿ 1�3, òî äåðåâî
ïîèñêà ñîäåðæèò �äâîè÷íîå âåòâëåíèå� (ðèñ. 5.8). Âåòâëåíèå ïðîèñõîäèò
ïðè âûáîðå ìåñòà äëÿ î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ V2i−1. Äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i äî-
ïóñòèìîé ñòàíîâèòñÿ �ïðîòèâîïîëîæíàÿ� ïîçèöèÿ, i = 1, 2, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè.

1. Ïîêàæåì, ÷òî �äâîè÷íîå âåòâëåíèå� èìååò ìåñòî ïðè âûáîðå ïîçèöèé äëÿ
òðåáîâàíèé V1 è V2. Èìååì ìíîæåñòâîN , ñîñòîÿùåå èç 3n+1 òðåáîâàíèé,
N = {V1, V2,W1, . . . , V2i−1, V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1}. Òðåáîâàíèå j∗ = V1,
ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé t′ = 0.

à. Ïîêàæåì, ÷òî ïîçèöèÿ 1 äëÿ òðåáîâàíèÿ V1 ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâèëî á) èç òåîðåìû 5.9 âûïîëíÿåòñÿ. Ïðàâèëî à)
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê.

t′ + pV1
= 0 + a1 < dV2

=
1

2
δ + a2 + 2(n− 1 + 1)(a1 − a2),

ò.å. ïîçèöèÿ 1 äëÿ òðåáîâàíèÿ V1 ïîäõîäÿùàÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîñòàíîâêå V1 íà ïîçèöèþ 1 äëÿ òðåáîâàíèÿ V2

(êîòîðîå íà âòîðîé èòåðàöèè ÿâëÿåòñÿ j∗) ïîçèöèÿ (3n + 1) áóäåò
ïîäõîäÿùåé. Ïðàâèëî á) âûïîëíÿåòñÿ. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

t′ +
3n∑
j=1

pj =
2n∑
j=1

aj + (n+ 1)b >

> (n+ 1)b+
1

2
δ + a2 + a4 + . . .+ a2n + a2.

(n+ 1)b+
1

2
δ + a2 + a4 + . . .+ a2n + a2 =

= dWn+1
+ a2 = max

j∈N ′
{dj}+ max

j∈N ′
{pj} > dj + pj,∀j ∈ N ′.

Ïðàâèëî à), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. ïîçèöèÿ 3n+ 1 ïîñëåäíÿÿ.

á. Ïîêàæåì, ÷òî ïîçèöèÿ 3n + 1 äëÿ òðåáîâàíèÿ V1 ïîäõîäÿùàÿ. Ïðà-
âèëî à), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. ïîçèöèÿ 3n+ 1 ïîñëåäíÿÿ. Ïî-
êàæåì âûïîëíåíèå ïðàâèëà á). Âèäíî, ÷òî

0 +
3n+1∑
j=1

pj =
2n∑
j=1

aj + (n+ 1)b >
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> (n+ 1)b+
1

2
δ + a2 + a4 + . . .+ a2n + a1.

(n+ 1)b+
1

2
δ + a2 + a4 + . . .+ a2n + a1 = dWn+1

+ a1 =

= max
j∈N
{dj}+ max

j∈N
{pj} > dj + pj,∀j ∈ N.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè òðåáîâàíèå V1, îáñëóæèâàåòñÿ 3n+1 (ïîñëåäíèì)
ïî ïîðÿäêó, òî äëÿ òðåáîâàíèÿ V2 ñòàíîâèòñÿ ïîäõîäÿùåé òîëüêî ïî-
çèöèÿ 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâèëî á) âûïîëíÿåòñÿ. Ïðàâèëî à) òàêæå
âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê.

t′ + pV2
= 0 + a2 < dW1

= b+ a2.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �äâîè÷íîå âåòâëåíèå� èìåëî ìåñòî â ãðóïïàõ
1, 2, . . . , i−1. Â îñíîâíîì äåðåâå ïåðâîå òðåáîâàíèå èç êàæäîé ïàðû çàíè-
ìàåò �âòîðóþ� (ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî òðåáîâàíèÿ W) èëè �ïîñëåäíþþ�
ïîçèöèþ, à âòîðîå òðåáîâàíèå èç ïàðû � �ïðîòèâîïîëîæíóþ� ïîçèöèþ.

3. Â ïðåäïîëîæåíèè ï. 2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 2)b ≤ t′ ≤ a1 + a3 + a2i−3 + (i− 2)b,

ãäå t′ � ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðîì �ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå� îòíîñèòåëüíî
i-îé ãðóïïû òðåáîâàíèé {Wi−1, V2i−1, V2i}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ̄ âåëè÷èíó
δ̄ = t′ − (a2 + a4 + . . . + a2i−2 + (i − 2)b), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

0 ≤ δ̄ ≤
i−1∑
j=1

δj < δ. Òîãäà

t′ = a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 2)b+ δ̄.

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî òðåáîâàíèéN ′ = {Wi−1, V2i−1, V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1},
äëÿ êîòîðîãî òðåáîâàíèå j∗ = V2i−1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dWi−1

< dj, pWi−1
≤

pj, ∀j ∈ N ′ \ {Wi−1}, òî ïðè ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π âûïîë-
íÿåòñÿ (Wi−1 → j)π, ∀j ∈ N ′ \ {Wi−1}. �Âòîðàÿ� è �ïîñëåäíÿÿ� ïîçèöèè
äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i−1 ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèìè:

à. Ïîêàæåì, ÷òî òåêóùàÿ �âòîðàÿ� ïîçèöèÿ äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i−1 ïîä-
õîäÿùàÿ. Ïðàâèëî á) âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. t′ + pWi−1

+ pV2i−1
=

= t′ + b+ a2i−1 = a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 2)b+ δ̄ + a2i−1 +
+ b > dWi−1

+ pWi−1
= a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 2)b+ b.

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è ïðàâèëî a).
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Äëÿ ñëó÷àÿ SD âûïîëíÿåòñÿ: t′ + b+ a2i−1 = a2 + a4 + . . .+ a2i−2 +
(i− 1)b+ δ̄+a2i−1 < (i− 1)b+ 1

2δ+ (a2 +a4 + . . .+a2i−2 +a2i) + 2(n−
i+ 1)(a2i−1 − a2i) = dV2i

.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîñòàíîâêå V2i−1 âî �âòîðóþ� (ïîñëå Wi−1) ïîçè-
öèþ äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i ñòàíîâèòñÿ ïîäõîäÿùåé �ïîñëåäíÿÿ� ïîçèöèÿ
â ñïèñêå N ′′ = {V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1}. Ïðàâèëî á) òàêæå âûïîëíÿ-
åòñÿ: i = 1, 2, 3;

t′ + b+ a2i−1 +
∑
j∈N ′′

pj =

= a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 1)b+ δ̄ + (n− i+ 2)b+
2n∑

j:=2i−1

aj >

> a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + a2i + a2i+2 + . . .+ a2n + (n+ 1)b+ a2i,

ïîýòîìó

a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + a2i + a2i+2 + . . .+ a2n + +(n+ 1)b+ a2i =
= dWn+1

+ a2i = max
j∈N ′′

dj + max
j∈N ′′

pj > dj + pj,∀j ∈ N ′′.

Ïðàâèëî a) äëÿ �ïîñëåäíåé� ïîçèöèè, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê.
äèðåêòèâíûé ñðîê �ôèêòèâíîãî òðåáîâàíèÿ� ñ äèðåêòèâíûì ñðîêîì
d|N ′′|+1 = +∞ > t′ + b+ a2i−1 +

∑
j∈N ′′

pj.

á. Ïîêàæåì, ÷òî òåêóùàÿ �ïîñëåäíÿÿ� ïîçèöèÿ äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i−1

ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîäõîäÿùåé. Ïðàâèëî a), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ,
ò.ê. èìååì d|N ′|+1 = +∞ > t′+

∑
j∈N ′

pj. Ïîêàæåì âûïîëíåíèå ïðàâèëà

á), ò.ê.
t′ +

∑
j∈N ′

pj = a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 1)b+ δ̄ +

+ (n− i+ 2)b+
2n∑
j:=2i

aj > a2 + a4 + . . .+ a2i−2 +

+ a2i + a2i+2 + . . .+ a2n + (n+ 1)b+ a2i−1, ïîýòîìó

a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + a2i + a2i+2 + . . .+ a2n + (n+ 1)b+
+ a2i−1 = dWn+1

+ a2i−1 = max
j∈N ′

dj + max
j∈N ′

pj >

> dj + pj,∀j ∈ N ′, ò.å. ïðàâèëî á) âûïîëíÿåòñÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîñòàíîâêå V2i−1 íà �ïîñëåäíþþ� ïîçèöèþ äëÿ
òðåáîâàíèÿ V2i ñòàíîâèòñÿ ïîäõîäÿùåé �âòîðàÿ� ïîçèöèÿ â ñïèñêå
N ′′ = {Wi−1, V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1}.
Ïðàâèëî á) âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. t′+ b+ a2i = a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i−
2)b+ δ̄ + b+ a2i > dWi−1

+ pWi−1
= a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 2)b+ b.

Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è ïðàâèëî à):
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t′ + b+ a2i = a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 1)b+ δ̄ + a2i <
< ib+ (a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + a2i) = dWi

, ò. ê. âåðíî b� δ > δ̄.

Ëåììà 5.23 Ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 íå ñîêðàùàåò �äâîè÷íîå âåòâëåíèå� ïðè
âûáîðå ïîçèöèè äëÿ î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ V2i−1 â ñëó÷àå SD.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 5.22. Ïóñòü �äâîè÷íîå âåòâëåíèå� èìåëî ìåñòî íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé ãðóï-
ïû äî ãðóïïû i− 1. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

t′ = a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 2)b+ δ̄, 0 ≤ δ̄ ≤
i−1∑
j=1

δj < δ.

1. Ïîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 íå èñêëþ÷àåò èç ñïèñêà ïîäõîäÿ-
ùèõ ïîçèöèé äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i−1 �âòîðóþ� ïîçèöèþ â ñïèñêå N ′ =
{Wi−1, V2i−1, V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1}. (Ïåðâóþ ïîçèöèþ çàéì¼ò òðåáîâàíèå
Wi−1).

Ïóñòü π1 = (Wi−1, V2i−1, V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1),
π2 = (Wi−1, V2i, V2i−1,Wi, . . . ,Wn,Wn+1).

Ïîêàæåì, ÷òî F (π2)− F (π1) > 0.

F (π2)− F (π1) = TV2i
(π) + TV2i−1

(π)− TV2i−1
(π′) + TV2i

(π′) =
= max{t′ + b+ a2i − da2i

, 0}+ max{t′ + b+ a2i + a2i−1 − dV2i−1
, 0} −

−max{t′ + b+ a2i−1 − dV2i−1
, 0} −max{t′ + b+ a2i−1 + a2i − da2i

, 0}.
Î÷åâèäíî, ÷òî max{t′ + b+ a2i + a2i−1 − dV2i−1

, 0} −
−max{t′+ b+ a2i−1 + a2i− dV2i

, 0} = 2(n− i+ 1)(a2i−1− a2i) (èç óñëîâèÿ
êàíîíè÷åñêîãî DL-ïðèìåðà).

a. Ïóñòü t′ + b+ a2i − dV2i
> 0, òî t′ + b+ a2i−1 − dV2i−1

> 0 (èç óñëîâèÿ
êàíîíè÷åñêîãî DL-ïðèìåðà).
Òîãäà F (π2)− F (π1) = 2(n− i+ 1)(a2i−1 − a2i) + (a2i −
− a2i−1− 2(n− i+ 1)(a2i−1− a2i)) < 0. Ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 ñîêðà-
ùàåò ñïèñîê �ïîäõîäÿùèõ� ïîçèöèé, íî ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ

t′ + b+ a2i − dV2i
> 0⇒ a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + a2i +

+ (i− 1)b+ δ̄ > (i− 1)b+ (a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + a2i) +
+ 1

2δ + 2(n− i+ 1)(a2i−1 − a2i), ïîýòîìó âåðíî
δ̄ > 1

2δ+2(n− i+1)(a2i−1−a2i). Äëÿ ñëó÷àÿ SD ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ,

ò.ê. δ̄ ≤
i−1∑
j=1

δj <
1
2δ.
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á. t′ + b+ a2i − dV2i
≤ 0 è t′ + b+ a2i−1 − dV2i−1

> 0.
t′ + b + a2i − dV2i

≤ 0 ⇒ a2 + a4 + . . . + a2i−2 + a2i + (i − 1)b + δ̄ ≤
(i− 1)b+ (a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + a2i) + 1

2δ+ 2(n− i+ 1)(a2i−1− a2i)⇒
δ̄ ≤ 1

2δ + 2(n− i+ 1)(a2i−1 − a2i).
F (π2)− F (π1) = 2(n− i+ 1)(a2i−1 − a2i)− (δ̄ − 1

2δ + (a2i−1 − a2i)) ≥
2(n−i+1)(a2i−1−a2i)−(1

2δ+2(n−i+1)(a2i−1−a2i)−1
2δ+(a2i−1−a2i)) =

−(a2i−1 − a2i) < 0. Òî åñòü ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 ñîêðàùàåò ñïèñîê
�ïîäõîäÿùèõ� ïîçèöèé, íî èìååò ìåñòî:
t′+ b+a2i−1− dV2i−1

> 0⇒ a2 +a4 + . . .+a2i−2 +a2i−1 + (i− 1)b+ δ̄ >
(i − 1)b + (a2 + a4 + . . . + a2i−2 + a2i) + 1

2δ ⇒ δ̄ > 1
2δ + (a2i − a2i−1).

Äëÿ ñëó÷àÿ SD ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. δ̄ ≤
i−1∑
j=1

δj <
1
2δ.

â. Ïóñòü t′+ a2i− dV2i
< 0 è t′+ a2i−1− dV2i−1

< 0. Áóäåì èìåòü F (π2)−
F (π1) = 2(n− i+ 1)(a2i−1 − a2i) > 0.

2. Ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 íå ñîêðàùàåò èç ñïèñêà ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé äëÿ
òðåáîâàíèÿ V2i−1 �ïîñëåäíþþ� ïîçèöèþ äëÿ òðåáîâàíèé ïîäìíîæåñòâà
N ′ = {Wi−1, V2i−1, V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1}.
Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′

π = (Wi−1, V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1, V2i−1), îáñëóæèâàíèå êîòîðîãî íà÷è-
íàåòñÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′. Î÷åâèäíî, ÷òî dV2i

≤ t′ + pWi−1
+ pV2i

,
dWi
≤ t′ + pWi−1

+ pV2i
+ pWi

, dWi−1
≤ t′ + pWi−1

. Âñå îñòàëüíûå òðåáî-
âàíèÿ èç π çàïàçäûâàþò (ñì. óñëîâèå êàíîíè÷åñêîãî DL-ïðèìåðà).

Îáîçíà÷èì ðàñïèñàíèå π = (Wi−1, π1, π2, V2i−1). Ðàññìîòðèì ðàñïèñàíèå
π′ = (Wi−1, π1, V2i−1, π2, ). Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàñïèñàíèÿõ π è π′ òðåáîâàíèÿ
èç π2 è òðåáîâàíèå V2i−1 çàïàçäûâàþò. Ïðè ðàñïèñàíèè π′ ñóììàðíîå çà-
ïàçäûâàíèå òðåáîâàíèé èç π2 óâåëè÷èëîñü íà |{π2}|a2i−1, à çàïàçäûâàíèå
òðåáîâàíèÿ V2i−1 ñîêðàòèëîñü íà P (π2).

F (π′)− F (π) = |{π2}|a2i−1 − P (π2) > 0, ò.ê. âûïîëíÿåòñÿ a2i−1 > pj, j ∈
{π2}. Òàêèì îáðàçîì F (π) < F (j∗, i), j∗ ≤ i ≤ k.

Ëåììà 5.24 Ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 óäàëÿåò èç ñïèñêà �ïîäõîäÿùèõ� ïî-
çèöèé äëÿ î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ V2i−1, i = 1, 2, . . . , n, âñå ïîçèöèè êðîìå
òåêóùèõ �âòîðîé� è �ïîñëåäíåé�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

t′ = a2 + a4 + . . .+ a2i−2 + (i− 2)b+ δ̄, 0 ≤ δ̄ ≤
i−1∑
j=1

δj < δ.
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Èìååì ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé

N ′ = {Wi−1, V2i−1, V2i,Wi, . . . ,Wn,Wn+1}.

Ïîêàæåì, ÷òî F (V2i−1, k) > F (V2i−1, k + 1), ãäå k � íå �âòîðàÿ� è íå
�ïîñëåäíÿÿ� ïîçèöèÿ.

Ðàññìîòðèì 2 ðàñïèñàíèÿ, ïîñòðîåííûõ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′:
π1 = (Wi−1, V2i,Wi, V2(i+1)−1, V2(i+1), . . . , V2i−1, X, . . . ,Wn+1) è
π2 = (Wi−1, V2i,Wi, V2(i+1)−1, V2(i+1), . . . , X, V2i−1, . . . ,Wn+1).

Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå òðåáîâàíèÿ èç π1 è π2 çàïàçäûâàþò (êðîìå,
áûòü ìîæåò, Wi−1, V2i è Wi).

Òîãäà F (π1) > F (π2), ò.ê. pV2i−1
> pX äëÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ X ∈

N ′\V2i−1.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4,
ñòðîÿòñÿ òîëüêî êàíîíè÷åñêèå ðàñïèñàíèÿ.

Ëåììà 5.25 Ïðè èñïîëüçîâàíèè çíà÷åíèé Ej, Lj äëÿ ïðèìåðîâ ñëó÷àÿ SD
�äâîè÷íîå âåòâëåíèå� â äåðåâå ïîèñêà íå ñîêðàùàåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñïèñêà òðåáîâàíèé N , ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðàâèëà
Ýììîíñà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî (Wi−1 → j)π ∀j ∈ {V2i−1, V2i,Wi, . . . ,Wn+1}
ïðè ëþáîì êàíîíè÷åñêîì DL-ðàñïèñàíèè. Òîãäà EV2i−1

= (i− 1)b+ a2i−1,

EV2i
= (i− 1)b+ a2i, EWi

= ib = dWi
.

Ëåììà 5.26 Äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà äâîè÷íîå âåòâëåíèå â îñíîâ-
íîì äåðåâå ñîõðàíèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 5.25 è âèäà êàíîíè÷åñêîãî DL-ðàñïèñàíèÿ:

EV2i−1
= (i− 1)b+ a2i−1 < dV2i−1

;

EV2i
= (i− 1)b+ a2i < dV2i

; EWi
= ib < dWi

,
ò.å. d′i = di∀i, ∀i ∈ N . Ìîäèôèöèðîâàííûé ïðèìåð íå îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíî-
ãî, ò.ê. p′i = pi, d

′
i = max{Ei, di} = di, ∀i ∈ N .

Âåëè÷èíû bi íå âëèÿþò íà âåòâëåíèÿ îñíîâíîãî äåðåâà, âëèÿþò òîëüêî
δi, i = 1, 2, . . . , n. Àìåðèêàíñêèå ó÷¼íûå Äó è Ëåóíã (J. Du & J. Y.-T. Leung)
ïîêàçàëè, ÷òî åñëè îòâåò ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèìåðà ×ÍÐ �ÄÀ�, òî êîëè÷å-
ñòâî îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé ÷¼òíî [114].
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5.6.2 Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
êàíîíè÷åñêèõ DL-ïðèìåðîâ

Òåîðåìà 5.11 Äëÿ ñëó÷àÿ êàíîíè÷åñêèõ SD-ïðèìåðîâ àëãîðèòìû, èñïîëü-
çóþùèå òîëüêî ñëåäóþùèå ñïîñîáû ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà: ïðàâèëà èñêëþ÷å-
íèÿ 1�4, èñïîëüçîâàíèå Ej è Lj, ïîñòðîåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà,
èìåþò òðóäî¼ìêîñòü íå ìåíüøå O(n2

n−1
3 −1) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëåììå 5.22 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ
V2i−1, i = 1, 2, . . . , n− 1, �ïîäõîäÿùèìè� ÿâëÿþòñÿ äâå ïîçèöèè.

Ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 íå ñîêðàùàåò ýòîò ñïèñîê èç äâóõ ïîçèöèé (ëåì-
ìà 5.23). Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâå ïîäçàäà÷è, êîãäà òðåáîâàíèå
V2i−1 çàíèìàåò òåêóùóþ �âòîðóþ� èëè òåêóùóþ �ïîñëåäíþþ� ïîçèöèþ.

Ïðîöåäóðà ïîèñêà ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé äëÿ î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ ñ
ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ â êàæäîé ïîäçàäà÷å èìå-
åò òðóäî¼ìêîñòü O(n) îïåðàöèé. Äâîè÷íîå âåòâëåíèå (ðèñ. 5.8) âûïîëíÿåò-
ñÿ äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ V2i−1, i = 1, 2, . . . , n − 1, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ
(n−1)/3−1. Ñëåäîâàòåëüíî òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìîâ ñîñòàâëÿåò íå ìåíüøå
O(n2

n−1
3 −1) îïåðàöèé.

Çàìåòèì, åñëè ïðèìåð íå óäîâëåòâîðÿåò ñëó÷àþ SD, òî îñíîâíîå äåðåâî
íå áóäåò ïîëíûì. Âåòâëåíèÿ â äåðåâå ïîèñêà áóäóò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð
ïîêà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî δ̄ < 1

2δ+2(n−i+1)(a2i−1−a2i). Åñëè æå âåëè÷è-
íà ðàçíîñòè a2k−1−a2k ≈ a2l−1−a2l, êîãäà èíäåêñû ÷èñåë k, l = 1, . . . , n, k 6= l,
òî ñîõðàíèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, �ïîëîâèíà äåðåâà� (âåòâëåíèå èìååò ìåñòî
äëÿ òðåáîâàíèé i = 1, . . . , dn/2e). Òàêèì îáðàçîì, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ òðóäî-
¼ìêîñòü àëãîðèòìà ñîõðàíèòñÿ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà ×ÍÐ, äëÿ êî-
òîðîãî èìååò ìåñòî δ1 ≥ . . . ≥ δn, òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî
ïðàâèëà èñêëþ÷åíèÿ 1�4, áóäåò íàèìåíüøåé.

5.6.3 Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñëó÷àÿ BF

Ïðèìåðû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì, áóäåì íàçûâàòü ïðè-
ìåðàìè ñëó÷àÿ F2:
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p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn,
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn,
dn − d1 ≤ pn,
n = 2k,
k∑

i:=1

pi < dj <
n∑

i:=k

pi, j = 1, 2, . . . , n,

p1 − pn � pn,
n∑

i:=k+j+1

(p2j−1 − pi) > dk+j − d2j, j = 1, . . . , (k − 1),

n∑
i:=k+j+1

(p2j − pi) > dk+j − d2j, j = 1, . . . , (k − 1).

(5.30)

Îáîçíà÷èì (1, 2, . . . , n) = (V1, V2, . . . , V2j−1, V2j, . . . , Vn).

Íå òðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà
ñëó÷àÿ (5.30) çàïàçäûâàòü áóäåò ðîâíî k òðåáîâàíèé. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äàí-
íîãî ñëó÷àÿ F ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèíàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ (àëãîðèòì
5.5).

Ëåììà 5.27 Äëÿ ïðèìåðîâ ñëó÷àÿ (5.30) äåðåâî ïîèñêà ñîäåðæèò �äâîè÷-
íûå âåòâëåíèÿ� (ðèñ.5.8). Âåòâëåíèå ïðîèñõîäèò ïðè âûáîðå ìåñòà äëÿ
î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ V2i−1. Äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i äîïóñòèìîé ñòàíîâèò-
ñÿ �ïðîòèâîïîëîæíàÿ� ïîçèöèÿ, i = 1, . . . , (k− 1). Ïðàâèëà èñêëþ÷åíèÿ 1�4
íå ñîêðàùàþò �äâîè÷íûå âåòâëåíèÿ�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 5.22 è ëåììû 5.23.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâîè÷íîå âåòâëåíèå (êîãäà ïåðâîå òðåáîâàíèå èç ïà-
ðû çàíèìàåò �ïåðâóþ� èëè �ïîñëåäíþþ� ïîçèöèþ, à âòîðîå òðåáîâàíèå èç
ïàðû � �ïðîòèâîïîëîæíóþ� ïîçèöèþ) èìåëî ìåñòî â ãðóïïàõ 1, 2, . . . , i − 1,
i < k. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî èç n − 2i + 2 òðåáîâàíèé N ′ ⊆ N,
N ′ = {V2i−1, V2i, . . . , Vn}. Ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N ′ íà÷èíàåò îáñëóæèâàòü-
ñÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′ = p2 + p4 + . . . + p2i−2 + δ̄, ãäå âåëè÷èíà 0 ≤ δ̄ ≤
i−1∑
j=1

(p2j−1 − p2j) < pn. Òðåáîâàíèå ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îá-

ñëóæèâàíèÿ j∗ = V2i−1. Ïîêàæåì, ÷òî �ïåðâàÿ� è �ïîñëåäíÿÿ� ïîçèöèè äëÿ
òðåáîâàíèÿ V2i−1 ïîäõîäÿùèå:

a. Òåêóùàÿ �ïåðâàÿ� ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i−1 ïîäõîäÿùåé.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâèëî á) âûïîëíÿåòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è
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ïðàâèëî a): t′+p2i−1 = p2+p4+. . .+p2i−2+δ̄+p2i−1 < d2i. Òðåáîâàíèå V2i−1

ïðè ïîñòàíîâêå íà �ïåðâóþ� ïîçèöèþ íå çàïàçäûâàåò. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî íå çàïàçäûâàåò è �ñëåäóþùåå� òðåáîâàíèå V2i.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 íå èñêëþ÷àåò �ïåðâóþ� ïîçèöèþ.
Ðàññìîòðåâ 2 ðàñïèñàíèÿ π′ = (π1, V2i−1, V2i, π2) è π′′ = (π1, V2i, V2i−1, π2),
ãäå P (π1) = t′, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî F (π′) = F (π′′), ò.ê. ïðè îáîèõ ðàñ-
ïèñàíèÿõ òðåáîâàíèÿ V2i−1 è V2i íå çàïàçäûâàþò.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ íå òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïîñòà-
íîâêå òðåáîâàíèÿ V2i−1 íà �ïîñëåäíþþ� ïîçèöèþ, äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i äî-
ïóñòèìîé ñòàíîâèòñÿ �ïåðâàÿ� ïîçèöèÿ.

á. Ïîêàæåì, ÷òî òåêóùàÿ �ïîñëåäíÿÿ� ïîçèöèÿ äëÿ òðåáîâàíèÿ V2i−1 ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäõîäÿùåé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâèëî a) âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. äèðåêòèâíûé ñðîê ôèêòèâ-
íîãî òðåáîâàíèÿ d|N ′|+1 = +∞ > t′ +

∑
j∈N ′

pj.

Ïîêàæåì âûïîëíåíèå ïðàâèëà á):

t′ +
∑
j∈N ′

pj = p2 + p4 + . . .+ p2i−2 + δ̄ +
2n∑

j:=2i−1

pj >

n∑
j:=k

pj + p2i−1;

n∑
i:=k

pi + p2i−1 > max
j∈N ′

dj + max
j∈N ′

pj > dj + pj,∀j ∈ N ′.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 íå ñîêðàùàåò ïåðåáîð.
Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòè÷íûõ ìîäèôèöèðîâàííûõ EDD ðàñïèñàíèÿ
π′ = (π1, π2, V2i−1) è π′′ = (π1, V2i−1, π2), ñîñòàâëåííûå èç òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà N ′, îáñëóæèâàíèå êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′.
Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ:

1. Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π′′ òðåáîâàíèå V2i−1 çàïàçäûâàåò. Î÷åâèäíî,
÷òî ïðè ðàñïèñàíèÿõ π′ è π′′ çàïàçäûâàþò îäíè è òå æå òðåáîâàíèÿ.
Äëÿ ñëó÷àÿ F çàïàçäûâàþùèå òðåáîâàíèÿ ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïè-
ñàíèè óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå SPT . Òîãäà F (π′) < F (π′′).

2. Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π′′ òðåáîâàíèå V2i−1 íå çàïàçäûâàåò.
Ïðåäñòàâèì ðàñïèñàíèÿ â âèäå: π′ = (π1, π21, π22, V2i−1) è
π′′ = (π1, V2i−1, π21, π22). Òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà {π22} çàïàçäûâàþò
ïðè îáîèõ ðàñïèñàíèÿõ. Òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà {π21}, |π21| > 0, ïðè
ðàñïèñàíèè π′ íå çàïàçäûâàþò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî çàïàçäû-
âàþùèõ òðåáîâàíèé ïðè ëþáîì ïîëíîì ðàñïèñàíèè ðàâíî n/2 = k,
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òî íå òðóäíî âû÷èñëèòü |{π22}|. Ê øàãó i óæå âûáðàíî i−1 çàïàçäû-
âàþùèõ òðåáîâàíèé, ðàñïîëîæåííûõ �â êîíöå� ïîëíîãî ðàñïèñàíèÿ.
Òîãäà |{π22}| = k − (i− 1)− 1.

Ìíîæåñòâî {π22} = {Vn−|{π22}|+1 . . . , Vn} = {Vk+i+1 . . . , Vn}. Òîãäà
ïðè ðàñïèñàíèè π′′ ñòàëî çàïàçäûâàòü åùå îäíî òðåáîâàíèå Vk+i ∈
{π21}.
F (π′) − F (π′′) = C2i−1 − d2i−1 − |{π22}|p2i−1 − (Ck+i − dk+i) = t′ +∑
i∈{π1}

⋃
{π21}

pi+
∑

i∈{π22}
pi+p2i−1−d2i−1−|{π22}|p2i−1−(t′+

∑
i∈{π1}

⋃
{π21}

pi+

p2i−1 − dk+i) = dk+i − d2i−1 −
n∑

j:=k+i+1

(p2i−1 − pj).

Äëÿ ñëó÷àÿ (5.30) âûïîëíÿåòñÿ dk+i − d2i−1 <
n∑

j:=k+i+1

(p2i−1 − pj), òî

F (π′) − F (π′′) < 0. Òîãäà F (V2i−1, i) > F (V2i−1, |N ′|), 1 ≤ i < |N ′|.
Ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 4 íå ñîêðàùàåò ïåðåáîð.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ �ïîñëåäíåé� ïîçè-
öèè òðåáîâàíèÿ V2i, êîãäà òðåáîâàíèå V2i−1 ïîñòàâëåíî íà �ïåðâóþ�
ïîçèöèþ.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Ej = pj, Lj =
n∑
i:=1

pi. Òîãäà ìîäèôèöèðîâàííûé

ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî p′j = pj, d
′
j = max{Ej = pj, dj} = dj ñîâïàäàåò ñ

èñõîäíûì ïðèìåðîì. Çíà÷åíèÿ Ej, Lj íå ñîêðàùàþò �äâîè÷íîå âåòâëåíèå�.

Òåîðåìà 5.12 Äëÿ ñëó÷àÿ (5.30) àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå òîëüêî ñëåäó-
þùèå ïðàâèëà èñêëþ÷åíèÿ: ïðàâèëà èñêëþ÷åíèÿ 1-4, èñïîëüçîâàíèå Ej è Lj,
ïîñòðîåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà, èìåþò òðóäî¼ìêîñòü O(n2

n
2 ) îïå-

ðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.11.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ (5.30) àëãîðèòì 5.5 íàõîäèò îïòèìàëü-
íîå ðàñïèñàíèå çà O(n2) îïåðàöèé.

Â ðàçäåëå 5.8 ïðåäñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ çàâèñè-
ìîñòè òðóäî¼ìêîñòè ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ ñî ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûìè ïî
ðàçëè÷íûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðàìè îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è n.
Îêàçàëîñü, ÷òî ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðèìåð, êîòîðûé áóäåò
èìåòü áîëüøóþ òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A, äîñòàòî÷íî
òðóäíî. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà (ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ÷àñòíîãî
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ñëó÷àÿ, äëÿ êîòîðîãî àëãîðèòì A èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó òðóäî-
¼ìêîñòè) äåìîíñòðèðóþò àêòóàëüíîñòü ðàçáèåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è íà
ñîâîêóïíîñòü ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è ïîëó÷åíèå äëÿ íèõ ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ
ðàñïèñàíèé.

5.7 Îöåíêè SPT ðàñïèñàíèé

Äëÿ öåëåé äàííîãî ðàçäåëà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N èñõîäíîãî ïðèìåðà I ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå
íåóáûâàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ

p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn. (5.31)

×åðåç πspt êàê è ðàíüøå áóäåì îáîçíà÷àòü SPT -ðàñïèñàíèå (1, 2, . . . , n).

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà I ′ =
〈
{pj, d′j}j∈N , t0

〉
è I ′′ =

〈
{pj, d′′j}j∈N , t0

〉
,

ãäå d′j ≤ d′′j , j ∈ N .

Ëåììà 5.28 Äëÿ ïðèìåðîâ I ′ è I ′′ âûïîëíÿåòñÿ F ∗(I ′) ≥ F ∗(I ′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π′ è π′′ áóäóò îïòèìàëüíûìè ðàñïèñàíèÿìè äëÿ
ïðèìåðîâ I ′ è I ′′, ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç F ′(π) è F ′′(π) îáîçíà÷èì çíà÷åíèå
ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ ïðè íåêîòîðîì ðàñïèñàíèè π, âû÷èñëåííîå äëÿ
ïðèìåðîâ I ′ è I ′′, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ F ∗(I ′) < F ∗(I ′′). Âû÷èñëèì çíà÷åíèå
ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ ïðè ðàñïèñàíèè π′ äëÿ ïðèìåðà I ′′:

F ′′(π′) =
n∑
j=1

max{0, Cj(π′)− d′′j}.

Ïîñêîëüêó d′j ≤ d′′j , j = 1, . . . , n, òî äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé j ∈ N âûïîë-
íÿåòñÿ

max{0, Cj(π′)− d′′j} ≤ max{0, Cj(π′)− d′j}.
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
n∑
j=1

max{0, Cj(π′)− d′′j} ≤
n∑
j=1

max{0, Cj(π′)− d′j}. (5.32)

Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.32) çàïèñàíî çíà÷åíèå F ∗(I ′).
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ F ′′(π′) ≤ F ∗(I ′) < F ∗(I ′′). Ýòî íåðàâåíñòâî
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ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îïòèìàëüíîñòè ðàñïèñàíèÿ π′′ äëÿ ïðèìåðà
I ′′. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íå âåðíî, è âûïîëíÿåòñÿ F ∗(I ′) ≥
F ∗(I ′′). Ëåììà äîêàçàíà.

5.7.1 Ïåðâàÿ îöåíêà

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðèìåð çàäà÷è I = 〈{pj, dj}j∈N , t0〉 ñ îïòèìàëüíûì
çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè F ∗(I). Îáîçíà÷èì dmin = min

j∈N
dj è dmax = max

j∈N
dj.

Âûáåðåì âåëè÷èíû C è δ òàêèìè, ÷òî

dmin ≤ C ≤ dmax, (5.33)

δ = max{C − dmax, C − dmin}. (5.34)

Ïóñòü S = t0 +
n∑
j=1

pj, è ðàññìîòðèì ïðèìåð I ′ =
〈
{pj, d′j = C}j∈N , t0

〉
.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.13 (ïåðâàÿ îöåíêà). Äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé C (5.33) è δ (5.34)
âåðíî íåðàâåíñòâî

|F ∗(I)− F ∗(I ′)| ≤ nδ

(
2− 2

C

S
+
δ

S

)
+ δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê d′j = C, j ∈ N , òî SPT -ðàñïèñàíèå πspt ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì ðàñïèñàíèåì äëÿ ïðèìåðà I ′.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå ïðèìåðû I ′′ =
〈
{pj, d′′j = C − δ}j∈N , t0

〉
è I ′′′

〈
{pj, d′′′j = C + δ}j∈N , t0

〉
. Â òåêñòå äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü

çàïèñü F ′ = F ∗(I ′), F ′′ = F ∗(I ′′) è F ′′′ = F ∗(I ′′′). Îïòèìàëüíûì ðàñïèñàíèåì
äëÿ ïðèìåðîâ I ′′ è I ′′′ òàêæå áóäåò ðàñïèñàíèå πspt.

Â ñèëó âûáîðà çíà÷åíèé C è δ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà d′′′j ≤ dj ≤ d′′j
è d′′′j ≤ d′j ≤ d′′j , j ∈ N . Ñîãëàñíî ëåììå 5.28, âûïîëíÿåòñÿ:{

F ′′′ ≤F ∗≤ F ′′;
F ′′′ ≤F ′≤ F ′′.

(5.35)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Dt(π) = {j ∈ N : Cj(π) > t}. Äëÿ ïðèìåðîâ
I ′, I ′′, I ′′′ ìíîæåñòâà DC(πspt), DC−δ(πspt), DC+δ(πspt) ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè
çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè πspt. Òàêæå, â ñèëó
d′′′j ≤ d′j ≤ d′′j , j ∈ N, âûïîëíÿåòñÿ

DC+δ(πspt) ⊆ DC(πspt) ⊆ DC−δ(πspt). (5.36)
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Îöåíèì âåëè÷èíó |DC(πspt)|. Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn
è πspt = (1, 2, . . . , n), òî

|DC(πspt)| = n−
⌊
n
C

S

⌋
≤ n− nC

S
+ 1,

ãäå bac - öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.
Àíàëîãè÷íî,

|DC−δ(πspt)| ≤ n− nC − δ
S

+ 1, |DC+δ(πspt)| ≤ n− nC + δ

S
+ 1.

Ïðè ýòîì, ò.ê. Cj(πspt) ≤ S, òî ñïðàâåäëèâî:

F ′≤(n− nC
S

+ 1)(S − C) =: F̃ ′;

F ′′≤(n− n C

S − δ
+ 1)(S − C) =: F̃ ′′;

F ′′′≤(n− n C

S + δ
+ 1)(S − C) =: F̃ ′′′.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

F̃ ′′ − F̃ ′ = F̃ ′ − F̃ ′′′ = nδ

(
2− 2

C

S
+
δ

S

)
+ δ.

Òàêæå, èç (5.36) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

F̃ ′′′ − F ′′′ ≤ F̃ ′ − F ′ ≤ F̃ ′′ − F ′′. (5.37)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1) Ïóñòü F ′ ≤ F ∗. Òîãäà, ñ ó÷åòîì (5.35) è (5.37), âûïîëíÿåòñÿ

0 ≤ F ∗ − F ′ ≤ F ′′ − F ′ ≤ F̃ ′′ − F̃ ′ ≤ nδ

(
2− 2

C

S
+
δ

S

)
+ δ.

2) Ïóñòü F ′ > F ∗. Òîãäà, ñ ó÷åòîì (5.35) è (5.37), âûïîëíÿåòñÿ

0 ≤ F ′ − F ∗ ≤ F ′ − F ′′′ ≤ F̃ ′ − F̃ ′′′ ≤ nδ

(
2− 2

C

S
+
δ

S

)
+ δ.

Ñëåäîâàòåëüíî ìû èìååì

|F ∗(I)− F ∗(I ′)| ≤ nδ

(
2− 2

C

S
+
δ

S

)
+ δ.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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5.7.2 Âòîðàÿ îöåíêà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(t) =
n∑
j=1

max{0, t0 +
j∑
i=1

pi − t}. Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíóþ

íóìåðàöèþ òðåáîâàíèé (5.31), âåëè÷èíà t0 +
j∑
i=1

pi äëÿ ëþáîãî j ∈ N ðàâíà

ìîìåíòó îêîí÷àíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðè SPT -ðàñïèñàíèè πspt.

Ïîñòðîèì ïðèìåð I(t) = 〈{pj, t}j∈N , t0〉, ïðè êîòîðîì äèðåêòèâíûå ñðî-
êè âñåõ òðåáîâàíèé îäíîâðåìåííî ðàâíû t. Ïðè ýòîì, ðàñïèñàíèå πspt áóäåò
îïòèìàëüíûì äëÿ ïðèìåðà I(t) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè t. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷å-
íèå f(t) ðàâíî îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ äëÿ ïðè-
ìåðà I(t), ò.å. f(t) = F ∗(I(t)).

Íàéä¼ì âèä ôóíêöèè f(t). ×åðåç Tk, k = 1, 2, . . . , n, áóäåì îáîçíà÷àòü
èíòåðâàëû [

t0 +
k−1∑
j=1

pj, t0 +
k∑
j=1

pj

)
.

Äîîïðåäåëèì T0 = (−∞, t0) è Tn+1 = [t0 +
n∑
j=1

pj,+∞). Èç ðåãóëÿðíîñòè êðè-

òåðèÿ ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî f(t) íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Òàêæå, äëÿ t ∈ Tn+1 âûïîëíÿåòñÿ f(t) = 0, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íè
îäíî òðåáîâàíèå ïðèìåðà I(t) íå çàïàçäûâàåò ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π, ò.å.
Cj(π) ≤ t.

Äëÿ t ∈ T0

⋃
T1 ïðè ðàñïèñàíèè πspt çàïàçäûâàþò âñå òðåáîâàíèÿ ïðè-

ìåðà I(t), ò.ê. t < t0 + p1 ≤ Cj(πspt). Ïîýòîìó f(t) = nt0 +
n∑
j=1

j∑
i=1

pi − nt. Äëÿ

t ∈ Tk, k = 2, . . . , n, ïðè ðàñïèñàíèè πspt çàïàçäûâàþò òîëüêî òðåáîâàíèÿ
ìíîæåñòâà {k, k + 1, . . . , n}. Òàêèì îáðàçîì,

f(t) = (n− k + 1)t0 +
n∑
j=k

j∑
i=1

pi − (n− k + 1)t, t ∈ Tk, k = 2, . . . , n.

Ðàñïèøåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ f(t):

t ∈ T1:f(t) = n(t0 + p1) + (n− 1)p2 + (n− 2)p3 . . .+ pn − nt;
t ∈ T2:f(t) = (n− 1)(t0 + p1 + p2) + (n− 2)p3 . . .+ pn − (n− 1)t;

. . . . . .

t ∈ Tn:f(t) = t0 + p1 + p2 + p3 + . . .+ pn − t.
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Ðèñ. 5.9: Âèä ôóíêöèè f(x)

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ϕk(t), k = 1, . . . , n:

ϕk(t) = (n− k + 1)(t0 +
k∑
j=1

pj) +
n∑

j=k+1

(n− j + 1)pj − (n− k + 1)t,

à òàêæå ϕ0(t) = ϕ1(t) è ϕn+1(t) = 0,∀t.
Òîãäà äëÿ t ∈ Tk, k = 0, 1, . . . , n+1, âûïîëíÿåòñÿ f(t) = ϕk(t). Çàìåòèì,

÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ Tk−1,Tk âåðíû íåðàâåíñòâà:

ϕk−1(t)≤ϕk(t), äëÿ t ∈ Tk;
ϕk(t)≤ϕk−1(t), äëÿ t ∈ Tk−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(t) = max
k=0,1,...,n+1

ϕk(t).

Âèä ôóíêöèè f(t) ïîêàçàí íà ðèñ. 5.9.

Ëåììà 5.29 f(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âíóòðè êàæäîãî èíòåðâàëà Tk, k = 1, 2, . . . , n,
f(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òî÷åê τk = t0 +
k∑
j=1

pj, k = 1, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ ϕk(τk) =
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ϕk+1(τk). Ïóñòü k ∈ {1, . . . , n− 1}. Òîãäà

ϕk(τk)=(n− k + 1)(t0 +
k∑
j=1

pj) +
n∑

j=k+1

(n− j + 1)pj − (n− k + 1)τk =

=
n∑

j=k+1

(n− j + 1)pj

è

ϕk+1(τk)=(n− k)(t0 +
k+1∑
j=1

pj) +
n∑

j=k+2

(n− j + 1)pj − (n− k)τk =

=(n− k)pk+1 +
n∑

j=k+2

(n− j + 1)pj =
n∑

j=k+1

(n− j + 1)pj.

Ïóñòü k = n. Òîãäà

ϕn(τn) = t0 +
n∑
j=1

pj − (t0 +
n∑
j=1

pj) = 0 = ϕn+1(t).

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ñîãëàñíî ëåììå 5.28, âûïîëíÿåòñÿ F ∗(I(dmax)) ≤ F ∗(I) ≤ F ∗((dmin)).
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî íåðàâåíñòâî (âòîðàÿ îöåíêà):

f(dmax) ≤ F ∗(I) ≤ f(dmin).

5.7.3 Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé ñ çàäàííûì
îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(t), îïðåäåë¼ííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âîçìîæíî
ðåøèòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà ñ çàäàííûì îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì öå-
ëåâîé ôóíêöèè: ïî çàäàííîìó çíà÷åíèþ y∗ ≥ 0 ïîñòðîèòü íåêîòîðûé ïðèìåð
I = 〈{pj, dj}j∈N , t0〉 òàêîé, ÷òî F ∗(I) = y∗.

Ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé pj è ìîìåíò íà÷àëà îá-
ñëóæèâàíèÿ t0 áåðóòñÿ ïðîèçâîëüíî òàê, ÷òîáû p1 ≤ p2 ≤ . . . ≤ pn. Çàòåì
ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ f(t) è íàõîäèòñÿ îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ f−1(t) äëÿ òî-
÷åê t ≤ t0 +

∑
j∈N

pj.

Â ýòîì ñëó÷àå f(t) = max
k=1,...,n

ϕk(t) è f−1(y) = max
k=1,...,n

ϕ−1
k (y). Âñå ôóíêöèè

ϕk(t) ëèíåéíûå, ïîýòîìó îáðàòíûå ê íèì ôóíêöèè ϕ−1
k (y) íàõîäÿòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

ϕ−1
k (y) =

(n− k + 1)(t0 +
k∑
j=1

pj) +
n∑

j=k+1

(n− j + 1)pj

(n− k + 1)
+

y

(n− k + 1)
.
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Äèðåêòèâíûå ñðîêè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïðèìåðà I ïðèíèìàþòñÿ ðàâ-
íûìè dj = f−1(y∗), ∀j ∈ N . Äëÿ ïîñòðîåííîãî ïðèìåðà I ðàñïèñàíèå πspt
áóäåò îïòèìàëüíûì. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ F ∗(I) = f(f−1(y∗)) = y∗. Ïðîöåäóðà
ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðà I îñóùåñòâëÿåòñÿ çà O(n2) îïåðàöèé.

5.8 Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ äëÿ îäíîãî ïðèáîðà.

Èññëåäîâàíèå �ñðåäíåé� òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà A.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
�ñðåäíåé� òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìîâ A è SBA íà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñãåíå-
ðèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ òðåáîâàíèé ïî ðàçëè÷íûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî n = 25, 50, . . . , 600 è äëÿ êàæäîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ãåíå-
ðèðîâàëîñü ïî 1000 ïðèìåðîâ, à çàòåì êàæäûé ïîñòðîåííûé ïðèìåð ðåøàë-
ñÿ àëãîðèòìàìè A è SBA, äëÿ êîòîðûõ ïîäñ÷èòûâàëîñü êîëè÷åñòâî âåðøèí
(â äåðåâå âåòâëåíèé äëÿ àëãîðèòìà A è ñïèñêå ïîäïðèìåðîâ äëÿ àëãîðèòìà
SBA). Ïîñêîëüêó îáðàáîòêà êàæäîé âåðøèíû â îáîèõ àëãîðèòìàõ òðåáóåò
ïîëèíîìèàëüíîãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé, òî âûáðàííàÿ äëÿ íàáëþäåíèé âåëè-
÷èíà (êîëè÷åñòâî âåðøèí â äåðåâå ïîèñêà) ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâåííîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé òðóäî¼ìêîñòè ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ ñ ïîìîùüþ äàííûõ àëãîðèòìîâ.

Êàæäûé èç ïàðàìåòðîâ òðåáîâàíèé (ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ
pj è äèðåêòèâíûå ñðîêè dj) ãåíåðèðîâàëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ
ðàñïðåäåëåíèé: íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1), ðàâíîìåðíîå ñ ïàðàìåòðàìè
[−1; 1], áèíîìèàëüíîå ñ ïàðàìåòðàìè (1000, 0.5) è χ2 ñ ïàðàìåòðîì 100.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.10. Äëÿ êàæäîãî çíà-
÷åíèÿ n íà ãðàôèêàõ ïîêàçàíî ñðåäíåå çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè ñðåäè 1000
ðåø¼ííûõ ïðèìåðîâ.

Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñðåäíÿÿ òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ
ïðèìåðîâ àëãîðèòìàìè, èñïîëüçóþùèìè äåêîìïîçèöèîííûå ñâîéñòâà çàäà÷è,
âîçðàñòàåò ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî ñ ðîñòîì n. Ïîýòîìó, îäíèì èç àêòóàëüíûõ
íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òðóäî¼ìêèõ äëÿ ðåøåíèÿ
ñëó÷àåâ, ïîëó÷åíèå äëÿ íèõ ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé è ïîñòðîåíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ. Íà íàø âçãëÿä, ýòî íåîáõîäèìî äëÿ
ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû ñëîæíîñòè NP -òðóäíîé ïðîáëåìû 1||

∑
Tj.
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Ðèñ. 5.10: Ñðåäíÿÿ òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ A è SBA

Èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà

Ðàññìîòðèì îäíó ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà A, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ñòðîèòü ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ïðèìåðîâ. Çàôèê-
ñèðóåì âåëè÷èíó H̄ � çíà÷åíèå, êîòîðîå áóäåò îãðàíè÷åíèåì íà òðåáóåìóþ
òðóäî¼ìêîñòü íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ.

Ïðîöåññ ðàáîòû íàøåãî àëãîðèòìà ðàçáèò íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòà-
ïå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äåðåâà ïîäïðèìåðîâ àëãîðèòìà A �â øèðèíó�,
ïîêà êîëè÷åñòâî âåðøèí äåðåâà íå ïðåâûñèò âåëè÷èíû H̄. Çàòåì äëÿ êàæ-
äîé èç ïîëó÷åííûõ êîíöåâûõ âåðøèí íåïîëíîãî äåðåâà ïîäïðèìåðîâ âûïîë-
íÿåì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó: íàõîäèì ìíîæåñòâî ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé äëÿ
òðåáîâàíèÿ j∗ è äàëüíåéøåå âåòâëåíèå (ò.å. äåêîìïîçèöèþ íà ïîäïðèìåðû)
ïðîèçâîäèì íå äëÿ âñåõ ïîäõîäÿùèõ ïîçèöèé, à òîëüêî äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàí-
íîé. Êîëè÷åñòâî âåðøèí â äåðåâå âåòâëåíèé òàêîãî ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèò-
ìà íå ïðåâûøàåò O(nH̄), îáðàáîòêà êàæäîé âåðøèíû âûïîëíÿåòñÿ çà O(n)
îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ îïèñàííûì
àëãîðèòìîì çàíèìàåò O(n2H̄) îïåðàöèé.

Áûëî ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðè-
áëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà íà êëàññå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, îïèñàíèå êîòîðîãî ïðè-
âåäåíî íà ñòð. 221. Êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé n â ýêñïåðèìåíòå âàðüèðîâàëîñü
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Òàáëèöà 5.5: Ýôôåêòèâíîñòü ïðèáëèæ¼ííîãî àëãîðèòìà

n ∆min(%) ∆avg(%) ∆max(%) HA(e1)
10 0 0 0 461
12 0 0 0 1,715
14 0 0 0 6,434
16 0 0 0 24,309
18 0 4.46 4.66 92,377
20 0 15.77 16.33 352,715
22 0 15.17 15.39 1,352,077
24 1.64 9.61 09.68 5,200,299
26 0.93 15.95 16.57 20,058,229
28 5.43 25.10 26.35 77,558,759
30 6.70 22.27 23.02 300,540,194

îò 10 äî 30. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ n áûëî ñãåíåðèðîâàíî ïî 1000 ïðèìå-
ðîâ. Ïóñòü HA îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî âåðøèí â äåðåâå âåòâëåíèé (ò.å. òðó-
äî¼ìêîñòü) àëãîðèòìà A; ∆min, ∆avg, ∆max � ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìàëüíîå,
ñðåäíåå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè (â ïðîöåíòàõ)
ñðåäè òûñÿ÷è ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ êàæäîãî n. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5.5. Ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ çíà-
÷åíèå H̄ áðàëîñü ðàâíûì n3.

Èññëåäîâàíèå îöåíîê îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèìåðîâ çàäà÷è 1 | |
∑
Tj, îïè-

ñàíèå êîòîðîãî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 5.1. Äëÿ öåëåé äàííîãî ðàçäåëà áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðèìåì ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ t0 ëþáîãî ïðèìåðà
ðàâíûì íóëþ. Òîãäà ïðèìåð çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ òî÷êîé â 2n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ïîíÿòèå ïðèìåðà è ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè
2n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì îòîæäåñòâëÿòü. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ âñå ïðèìåðû ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A. ×åðåç HA(I)
áóäåì îáîçíà÷àòü òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ ïðèìåðà I, ò.å. âåëè÷èíà HA(I) ðàâ-
íà êîëè÷åñòâó âåðøèí â äåðåâå ïîèñêà àëãîðèòìà A.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà:

1. Ïî èñõîäíîìó ïðèìåðó I ñòðîèòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, òðóäî¼ìêîñòü ðå-
øåíèÿ êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A íå ïðåâûøàåò íàïåðåä çàäàííîé
âåëè÷èíû H̄;
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2. Äëÿ ïîñòðîåííûõ ïðèìåðîâ íàõîäÿòñÿ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè, êîòîðûå çàòåì èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå òî÷åê ïîñòðîåíèÿ èí-
òåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îöåíèâàåòñÿ îïòèìàëü-
íîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè èñõîäíîãî ïðèìåðà I.

Òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ èñõîäíîìó ïðèìåðó I, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-
ðåç x0. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó x0 â 2n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðÿìóþ, êîòîðàÿ
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ïî îáå ñòîðîíû îò òî÷êè x0 íà ïðÿìîé äîëæ-
íû ñóùåñòâîâàòü òàêèå òî÷êè, òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ êîòîðûõ íå áîëåå H̄.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ìîäåëè ïîñòðîåíèÿ ïðÿìûõ (ëó÷åé), ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç òî÷êó x0 è îáëàäàþùèõ óêàçàííûì ñâîéñòâîì:

• Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ìîäåëü (1).
Ñòðîèòñÿ ëó÷, òî÷êè êîòîðîãî (p′1, . . . , p

′
n, d

′
1, . . . , d

′
n) çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè

p′j = pj, d′j =
dj
k , j = 1, . . . , n, k ∈ (0,+∞).

• Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ìîäåëü (2).
Çäåñü ñòðîèòñÿ ëó÷, òî÷êè êîòîðîãî (p′1, . . . , p

′
n, d

′
1, . . . , d

′
n) çàäàþòñÿ óðàâ-

íåíèåì p′j = pj, d′j = kdj, j = 1, . . . , n, k ∈ (0,+∞).

• Àääèòèâíàÿ ìîäåëü.
Çäåñü ñòðîèòñÿ ïðÿìàÿ, òî÷êè êîòîðîé (p′1, . . . , p

′
n, d

′
1, . . . , d

′
n) çàäàþòñÿ

óðàâíåíèåì p′j = pj, d′j = dj + k, j = 1, . . . , n, k ∈ (−∞,+∞).

Äëÿ âñåõ òðåõ ìîäåëåé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íà ñóùåñòâîâàíèå òî÷åê
ñ òðóäî¼ìêîñòüþ ðåøåíèÿ íå áîëåå H̄. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî �ñëå-
âà� îò òî÷êè x0 (k → +∞ äëÿ ïåðâîé ìîäåëè, k → 0 äëÿ âòîðîé ìîäåëè
è k → −∞ äëÿ òðåòüåé ìîäåëè) áóäóò ñóùåñòâîâàòü òî÷êè, ó êîòîðûõ âñå
äèðåêòèâíûå ñðîêè áóäóò ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü îá-
ñëóæèâàíèÿ pmin. Äëÿ òàêèõ ïðèìåðîâ îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ñòðîèòñÿ çà
O(n log n) îïåðàöèé (SPT -ðàñïèñàíèå). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, �ñïðàâà� îò
òî÷êè x0 (k → 0 äëÿ ïåðâîé ìîäåëè, k → +∞ äëÿ âòîðîé ìîäåëè è k → +∞
äëÿ òðåòüåé ìîäåëè) áóäóò ñóùåñòâîâàòü òî÷êè, ó êîòîðûõ âñå äèðåêòèâíûå
ñòðîêè áóäóò çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà ïëàíèðîâàíèÿ. Äëÿ òàêèõ ïðèìåðîâ,
ëþáîå èç n! ðàñïèñàíèé áóäåò îïòèìàëüíûì.

Íà ðèñ. 5.11 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè è òðóäî¼ìêîñòè ðåøåíèÿ ïðèìåðà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ìîäåëè (2). Ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî ïîñòðîåíû äàííûå ãðàôèêè, ïðèíàäëåæèò
êëàññó òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, îïèñàííîìó íà ñòð. 221 ïðè n = 10.
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Âûáåðåì òàêîé îòðåçîê çíà÷åíèé k äëÿ âñåõ òðåõ ìîäåëåé, ÷òî äè-
ðåêòèâíûå ñðîêè ïîëó÷àåìûõ ïðèìåðîâ ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó ïëàíèðîâà-
íèÿ [0,

∑
j∈N

pj]. Íà ïîëó÷åííîì îòðåçêå íàéä¼ì l êîðíåé ïîëèíîìà ×åáûø¼-

âà z1, z2, . . . , zl. Âûáåðåì èç íèõ òàêèå òî÷êè y1, y2, . . . , ym, ÷òî HA(yi) ≤ H̄
(i = 1, . . . ,m)4. Äàëåå, ïî âûáðàííûì òî÷êàì y1, . . . , ym ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îöåíèâàåòñÿ îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â èñõîäíîé òî÷êå x0. Òàêàÿ æå ñõåìà ìîæåò áûòü
ïðèìåíåíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè òðóäî¼ìêîñòè ðåøåíèÿ ïðèìåðà ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà A.

Íà ðèñ.5.12 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè
èíòåðïîëÿöèè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè è òðóäî¼ìêîñòè ðå-
øåíèÿ îò çíà÷åíèÿ H̄ äëÿ îäíîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà ñî ñòð. 221 ïðè n = 10.

Ãèïîòåçà. Íà ïðèáîðå íåîáõîäèìî îáñëóæèòü n òðåáîâàíèé
ñ d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn è p1 = max

j=1,...,n
pj. Ïóñòü àëãîðèòì A íàõîäèò ðàñïèñàíèå çà

ïîëèíîìèíàëüíîå îò n êîëè÷åñòâî îïåðàöèé. Åñëè F (1, πA(p1)) < F (πA(0), 1),
òîãäà F (1, π∗(p1)) < F (π∗(0), 1), ãäå πA(t) è π∗(t) � ðàñïèñàíèÿ, ïîñòðîåííûå
àëãîðèòìîì A è îïòèìàëüíîå ñ ìîìåíòà âðåìåíè t, îáñëóæèâàíèÿ ìíîæåñòâà
òðåáîâàíèé {2,3,. . . , n}.

4Ìåòîä îòáîðà òî÷åê ïî óêàçàííîìó óñëîâèþ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïîñòðîèì ïðèìåð, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé êîðíþ ïîëèíîìà ×åáûø¼âà, è íà÷í¼ì åãî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A. Êàê òîëüêî êîëè-
÷åñòâî âåðøèí äåðåâà âåòâëåíèé ïðåâûøàåò çíà÷åíèå H̄, òî ïðîöåññ ðåøåíèÿ îñòàíàâëèâàåòñÿ è òî÷êà
ñ÷èòàåòñÿ íå óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ. Òàêàÿ ñõåìà îòáîðà ïîçâîëÿåò íàéòè íå òîëüêî òðåáóåìûå òî÷êè,
íî òàêæå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â íèõ.
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Ðèñ. 5.11: Çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè è òðóäî¼ìêîñòè ðåøåíèÿ
îò ïàðàìåòðà k, n = 10.
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Ðèñ. 5.12: Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòåé îöåíîê îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè è òðóäî¼ìêîñòè ðåøåíèÿ îò çíà÷åíèÿ H̄ äëÿ òåñòîâîãî ïðèìåðà ñî ñòð. 221, n =
10.
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Ãëàâà 6

Ïîëèíîìèàëüíî è ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî

ðàçðåøèìûå ñëó÷àè çàäà÷è 1 | |
∑
Tj

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñóì-
ìàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ äëÿ îäíîãî ïðèáîðà, êîãäà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: {

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn;
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn.

(6.1)

Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå (6.1), èñõîäíîå ìíîæå-
ñòâî òðåáîâàíèé N ðàçáèâàåòñÿ íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ òðåáî-
âàíèé M1,M2, . . . ,Mk, òàêèõ, ÷òî N = M1

⋃
M2

⋃
. . .
⋃
Mk è âåëè÷èíà

max
i,j∈Mν

|di − dj| ≤ min
j∈Mν

pj äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâàMν, ãäå ν = 1, 2, . . . ,k, à
çàòåì íà îñíîâå ýòîãî ðàçáèåíèÿ ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå.

Â äàííîé ãëàâå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ íó-
ìåðàöèè ïîäìíîæåñòâ M áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ν. Íîìåð ïîäìíîæå-
ñòâà, êîòîðîå ñîäåðæèò òðåáîâàíèå j ∈ N , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç γ(j); òàêèì
îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíÿåòñÿ j ∈Mγ(j).

Â ðàçäåëå 6.1 ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ
ðàñïèñàíèé â ñëó÷àå (6.1). Íà îñíîâå ýòèõ ñâîéñòâ â ðàçäåëàõ 6.3.1-6.3.4 ïðè-
âîäÿòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå è ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ âñåõ
ïîäñëó÷àåâ ñëó÷àÿ (6.1): B-1, B-k, C-1 è B-n. Îïèñàíèå ïîäñëó÷àåâ ïðèâåäåíî
â òàáëèöå 6.1. Ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àè ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû íà ðèñ. 6.1.

6.1 Ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ äâå ëåììû, êîòîðûå îòðàæàþò ñâîéñòâà îï-
òèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé â èññëåäóåìîì ñëó÷àå (6.1).
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Òàáëèöà 6.1: Àëãîðèòìû è ðàçðåøèìûå ñëó÷àè, ïðåäñòàâëåííûå â ãëàâå 6.

Àëãîðèòì Ðàçðåøèìûé ñëó÷àé Òðóäî¼ìêîñòü

B-k
{
p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn (∗)
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn (∗∗) ≤ O(n2

∑
pj)

B-1

{
(∗), (∗∗)
dn − d1 ≤ pn

O(n
∑
pj)

C-1

{
(∗∗)
dn − d1 ≤ 1

O(n2)

B-n dj − dj−1 > pj, j = 2, 3, . . . , n O(n2)

Ðèñ. 6.1: ×àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è, èññëåäóåìûå â ãëàâå 6.

Ëåììà 6.1 Â ñëó÷àå (6.1) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗, ïðè êî-
òîðîì âûïîëíÿåòñÿ ëèáî (k → i)π∗, ëèáî (j → k)π∗ äëÿ ëþáîé òðîéêè òðåáî-
âàíèé i, j, k ∈ N òàêîé, ÷òî |di−dj| ≤ min{pi, pj}, k < min{i, j} è (i→ j)π∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñà-
íèè π∗ ñóùåñòâóþò òàêèå òðåáîâàíèÿ i, j, k ∈ N , ÷òî |di − dj| ≤ min{pi, pj} è
k < min{i, j} è âûïîëíÿåòñÿ (i→ k → j)π∗. Òî åñòü ðàñïèñàíèå π∗ èìååò âèä
π∗ = (π1, i, π2, k, π3, j, π4).

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèÿ π′ = (π1, π2, k, i, π3, j, π4) è π′′ = (π1, i, π2, j, π3, k, π4).
Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ëèáî F (π′) ≤ F (π∗), ëèáî F (π′′) ≤ F (π∗).

Ïîñêîëüêó k < min{i, j}, òî â ñèëó (6.1) äëÿ òðåáîâàíèé i, j, k âûïîë-
íÿåòñÿ pk ≥ pi, pk ≥ pj, dk ≤ di è dk ≤ dj.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.

a) Ïóñòü Ck(π∗) ≤ dk. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðè ðàñïèñàíèè π′ âûïîëíÿåòñÿ

Ci(π
′) = Ck(π

∗) ≤ dk ≤ di.
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Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáîâàíèÿ i è k íå çàïàçäûâàþò ïðè îáîèõ ðàñïèñàíèÿõ
π∗ è π′. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ F (π′) ≤ F (π∗).

b) Ïóñòü Ck(π∗) > dk è Ck(π∗) ≤ dj. Â ýòîì ñëó÷àå, òðåáîâàíèå k çàïàç-
äûâàåò ïðè ðàñïèñàíèè π∗, ò.å. Tk(π∗) = Ck(π

∗) − dk > 0. Ïîñêîëüêó
| di − dj |≤ min{pi, pj} ≤ pk è Ck(π∗) ≤ dj, òî âûïîëíÿåòñÿ

Ci(π
∗) ≤ Ck(π

∗)− pk ≤ dj − pk ≤ di.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåáîâàíèå i íå çàïàçäûâàåò ïðè ðàñïèñàíèè π∗. Òîãäà,
â ñèëó Ci(π′) = Ck(π

∗) è Ck(π′) = Ck(π
∗)− pi, âûïîëíÿåòñÿ

F (π′)− F (π∗)≤max{0, Ck(π∗)− di} −max{0, Ck(π∗)− pi − dk}−
−(Ck(π

∗)− dk) ≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ F (π′) ≤ F (π∗).

c) Ïóñòü Ck(π∗) > dk è Ck(π∗) > dj. Â ýòîì ñëó÷àå, òðåáîâàíèå k çàïàç-
äûâàåò ïðè îáîèõ ðàñïèñàíèÿõ π∗ è π′′. Òðåáîâàíèå j çàïàçäûâàåò ïðè
ðàñïèñàíèè π∗, ïîñêîëüêó dj < Ck(π

∗) < Cj(π
∗). Òàêæå, âûïîëíÿåòñÿ

Tj(π
′′) = max{0, Ck(π∗)− pk + pj − dj}. Ñëåäîâàòåëüíî,

F (π′′)−F (π∗) ≤ max{0, Ck(π∗)− pk + pj − dj}+
+Cj(π

∗)− dk − Ck(π∗) + dk − Cj(π∗) + dj ≤
≤max{0, Ck(π∗)− pk + pj − dj} − Ck(π∗) + dj ≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ F (π′′) ≤ F (π).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî, åñëè F (π′) = F (π∗) èëè F (π′′) = F (π∗), òî ðàñ-
ïèñàíèå π′ èëè π′′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè F (π′) < F (π∗) èëè
F (π′′) < F (π∗), òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá îïòèìàëüíî-
ñòè ðàñïèñàíèÿ π∗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ
π∗, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ (i → k → j)π∗, è ëþáîå îïòèìàëüíîå ðàñïèñà-
íèå óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ ëåììû.

Ëåììà 6.2 Â ñëó÷àå (6.1) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗, ïðè êî-
òîðîì âûïîëíÿåòñÿ ëèáî (k → j)π∗, ëèáî ((k + 1) → k)π∗ äëÿ ëþáîé ïàðû
òðåáîâàíèé k, j ∈ N òàêîé, ÷òî k < j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íà èäåå äîêàçà-
òåëüñòâà ëåììû 6.1.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π∗ ñóùå-
ñòâóþò òðåáîâàíèÿ i, j ∈ N òàêèå, ÷òî k < j è (j → k → (k + 1))π∗. Òî åñòü
ðàñïèñàíèå π∗ èìååò âèä π∗ = (π1, j, π2, k, π3, k + 1, π4) Ïîñòðîèì äâà ðàñïè-
ñàíèÿ π′ = (π1, π2, k, j, π3, k+ 1, π4) è π′′ = (π1, j, π2, k+ 1, π3, k, π4). Ïîêàæåì,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ëèáî F (π′) ≤ F (π∗), ëèáî F (π′′) ≤ F (π∗).

Ïîñêîëüêó k < j, òî âûïîëíÿåòñÿ pk ≥ pk+1 ≥ pj è dk ≤ dk+1 ≤ dj.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.

a) Ïóñòü Ck(π∗) ≤ dk. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáîâàíèÿ j è k íå çàïàçäûâàþò ïðè
îáîèõ ðàñïèñàíèÿõ π∗ è π′. Ñëåäîâàòåëüíî F (π′) ≤ F (π∗).

b) Ïóñòü Ck(π∗) > dk è Ck(π∗) ≤ dk+1. Ïîñêîëüêó dk+1 ≤ dj, òî âûïîëíÿåòñÿ
Cj(π

′) = Ck(π
∗) ≤ dk+1 ≤ dj. Ñëåäîâàòåëüíî,

F (π′)− F (π∗) ≤ max{0, Ck(π∗)− pj − dk} − (Ck(π
∗)− dk) ≤ 0.

c) Ïóñòü Ck(π∗) > dk è Ck(π∗) > dk+1. Ïîñêîëüêó pk ≥ pk+1, òî âûïîëíÿåòñÿ
Ck(π

′′) = Ck+1(π
∗) è Ck+1(π

′′) ≤ Ck(π
∗). Ñëåäîâàòåëüíî,

F (π′′)− F (π∗) ≤ max{0, Ck+1(π
′′)− dk+1}+ dk+1 − Ck(π∗) ≤ 0.

Åñëè F (π′) = F (π∗) èëè F (π′′) = F (π∗), òî ðàñïèñàíèå π′ èëè π′′ òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Åñëè F (π′) < F (π∗) èëè F (π′′) < F (π∗), òî ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì îá îïòèìàëüíîñòè ðàñïèñàíèÿ π∗. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿ-
åòñÿ (j → k → (k + 1))π∗, è ëþáîå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå óäîâëåòâîðÿåò
óòâåðæäåíèþ ëåììû.

6.2 Ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïðèìåðîâ, êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðîãî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðîâ â ñëó÷àå
(6.1) çà íå áîëåå O(n2

∑
pj) îïåðàöèé. Åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðî-

äîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

Ïðèâåä¼ì îïèñàíèå ïðîöåäóðû ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà òðåáî-
âàíèé N íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ M1,M2, . . . ,Mk òàêèõ, ÷òî
N =M1

⋃
M2

⋃
. . .
⋃
Mk è max

i,j∈Mν

|di − dj| ≤ min
j∈Mν

pj.
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Àëãîðèòì 6.1 Ïðîöåäóðà ðàçáèåíèÿ
1: k := 1, α1 := 1;
2: for all j = 2, 3, . . . , n do
3: if dj − dαk > pj then
4: βk := j − 1; k := k+ 1; αk := j;
5: end if
6: end for
7: βk := n;Mν = {αν , αν+1, . . . , βν}, ν = 1, 2, . . . ,k.

Äàííàÿ ïðîöåäóðà îäíîçíà÷íî ðàçáèâàåò èñõîäíîå ìíîæåñòâî N íà k
ïîäìíîæåñòâ, k ≤ n, çà O(n) îïåðàöèé. Â äàëüíåéøåì, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
òðåáîâàíèé ñ íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì íîìåðîì â ìíîæåñòâå Mν áóäåì
èñïîëüçîâàòü çàïèñü αν è βν, ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà èç òðåõ òðåáîâàíèé N = {1, 2, 3} ñ ïàðà-
ìåòðàìè: p1 = 10, p2 = 10, p3 = 2, d1 = 7, d2 = 9, d3 = 10, áóäåò ïîëó÷åíî
ðàçáèåíèå íà äâà ïîäìíîæåñòâàM1 = {1, 2} èM2 = {3}.

Ñîãëàñíî ëåììàì 6.1 è 6.2, â ñëó÷àå (6.1) ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíî-
ãî ðàñïèñàíèÿ π∗ ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ âñå ðàñïèñàíèÿ π, ïðè
êîòîðûõ:

(a) ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèÿ i, j, k ∈ N òàêèå, ÷òî k ≤ min{i, j} è i, j ∈ Mν,
ν ≥ γ(k), è âûïîëíÿåòñÿ (i→ k → j)π;
èëè

(b) ñóùåñòâóþò òðåáîâàíèÿ j, k ∈ N òàêèå, ÷òî k < j, è âûïîëíÿåòñÿ
(j → k → (k + 1))π.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðèìåðà I = 〈{pj, dj}j∈N , t0〉 îïðåäåëèì ïàðàìåò-
ðè÷åñêèé ïðèìåð Ik(t) = 〈{pj, dj(t)}j∈Nk, 0〉, ãäå Nk = {k, k + 1, . . . , n} è
dj(t) = dj − dn + t − t0 äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, 2, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, ïà-
ðàìåòðè÷åñêèé ïðèìåð Ik(t) � ýòî ïðèìåð èññëåäóåìîé çàäà÷è îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Nk ñ ìîìåíòîì íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ ðàâíûì íóëþ è
äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè dj(t), ëèíåéíî çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà t. Íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn.

Ñîãëàñíî (6.1), äëÿ ëþáîãî t ∈ R âûïîëíÿåòñÿ d1(t) ≤ d2(t) ≤ . . . ≤
dn(t). Ïðè ýòîì, èñõîäíûé ïðèìåð I ðàâåí ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðèìåðó I1(t)
ïðè t = dn, ò.å. Π∗(I) = Π∗(I1(dn)) (ñì. ðàçäåë 5.1).

×åðåç π∗k(t) è F
∗
k (t) îáîçíà÷èì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå è îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ïðèìåðà Ik(t), ñîîòâåòñòâåííî.

Ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïðèìåðîâ â ñëó÷àå (6.1) çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé äëÿ ïðèìåðîâ Ik(t) â ïîðÿäêå
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k = n, n − 1, . . . , 1 äëÿ t ∈ [t0; dn]. Ïðè ýòîì, ðàñïèñàíèå π∗k(t) ñòðîèòñÿ íà
îñíîâå ðàíåå ïîñòðîåííûõ ðàñïèñàíèé π∗j (t

′), j > k, t′ ∈ [t0; dn].

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ π∗(t)
ïîñòðîåíû äëÿ ïðèìåðîâ Ik+1(t) â êàæäîé òî÷êå t ∈ [t0, dn]. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî dn− dk+1 ≤ pn. Ñîãëàñíî ëåììå 6.1 â êàæäîé òî÷êå t òðåáîâàíèå k ìîæåò
áûòü îáñëóæåíî ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π∗k(t) íà ïåðâîé èëè íà ïîñëåä-
íåé ïîçèöèè, ò.å. äî èëè ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Nk+1. Òàêèì îáðà-
çîì, π∗k(t) ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì èç äâóõ ðàñïèñàíèé ïî âåëè÷èíå ñóììàðíîãî
çàïàçäûâàíèÿ

(k, π∗k+1(t− pk)), (π∗k+1(t), k).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòàíîâêå òðåáîâàíèÿ k íà ïåðâóþ ïîçèöèþ â ðàñïèñàíèè
π∗k(t) îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà Nk+1 ñ ìîìåíòà âðåìåíè
pk ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó òðåáîâàíèé ïðè ðàñïèñàíèè π∗k+1(t− pk).

Ïðè ýòîì, çíà÷åíèå îïòèìàëüíîãî ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ F ∗k (t) äëÿ
ïðèìåðà Ik(t) (ò.å. çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ïðè ðàñïèñàíèè π∗k(t)) ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå

F ∗k (t) = min
{

max{0, pk − dk(t)}+ F ∗k+1(t− pk),

F ∗k+1(t) + max
{

0,
n∑
j=k

pj − dk(t)
} }

,

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ ïðè ðàñ-
ïèñàíèè (k, π∗k+1(t− pk)), à âòîðîå � ïðè ðàñïèñàíèè (π∗k+1(t), k).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè k = n äëÿ ëþáîé òî÷êè t âûïîëíÿåòñÿ π∗n(t) = {n} è
F ∗n(t) = max{0, pn − t+ t0}.

Ðàñïèñàíèå π∗1(dn) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà I.
Ïîýòîìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïîäõîäà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
dn ∈ Z. Åñëè dn 6∈ Z, òîãäà ïîñòðîèì è ðåøèì ïðèìåð I ′ =

〈
{pj, d′j}j∈N , t′0

〉
,

ãäå d′j = dj −∆, j ∈ N , t′0 = t0 −∆ è ∆ = dn − bdnc. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèìåð
I ′ ðàâåí èñõîäíîìó ïðèìåðó I è âûïîëíÿåòñÿ d′n ∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ðåøàòü ïðèìåðû, êîãäà pj, dj ∈ R, äëÿ âñåõ
j = 1, 2, . . . , n.

Åñëè t ≤ t0, òîãäà äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèìåðà Ik(t) äëÿ ëþáîãî
k ∈ N âûïîëíÿåòñÿ

dj(t) ≤ dn(t) = t− t0 ≤ 0 < pj, j ∈ Nk.

Òàêèì îáðàçîì, âñå òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà Nk çàïàçäûâàþò ïðè ëþáîì ðàñ-
ïèñàíèè, è SPT ðàñïèñàíèå (n, n − 1, . . . , k) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â ýòîì
ñëó÷àå.
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Åñëè t ≥ t0 + 2
n∑
j=1

pj, òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ dj ∈ [t0, t0 +
∑
j∈N

pj]

(ðàçäåë 5.1) âûïîëíÿåòñÿ t+
n∑
j=1

pj ≥ t0 + 2
n∑
j=1

pj + dn − d1 Îòñþäà ñëåäóåò

n∑
j=k

pj ≤
n∑
j=k

pj ≤ d1 − dn + t− t0 = d1(t) ≤ dj(t), j ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà Nk+1 íå çàïàç-
äûâàþò, è ëþáîå ðàñïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé
ôóíêöèè ðàâíûì 0.

6.3 Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 ||
∑
Tj

6.3.1 Àëãîðèòì B-1

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ â ñëó÷àå, êîãäà
ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn;
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn;
dn − d1 ≤ pn.

(6.2)

Òî åñòü d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn ≤ d1 + pn. Ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ
ïîäñëó÷àåì ñëó÷àÿ (6.1) ïðè k = 1 (ò.å. N =M1).

Ñîãëàñíî ëåììå 6.1 â ñëó÷àå (6.2) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
π∗, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ k ∈ N âûïîëíÿåòñÿ:

(a) ëèáî (k → j)π∗ äëÿ âñåõ j ∈ {k + 1, . . . , n};

(b) ëèáî (j → k)π∗ äëÿ âñåõ j ∈ {k + 1, . . . , n}.

Äàííîå ñâîéñòâî îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì B-1, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæåò áûòü íàé-
äåíî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå çà O(n

∑
pj) îïåðàöèé. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè

ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî øàãè 1 è 3�8 àëãîðèòìà
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîé öåëî÷èñëåííîé òî÷êè t ∈ [t0, dn].
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Àëãîðèòì 6.2 B-1

1: πn(t) := (n), F ∗n(t) := max{0, pn − t+ t0};
2: for all k = n− 1, n− 2, . . . , 1 do
3: π1 := (k, π∗k+1(t− pk));
4: π2 := (π∗k+1(t), k);
5: F (π1) := max{0, pk − dk(t)}+ F ∗k+1(t− pk);

6: F (π2) := F ∗k+1(t) + max{0,
n∑
j=k

pj − dk(t)};

7: F ∗k (t) := min{F (π1), F (π2)};
8: π∗k(t) := arg min{F (π1), F (π2)};
9: end for
10: RETURN ðàñïèñàíèå π∗1(dn) è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè F ∗1 (dn).

Òåîðåìà 6.1 Àëãîðèòì B-1 íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ñëó÷àÿ
(6.2) çà O(n

∑
pj) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïòèìàëüíîñòü ðàñïèñàíèÿ π∗1(dn) äëÿ èñõîäíîãî ïðèìå-
ðà I ñëåäóåò èç ëåììû 6.1. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
äëÿ ïðèìåðîâ In(t), ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî òðåáîâàíèÿ, ñòðîèòñÿ òðèâèàëüíûì
îáðàçîì (øàã 1) è äëÿ ïðèìåðîâ Ik(t) (k ∈ N è t ∈ [t0, dn]) ñóùåñòâóåò îïòè-
ìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå k îáñëóæèâàåòñÿ ëèáî äî âñåõ,
ëèáî ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà {k + 1, . . . , n}, òî ðàñïèñàíèå π∗k(t)
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ïðèìåðà Ik(t) (k ∈ N è t ∈ [t0, dn]). Òàê êàê
ïðèìåð I1(dn) ðàâåí èñõîäíîìó ïðèìåðó I, òî π∗1(dn) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
ðàñïèñàíèåì äëÿ ïðèìåðà I.

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé k ∈ N è t ∈ [t0, dn] øàã àëãîðèòìà âû-
ïîëíÿåòñÿ çà O(1) îïåðàöèé. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èç ðàçäåëà 5.1 áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå ïðèìåðû, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ

dj ∈ [t0, t0 +
n∑
j=1

pj], j ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k, k = n, n − 1, . . . , 1, íåîáõî-

äèìî ïåðåáðàòü íå áîëåå
n∑
j=1

pj öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê t. Ñëåäîâàòåëüíî, òðó-

äî¼ìêîñòü àëãîðèòìà B-1 ñîñòàâëÿåò O(n
∑
pj) îïåðàöèé.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïðåäñòàâëåí ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøè-
ìûé ïîäñëó÷àé ñëó÷àÿ (6.2). Â ðàçäåëå 5.3 áûë ðàññìîòðåí àëãîðèòì FA
(àëãîðèòì 5.5) òðóäî¼ìêîñòè O(n3) îïåðàöèé ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïèñàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
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(i) |D(π)| = m, ãäå m � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (0 ≤ m ≤ n);

(ii) òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà D(π) óïîðÿäî÷åíû â êîíöå ðàñïèñàíèÿ π,

ãäå D(π) � ìíîæåñòâî çàïàçäûâàþùèõ ïðè ðàñïèñàíèè π òðåáîâàíèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð I, ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì 6.2. Óñëîâèå (ii) äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ ïðèìåðà I âûïîëíåíû,
ïîñêîëüêó dn − d1 ≤ pn = min

j∈N
pj. Äàëåå, ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïàðà-

ìåòðè÷åñêèõ ïðèìåðîâ I(t) = 〈{pj, dj(t)}j∈N , 0〉, t ∈ R, ãäå, íàïîìíèì,
dj(t) = dj − dn + t− t0 äëÿ ëþáîãî j ∈ N .

Äëÿ k, k = 1, 2, . . . , n, îïðåäåëèì äâå òî÷êè íà âðåìåíí�îé îñè τk è Θk.
Äëÿ âñåõ t ≤ τk ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèìåðà
I(t) çàïàçäûâàåò áîëåå k òðåáîâàíèé. Òî åñòü äëÿ âñåõ t ≤ τk äëÿ ëþáîãî
π ∈ Π(I(t)) âûïîëíÿåòñÿ |D(π)| > k. Â ñèòóàöèè k = n áóäåì ïîëàãàòü
τn = −∞.

Äëÿ âñåõ t ≥ Θk ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèìå-
ðà I(t) çàïàçäûâàåò ìåíåå k òðåáîâàíèé. Òî åñòü äëÿ âñåõ t ≥ Θk äëÿ ëþáîãî
π ∈ Π(I(t)) âûïîëíÿåòñÿ |D(π)| < k. Â ñèòóàöèè k = 0 áóäåì ïîëàãàòü
Θ0 = +∞.

Íàéä¼ì àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ òî÷åê τk è Θk äëÿ ïðèìåðîâ â
ñëó÷àå (6.2). Â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå k = 0 âåëè÷èíà τ0 âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: τ0 =
n∑
i=1

pi+t0. Â ñëó÷àå k = 1 âåëè÷èíà Θ1 âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: Θ1 =
n∑
i=1

pi + dn − d1 + t0. Äàííûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé

dn(t) =
n∑
i=1

pi è d1(t) =
n∑
i=1

pi, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷åê τk, 1 ≤ k ≤ n−1, ðàññìîòðèì ðàñïèñàíèå π âèäà

π = (k + 1, k + 2, . . . , n, k, k − 1 . . . , 1).

Íàéä¼ì òî÷êó t′ èç óñëîâèÿ dn(t
′) =

n∑
i=k+1

pi, òî åñòü t′ =
n∑

i=k+1

pi + t0. Ïðè

äàííîì ðàñïèñàíèè â òî÷êå t′+ε (ε � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà) äëÿ ïðèìåðà
I(t′) çàïàçäûâàþò òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , k}, ñóììàðíàÿ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü êîòîðûõ íàèáîëüøàÿ ñðåäè ëþáûõ äðóãèõ k òðåáîâàíèé. Ïîñêîëü-
êó ïîñëåäíèì íåçàïàçäûâàþùèì òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå n, äèðåê-
òèâíûé ñðîê êîòîðîãî ìàêñèìàëåí, òî ïðè ëþáîì äðóãîì ðàñïèñàíèè äëÿ òî-

÷åê t ≤ t′ áóäåò çàïàçäûâàòü áîëåå k òðåáîâàíèé. Ïîýòîìó, τk =
n∑

i=k+1

pi + t0.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷åê Θk, 2 ≤ k ≤ n, ðàññìîòðèì ðàñïèñàíèå π âèäà

π = (n− k + 1, n− k, . . . , 1, n, n− 1, . . . , n− k + 2).

Íàéä¼ì òî÷êó t′ èç óñëîâèÿ d1(t
′) =

n−k+1∑
i=1

pi, òî åñòü t′ =
n−k+1∑
i=1

pi + dn− d1 +

+ t0. Ïðàâåå òðåáîâàíèÿ 1 ïðè äàííîì ðàñïèñàíèè îáñëóæèâàþòñÿ òðåáîâà-
íèÿ ìíîæåñòâà {n − k + 2, n − k + 3 . . . , n}, ñóììàðíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü
êîòîðûõ íàèìåíüøàÿ ñðåäè ëþáûõ äðóãèõ k − 1 òðåáîâàíèé. Ïîñêîëüêó äè-
ðåêòèâíûé ñðîê òðåáîâàíèÿ 1 ìèíèìàëåí, òî ïðè ëþáîì äðóãîì ðàñïèñàíèè
äëÿ òî÷åê t ≥ t′ áóäåò çàïàçäûâàòü ìåíåå k òðåáîâàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

Θk =
n−k+1∑
i=1

pi + dn − d1 + t0.

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëû (τk,Θk], 0 ≤ k ≤ n, êîòîðûå çàäàþò íåêîòîðîå
ïîêðûòèå ìíîæåñòâà R. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà t, ÷òî îíà ïîêðûâàåòñÿ
îäíèì è òîëüêî îäíèì èíòåðâàëîì, ñêàæåì c íîìåðîì m, òî ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè äëÿ ïðèìåðà I(t) çàïàçäûâàåò òîëüêî m
òðåáîâàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì FA ïîñòðîèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
äëÿ òàêîãî ïðèìåðà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ O(n3) îïåðàöèé.

Äëÿ èëëþñòðàöèè, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð I ñ n = 5, t0 = 0 è
ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè òðåáîâàíèé:

j 1 2 3 4 5
pj 15 14 13 12 11
dj 30 31 32 33 34

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà èìååì

k 0 1 2 3 4 5
τk 65 50 36 23 11 −∞
Θk +∞ 69 58 46 33 19

Ìû âèäèì, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâ (−∞, 11], (19, 23], (33, 36], (46, 50],
(58, 65] è (69,+∞) ïîêðûâàþòñÿ òîëüêî îäíèì èç ïîëó÷åííûõ èíòåðâàëîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðîâ I(t) äëÿ òî÷åê t èç
óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âîçü-
ìåì, íàïðèìåð, òî÷êó t = 34. Ïðèìåð I(34) ðàâåí èñõîäíîìó ïðèìåðó I,
òàê êàê dn = 34. Ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè äëÿ ïðèìåðà I çàïàçäûâàåò ðîâ-
íî òðè òðåáîâàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèìåð I ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèì.
Âçÿâ, íàïðèìåð, òî÷êó t = 22 ïîëó÷èì ïðèìåð ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè
17, 18, 19, 20, 21, 22, êîòîðûé òàêæå ðàçðåøèì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äëÿ
äàííîãî ïðèìåðà ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè çàïàçäûâàåò ðîâíî äâà òðåáîâàíèÿ.
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6.3.2 Àëãîðèòì B-k

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ â ñëó÷àå (6.1).
Ïóñòü M1, . . . ,Mk áóäåò ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé N èñõîäíîãî
ïðèìåðà I â ñëó÷àå (6.1), ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ðàçáèåíèÿ (àë-
ãîðèòì 6.1), Mν = {αν, αν + 1, . . . , βν}, ν = 1, . . . ,k . Òîãäà óñëîâèÿ (6.1)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn;
p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn;
dβ1
− dα1

≤ pβ1
, α1 = 1;

dβ2
− dα2

≤ pβ2
, α2 = β1 + 1;

. . .
dβk − dαk ≤ pβk, βk = n.

(6.3)

Ñîãëàñíî ëåììàì 6.1 è 6.2, ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ
ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ òàêèå ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(I), ïðè êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(a) ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå k ∈ N , ÷òî (i → k → j)π äëÿ íåêîòîðûõ
i, j ∈Mν, ãäå γ(k) < ν è k < min{i, j};

(b) ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå k ∈ N , ÷òî (j → k → (k+ 1))π äëÿ íåêîòî-
ðîãî j ∈ {k + 1, . . . , n}.

Äàííîå ñâîéñòâî îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì B-k, êîòîðûé íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñà-
íèå çà O(kn

∑
pj) îïåðàöèé. Àëãîðèòì B-k ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àëãîðèòìà

B-1 íà ñëó÷àé k > 1. Ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ íà êàæ-
äîì øàãå (äëÿ êàæäîãî k ∈ N è t ∈ [t0, dn]) äëÿ òðåáîâàíèÿ k íåîáõîäèìî
ïðîâåðÿòü áîëåå äâóõ ïîçèöèé ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè. Îòìåòèì, ÷òî
êîëè÷åñòâî ïðîâåðÿåìûõ ïîçèöèé ìåíüøå èëè ðàâíî k+ 1.

Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà B-k íàì ïîíàäîáÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû ðàñïèñàíèé π∗k(t). Ïóñòü Gk(t) áó-
äåò óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì íàáîðîâ èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ 〈πi, νi, fi, Pi〉,
i = 1, . . . , g, g := |Gk(t)| ≤ k, ãäå

(1) πi, i = 1, . . . , g, ÿâëÿþòñÿ ïîäðàñïèñàíèÿìè ðàñïèñàíèÿ π∗k(t) òàêèå, ÷òî

a) π∗k(t) = (π1, π2, . . . , πg);

b) k ∈ {π1};
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c) êàæäîå ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé Mν

⋂
{k, . . . , n}, ν = γ(k), . . .k,

ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîì ïîäðàñïèñàíèè;

d) íèêàêîå ïîäðàñïèñàíèå íå ìîæåò áûòü äàëåå ðàçáèòî íà äâà ïîäðàñ-
ïèñàíèÿ òàê, ÷òîáû óñëîâèÿ a), b) è c) áûëè âûïîëíåíû.

(2) νi = min
j∈{πi}

{γ(j)};

(3) Pi � îáùåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïîäðàñïèñàíèÿ πi, ò.å. Pi =∑
j∈{πi}

pj;

(4) fi � ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå òðåáîâàíèé ïîäðàñïèñàíèÿ πi.

Îïèøåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗k(t) äëÿ ïðè-
ìåðà Ik(t) (k ∈ N , t ∈ [t0, dn]). Ïóñòü ïðèìåðû Ij(t), j = k + 1, . . . , n, óæå
ðåøåíû, ò.å. èçâåñòíû ðàñïèñàíèÿ π∗j (t) è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Gj(t)
äëÿ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé t ∈ [t0, dn]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ π∗k(t)
íàì íåîáõîäèìî çíàòü âîçìîæíûå ïîçèöèè òðåáîâàíèÿ k â äàííîì ðàñïèñà-
íèè òàêèå, ÷òî òðåáîâàíèå k íå îáñëóæèâàåòñÿ ìåæäó äâóìÿ òðåáîâàíèÿìè i
è j (k < min{i, j}) èç îäíîãî è òîãî æå ïîäìíîæåñòâàMν (ν ≥ γ(k)) è òðåáî-
âàíèå k íå îáñëóæèâàåòñÿ ìåæäó íåêîòîðûì òðåáîâàíèåì j (k < j) è òðåáî-
âàíèåì (k+ 1). Èñêîìûå ïîçèöèè äëÿ òðåáîâàíèÿ k ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðè
àíàëèçå ðàñïèñàíèÿ πk+1(t) çà O(n) îïåðàöèé. Äëÿ ýòîãî ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ â ìíîæåñòâàõ Gj(t) (j > k, t ∈ [t0, dn])
è ñîáðàííóþ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ àëãîðèòìà (ïðè ýòîì îïåðàöèÿ ïîèñêà
âîçìîæíûõ ïîçèöèé áóäåò òðåáîâàòü O(k) îïåðàöèé).

×åðåç
∑
q

(X) áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàöèþ ñóììèðîâàíèÿ
q∑
i=1

Xi äëÿ íåêî-

òîðûõ ïðîíóìåðîâàííûõ âåëè÷èí X. Âìåñòî ñèìâîëà X ìû áóäåì ïîäñòàâ-
ëÿòü ñèìâîëû P è f .

Ñîãëàñíî ëåììàì 6.1 è 6.2 ïîçèöèè äëÿ òðåáîâàíèÿ k ìåæäó äâóìÿ òðå-
áîâàíèÿìè r, q ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ, åñëè r, q ∈ π̄i äëÿ
íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ g. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ òîëüêî g + 1 ïîçèöèÿ äëÿ
òðåáîâàíèÿ k: äî âñåõ òðåáîâàíèé èç ìíîæåñòâà {k + 1 . . . , n}, ìåæäó òðå-
áîâàíèÿìè êàæäîé ïàðû ïîäðàñïèñàíèé πi−1 è πi è ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé
ìíîæåñòâà {k + 1, . . . , n}. Åñëè ïîçèöèÿ ìåæäó πi−1 è πi ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íîé, òî ïðèñâàèâàåì

π∗k(t) :=
(
π1, . . . , πi−1, k, π

∗
ανi

(
t−
∑

i−1
(P )− pk

))
.
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Ðàñïèñàíèå π∗ανi(t −
∑

i−1(P ) − pk) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ìíîæåñòâà
òðåáîâàíèé {πi}

⋃
{πi+1}

⋃
. . .
⋃
{πg} ïîòîìó, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ðàâíî ìíî-

æåñòâó Mανi

⋃
. . .
⋃
Mαk, è îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà

ïîñòðîåíî íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ àëãîðèòìà.

Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâî Gk(t) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè òðå-
áîâàíèå k ñòàâèòñÿ íà îáñëóæèâàíèå ìåæäó òðåáîâàíèÿìè ïîäðàñïèñàíèé
πi−1 è πi, òî âñå òðåáîâàíèÿ ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè ìîãóò áûòü îáñëóæåíû
ïåðåä òðåáîâàíèåì k, òîëüêî åñëè îíè îáñëóæèâàþòñÿ ïåðåä âñåìè òðåáîâà-
íèÿìè ìíîæåñòâà {k + 1, . . . , n}. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 6.2. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìû ìîæåì îáúåäèíèòü òðåáîâàíèÿ ïîäðàñïèñàíèé π1, . . . , πi−1 â îäíî íîâîå
ïîäðàñïèñàíèå â ìíîæåñòâå Gk(t). Òàêèì îáðàçîì,

Gk(t) := {
〈
(π1, . . . , πi−1, k), γ(k),

∑
i−1(P ) + pk,∑

i−1(f) + max{0,
∑

i−1(P ) + pk − dk(t)}
〉
}
⋃
Gανi

(t−
∑

i−1(P )− pk).

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà B-k. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè
ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòðîêè 1 è 4�9 àëãîðèòìà
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîé öåëî÷èñëåííîé òî÷êè t ∈ [t0, dn].

Òåîðåìà 6.2 Àëãîðèòì B-k ñòðîèò ðàñïèñàíèå çà O(kn
∑
pj) îïåðàöèé. Â

ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíûå äàííûå óäîâëåòâîðÿþò (6.3), òî ïîñòðîåííîå ðàñïè-
ñàíèå áóäåò îïòèìàëüíûì.

Àëãîðèòì 6.3 B-k
1: π∗n(t) := (n), F ∗n(t) := max{0, pn + t0 − t}, Gn(t) = {〈πn(t), k, Fn(t), pn〉};
2: for all ν = k,k− 1, . . . , 1 do
3: for all k = βν , βν − 1, . . . , αν , k < n do
4: for all i = 1, 2, . . . , g + 1 do
5: πi := (π1 . . . , πi−1, k, π

∗
ανi

(t−
∑
i−1

(P )− pk));

6: F (πi) :=
∑
i−1

(f) + max{0,
∑
i−1

(P ) + pk − dk(t)}+ F ∗ανi (t−
∑
i−1

(P )− pk);

7: end for
8: i∗ := arg min

i=1,...,g+1
{F (πi)}; π∗k(t) := πi

∗
; F ∗k (t) := F (πi

∗
);

9: Gk(t) :=
{〈

(π1, . . . , πi∗−1, k),m,
∑
i∗−1

(P ) + pk,
∑
i∗−1

(f)+

max{0,
∑
i∗−1

(P ) + pk − dk(t)}
〉}⋃

Gανi∗
(t−

∑
i∗−1

(P )− pk);

10: end for
11: end for
12: RETURN ðàñïèñàíèå π∗1(dn) è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè F ∗1 (dn).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé øàã àëãîðèòìà B-k îðãàíèçîâàí â ñîîòâåòñòâèè
ñ ëåììàìè 6.1 è 6.2. Âîçìîæíûå ïîçèöèè äëÿ òðåáîâàíèÿ k ïðîñìàòðèâàþò-
ñÿ ïðè ïåðåáîðå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Gk+1(t). Âñå îñòàëüíûå ïîçèöèè ìîãóò
áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ ñîãëàñíî âûøåóêàçàííûì ñâîéñòâàì. Òà-
êèì îáðàçîì, ðàñïèñàíèå π∗1(dn) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ñëó÷àÿ (6.3).

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé øàã àëãîðèòìà äëÿ ôèêñèðîâàííûõ k, ãäå
k = n, n − 1, . . . , 1, è t âûïîëíÿåòñÿ çà O(k) îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî,
àëãîðèòì B-k âûïîëíÿåòñÿ çà O(kn

∑
pj) îïåðàöèé.

6.3.3 Àëãîðèòì C-1

Ïóñòü ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn;
dn − d1 ≤ 1;
t0 ∈ Z.

(6.4)

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ òðè ëåììû, íà îñíîâå êîòîðûõ ñòðî-
èòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ñ òðóäî¼ìêîñòüþ O(n2) îïåðàöèé.
Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè: S = t0 +

∑
j∈N ′

pj, N ′ ⊂ N , è

z = bdnc.

Ëåììà 6.3 Ïóñòü äàí ïðèìåð I ′ = {N ′, t0}, ãäå N ′ ⊆ N è S − pj > z äëÿ
âñåõ j ∈ N ′. Â ñëó÷àå (6.4) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π∗(I ′)
òàêîå, ÷òî òðåáîâàíèå k = arg max

j∈N ′
{dj : pj = max

i∈N ′
pi} îáñëóæèâàåòñÿ íà

ïîñëåäíåé ïîçèöèè ïðè ðàñïèñàíèè π∗, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ (j → k)π∗ äëÿ âñåõ
j ∈ N ′ \ {k}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
π∗, ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå k îáñëóæèâàåòñÿ íå íà ïîñëåäíåé ïîçèöèè, ò.å.
π∗ = (π1, k, π2, i, j), ãäå j 6= k è ìíîæåñòâî {π2, i} ìîæåò áûòü ïóñòûì.

Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå π′ = (π1, j, π2, i, k). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ðàñïèñàíèè
π′ âûïîëíÿåòñÿ ëèáî F (π′) = F (π∗), ÷òî îçíà÷àåò îïòèìàëüíîñòü ðàñïèñàíèÿ
π′, ëèáî F (π′) < F (π∗), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè ðàñïèñàíèÿ π∗. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè òðåáîâàíèå
k îáñëóæèâàåòñÿ íà ïîñëåäíåé ïîçèöèè.

Çàìåòèì, ÷òî pk + dk = max
q∈N ′
{pq + dq}. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî pq ∈ Z+

è | dα − dβ |≤ 1 äëÿ ëþáûõ òðåáîâàíèé α, β ∈ N ′.
Åñëè pk = pj, òîãäà dk ≥ dj è
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(a) F (π′)− F (π∗) = 0, åñëè Ck(π) ≥ dj;

(b) F (π′)− F (π∗) ≤ dj − dk ≤ 0, åñëè Ck(π) < dj.

Åñëè pk > pj, òî ðàññìîòðèì äâà ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó
ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé öåëî÷èñëåíû, òî pk ≥ pj + 1.

a) Ïóñòü {π2, i} = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå π∗ = (π1, k, j) è π′ = (π1, j, k), ò.å.
òðåáîâàíèå k îáñëóæèâàåòñÿ ïðè ðàñïèñàíèè π∗ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä
òðåáîâàíèåì j. Òàê êàê S − pq > z äëÿ âñåõ q ∈ N ′, òî âûïîëíÿåòñÿ

Ck(π
∗) = S − pj > z + 1 è Cj(π

′) = S − pk ≥ z + 1.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ dq ≤ z + 1 äëÿ âñåõ q ∈ N ′, ïîëó÷àåì, ÷òî
òðåáîâàíèÿ k è j çàïàçäûâàþò ïðè îáîèõ ðàñïèñàíèÿõ π∗ è π′, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ F (π′)− F (π∗) = pj − pk < 0.

b) Ïóñòü {π2, i} 6= ∅, ò.å. ïðè ðàñïèñàíèè π∗ ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå i,
÷òî (k → i→ j)π∗. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ:

Tk(π
∗) = max{0, Ck(π∗)− dk}, Tk(π

′) = S − pk,
Ti(π

∗) = S − pj − di, Ti(π
′) = S − pk − di

Tj(π
∗) = S − dj, Tj(π

′) = max{0, Ck(π∗)− pk + pj − dj},

à òàêæå

F (π′)− F (π∗) ≤ Tk(π
′) + Ti(π

′) + Tj(π
′)− (Tk(π

∗) + Ti(π
∗) + Tj(π

∗)).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:

b.1) Ïóñòü Ck(π∗) ≤ dk. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ Cj(π′) ≤ dj è

F (π′)− F (π∗) ≤ (pj + dj)− (pk + dk) < 0.

b.2) Ïóñòü Ck(π
∗) > dk è Cj(π

′) ≤ dj. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ
F (π′) − F (π∗) ≤ (dj − Ck(π

∗)) − (pk − pj). Òàê êàê Ck(π) > dk,
òî âûïîëíÿåòñÿ dj − Cj(π∗) < dj − dk ≤ 1. Òàê êàê pk − pj ≥ 1, òî
F (π′)− F (π∗) ≤ 0.

b.3) Ïóñòü Ck(π∗) > dk è Cj(π′) > dj. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ

F (π′)− F (π∗) ≤ 2(pj − pk) < 0.

Òàêèì îáðàçîì, F (π′) ≤ F (π∗). Òðåáîâàíèå k îáñëóæèâàåòñÿ íà ïîñëåäíåé
ïîçèöèè ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π′.
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Ëåììà 6.4 Ïóñòü äàí ïðèìåð I ′ = {N ′, t0} òàêîé, ÷òî N ′ ⊆ N è ìíî-
æåñòâî N̄ = {i ∈ N ′ : S − pi ≤ z} íå ïóñòî. Â ñëó÷àå (6.4) ñóùåñòâóåò
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π∗(I ′), ïðè êîòîðîì íà ïîñëåäíåé ïîçèöèè
îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå k òàêîå, ÷òî S − pk ≤ z + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
π∗, ïðè êîòîðîì íà ïîñëåäíåì ìåñòå îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå j òàêîå, ÷òî
S− pj > z+ 1. Òî åñòü π∗ = (π1, q, π2, i, j), ãäå q åñòü íåêîòîðîå òðåáîâàíèå èç
ìíîæåñòâà N̄ , è ìíîæåñòâî {π2, i} ìîæåò áûòü ïóñòûì. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå
π′ = (π1, j, π2, i, q).

Ïîêàæåì, ÷òî F (π′) ≤ F (π∗), ÷òî îçíà÷àåò îïòèìàëüíîñòü ðàñïèñàíèÿ
π′. Ïðè ýòîì, äëÿ òðåáîâàíèÿ q âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå S − pq ≤ z + 1.

Ïîñêîëüêó j 6∈ N̄ è S− pq ≤ z, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî pq > pj + 1.
Òàê êàê ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé öåëî÷èñëåíû, òî pq ≥
pj + 2.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

a) ïóñòü {π2, i} = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå π∗ = (π1, q, j) è π′ = (π1, j, q). Òî åñòü
òðåáîâàíèå q îáñëóæèâàåòñÿ ïðè ðàñïèñàíèè π∗ íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä
òðåáîâàíèåì k. Òîãäà

Tq(π
∗) = S − pj − dq, Tq(π

′) = S − dq,
Tj(π

∗) = S − dj, Tj(π
′) = max{0, S − pq − dj}.

Òàê êàê pq ≥ pj + 2, òî âûïîëíÿåòñÿ

F (π′)− F (π∗) = max{0, S − pq − dj} − S + pj + dj < 0;

b) ïóñòü {π2, i} 6= ∅, ò.å. ïðè ðàñïèñàíèè π∗ ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèå i òàêîå,
÷òî (q → i→ j)π∗. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ:

Tq(π
∗) = max{Cq(π∗)− dq, 0}, Tq(π

′) = S − dq,
Tj(π

∗) = S − dj, Tj(π
′) = 0,

Ti(π
∗) = S − pj − di, Ti(π

′) = max{S − pq − di, 0}.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:

b.1) ïóñòü Tq(π∗) = 0 è Ti(π′) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

F (π′)− F (π∗) ≤ pj + dj − S + di − dq.

Òàê êàê di − dq ≤ 1, S − pj > z + 1 è pj ∈ Z+, òî âûïîëíÿåòñÿ

S − pj ≥ z + 2 ≥ dj + 1 è pj + dj − S ≤ −1.

Ñëåäîâàòåëüíî F (π′)− F (π∗) ≤ 0;
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b.2) ïóñòü Tq(π∗) > 0 è Ti(π′) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

F (π′)− F (π∗) ≤ pj + dj − S + di − Cq(π∗).

Òàê êàê Cq(π∗) > dq, òî di − Cq(π∗) ≤ di − dq ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, F (π′)− F (π∗) ≤ 0;

b.3) ïóñòü Tq(π∗) = 0 è Ti(π′) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå

F (π′)− F (π∗) ≤ (pj + dj)− (pq + dq).

Òàê êàê pj − pq ≤ −2 è dj − dq ≤ 1, òî F (π′)− F (π∗) < 0;

b.4) ïóñòü Tq(π∗) > 0 è Ti(π′) > 0. Â ýòîì ñëó÷àå

F (π′)− F (π∗) ≤ (pj + dj)− (Cq(π
∗) + dq) ≤ (pj + dj)− (pq + dq) ≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàñïèñàíèå π′ òàêæå îïòèìàëüíî è íà ïî-
ñëåäíåé ïîçèöèè ïðè ðàñïèñàíèè π′ îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå q òàêîå, ÷òî
S − pq ≤ z + 1.

Ëåììà 6.5 Ïóñòü äàí ïðèìåð I ′ = {N ′, t0}, ãäå N ′ ⊆ N è S ≤ z. Â ñëó-
÷àå (6.4) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π∗(I ′), ïðè êîòîðîì
òðåáîâàíèå k = arg max

j∈N ′
{dj} îáñëóæèâàåòñÿ íà ïîñëåäíåé ïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó S ≤ z è pj ∈ Z+, òî ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè
π ∈ Π(I ′) çàïàçäûâàåò íå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïè-
ñàíèå, ïðè êîòîðîì íà ïîñëåäíåé ïîçèöèè îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå ñ ìàê-
ñèìàëüíûì äèðåêòèâíûì ñðîêîì ñðåäè òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′, ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì.

Ïðèâåä¼ì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå (6.4). Ïðè îïèñàíèè àë-
ãîðèòìà πedd îáîçíà÷àåò ðàñïèñàíèå, ñîñòàâëåííîå èç òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà
N ′, îáñëóæèâàåìûõ â EDD ïîðÿäêå. Àëãîðèòì C-1 ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ îñ-
íîâíûõ øàãîâ. Êàæäûé èç øàãîâ àëãîðèòìà îðãàíèçîâàí â ñîîòâåòñòâèè ñ
ëåììàìè 6.3 � 6.5. Ïåðâîíà÷àëüíî ïîëàãàåì N ′ = N è π∗ = ∅. Íà ïåðâîì
øàãå (ñòðîêè 2�5) ñðåäè òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′ âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå
ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ (åñëè òàêèõ òðåáîâàíèé íåñêîëüêî, òî
âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì) è ïîìåùàåòñÿ ïåðåä óæå
óïîðÿäî÷åííûìè ïðè ðàñïèñàíèè π∗ òðåáîâàíèÿìè ìíîæåñòâà N \N ′. Øàã 1
(ñòðîêè 2�5) âûïîëíÿåòñÿ äî òåõ ïîð ïîêà ìíîæåñòâî {j ∈ N ′ : S − pj ≤ z}
ïóñòî. Íà âòîðîì øàãå (ñòðîêè 6�8) ïðîâåðÿåòñÿ òðèâèàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, êî-
ãäà |N ′| ≤ 1. Íà òðåòüåì øàãå (ñòðîêè 9�13) ñòðîÿòñÿ ðàñïèñàíèÿ πij äëÿ
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âñåõ j ∈ N ′ òàêèõ, ÷òî S − pj ≤ z + 1, è äëÿ âñåõ i ∈ N ′ \ {j}. Íà ÷åòâåðòîì
øàãå (ñòðîêà 14) ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì ñíà÷àëà îá-
ñëóæèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ íàèëó÷øåãî èç ðàñïèñàíèé πij, à çàòåì òðåáîâàíèÿ
ðàñïèñàíèÿ, ïîñòðîåííîãî íà øàãå 1.

Òåîðåìà 6.3 Àëãîðèòì C-1 ñòðîèò ðàñïèñàíèå çà O(n2) îïåðàöèé. Â ñëó-
÷àå (6.4), êîãäà èñõîäíûå äàííûå óäîâëåòâîðÿþò (6.4), ïîñòðîåííîå ðàñïè-
ñàíèå áóäåò îïòèìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïòèìàëüíîñòü ðàñïèñàíèÿ π∗, ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìîì
C-1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïåðâûé øàã àëãîðèòìà îðãàíèçîâàí â ñîîòâåòñòâèè
ñ ëåììîé 6.3 è íà òðåòüåì øàãå ðàñïèñàíèÿ πij ñòðîÿòñÿ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
ïàð òðåáîâàíèé i, j. Ïðè ýòîì, òðåáîâàíèå j âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ëåììîé 6.4. Òàê êàê âåëè÷èíû pi è pj öåëî÷èñëåíû è S − pj ≤ z + 1, òî
S − pi − pj ≤ z, è òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N ′ \ {i, j} ìîãóò áûòü îáñëóæåíû â
EDD ïîðÿäêå ñîãëàñíî ëåììå 6.5.

Àëãîðèòì 6.4 C-1

1: S := t0 +
n∑
j=1

pj, N ′ := N , π∗ := ∅, πedd := (1, 2, . . . , n);

2: while {j ∈ N ′ : S − pj ≤ z} = ∅ and N ′ 6= ∅ do
3: π∗ := (k, π∗), ãäå k := arg max

j∈N ′
{dj : pj = max

i∈N ′
pi};

4: S := S − pk, N ′ := N ′ \ {k}, πedd := πedd \ {k};
5: end while
6: if N ′ = {j} then
7: π∗ := (j, π∗), stop;
8: end if
9: for all j ∈ N ′ òàêèõ, ÷òî S − pj ≤ z + 1 do
10: for all i ∈ N ′ \ {j} do
11: πij := (πedd \ {i, j}, i, j);
12: end for
13: end for
14: π∗ := (π, π∗), ãäå π := arg min

i,j
F (πij).

Âû÷èñëèì òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà. Øàã 1 àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ çà
O(n log n) îïåðàöèé. Íà øàãå 3 íà îñíîâå ðàñïèñàíèÿ πedd ñòðîèòñÿ íå áîëåå,
÷åì n2 ðàñïèñàíèé, èç êîòîðûõ íà øàãå 4 âûáèðàåòñÿ íàèëó÷øåå. Ïîñêîëüêó
â êàæäîì ðàñïèñàíèè πij çàïàçäûâàåò íå áîëåå, ÷åì òðè ïîñëåäíèõ ïî ïîðÿä-
êó òðåáîâàíèÿ, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû F (πij) òðåáóåòñÿ O(1) îïåðàöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî øàã 4 âûïîëíÿåòñÿ çà O(n2) îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì, òðó-
äî¼ìêîñòü àëãîðèòìà C-1 ñîñòàâëÿåò O(n2) îïåðàöèé.
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Ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ, âûñêàçàííîãî â ðàçäåëå 5.1 îòíîñèòåëüíî ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà ïðèìåðîâ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
àëãîðèòì C-1 íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå â ñëó÷àå, åñëè â óñëîâèÿõ (6.4)
âòîðîå íåðàâåíñòâî çàìåíèòü íà dn − d1 ≤ ÍÎÄ (p1, . . . , pn).

6.3.4 Àëãîðèòì B-n

Ðàññìîòðèì äðóãîé �ïðåäåëüíûé ñëó÷àé� èññëåäóåìîé çàäà÷è. Ïóñòü ïàðà-
ìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

dj − dj−1 > pj, j = 2, 3, . . . , n. (6.5)

Ïîñêîëüêó pj > 0, òî âûïîëíÿåòñÿ d1 < d2 < . . . < dn. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåðû
â ñëó÷àå (6.1) ïðè k = n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6.5).

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå (6.5) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗,
ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ íà ïåðâîé ïîçèöèè èç ìíîæåñòâà
L (ñì. ðàçäåë 5.2). Íà îñíîâå ýòîãî ñâîéñòâà ïðèâåä¼ì àëãîðèòì ðåøåíèÿ
ïðèìåðîâ â ñëó÷àå (6.5) ñ òðóäî¼ìêîñòüþ O(n2) îïåðàöèé.

Ëåììà 6.6 Äëÿ ïðèìåðîâ I â ñëó÷àå (6.5) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñ-
ïèñàíèå π∗ ∈ Π∗(I), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ íà ïåðâîé
ïîçèöèè èç ìíîæåñòâà L(I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L(I) = {l1, l2, . . . , lm}, ãäå l1 < l2 < . . . < lm. Ðàñ-
ñìîòðèì äâå ñîñåäíèå ïîçèöèè li è li+1 èç ìíîæåñòâà L(I), i = 1, . . . ,m − 1.
Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü α = li è β = li+1, à òàêæå,

Sα = t0 +
α∑
j=1

pj è Sβ = t0 +
β∑
j=1

pj. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà L(I),

âûïîëíÿåòñÿ j∗ ≤ α < β. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òðåáîâàíèÿ j∗ âûïîëíÿåòñÿ
pj∗ > pj äëÿ âñåõ j ∈ {j∗ + 1, . . . , n}.

Ïóñòü πα = (π1, j
∗, π2) è πβ = (π′1, j

∗, π′2) áóäóò ðàñïèñàíèÿìè ñ íàè-
ìåíüøèì çíà÷åíèåì ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ òðåáîâàíèå j∗

îáñëóæèâàåòñÿ íà ïîçèöèÿõ α è β, ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

• π1 ∈ Π∗({1, . . . , α} \ {j∗}, t0), π2 ∈ Π∗({α + 1, . . . , n}, Sα),

• π′1 ∈ Π∗({1, . . . , β} \ {j∗}, t0), π′2 ∈ Π∗({β + 1, . . . , n}, Sβ).

Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1, äëÿ ïîçèöèé α è β âûïîëíÿåòñÿ

• Sα ≤ dα+1 è dj + pj ≤ Sα äëÿ âñåõ j ∈ {j∗ + 1, . . . , α};
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• Sβ ≤ dβ+1 è dj + pj ≤ Sβ äëÿ âñåõ j ∈ {j∗ + 1, . . . , β},

äîîïðåäåëèâ dn+1 := +∞.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé dj∗ ≥ Sα. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âûïîëíÿåòñÿ

Sα ≤ dj∗ < dα+1 è dβ + pβ ≤ Sβ.

Òàêèì îáðàçîì, dβ − dj∗ < Sβ − Sα. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî óñëîâèÿì
(6.5), âûïîëíÿåòñÿ

dβ − dj∗ ≥ pα+1 + pα+2 + . . .+ pβ = Sβ − Sα.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî |L(I)| = 1, ò.å. ìíîæåñòâî L ñîäåðæèò òîëüêî
îäèí ýëåìåíò, è ëåììà â ñëó÷àå dj∗ ≥ Sα âåðíà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé dj∗ < Sα. Ïîêàæåì, ÷òî ðàñïèñàíèå π′1 èìååò âèä
π′1 = (π1, α + 1, α + 2, . . . , β). Ñîãëàñíî âûáîðó α è j∗, âûïîëíÿåòñÿ

Cα+1(π
′
1) = Sα − pj∗ + pα+1 < Sα ≤ dα+1.

Ñëåäîâàòåëüíî òðåáîâàíèå α+ 1 íå çàïàçäûâàåò ïðè ðàñïèñàíèè π′1, òî åñòü
Tα+1(π

′
1) = 0. Èç óñëîâèé (6.5) ñëåäóåò Tj(π

′
1) = 0 äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé

j ∈ {α + 1, . . . , β}. Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà {α + 1, . . . , β}
íå çàïàçäûâàþò ïðè ðàñïèñàíèè π′1 è ìîãóò áûòü îáñëóæåíû ïðè ðàñïèñàíèè
π′1 â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå π′ = (π1, j

∗, π̄′, π′2), ãäå

π̄′ = (α + 2, α + 3, . . . , β, α + 1).

Ïîñêîëüêó ðàñïèñàíèå πα ÿâëÿåòñÿ ðàñïèñàíèåì ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öå-
ëåâîé ôóíêöèè ñðåäè ðàñïèñàíèé, ïðè êîòîðûõ òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ
íà ïîçèöèè α, òî âûïîëíÿåòñÿ F (πα) ≤ F (π′). Çàìåòèì, ÷òî ìîìåíò íà÷àëà
îáñëóæèâàíèÿ ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ π̄′ ïðè ðàñïèñàíèè π′ ðàâåí Sα. Ïîêà-
æåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî F (π′) < F (πβ). Êàê áûëî ïîêàçàíî, äëÿ
âñåõ òðåáîâàíèé j ∈ {α + 1, . . . , β} âûïîëíÿåòñÿ Tj(πβ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

F (π′)− F (πβ) = ∆ + F (π̄′, Sα),

ãäå ∆ = Tj∗(π
′)− Tj∗(πβ).

Òàê êàê dj∗ < Sα, òî òðåáîâàíèå j∗ çàïàçäûâàåò ïðè îáîèõ ðàñïèñàíè-

ÿõ π′ è πβ. Òàêèì îáðàçîì, ∆ = −
β∑

j=α+1

pj = Sα − Sβ. Âû÷èñëèì âåëè÷èíó

F (π̄′, Sα). Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (6.5) è Sα < dα+1, âûïîëíÿåòñÿ Tj(π̄′, Sα) = 0
äëÿ âñåõ j ∈ {α + 2, . . . , β}. Ïîñêîëüêó dα+1 + pα+1 ≤ Sβ, òî âûïîëíÿåòñÿ
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Tα+1(π̄
′, Sα) = Sβ − dα+1. Òàêèì, îáðàçîì, F (π̄′, Sα) = Sβ − dα+1. Ñëåäîâà-

òåëüíî,
F (π′)− F (πβ) = Sα − Sβ + Sβ − dα+1 < 0.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî F (πα) ≤ F (π′) < F (πβ). Òàê êàê α è β ÿâëÿþòñÿ
ïðîèçâîëüíûìè ñîñåäíèìè ïîçèöèÿìè äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗, òî âûïîëíÿåòñÿ

F (πl1) < F (πl2) < . . . < F (πlm),

ãäå πli ÿâëÿåòñÿ ðàñïèñàíèåì ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè ñðå-
äè âñåõ ðàñïèñàíèé, ïðè êîòîðûõ òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ íà ïîçèöèè li,
i = 1, 2, . . . ,m.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå (6.5) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗,
ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå j∗ îáñëóæèâàåòñÿ íà ïåðâîé ïîçèöèè ìíîæåñòâà L(I).

Ïðèâåä¼ì àëãîðèòì B-n ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ â ñëó÷àå (6.5).

Äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà A íà ñëó÷àé ïåðåáîðà
òîëüêî ïåðâîé ïîçèöèè èç ìíîæåñòâà L(I).

Àëãîðèòì 6.5 Ïðîöåäóðà SequenceB-n(I)

1: Sl := t0 +
l∑

j=1

pj, l = 1, 2, . . . , n; l∗ := arg min{l ∈ L(I)};

2: N ′ := {1, . . . , l∗} \ {j∗}, t′ := t0, I ′ = {N ′, t′};
3: N ′′ := {l∗ + 1, . . . , n}, t′′ := Sl∗ , I ′′ = {N ′′, t′′};
4: π∗ := (SequenceB-n (I ′), j∗, SequenceB-n (I ′′)); RETURN π∗.

Àëãîðèòì 6.6 B-n(I)

1: π∗ := SequenceB-n(I).

Òåîðåìà 6.4 Àëãîðèòì B-n ñòðîèò ðàñïèñàíèå çà O(n2) îïåðàöèé. Êîãäà
ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò (6.5), òî ïîñòðîåííîå ðàñïèñàíèå
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó êàæäûé ïîäïðèìåð {N ′, t′}, N ′ ⊆ N , t′ ≥ t0,
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (6.5), òî îïòèìàëüíîñòü ðàñïèñàíèÿ π∗, ïîñòðîåííîãî
àëãîðèòìîì B-n, â ñëó÷àå (6.5) ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1 è ëåììû 6.6.

Êàæäûé âûçîâ ïðîöåäóðû SequenceB-n ôèêñèðóåò ïîçèöèþ îäíîãî
òðåáîâàíèÿ â ðàñïèñàíèè π∗ è âûïîëíÿåòñÿ çà O(n) îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî
àëãîðèòì B-n âûïîëíÿåòñÿ çà O(n2) îïåðàöèé. Òàêèì îáðàçîì âåñü êëàññ
çàäà÷ (6.1) íàìè ðàññìîòðåí è ïîñòðîåíû àëãîðèòìû, òðóäîåìêîñòü êîòîðûõ
íå ïðåâûøàåò O(n2

∑
pj) îïåðàöèé.
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Ãëàâà 7

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ è ïðèëîæåíèÿ

àëãîðèòìà B-1

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà àëãîðèòìà B-1, èçó÷åíèå êîòîðûõ
íàïðàâëåíî íà îáíàðóæåíèå íîâûõ ðàçðåøèìûõ äàííûì àëãîðèòìîì ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ çàäà÷è, à òàêæå íà ñîêðàùåíèå òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà.

Â ðàçäåëå 7.1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñïèñàíèÿ, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì
B-1, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà I ñóùåñòâóåò îïòè-
ìàëüíîå ðàñïèñàíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì B-1, òî àëãîðèòì B-1 íàõîäèò
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ äàííîãî ïðèìåðà I. Â ýòîì ðàçäåëå òàêæå ïðèâî-
äèòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé ñ ïîìîùüþ äîêàçàííîãî ñâîéñòâà
óñòàíîâëåíî, ÷òî àëãîðèòì B-1 ðåøàåò ïðèìåðû äàííîãî ñëó÷àÿ.

Â ðàçäåëå 7.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè NP -ïîëíûå çàäà÷è ðàçáèåíèÿ:
ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, ×�ÒÍÎ-ÍÅ×�ÒÍÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ è ×�ÒÍÎ-ÍÅ×�ÒÍÎÅ
ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ñõåìû ïî-
ëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ ïðèìåðîâ çàäà÷ î ðàçáèåíèè ê êàíîíè÷åñêèì ïðè-
ìåðàì çàäà÷è 1 | |

∑
Tj è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííûõ êàíîíè÷åñêèõ

ïðèìåðîâ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì B-1
(ò.å. ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì B-1 ðåøàåò äàííûå çàäà÷è î ðàçáèåíèè).
Äàëåå, ó÷èòûâàÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè êàíîíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ ïðåäëàãàåò-
ñÿ àëãîðèòì B-1-êàíîíè÷åñêèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà
B-1. Â ðàçäåëå 7.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì B-1-ìîäèôèöèðîâàííûé, êîòî-
ðûé íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ òåõ æå ïðèìåðîâ, ÷òî è àëãîðèòì
B-1, ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé F ∗k (t), k = 1, . . . , n, t ∈ R.
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7.1 Ñâîéñòâî B-1

Îïðåäåëåíèå 7.1 Ðàñïèñàíèå π íàçîâåì ðàñïèñàíèåì, îáëàäàþùèì ñâîé-
ñòâîì B-1, åñëè äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé k ∈ {1, 2, . . . , n− 1} ïðè ðàñïèñàíèè π
âûïîëíÿåòñÿ:

(a) ëèáî (k → j)π äëÿ âñåõ j ∈ {k + 1, . . . , n};

(b) ëèáî (j → k)π äëÿ âñåõ j ∈ {k + 1, . . . , n}.

Ðàñïèñàíèå π íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì B-1, åñëè ñóùåñòâóåò òðîéêà òðå-
áîâàíèé i, j, k, òàêèõ, ÷òî k < min{i, j} è ïðè ðàñïèñàíèè π âûïîëíÿåòñÿ
(i→ k → j)π.

Ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïèñàíèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì B-1 äëÿ ïðèìåðà
I, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ΠB−1(I).

Ïóñòü Π∗B−1(I) = ΠB−1(I)
⋂

Π∗(I). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Π∗B−1(I)
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì
B-1.

Äëÿ ðàñïèñàíèÿ π è òðåáîâàíèÿ k ∈ {π} îïðåäåëèì âåëè÷èíû χk(π)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) χk(π) = 0, åñëè k = n èëè ñóùåñòâóåò òàêîå òðåáîâàíèå j > k, ÷òî
(j → k)π;

(b) χk(π) = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ ðàñïèñàíèÿ π ∈ ΠB−1(I) è òðåáîâàíèÿ k ∈ N âûïîëíÿåòñÿ: χk(π) =
0 â ñëó÷àå, åñëè k = n èëè òðåáîâàíèå k îáñëóæèâàåòñÿ ïðè ðàñïèñàíèè
π ïîñëå âñåõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà {k + 1, . . . , n}; è χk(π) = 1 â ñëó÷àå,
åñëè òðåáîâàíèå k îáñëóæèâàåòñÿ ïåðåä âñåìè òðåáîâàíèÿìè ìíîæåñòâà {k+
1, . . . , n}.

Òåîðåìà 7.1 Àëãîðèòì B-1 íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ íåêîòî-
ðîãî ïðèìåðà I çàäà÷è 1 | |

∑
Tj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî

Π∗B−1(I) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëåäóåò èç ñõåìû ïîñòðîåíèÿ ðàñ-
ïèñàíèé π∗k(t), k ∈ N , t ∈ [t0, dn] àëãîðèòìîì B-1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïî-
ñòðîåíèè ðàñïèñàíèÿ àëãîðèòì B-1 íà êàæäîì øàãå ïåðåáèðàåò äâå âîçìîæ-
íûå ïîçèöèè äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ k ∈ N : äî âñåõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà
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{k + 1, . . . , n} è ïîñëå ýòèõ òðåáîâàíèé. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ïîñòðîåííîå
àëãîðèòìîì B-1 ðàñïèñàíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì B-1, â òîì ÷èñëå è îïòèìàëü-
íîå.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π′ ðàñïèñàíèå, ïîñòðî-
åííîå àëãîðèòìîì B-1. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè Π∗B−1(I) 6= ∅, òî π′ ∈ Π∗B−1(I).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü Π∗B−1(I) 6= ∅, íî π′ 6∈ Π∗B−1(I), ò.å.
òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N óïîðÿäî÷åíû ïðè ðàñïèñàíèè π′ íåîïòèìàëüíûì
îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ ðàñïèñàíèé
Π0,Π1, . . . ,Πn. Ïóñòü Π0 = Π∗B−1(I) è

Πj = Πj−1

⋂
{π : π ∈ Π∗(I) è χj(π) = χj(π

′)}, j = 1, . . . , n.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N âûïîëíÿåòñÿ Πj 6= ∅, òî âñå òðå-
áîâàíèÿ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , j} óïîðÿäî÷åíû ïðè ðàñïèñàíèè π′ òàêèì æå
îáðàçîì, ÷òî è ïðè íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè, îáëàäàþùèì ñâîé-
ñòâîì B-1 (ò.å. ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ñî ñâîéñòâîì
B-1, ïðè êîòîðîì êàæäîå òðåáîâàíèå i èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , j} ëèáî ïðåä-
øåñòâóåò, ëèáî ñëåäóåò çà âñåìè òðåáîâàíèÿìè ñ á�îëüøèìè íîìåðàìè òàê æå,
êàê è ïðè ðàñïèñàíèè π′). Åñëè Πj = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ N , òîãäà äëÿ
âñåõ i ∈ {j+ 1, . . . , n} âûïîëíÿåòñÿ Πi = ∅. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðåäïîëîæåíèè
π′ 6∈ Π∗B−1(I) âûïîëíÿåòñÿ Πn = ∅.

Ïóñòü j0 = min{j ∈ N : Πj = ∅}. Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ,
òàêîå òðåáîâàíèå j0 ñóùåñòâóåò. Ïîñòðîèì ïðèìåð ñ ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé

N ′ = {j0+1, . . . , n} è ìîìåíòîì íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ t′0 = t0+
j0∑
j=1

χj(π
′)pj. Èç

π′ 6∈ Π∗B−1(I) ñëåäóåò, ÷òî òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N ′ îáñëóæåíû ïðè ðàñïèñà-
íèè π′ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′0 íåîïòèìàëüíûì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî N ′ ⊂ N ,
ò.å. |N ′| < |N |.

Ïîâòîðèì âûøåóêàçàííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïðèìåðà {N ′, t′0} è â ñèëó
íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ π′ 6∈ Π∗B−1(I) íàéä¼ì ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N ′′ è
ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ t′′0 òàêèå, ÷òî òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N

′′ îáñëó-
æåíû ïðè ðàñïèñàíèè π′ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′′0 íåîïòèìàëüíûì îáðàçîì. Ïðè
ýòîì, N ′′ ⊂ N ′ è òàê äàëåå.

Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà
âðåìåíè òðåáîâàíèå n óïîðÿäî÷åíî íåîïòèìàëüíûì îáðàçîì. Ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò òîìó, ÷òî ïðèìåð ñ ìíîæåñòâîì èç îäíîãî òðåáîâàíèÿ ñ ëþáîãî ìîìåíòà
âðåìåíè èìååò åäèíñòâåííîå ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì.
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Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî π′ ∈ Π∗B−1(I), ò.å. àëãîðèò-
ìîì B-1 ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 7.1. Ïóñòü ïàðàìåòðû òðå-
áîâàíèé íåêîòîðîãî ïðèìåðà I óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn;
dn − d1 ≤ min

j∈N
pj;

pk ≤ pj äëÿ âñåõ j > k, ëèáî pk ≥ pj äëÿ âñåõ j > k, k ∈ N.
(7.1)

Òðåòüå îãðàíè÷åíèå ñèñòåìû (7.1) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëó-
æèâàíèÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ k ∈ N ëèáî îäíîâðåìåííî íå áîëüøå, ëèáî îä-
íîâðåìåííî íå ìåíüøå ïðîäîëæèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé
j ∈ {k + 1, . . . , n}.

Â ñëó÷àå (7.1), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ k âûïîëíÿåòñÿ pk ≤
pj äëÿ âñåõ j > k, òî ñîãëàñíî óñëîâèÿì Ýììîíñà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå π∗, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ (k → j)π∗ äëÿ âñåõ j > k. Åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ k âûïîëíÿåòñÿ pk ≥ pj äëÿ âñåõ j > k, òî ñîãëàñíî
ëåììå 6.1 ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ
ëèáî (k → j)π∗ äëÿ âñåõ j > k, ëèáî (j → k)π∗ äëÿ âñåõ j > k.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå (7.1) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, îá-
ëàäàþùåå ñâîéñòâîì B-1. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1 àëãîðèòì B-1 íàõîäèò
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå â ñëó÷àå (7.1), õîòÿ ïðèìåð ìîæåò è íå óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèÿì (6.1).

7.2 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ

7.2.1 Ïîñòàíîâêà è ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü
çàäà÷ ðàçáèåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà òðåõ NP -ïîëíûõ (â îáû÷íîì ñìûñ-
ëå) çàäà÷ ðàçáèåíèÿ ( ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, ×�ÒÍÎ�ÍÅ×�ÒÍÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ,
×�ÒÍÎ�ÍÅ×�ÒÍÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ), è ïðèâîäÿò-
ñÿ ñõåìû ïîëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ ýòèõ çàäà÷ äðóã ê äðóãó è ê çàäà÷å
1 | |

∑
Tj.

Çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ: çàäàíî ìíîæåñòâî èç n̄ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
E = {e1, e2, . . . , en̄}. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæå-
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ñòâà E íà äâà ïîäìíîæåñòâà E1 è E2 òàêîå, ÷òî
∑
ei∈E1

ei =
∑
ei∈E2

ei, E = E1

⋃
E2,

E1

⋂
E2 = ∅.

Çàäà÷à ×�ÒÍÎ�ÍÅ×�ÒÍÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ (×ÍÐ): çàäàíî óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî èç 2n̄ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë B = {b1, b2, . . . , b2n̄}, bi > bi+1,
1 ≤ i < 2n̄. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà B
íà äâà ïîäìíîæåñòâà B1 è B2, òàêîå ÷òî

∑
bi∈B1

bi =
∑
bi∈B2

bi, è äëÿ êàæäîãî

i = 1, 2, . . . , n̄ ïîäìíîæåñòâî B1 (ñëåäîâàòåëüíî è B2) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
îäèí ýëåìåíò èç ïàðû {b2i−1, b2i}, B = B1

⋃
B2, B1

⋂
B2 = ∅.

Çàäà÷à ×�ÒÍÎ�ÍÅ×�ÒÍÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ
(Î×ÍÐ): çàäàíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èç 2n̄ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷è-
ñåë A = {a1, a2, . . . , a2n̄}, ai > ai+1, 1 ≤ i < 2n̄, òàêîå ÷òî a2j > a2j+1 + δ äëÿ
âñåõ 1 ≤ j < n è ai > n̄(4n̄ + 1)δ + 5n̄(a1 − a2n̄) äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ 2n̄, ãäå

δ = 1
2

n̄∑
i=1

(a2i−1 − a2i). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå ìíî-

æåñòâà A íà äâà ïîäìíîæåñòâà A1 è A2 òàêîå, ÷òî
∑
ai∈A1

ai =
∑
ai∈A2

ai, è äëÿ

êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n̄ ïîäìíîæåñòâî A1 (ñëåäîâàòåëüíî è A2) ñîäåðæèò â
òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò èç ïàðû {a2i−1, a2i}, A = A1

⋃
A2, A1

⋂
A2 = ∅.

Çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå, èçâå-
ñòåí ïñåâäîïîëèíîìèíàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è òðóäî¼ìêî-
ñòüþ O(n̄

∑
ei) îïåðàöèé [7].

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à ×ÍÐ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå,
ïðèâåä¼ì ñõåìó ïîëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ ïðèìåðîâ çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ
ê ïðèìåðàì çàäà÷è ×ÍÐ. Ïóñòü E = {e1, e2, . . . , en̄} � ïðîèçâîëüíûé ïðè-
ìåð çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, ïîñòðîèì ïðèìåð çàäà÷è ×ÍÐ B = {b1, b2, . . . , b2n̄}
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì b2n̄ = 1, b2n̄−1 = en̄ + 1, à òàêæå{

b2i = b2i+1 + 1,
b2i−1 = b2i + ei,

i = n̄− 1, n̄− 2, . . . , 1.

Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

b2i−1 − b2i = ei, i = 1, . . . , n̄. (7.2)

Ïóñòü E1 è E2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðèìåðà çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ïî-
ëîæèì B1 = {b2i−1 : ei ∈ E1}

⋃
{b2i : ei ∈ E2} è B2 = {b2i−1 : ei ∈ E2}

⋃
{b2i :

ei ∈ E1}. Ïðè ýòîì, ïîäìíîæåñòâî B1 (ñëåäîâàòåëüíî è B2) ñîäåðæèò â òî÷-
íîñòè îäèí ýëåìåíò èç êàæäîé ïàðû {b2i−1, b2i}, i = 1, . . . , n̄. Èç ðàâåíñòâ∑
ei∈E1

ei =
∑
ei∈E2

ei è (7.2) ñëåäóåò
∑
bi∈B1

bi =
∑
bi∈B2

bi, ò.å. ðàçáèåíèå B1 è B2 ÿâëÿ-

åòñÿ ðåøåíèåì ïîñòðîåííîãî ïðèìåðà çàäà÷è ×ÍÐ.
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È íàîáîðîò, åñëè B1 è B2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðèìåðà çàäà÷è ×ÍÐ, òî
ïîëîæèì E1 = {ei : b2i−1 ∈ B1} è E2 = {ei : b2i−1 ∈ B2}. Ïðè ýòîì, èç ðà-
âåíñòâ

∑
bi∈B1

bi =
∑
bi∈B2

bi è (7.2) ñëåäóåò
∑
ei∈E1

ei =
∑
ei∈E2

ei, ò.å. ðàçáèåíèå E1 è E2

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî ïðèìåðà çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ. Ñëåäîâàòåëüíî,
çàäà÷à ×ÍÐ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå.

Ëåììà 7.1 [114] Çàäà÷à Î×ÍÐ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.1 îñíîâûâàåòñÿ íà ïîëèíîìè-
àëüíîé ñõåìå ñâåäåíèÿ ïðèìåðîâ çàäà÷è ×ÍÐ ê çàäà÷å Î×ÍÐ. Ïóñòü B =
{b1, b2, . . . , b2n} �ïðèìåð çàäà÷è ×ÍÐ. Ïîñòðîèì ïðèìåð çàäà÷è Î×ÍÐ A =
{a1, a2, . . . , a2n} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

aj = bj + (9n̄2 + 3n̄− i+ 1)∆ + 5n̄(b1 − b2n̄), j = 1, 2, . . . , 2n̄,

ãäå ∆ = 1
2

n̄∑
i=1

(b2i−1 − b2i). Òàê êàê a2i−1 − a2i = b2i−1 − b2i, 1 ≤ i ≤ 2n̄, òî

âûïîëíÿåòñÿ ∆ = δ.

Ïóñòü B1 è B2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðèìåðà çàäà÷è ×ÍÐ, ò.å. âûïîë-
íÿåòñÿ

∑
bi∈B1

bi =
∑
bi∈B2

bi è ïîäìíîæåñòâî B1 ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ýëå-

ìåíò èõ êàæäîé ïàðû {b2i−1, b2i}, 1 ≤ i ≤ 2n̄. Ïóñòü A1 = {ai : bi ∈ B1}
è A2 = {ai : bi ∈ B2}. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ

∑
ai∈a1

ai =
∑
ai∈A2

ai è ïîäìíî-

æåñòâî A1 ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí ýëåìåíò èõ êàæäîé ïàðû {a2i−1, a2i},
1 ≤ i ≤ 2n̄. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçáèåíèå A1, A2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðèìåðà
çàäà÷è Î×ÍÐ. È íàîáîðîò, åñëè A1, A2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðèìåðà çàäà÷è
Î×ÍÐ, òî ïîëîæèì B1 = {bi : ai ∈ A1} è B2 = {bi : ai ∈ A2}. Ïðè ýòîì
âûïîëíÿåòñÿ

∑
bi∈B1

bi =
∑
bi∈B2

bi, è ïîäìíîæåñòâî B1 ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí

ýëåìåíò èç êàæäîé ïàðû {b2i−1, b2i}, 1 ≤ i ≤ 2n̄. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçáèåíèå
B1, B2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðèìåðà çàäà÷è ×ÍÐ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåð A
èìååò ðåøåíèå �Äà� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðèìåð B èìååò ðåøåíèå
�Äà�.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a2i−1 ≤ a2i + δ äëÿ êàæ-
äîãî 1 ≤ i ≤ n̄, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ ïðèìåðà çàäà÷è Î×ÍÐ íå
ñóùåñòâóåò.

Ïîñòðîèì ïðèìåð çàäà÷è 1||
∑
Tj ñ ìíîæåñòâîì èç n = 3n̄ + 1 òðå-

áîâàíèé N = {V1, V2, . . . , V2n̄}
⋃
{W1,W2, . . . ,Wn̄+1} è ìîìåíòîì íà÷àëà îá-

ñëóæèâàíèÿ t0 = 0. Ïåðâûå 2n̄ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N áóäåì íàçûâàòü
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V -òðåáîâàíèÿìè, à îñòàëüíûå n̄ + 1 òðåáîâàíèÿ � W -òðåáîâàíèÿìè. Ïóñòü
b = (4n̄+ 1)δ. Çàäàäèì ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pVi=ai, 1 ≤ i ≤ 2n̄;

pWi
=b, 1 ≤ i ≤ n̄+ 1;

dVi=

{
(j − 1)b+ δ + (a2 + a4 + . . .+ a2j), åñëè i = 2j − 1,
dV2j−1

+ 2(n̄− j + 1)(a2j−1 − a2j), åñëè i = 2j;

dWi
=

{
ib+ (a2 + a4 + . . .+ a2i), 1 ≤ i ≤ n̄,
dWn̄

+ δ + b, i = n̄+ 1.

Çàìåòèì, ÷òî W -òðåáîâàíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü, è
êàæäîå èç V -òðåáîâàíèé ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà A.

Ïóñòü ìíîæåñòâà {V1,1, V2,1, . . . , Vn̄,1} è {V1,2, V2,2, . . . , Vn̄,2} ÿâëÿþòñÿ ðàç-
áèåíèåì ìíîæåñòâà V -òðåáîâàíèé òàê, ÷òî {Vi,1, Vi,2} = {V2i−1, V2i} äëÿ êàæ-
äîãî 1 ≤ i ≤ n. Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêîå ðàñïèñàíèå êàê ðàñïèñàíèå âèäà

π = (V1,1,W1, V2,1,W2, . . . ,Wn̄−1, Vn̄,1,Wn̄,Wn̄+1, Vn̄,2, Vn̄−1,2, . . . , V1,2). (7.3)

Ïðèìåðû çàäà÷è 1||
∑
Tj, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ ïðèìåðû çàäà÷è ×ÍÐ, áóäåì

íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèìè ïðèìåðàìè.

Ëåììà 7.2 [114] Äëÿ âñåõ êàíîíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ çàäà÷è 1||
∑
Tj ñóùåñòâó-

åò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

Ïóñòü Ā = 1
2

2n̄∑
i=1

ai, C = (n̄+ 1)b+ 2Ā è

ω0 = Ā+ n̄C − n̄(n̄− 1)b/2− n̄δ −
∑n̄

i=1(n̄− i+ 1)(a2i−1 + a2i).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 7.3 [114] Åñëè π êàíîíè÷åñêîå ðàñïèñàíèå, òî F (π) ≥ ω0. Ïðè ýòîì,

F (π) = ω0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
n̄∑
i=1

pVi,1 =
n̄∑
i=1

pVi,2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåð çàäà÷è ×ÍÐ èìååò ðåøåíèå �Äà� òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îïòèìàëüíîå êàíîíè÷åñêîå ðàñïèñàíèå π∗ ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî êàíîíè÷åñêîãî ïðèìåðà çàäà÷è 1||

∑
Tj áóäåò èìåòü ñóììàðíîå çàïàçäû-

âàíèå ðàâíîå âåëè÷èíå ω0. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïèñàíèå π∗ áóäåò îäíîçíà÷-
íî çàäàâàòü òðåáóåìîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà B íà äâà ïîäìíîæåñòâà B1 =
{V1,1, V2,1, . . . , Vn̄,1} è B2 = {V1,2, V2,2, . . . , Vn̄,2}. Åñëè ïðèìåð çàäà÷è ×ÍÐ íå
èìååò ðåøåíèÿ, òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ F (π∗) > ω0.
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7.2.2 Àëãîðèòì B-1-êàíîíè÷åñêèé

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 7.2.1 äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ çàäà÷è
1 | |

∑
Tj (ò.å. ïðèìåðîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïîëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ

ïðèìåðîâ çàäà÷è ×�ÒÍÎ�ÍÅ×�ÒÍÎÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈß-
ÌÈ) ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå ðàñïèñàíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Êàíîíè÷åñêîå ðàñïèñàíèå èìååò âèä (7.3). Ó÷èòûâàÿ íóìåðàöèþ òðåáîâàíèé
êàíîíè÷åñêîãî ïðèìåðà:

V1 < V2 < . . . < V2n̄ < W1 < W2 < . . . < Wn̄+1,

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ëþáîå, â òîì ÷èñëå è îïòèìàëüíîå, êàíîíè÷åñêîå ðàñ-
ïèñàíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì B-1, ò.å. äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðèìåðà I âû-
ïîëíÿåòñÿ Π∗B−1(I) 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 7.1 àëãîðèòì B-1
íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ çàäà÷
ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, îïðåäåëåííûõ â ðàçäåëå 7.2.1.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé òðîéêè òðåáîâàíèé V2i−1, V2i,Wi, i = 1, . . . , n̄,
ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðèìåðà ñóùåñòâóþò òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè èõ âçà-
èìíîãî îáñëóæèâàíèÿ ïðè ëþáîì êàíîíè÷åñêîì ðàñïèñàíèè π, à èìåííî ëèáî
(V2i−1 → Wi → V2i)π, ëèáî (V2i → Wi → V2i−1)π. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò
ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì B-1 äëÿ ðåøåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðèìåðîâ.

Øàãè 1 è 3�8 àëãîðèòìà B-1-êàíîíè÷åñêèé âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîé

öåëî÷èñëåííîé òî÷êè t ∈
[
k−1∑
i=1

a2i + (k − 1)b,
k−1∑
i=1

a2i + (k − 1)b+ 2δ

]
, ãäå, íà-

ïîìíèì, δ = 1
2

n̄∑
i=1

(a2i−1 − a2i).

Òåîðåìà 7.2 Àëãîðèòì B-1-êàíîíè÷åñêèé íàõîäèò îïòèìàëüíîå êàíîíè-
÷åñêîå ðàñïèñàíèå (è ñëåäîâàòåëüíî íàõîäèò ðåøåíèå çàäà÷ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ,
×ÍÐ è Î×ÍÐ) çà O(n̄δ) îïåðàöèé.
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Àëãîðèòì 7.1 Àëãîðèòì B-1-êàíîíè÷åñêèé

1: π∗n̄(t) := (Wn̄+1), Fn̄(t) := max{0, pWn̄+1 − t};
2: for all k = n̄− 1, n̄− 2, . . . , 1 do
3: π1 := (V2k−1,Wk, π

∗
k+1(t− a2k−1 − b),W2k);

4: π2 := (V2k,Wk, π
∗
k+1(t− a2k − pWk

), V2k+1);
5: F (π1) := max{0, a2k−1 − dV2k−1

(t)}+ max{0, a2k−1 + b− dWk
(t)}+

Fk+1(t− a2k−1 − b) + max{0,
n∑
j=k

(a2j−1 + a2j + b)− dV2k
(t)};

6: F (π2) := max{0, a2k − dV2k
(t)}+ max{0, a2k + b− dWk

(t)}+
Fk+1(t− a2k − b) + max{0,

n∑
j=k

(a2j−1 + a2j + b)− dV2k−1
(t)};

7: F ∗k (t) := min{F (π1), F (π2)};
8: π∗k(t) := arg min{F (π1), F (π2)};
9: end for
10: RETURN ðàñïèñàíèå π∗1(dWn̄+1) è åãî çíà÷åíèå ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ F1(dWn̄+1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, àëãîðèòì B-1 íàõîäèò îïòè-
ìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðèìåðà. Àëãîðèòì B-1-êàíî-
íè÷åñêèé ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé äàííîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èñ-
êëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ çàâåäîìî íåîïòèìàëüíûå âàðèàíòû îáñëóæèâàíèÿ
òðîåê òðåáîâàíèé V2i−1, V2i,Wi, i = 1, . . . , n̄, ïîýòîìó àëãîðèòì B-1-êàíîíè-
÷åñêèé íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðèìåðà
(è ñëåäîâàòåëüíî, íàõîäèò ðåøåíèå çàäà÷ ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, ×ÍÐ è Î×ÍÐ).

Îöåíèì òðóäî¼ìêîñòü ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ π∗1(dWn̄+1
) ðàññìàòðèâàå-

ìûì àëãîðèòìîì. Äëÿ êàæäîãî k, k = n̄ − 1, n̄ − 2, . . . , 1, äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî òå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè t, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îòðåçêó[
k−1∑
i=1

a2i + (k − 1)b,
k−1∑
i=1

a2i + (k − 1)b+ 2δ

]
, ïîñêîëüêó äëÿ òî÷åê t âíå äàííî-

ãî îòðåçêà ðàñïèñàíèå π∗k(t) íå áóäåò êàíîíè÷åñêèì. Äëèíà äàííîãî îòðåçêà
ðàâíà 2δ, äëÿ ôèêñèðîâàííûõ t è k øàã àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ çà O(1) îïå-
ðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà B-1-êàíîíè÷åñêèé ñîñòàâëÿåò
O(n̄δ) îïåðàöèé.

Îòìåòèì ñëåäóþùèé ìîìåíò. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðèìåð çàäà÷è
ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ E = {e1, . . . , en̄}. Ïðèìåíèì ê äàííîìó ïðèìåðó ñõåìû ïîëèíî-
ìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå 7.2.1 è ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì
êîíêðåòíûå ïðèìåðû çàäà÷ ×ÍÐ (B), Î×ÍÐ (A) è êàíîíè÷åñêèé ïðèìåð çà-
äà÷è 1 | |

∑
Tj. Äëÿ ïîñòðîåííûõ ïðèìåðîâ âûïîëíÿåòñÿ

δ =
1

2

n̄∑
i=1

(a2i−1 − a2i) =
1

2

n̄∑
i=1

(b2i−1 − b2i) =
1

2

n̄∑
i=1

ei.
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Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì B-1-êàíîíè÷åñêèé íàõîäèò ðåøåíèå ëþáîãî ïðèìå-
ðà çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ çà O(n

∑
ei) îïåðàöèé, ÷òî íå õóæå òðóäî¼ìêîñòè

íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî
àëãîðèòìà Ãýðè è Äæîíñîíà [7].

7.3 Àëãîðèòì B-1-ìîäèôèöèðîâàííûé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(t), îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) f(t) � íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííî-íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;

(ii) f(t) � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, T1,T2, . . . ,Tm+1 � èíòåðâàëû ëèíåé-
íîñòè ôóíêöèè;

(iii) ñóùåñòâóåò òî÷êà t′ ∈ R òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ t ≥ t′ âûïîëÿåòñÿ f(t) = 0,
äëÿ âñåõ t < t′ çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíî f(t) > 0 è íà èíòåðâàëå
(−∞, t′] ôóíêöèÿ f(t) ìîíîòîííî óáûâàåò;

(iv) f(t− ε)− f(t) ≤ nε äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé t ∈ R è ε > 0.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (iv) îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíò íàêëîíà ðàññìàòðèâà-
åìîé ôóíêöèè f(t) â ëþáîé òî÷êå t ∈ Ti, i = 1, . . . ,m + 1, ïî ìîäóëþ íå
ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ n.

Ïóñòü T1 = (−∞; t1], Ti = (ti−1; ti], i = 2, . . . ,m, è Tm+1 = (tm; +∞).
Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî óñëîâèþ (iii), f(t) = 0 äëÿ âñåõ t ∈ Tm+1. ×åðåç ki îáî-
çíà÷èì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà íàêëîíà ôóíêöèè f(t) â òî÷êàõ
t ∈ Ti, i = 1, . . . ,m + 1. Ïðè ýòîì km+1 = 0. Âèä ôóíêöèè f(t) ïîêàçàí íà
ðèñ. 7.1. Ôóíêöèÿ f(t) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(t) =


0, äëÿ t ∈ Tm+1,

ki(ti − t) +
m∑

j=i+1

kj(tj − tj−1), äëÿ t ∈ Ti, i = 1, . . . ,m. (7.4)

Äëÿ òîãî ÷òîáû óêàçàòü ïðèíàäëåæíîñòü ïàðàìåòðîâ m, ki, ti,Ti ôóíêöèè f
áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü mf , kfi , t

f
i ,T

f
i . Äàëåå, ÷åðåç KT f áóäåì îáîçíà÷àòü

óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïàð 〈kfi , t
f
i 〉, i = 1, . . . ,mf , è èñïîëüçîâàòü çàïèñü

KT f = {〈kfi , t
f
i 〉}i=1,...,mf . Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ tf1 < tf2 < . . . < tf

mf .

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(t), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (i)�(iv), ñó-
ùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî KT f òàêîå, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ

309



Ðèñ. 7.1: Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(t).

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (7.4). È íàîáîðîò, ëþáîå ìíîæåñòâî
KT h = {〈kfi , t

f
i 〉}i=1,...,mf çàäàåò íåêîòîðóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f(t),

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (i)�(iv). Òàêèì îáðàçîì, êàæäóþ òàêóþ ôóíê-
öèþ f(t) áóäåì ïðåäñòàâëÿòü íåêîòîðûì ïîäõîäÿùèì ìíîæåñòâîì KT f .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä äâóìÿ ôóíêöèÿìè f(t) è g(t)
âèäà (i)�(iv).

Îïåðàöèÿ ñäâèãà ôóíêöèè, ò.å. ïîñòðîåíèå òàêîé ôóíêöèè h(t), ÷òî h(t) =
f(t+ a), ãäå a � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Àëãîðèòì 7.2 Îïåðàöèÿ ñäâèãà ôóíêöèè
1: Øàã 1. KT h := KT f , mh := mf ;
2: Øàã 2. Äëÿ âñåõ ïàð 〈khi , thi 〉 èç ìíîæåñòâà KT h âûïîëíèòü thi := thi + a.

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ôóíêöèé , ò.å. ïîñòðîåíèå òàêîé ôóíêöèè h(t),
÷òî h(t) = f(t) + g(t).

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ìèíèìóìà èç äâóõ ôóíêöèé , ò.å. ïî-
ñòðîåíèå òàêîé ôóíêöèè h(t), ÷òî h(t) = min{f(t), g(t)}. Êàæäîìó èíòåðâàëó
ëèíåéíîñòè Thi , i = 1, . . . ,mh, ôóíêöèè h(t) (ò.å. êàæäîé ïàðå 〈khi , thi 〉 ∈ KT h)
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåëè÷èíó σhi òàêóþ, ÷òî σ

h
i = 0, åñëè äëÿ âñåõ t ∈ Thi

h(t) = f(t), è σhi = 1, åñëè äëÿ âñåõ t ∈ Thi âûïîëíÿåòñÿ h(t) 6= f(t). Ïðè
ýòîì, ñèòóàöèþ, êîãäà äëÿ îäíèõ t ∈ Thi âûïîëíÿåòñÿ h(t) = f(t) è äëÿ äðó-
ãèõ t ∈ Thi âûïîëíÿåòñÿ h(t) 6= f(t) áóäåì èñêëþ÷àòü, ò.å. ðàçáèâàòü êàæäûé
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Àëãîðèòì 7.3 Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ôóíêöèé
1: Øàã 1. KT h := KT f , mh := mf ;
2: Øàã 2. Äëÿ êàæäîé ïàðû 〈kgi , t

g
i 〉 ∈ KT g, i = 1, . . . ,mg, âûïîëíèòü:

2.1 if tgi > thj for all j = 1, . . . ,mh, then

· äîáàâèòü â ìíîæåñòâî KT h ïàðó 〈kgi , t
g
i 〉;

2.2 else

· íàéòè ïàðó 〈k′, t′〉 ∈ KT h òàêóþ, ÷òî t′ = min
j=1,...,mh

{thj : thj ≥ tgi };

· if t′ 6= tgi , then äîáàâèòü â ìíîæåñòâî KT h ïàðó 〈k′, tgi 〉;

2.3 äëÿ âñåõ ïàð 〈khj , thj 〉 èç ìíîæåñòâà KT h òàêèõ, ÷òî thj ≤ tgi , âûïîëíèòü k
h
j :=

khj + kgi ;

3: Øàã 3. Óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà KT h â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåëè÷èí thi .

èíòåðâàë ëèíåéíîñòè íà ïîäèíòåðâàëû äî òåõ ïîð, ïîêà äàííîå óñëîâèå íå
âûïîëíèòñÿ. Òàêæå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî σhmh+1 = σhmh.

Ïîñêîëüêó èíòåðâàëû ëèíåéíîñòè êàæäîé èç ôóíêöèé f(t) è g(t) çàäà-
þò ðàçáèåíèå ÷èñëîâîé îñè, òî ïîñòðîåííûå èíòåðâàëû òàêæå áóäóò ðàçáèå-
íèåì ÷èñëîâîé îñè, ò.å.

⋃
i,j

Tij = R è Tij
⋂
Ti′j′ = ∅ äëÿ îäíîâðåìåííî i 6= i′ è

j 6= j′. Â ïóíêòå 2.1 àëãîðèòìà 7.4 ïðîâåðÿåòñÿ ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ f(t) = g(t) íà èíòåðâàëå Tij. Èíûìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êó
tij, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

kfi (tfi − t) +
mf∑

l=i+1

kfl (tfl − t
f
l−1) = kgj (t

g
j − t) +

mg∑
l=j+1

kgl (t
g
l − t

g
l−1)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé t, ò.å.

tij =

mf∑
l=i+1

kfl (tfl − t
f
l−1)−

mg∑
l=j+1

kgl (t
g
l − t

g
l−1) + kfi t

f
i − k

g
j t
g
j

kfi − k
g
j

.
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Àëãîðèòì 7.4 Íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ìèíèìóìà èç äâóõ ôóíêöèé

1: Øàã 1. Íàõîäèì èíòåðâàëû Tij := Tfi
⋂
Tgj äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . ,mf è j = 1, . . . ,mg.

2: Øàã 2. Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà Tij 6= ∅ i = 1, . . . ,mf , j = 1, . . . ,mg âûïîëíèòü:

2.1 îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(t) = g(t) íà èíòåðâàëå Tij.

2.2 if tij ∈ Tij, then:

· if kfi < kgj , then äîáàâèì â ìíîæåñòâî KT h ïàðó 〈kfi , tij〉 è ñîïîñòàâèì ýòîé
ïàðå âåëè÷èíó σh = 0; else äîáàâèì ïàðó 〈kgj , tij〉 è ñîïîñòàâèì ýòîé ïàðå
âåëè÷èíó σh = 1.

3: Øàã 3. if tmf < tmg (or tmf = tmg and kmf < kmg), then

· äîáàâèì â ìíîæåñòâî KT h ïàðó 〈kfmf , t
f
mf
〉 è ñîïîñòàâèì åé âåëè÷èíó σh = 0;

else

· äîáàâèì â ìíîæåñòâî KT h ïàðó 〈kgmg , t
g
mg〉 è ñîïîñòàâèì åé âåëè÷èíó σh = 1.

4: Øàã 4. Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî KT h ïî âîçðàñòàíèþ âåëè÷èí thi .
5: Øàã 5. Ïóñòü KT h̄ := KT h. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ 〈kh̄i , th̄i 〉 è 〈kh̄i+1, t

h̄
i+1〉,

i = 1, . . . ,mh̄ − 1 ìíîæåñòâà KT h̄ âûïîëíèòü:

5.1 if σh̄i+1 = 0, then

· äîáàâèòü â ìíîæåñòâî KT h âñå ïàðû 〈kfj , t
f
j 〉 ∈ KT f , äëÿ êîòîðûõ th̄i < tfj <

th̄i+1 è ñîïîñòàâèòü èì âåëè÷èíó σh = 0;

else

· äîáàâèòü â ìíîæåñòâî KT h âñå ïàðû 〈kgj , t
g
j〉 ∈ KT g, äëÿ êîòîðûõ th̄i < tgj <

th̄i+1 è ñîïîñòàâèòü èì âåëè÷èíó σh = 1;

5.2 if σh̄1 = 0, then

· äîáàâèòü â ìíîæåñòâî KT h âñå ïàðû 〈kfj , t
f
j 〉 ∈ KT f , äëÿ êîòîðûõ tfj < th̄1 è

ñîïîñòàâèòü èì âåëè÷èíó σh = 0;

else

· äîáàâèòü â ìíîæåñòâî KT h âñå ïàðû 〈kgj , t
g
j〉 ∈ KT g, äëÿ êîòîðûõ tgj < th̄1 è

ñîïîñòàâèòü èì âåëè÷èíó σh = 1;

6: Øàã 6. Óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà KT h â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âåëè÷èí thi .

Â ñëó÷àå, åñëè kfi − k
g
j = 0 (ò.å. ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è g(t) íà èíòåð-

âàëå Tij ñîâïàäàþò èëè ïàðàëëåëüíû) ñ÷èòàåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ íå
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ñóùåñòâóåò (ïîëàãàåì, íàïðèìåð, ÷òî tij = +∞).

Íà øàãå 4 ïðîèñõîäèò óïîðÿäî÷èâàíèå ìíîæåñòâà KT h ïî âîçðàñòàíèþ
âåëè÷èí thi . Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
KT h âûïîëíÿåòñÿ σhi 6= σhi+1, i = 1, . . . ,mh. Ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè
ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè h(t), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ âûøåóêàçàííûõ
îïåðàöèé, òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (i)�(iv). Òðóäî¼ìêîñòü ïðèìåíåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàöèé ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì çàâèñèò îò âåëè÷èíû
m = max{mf ,mg} (ìîæíî ïðèâåñòè àëãîðèòìè÷åñêèå ðåàëèçàöèè äàííûõ
îïåðàöèé, òðóäî¼ìêîñòü êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò O(m2) îïåðàöèé).

×åðåç F π
k (t), k = 1, . . . , n, t ∈ R, áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàñïèñàíèè π ∈ Π(Ik(t)) äëÿ ïðèìåðà Ik(t) =
= 〈{pj, dj(t)}j∈Nk, 0〉, ãäå Nk = {k, . . . , n} (ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
{π} = Nk). Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè êðèòåðèÿ ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ F π

k (t)
ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé.

Ïóñòü π = (jk, jk+1, . . . , jn). Îïðåäåëèì òî÷êè τi, i = k, . . . , n, êàê ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Cji(π) = dji(t), ò.å. τi = Cji(π)− dji + dn + t0. Òàêèì îáðàçîì,
òî÷êà τi, i = k, . . . , n, îïðåäåëÿåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè, ÷òî äëÿ t < τi (t ≥ τi)
òðåáîâàíèå ji çàïàçäûâàåò (íå çàïàçäûâàåò) ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàñïèñàíèè
π äëÿ ïðèìåðà Ik(t).

Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâî {τk, . . . , τn} ïî íåâîçðàñòàíèþ âåëè÷èí è ïîëó-
÷èì ìíîæåñòâî {τ ′k, . . . , τ ′n}, τ ′k ≥ τ ′k+1 ≥ . . . ≥ τ ′n. Äëÿ t ≥ τ ′n ïðè ðàñïèñàíèè
π íå çàïàçäûâàåò íè îäíî òðåáîâàíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, F π

k (t) = 0. Äëÿ t < τ ′k
ïðè ðàñïèñàíèè π çàïàçäûâàþò âñå òðåáîâàíèÿ è F π

k (t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé ñ êîýôôèöèåíòîì íàêëîíà (òàíãåíñ óãëà íàêëîíà) ðàâíûì ïî ìî-
äóëþ n−k+1. Äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ òî÷åê τ ′i−1 è τ

′
i , i = k+1, . . . , n, âûïîëíÿåòñÿ:

íà èíòåðâàëå (τ ′i−1; τ
′
i ] ôóíêöèÿ F

π
k (t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñ êîýôôè-

öèåíòîì íàêëîíà ðàâíûì ïî ìîäóëþ êîëè÷åñòâó çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé
ïðè ðàñïèñàíèè π. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F π

k (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(i)�(iv).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé Π ⊆ Π(Ik(t)). Îïðåäå-
ëèì ôóíêöèþ FΠ

k (t) = min
π∈Π

F π
k (t). Äàííàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿÿñü ôóíêöèåé ìèíè-

ìóìà èç ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (i)�(iv), òàêæå óäîâëåòâîðÿåò
ýòèì óñëîâèÿì.

Ðàññìîòðèì øàã àëãîðèòìà B-1 äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî k ∈
{1, . . . , n− 1}. Äëÿ êàæäîé òî÷êè t íà ðàññìàòðèâàåìîì øàãå ïîñòðîåíèå îï-
òèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗k(t) äëÿ ïðèìåðà Ik(t) ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îá-
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ðàçîì. Ñòðîÿòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ðàñïèñàíèÿ π1(t) = (k, π∗k+1(t − pk))
è π2(t) = (π∗k+1(t), k) (ïðè ôîðìàëüíîì îïèñàíèè àëãîðèòìà B-1 â ðàçäåëå
6.3.1 äàííûå ðàñïèñàíèÿ îáîçíà÷àëèñü ïðîñòî π1 è π2) è âûáèðàåòñÿ íàèëó÷-
øåå èç íèõ. Ïóñòü F 1(t) è F 2(t) áóäóò çíà÷åíèÿìè ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ
ïðè äàííûõ ðàñïèñàíèÿõ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ t. Òàê êàê ðàñïèñàíèÿ
π1(t) è π2(t) ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè ðàñïèñàíèÿìè äëÿ ïðèìåðà Ik(t), ïðè êî-
òîðûõ òðåáîâàíèå k îáñëóæèâàåòñÿ íà, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîé è ïîñëåäíåé
ïîçèöèè, òî ôóíêöèè F 1(t) è F 2(t) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ìèíèìóìà äëÿ íåêî-
òîðûõ ïîäìíîæåñòâ ðàñïèñàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå ôóíêöèè, ðàâíî êàê
è ôóíêöèÿ F ∗k (t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (i)�(iv).

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ââåäåííûõ âûøå â äàííîì ïàðàãðàôå ïî-
íÿòèé è îïåðàöèé íàä êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè âèäà (i)�(iv) ïðîöåññ
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè F ∗k (t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè. Ïóñòü
f(t) = F ∗k+1(t), g

1(t) = F 1(t), g2(t) = F 2(t) è F (t) = F ∗k (t). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
äëÿ ôóíêöèè f(t) èçâåñòíî ìíîæåñòâî KT f . Ïîñòðîèì ôóíêöèè f 1(t) è f 2(t)
òàêèå, ÷òî

KT f1 = {〈1, pk − dk + dn + t0〉},

KT f2 = {〈1,
n∑
j=k

pj − dk + dn + t0〉}.

Ñîãëàñíî ñòðîêàì 5 è 6 àëãîðèòìà B-1 ôóíêöèè g1(t) è g2(t) âû÷èñëÿþòñÿ ñ
ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ âûøå îïåðàöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g1(t) = f(t− pk) + f 1(t), g2(t) = f(t) + f 2(t).

Òîãäà F (t) = min{g1(t), g2(t)}.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàöèè íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ìèíèìó-
ìà äëÿ ôóíêöèé g1(t) è g2(t) ìû ñîõðàíÿåì èíôîðìàöèþ î òîì, çíà÷åíèå êà-
êîé èç ýòèõ äâóõ ôóíêöèé ìåíüøå â äàííîé òî÷êå t (ñ ïîìîùüþ ñîïîñòàâëåíèÿ
êàæäîìó èíòåðâàëó TFi , i = 1, . . . ,mF , ëèíåéíîñòè ôóíêöèè F (t) çíà÷åíèÿ
σFi ∈ {0, 1}). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî çàâåðøåíèþ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè F ∗1 (t) ìû
ìîæåì ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïèñàíèå π∗1(t) îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñ
ïîìîùüþ àíàëèçà ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé σF

∗
k

i , i = 1, . . . ,mF ∗k , k = 1, . . . , n− 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðàñïèñàíèÿ π∗1(dn) àëãîðèòìîì B-1 ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè F ∗1 (t) (ò.å. ïîñòðîåíèÿ
ìíîæåñòâà KT F ∗1 ).

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà B-1-ìîäèôèöèðîâàííûé, îñ-
íîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî áûëà èçëîæåíà âûøå.
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Àëãîðèòì 7.5 Àëãîðèòì B-1-ìîäèôèöèðîâàííûé

1: KT F ∗n = {〈1, pn + t0〉};
2: for all k = n− 1, n− 2, . . . , 1 do

3: KT f1 = {〈1, pk − dk + dn + t0〉}, KT f2 = {〈1,
n∑
j=k

pj − dk + dn + t0〉};

4: g1(t) := F ∗k+1(t− pk) + f 1(t), g2(t) := F ∗k+1(t) + f 2(t); F ∗k (t) := min{g1(t), g2(t)};
5: end for
6: ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå π∗1(dn) íà îñíîâå âåëè÷èí σ

F ∗k
i , i = 1, . . . ,mF ∗k , k = 1, . . . , n− 1.

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ
π = π∗1(dn) íà îñíîâå âåëè÷èí σ

F ∗k
i , i = 1, . . . ,mF ∗k , k = 1, . . . , n− 1.

Ïóñòü σ = (σ1, σ2, . . . , σn−1) � ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ σ
F ∗k
i , ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå çíà÷åíèþ ôóíêöèè F ∗1 (t) â òî÷êå t = dn, ò.å.

σ1 := σ
F ∗1
i , ãäå i òàêîâî, ÷òî dn ∈ TF

∗
1

i ;

σ2 := σ
F ∗2
i , ãäå i òàêîâî, ÷òî (dn − σ1p1) ∈ TF

∗
2

i ;
. . .

σk := σ
F ∗k
i , ãäå i òàêîâî, ÷òî (dn −

k−1∑
j=1

σjpj) ∈ T
F ∗k
i ;

. . .

σn−1 := σ
F ∗n−1

i , ãäå i òàêîâî, ÷òî (dn −
n−2∑
j=1

σjpj) ∈ T
F ∗n−1

i .

Ïóñòü π = (j1, j2, . . . , jn). Âû÷èñëèì âåëè÷èíû pos(k), k = 1, . . . , n, êîòîðûå
ðàâíû íîìåðó ïîçèöèè òðåáîâàíèÿ k ïðè ðàñïèñàíèè π, ò.å. jpos(k) := k.

Àëãîðèòì 7.6 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè

1: zn :=
n−1∑
i=1

(1− σi), pos(n) := zn + 1;

2: for k = n− 1, n− 2, . . . , 1 do

3: zk :=
n−1∑
i=1

(1− σi);

4: pos(k) := zk + σk(n− k) + 1
5: end for

Òîãäà òðåáîâàíèå k ∈ N îáñëóæèâàåòñÿ ïðè ðàñïèñàíèè π pos(k)-ûì ïî
ïîðÿäêó.

Îïèñàííàÿ âûøå ñõåìà (àëãîðèòì 7.6) ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ
ôóíêöèé â õîäå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà B-1-ìîäèôèöèðîâàííûé ìîæåò áûòü
ïðèìåíåíà è äëÿ àëãîðèòìà B-1-êàíîíè÷åñêèé. Òðóäî¼ìêîñòü âûïîëíåíèÿ àë-
ãîðèòìà B-1-ìîäèôèöèðîâàííûé ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ìàê-
ñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà min

k=1,...,n
F ∗k èíòåðâàëîâ ëèíåéíîñòè ôóíêöèé F ∗k .
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òðóäî¼ìêîñòü âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà
B-1-ìîäèôèöèðîâàííûé íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè ïðèìåðà â M
ðàç (òî åñòü óìíîæåíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåðà íà íåêîòîðóþ áîëüøóþ
êîíñòàíòó M), ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ ëèíåéíîñòè ôóíêöèé F ∗k ,
k = 1, . . . , n, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Òîãäà êàê
òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà B-1 óâåëè÷èâàåòñÿ â M ðàç ïðè òàêîì ìàñøòàáè-
ðîâàíèè. Òàêæå äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà B-1-ìîäèôèöèðîâàííûé íå òðå-
áóåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà öåëî÷èñëåííîñòü ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëÿåò
ðåøàòü çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ ñ íåöåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè. (Â ñêîáêàõ
çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü è îòðèöàòåëüíûìè . . . )
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Ãëàâà 8

Ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè

Â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [59, 137] ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå NP -òðóäíûå
â îáû÷íîì ñìûñëå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè: ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ è
ÐÀÍÅÖ. Çäåñü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå èõ ôîðìóëèðîâêè.

Çàäà÷à ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ (partition). Çàäàíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èç n
ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë B = {b1, . . . , bn}, b1 ≥ . . . ≥ bn. Òðåáóåòñÿ ðàç-
áèòü ìíîæåñòâî B íà äâà ïîäìíîæåñòâà B1 è B2 òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü
çíà÷åíèå:

|
∑
bi∈B1

bi −
∑
bi∈B2

bi| −→ min . (8.1)

Çàäà÷à îá îäíîìåðíîì ÐÀÍÖÅ (knapsack). Çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:


f(x) =

n∑
i:=1

pixi −→ max

n∑
i:=1

wixi ≤ C,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n.

(8.2)

Êîãäà pi = wi = bi, i = 1, . . . , n, è C = 1
2

n∑
j=1

bj, òî çàäà÷è (8.1) è (8.2)

ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.
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8.1 Ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è

ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ

Â àëãîðèòìå ïîñëåäîâàòåëüíî íà øàãå α = 1, . . . , n ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäó-
þùèå ôóíêöèè:

F 1
α(t) = |

∑
bj∈B1(t−bα)

bj −
∑

bj∈B2(t−bα)

bj|;

F 2
α(t) = |

∑
bj∈B1(t+bα)

bj −
∑

bj∈B2(t+bα)

bj|.

Â ôóíêöèè B1(t) (àíàëîãè÷íî â B2(t)) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé

òî÷êå t èç ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà [−
α∑

j:=1

bj,
α∑

j:=1

bj] íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ B1 (ñîîòâåòñòâåííî, B2). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå α
àëãîðèòìà B1(t)

⋃
B2(t) = {b1, . . . , bα−1} = B1

⋃
B2, ∀t.

8.1.1 Èäåÿ ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà

Ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàåòñÿ "âêëþ÷åíèå" î÷åðåäíîãî ÷èñëà bα, ãäå α =
= 1, . . . , n, â ìíîæåñòâî B1(t) èëè B2(t). Â êàæäîé òî÷êå t "âêëþ÷åíèå" ÷èñ-
ëà bα âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè |

∑
bj∈B1(t)

bj+

+ t −
∑

bj∈B2(t)

bj|, ãäå t = t1 − t2, t1 � âåëè÷èíà, êîòîðàÿ áóäåò äîáàâëåíà ê

B1(t), t2 � ê B2(t). Ïàðàìåòð t õàðàêòåðèçóåò ñóììó ÷èñåë, êîòîðàÿ áóäåò
äîáàâëåíà ê B1(t) íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ. Åñëè t < 0, òî −t ðàâíî ñóììå
÷èñåë, êîòîðàÿ áóäåò äîáàâëåíà ê B2(t) íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ.

Íà î÷åðåäíîì øàãå α èç ôóíêöèè Fα−1(t) = |
∑

bj∈B1(t)

bj −
∑

bj∈B2(t)

bj|, ïî-

ëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì α− 1 øàãå, ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ

Fα(t) := min{Fα−1(t− bα), Fα−1(t+ bα)} = min{F 1
α(t), F 2

α(t)},

ãäå F0(t) := 0,∀t. Åñëè F 1
α(t) < F 2

α(t), òî B1(t) := B1(t − bα)
⋃
{bα}, èíà÷å

B2(t) := B2(t+bα)
⋃
{bα}. Êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ Fα(t) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü (è õðàíèòü) â òàáëè÷íîì âèäå ïî òî÷êàì �èçëîìà� : t0, t1, . . . , tmα
. Íà

ïðîìåæóòêå [ti− ti−ti−1

2 , ti+
ti+1−ti

2 ), i = 1, . . . ,mα−1, êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ Fα(t) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì Fα(t) = |t− ti|, òî åñòü ãðàôèê ôóíêöèè ïåðå-
ñåêàåò îñü t â òî÷êå ti. Êàæäîìó âðåìåíí�îìó èíòåðâàëó [ti− ti−ti−1

2 , ti+
ti+1−ti

2 )
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ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ðàçáèåíèå (B1;B2), òî åñòü B1(t
1) =

= B1(t
2) = B1, ∀t1, t2 ∈ [ti− ti−ti−1

2 , ti+
ti+1−ti

2 ) (àíàëîãè÷íî è äëÿ B2(t)). Ïóñòü
íà ïðåäûäóùåì øàãå α−1 ïîëó÷åíà ôóíêöèÿ Fα−1(t), çàäàííàÿ òàáëè÷íî. Íà
øàãå α ðàññìàòðèâàåì äâå ôóíêöèè Fα−1(t− bα) è Fα−1(t+ bα), çàäàþùèåñÿ
ñîîòâåòñòâåííî äâóìÿ òàáëèöàìè â òî÷êàõ "èçëîìà" :

t0 − bα, . . . , ti − bα, . . . , tmα−1
− bα è

t0 + bα, . . . , ti + bα, . . . , tmα−1
+ bα.

Ñîïîñòàâëÿÿ ãðàôèêè îáåèõ ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåì âðåìåíí�ûå ïðî-
ìåæóòêè [t1, t2], t1, t2 ∈ {t0 − bα, . . . , tmα−1

− bα, t0 + bα, . . . , tmα−1
+ bα}, íà êî-

òîðûõ ôóíêöèÿ Fα−1(t− bα) (è, ñîîòâåòñòâåííî, Fα−1(t+ bα)) çàäàåòñÿ îäíèì
óðàâíåíèåì êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè. Íà äàííîì ïðîìåæóòêå êóñî÷íî -
ëèíåéíûå ôóíêöèè |t − a| è |t − b| ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå
(èëè ñîâïàäàþò).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Fα(t) ìîæåò áûòü çàäàíà òàáëèöåé, ñîñòîÿùåé
èç ìíîæåñòâà òî÷åê {t0 − bα, . . . , tmα−1

− bα, t0 + bα, . . . , tmα−1
+ bα}, êîòîðîå

áóäåò óïîðÿäî÷åíî ïî íåóáûâàíèþ, ÷àñòü òî÷åê ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ. Ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ èíòåðâàëû [t1, t2] ∈ [−
n∑

j:=1

bj,
n∑

j:=1

bj]. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Fα(t)

áóäåò çàäàâàòüñÿ íå áîëåå ÷åì mα = 2mα−1 òî÷êàìè.

Ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå (B1(0), B2(0)), ïîëó÷åííîå íà ïî-
ñëåäíåì øàãå α = n. Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíî Fn(0).

8.1.2 Ñîêðàùåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåðâàëîâ

Òàê êàê íà øàãå n òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè è
íàéòè ðàçáèåíèå ëèøü â òî÷êå t = 0, òî íà øàãå n−1 íàì äîñòàòî÷íî ðàññ÷è-
òàòü çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ t ∈ [−bn, bn]. Àíàëîãè÷íî íà øàãå n − 2 äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü èíòåðâàë [−bn − bn−1, bn + bn−1] è ò.ä.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì øàãå α äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàë

[−
n∑

j:=α+1

bj,
n∑

j:=α+1

bj] âìåñòî èíòåðâàëà [−
n∑

j:=1

bj,
n∑

j:=1

bj].

Ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Fα(t) ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òî÷êè

t ∈ [−
n∑

j:=α+1

bj,
n∑

j:=α+1

bj]. ×òîáû èíòåðâàë ñîêðàùàëñÿ ìàêñèìàëüíî áûñòðî,

íåîáõîäèìî óïîðÿäî÷èòü bj ïî íåâîçðàñòàíèþ. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ôóíêöèÿ
Fα(t), α = 1, . . . , n, ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, òî ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àë-
ãîðèòìà äîñòàòî÷íî õðàíèòü �ïîëîâèíó� òàáëèöû.
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Ðèñ. 8.1: Ôóíêöèÿ F1(t).

8.1.3 Ïðèìåð çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ïðèìåð B = {100, 70, 50, 20}, n = 4. ×èñëà ïðîíóìåðîâàíû
ïî íåâîçðàñòàíèþ.

Øàã 0. F0(t) := 0, B1(t) = ∅, B2(t) = ∅,∀t.
Øàã 1. Ðàçìåùåíèå äëÿ b1 = 100. Ðàññìàòðèâàþòñÿ 2 òî÷êè: 0 + 100

è 0− 100. Ñðàâíåíèå ôóíêöèé ïðîèñõîäèò íà òðåõ èíòåðâàëàõ [−240,−100],
[−100, 100], [100, 240] (èëè, çà ñ÷åò ñîêðàùåíèÿ èíòåðâàëîâ, íà [−140,−100],

[−100, 100], [100, 140]), ãäå 240 =
n∑
j=1

bj.

Íà èíòåðâàëå [−240, 0] èìååì îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå B1(t) = {b1},
B2(t) = ∅, íà èíòåðâàëå [0, 240] îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå B1(t) = ∅,
B2(t) = {b1}. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F1(t) (â ðàñøè-
ðåííîì âèäå) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8.1.

Õðàíèì ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ:

−100 100

(100; ) (; 100)

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äîñòàòî÷íî õðàíèòü òîëüêî �ïîëîâèíó� òàáëèöû.

Øàã 2. Ðàçìåùåíèå äëÿ b2 = 70. Ðàññìàòðèâàþòñÿ 4 òî÷êè: −100−70 =
= −170; −100 + 70 = −30; 100− 70 = 30; 100 + 70 = 170. Âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâîäÿòñÿ íà ïÿòè èíòåðâàëàõ [−240,−170], [−170,−30], [−30, 30], [30, 170],
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Ðèñ. 8.2: Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè F1(t) ê ôóíêöèÿì F 1(t) è F 2(t).

Ðèñ. 8.3: Ôóíêöèÿ F2(t).

[170, 240]. Íî çà ñ÷¼ò ñîêðàùåíèÿ, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî òðè èíòåð-
âàëà: [−70,−30], [−30, 30], [30, 70]. Íà èíòåðâàëå [−70, 0] èìååì îïòèìàëüíîå
ðàçáèåíèå B1(t) = {b1}, B2(t) = {b2}, íà èíòåðâàëå [0, 70] îïòèìàëüíîå ðàç-
áèåíèå B1(t) = {b2}, B2(t) = {b1}. Ôàêòè÷åñêè íå ðàññìàòðèâàåì èíòåðâàëû,
à ñðàçó êîíñòðóèðóåì ôóíêöèþ F2(t), ò.å. âêëþ÷àåì â òàáëèöó òî÷êè −30
è 30 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðàçáèåíèÿ. Òî÷êå −30 ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå
B1(t) = {b1}, B2(t) = {b2}, à òî÷êå 30 � ðàçáèåíèå B1(t) = {b2}, B2(t) = {b1}.
Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè F1(t) ê ôóíêöèÿì F 1(t) è F 2(t) ïðåäñòàâëåíî íà
ðèñ. 8.2.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F2(t) (â ðàñøèðåííîì âèäå)
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.8.3.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî øàãà àëãîðèòìà äîñòàòî÷-
íî ñîõðàíÿòü èíôîðìàöèþ òîëüêî â îäíîé òî÷êå t = 30:
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Ðèñ. 8.4: Ôóíêöèÿ F3(t).

30

(70; 100)

Øàã 3. Ðàçìåùåíèå äëÿ ÷èñëà b3 = 50. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòûðå òî÷êè:
−30−50 = −80; −30+50 = 20; 30+50 = 80; 30−50 = −20. Çà ñ÷¼ò ñîêðàùå-
íèÿ èíòåðâàëà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îäèí èíòåðâàë [−20, 20]. Ðåçóëüòàòû
âû÷èñëåíèé è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F3(t) (â ðàñøèðåííîì âèäå) ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñ. 8.4. Õðàíèì ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ äëÿ îäíîé òî÷êè t = 20:

20

(70, 50; 100)

Íà øàãå 4 ìû ïîëó÷àåì äâà îïòèìàëüíûõ �ñèììåòðè÷íûõ� ðåøåíèÿ
B1(0) = {b1, b4}, B2(0) = {b2, b3} è B1(0) = {b2, b3}, B2(0) = {b1, b4}.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíî ñåìü òî÷åê: 2(−100&100)+ 2(−30&30)+
+ 2(−20&20) + 1(0) = 7, â òî âðåìÿ êàê àëãîðèòìîì äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ [1] (ñ ñîêðàùåíèåì èíòåðâàëîâ) ïðèøëîñü áû ïðîñìîòðåòü
280 + 140 + 40 + 0 = 460 òî÷åê. Àëãîðèòì Balsub ([137], ñòð. 83) ñ òðóäî-
¼ìêîñòüþ O(nbmax) îïåðàöèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì èç òî÷íûõ àëãî-
ðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐÀÇÁÈÅÍÈÅ, íàéäåò ðåøåíèå çà 2 · n2 · bmax = 400
îïåðàöèé.

Òàê êàê ôóíêöèÿ Fα(t) ÷¼òíàÿ, òî äîñòàòî÷íî õðàíèòü ëèøü "ïîëî-
âèíó" òàáëèöû. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè "ìàñøòàáèðîâàíèè
ñ íåáîëüøèì èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ" ïðèìåðà, ò.å. êîãäà b′j = Kbj + εj,
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ãäå |εj| � K, K− íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà,
j = 1, . . . , n, òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà, ïîñòðîåííîãî íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîñòàâèò O(Kn

∑
bj) îïåðàöèé, â òî âðåìÿ êàê ó ãðà-

ôè÷åñêîãî àëãîðèòìà òðóäî¼ìêîñòü íå èçìåíèòñÿ. Äëÿ àëãîðèòìà Balsub ñ
òðóäî¼ìêîñòüþ O(nbmax) îïåðàöèé òàêîå �ìàñøòàáèðîâàíèå� ïðèìåðà òàêæå
ïðèâåä¼ò ê óâåëè÷åíèþ òðóäî¼ìêîñòè â K ðàç. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôè÷åñêèé
àëãîðèòì íàõîäèò ðåøåíèå çà îäíî è òîæå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ âñåõ òî-
÷åê íåêîòîðîãî êîíóñà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè ïðåäñòàâèòü ïàðàìåòðû
ïðèìåðà êàê òî÷êó (b1, . . . , bn) â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè÷¼ì ïàðàìåòðû
ïðèìåðà ìîãóò áûòü êàê îòðèöàòåëüíûìè òàê è íåöåëî÷èñëåííûìè.

8.1.4 Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà

Òåîðåìà 8.1 Ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì íàõîäèò íà øàãå α = n îïòèìàëüíîå
ðàçáèåíèå B1(0) è B2(0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå α = 1, . . . , n â êàæäîé

òî÷êå t ∈ [−
n∑

j:=α+1

bj,
n∑

j:=α+1

bj] àëãîðèòìîì íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå ÷àñòè÷íîå

ðàçáèåíèå B1(t) è B2(t) ïîäìíîæåñòâà ÷èñåë {b1, . . . , bα}.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî ìåòîäó ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

1. Î÷åâèäíî, ÷òî íà øàãå α = 1 â êàæäîé òî÷êå t ∈ [−
n∑

j:=2

bj,
n∑

j:=2

bj] ïîëó-

÷àåì îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå B1(t) è B2(t).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà øàãå α â êàæäîé òî÷êå t ∈ [−
n∑

j:=α+1

bj,
n∑

j:=α+1

bj]

èìååì íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå B1(t) è B2(t).

3. Ïîêàæåì, ÷òî íà øàãå α + 1 â êàæäîé òî÷êå t ∈ [−
n∑

j:=α+2

bj,
n∑

j:=α+2

bj]

àëãîðèòìîì áóäåò ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå ðàçáèåíèå B1(t) è B2(t).

Ïóñòü â òî÷êå t àëãîðèòìîì ðàññìîòðåíî äâà ðàçáèåíèÿ
(B1(t−bα+1); B2(t−bα+1)

⋃
{bα+1}) è (B1(t+bα+1)

⋃
{bα+1}; B2(t+bα+1)).

Â àëãîðèòìå âûáèðàåòñÿ òî ðàçáèåíèå, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû |

∑
bj∈B1

bj + t−
∑
bj∈B2

bj|.

Ïóñòü â òî÷êå t ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå (B1; B2), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

|
∑

bj∈B1(t+bα+1)
⋃
{bα+1}

bj + t−
∑

bj∈B2(t+bα+1)

bj| > |
∑
bj∈B1

bj + t−
∑
bj∈B2

bj|
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è

|
∑

bj∈B1(t−bα+1)

bj + t−
∑

bj∈B2(t−bα+1)
⋃
{bα+1}

bj| > |
∑
bj∈B1

bj + t−
∑
bj∈B2

bj|.

Ïóñòü bα+1 ∈ B1, òîãäà èìååì:

|
∑

bj∈B1(t+bα)

bj + bα+1 + t−
∑

bj∈B2(t+bα)

bj| > |
∑

bj∈B1\{bα+1}

bj + bα+1 + t−
∑
bj∈B2

bj|,

íî òîãäà ïîëó÷åííîå íà øàãå α â òî÷êå t+ bα ðàçáèåíèå (B1(t+ bα);
B2(t+ bα)) íå îïòèìàëüíîå, òàê êàê ðàçáèåíèå (B1\{bα+1};B2) �ëó÷øå�.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîêàçàíî è äëÿ ñëó÷àÿ
bα+1 ∈ B2.

Èç àíàëèçà ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñëåäóåò:

1. Ñóùåñòâóåò êëàññ öåëî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ, íà êîòîðîì êîëè÷åñòâî ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ òî÷åê ðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëüíûì îáðàçîì ñ ðîñòîì n. Íà-
ïðèìåð,
B = {b1, . . . , bn} = {M,M − 1,M − 2, . . . , 1, 1, . . . , 1}. M � äîñòàòî÷-
íî áîëüøîå ÷èñëî, ñóììà åäèíèö â ïðèìåðå ðàâíà M(M + 1)�2, ò.å.
n = M +M(M + 1)�2.

2. Ñóùåñòâóåò êëàññ íåöåëî÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ B = {b1, . . . , bn}, íà êîòî-
ðîì êîëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê òàêæå ðàñò¼ò ýêñïîíåíöèàëüíûì
îáðàçîì. Íàïðèìåð, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî íàáîðà ÷èñåë λi = ±1,
i = 1, . . . , n, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ λ1b1 + . . .+ λnbn = 0, òî êîëè÷åñòâî òî÷åê
â òàêîì ïðèìåðå ðàñòåò O(2n).

8.1.5 Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà

Áûë ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç àëãîðèòìîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â èç-
âåñòíîé ðàáîòå [137], ñ ïðåäëàãàåìûì ãðàôè÷åñêèì àëãîðèòìîì. Ïðîâåäåíû
äâå ãðóïïû ýêñïåðèìåíòîâ:

1. Â ïåðâîé ãðóïïå ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ âñåõ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé, êîãäà
ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì: 40 ≥ b1 ≥ . . . ≥ bn ≥ 1, ïðè
n = 4, 5, . . . , 10. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáëèöå 8.1.

Â ïåðâîì ñòîëáöå � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è (n); âî âòîðîì � îáùåå êîëè÷å-
ñòâî ðåøåííûõ ïðèìåðîâ äëÿ äàííîãî n (÷èñëî ñî÷åòàíèé èç bmax +n−1
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Òàáëèöà 8.1:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 123 410 9 307 328 20 443 640 2 63 684
5 1 086 008 16 444 512 40 564 1000 2 337 077
6 8 145 060 29 542 738 60 687 1440 4 1 140 166
7 53 524 680 48 633 1004 140 811 1960 11 2 799 418
8 314 457 495 76 725 1312 212 933 2560 23 5 348 746
9 1 677 106 640 115 814 1660 376 1053 3240 83 8 488 253
10 8 217 822 536 168 905 2050 500 1172 4000 416 11 426 171

ïî n, ãäå bmax = 40); â òðåòüåì � ñðåäíåå çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè ãðà-
ôè÷åñêîãî àëãîðèòìà; â ÷åòâåðòîì � ñðåäíåå çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè àë-
ãîðèòìà Balsub; â ïÿòîì � ñðåäíåå çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà,
îñíîâàííîãî íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; â øåñòîì �
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà; â ñåäü-
ìîì � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà Balsub; â âîñü-
ìîì � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà
ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; â äåâÿòîì � êîëè÷åñòâî ïðè-
ìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà Balsub ìåíüøå ãðàôè÷å-
ñêîãî àëãîðèòìà; â äåñÿòîì � êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ òðóäî-
¼ìêîñòü àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ìåíüøå àëãîðèòìà Balsub.

2. Âî-âòîðîé ãðóïïå ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ n = 4, 5, . . . , 10 ñòðîèëèñü ïî 20 000
ïðèìåðîâ, êîãäà ïàðàìåòðû ïðèìåðà âûáèðàëèñü ðàâíîìåðíî bi ∈ [1, 200],
i = 1, . . . , n. Çàòåì äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå â
îêðåñòíîñòè r = 100 + n ðåøàëèñü 1000n ïðèìåðîâ {b′1, . . . , b′n} òàêèì
îáðàçîì, ÷òî bi − (100 + n) ≤ b′i ≤ bi + (100 + n), i = 1, . . . , n. Ïðè÷¼ì,
åñëè â îêðåñòíîñòè íàõîäèëñÿ ïðèìåð ñ áîëüøåé òðóäî¼ìêîñòüþ, òî �ïå-
ðåõîäèì â ýòîò ïðèìåð�. Ïðîöåññ îñòàíàâëèâàëñÿ, êîãäà â îêðåñòíîñòè
íå óäàåòñÿ íàéòè �áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû�. Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû (ñì. òàáëèöó 8.2).

Â ïåðâîì ñòîëáöå � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è (n); âî âòîðîì�÷åòâåðòîì ñòîëá-
öàõ � ñðåäíåå çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìîâ: ãðàôè÷åñêîãî, Balsub
è àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â
�íà÷àëüíîé òî÷êå�; â ïÿòîì�ñåäüìîì ñòîëáöàõ � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
àëãîðèòìîâ â �íà÷àëüíîé òî÷êå�; â 8�9-ì � ìàêñèìàëüíîå è ñðåäíåå êîëè-
÷åñòâî �ïåðåõîäîâ îò íà÷àëüíîé ê êîíå÷íîé òî÷êå�; â 10�12-ì � ñðåäíåå
çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè èññëåäóåìûõ àëãîðèòìîâ â �êîíå÷íîé òî÷êå�; â
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Òàáëèöà 8.2:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
4 8 1463 1591 16 2196 3080 4 2 6 1310 1604 20 2207 3200 10504 8970
5 16 2191 2490 40 2797 44675 8 3 17 2482 3102 40 2811 5000 6641 3642
6 29 2700 3586 60 3401 6570 12 4 26 2884 3932 60 3418 7176 3000 3170
7 50 3145 4881 140 4006 8729 15 6 54 3353 6794 136 4029 9800 1101 88
8 87 3600 6362 216 4617 11056 19 8 82 3849 7039 220 4645 12112 333 377
9 149 4050 8059 464 5241 13644 52 21 144 4109 11803 476 5232 16200 86 1
10 245 4499 9930 656 5815 16730 24 10 240 4732 12410 676 5854 18840 18 3

13�15-ì � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òðóäî¼ìêîñòè èññëåäóåìûõ àëãîðèòìîâ
â �êîíå÷íîé òî÷êå�; â 16�17-ì � êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ òðóäî-
¼ìêîñòü àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ìåíüøå òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà Balsub, ñîîòâåòñòâåííî â íà÷àëü-
íûõ è êîíå÷íûõ òî÷êàõ. Âî âñåõ (!) ïðèìåðàõ (�íà÷àëüíûõ� è �êîíå÷íûõ�)
òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà Balsub áûëà áîëüøå, ÷åì ó ãðàôè÷åñêîãî àëãî-
ðèòìà, çà èñêëþ÷åíèåì 38 ïðèìåðîâ äëÿ n = 4 è äâóõ ïðèìåðîâ äëÿ
n = 5 èç 20000 �êîíå÷íûõ� ïðèìåðîâ.

8.2 Ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

îäíîìåðíûé ÐÀÍÅÖ (0− 1 knapsack)

8.2.1 Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äëÿ çàäà÷è ÐÀÍÅÖ

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì äëÿ çàäà÷è ñ÷èòàåòñÿ àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà [1], [59].
Àëãîðèòì "ðàáîòàåò" òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïàðàìåòðû C, wi ∈ Z+,
i = 1, . . . , n. Íà êàæäîì øàãå α = 1, . . . , n ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ

gα(t) = max
xα∈{0,1}

{pαxα + gα−1(t− wαxα)}, t ≥ wαxα,

â êàæäîé òî÷êå 0 ≤ t ≤ A. Äëÿ êàæäîé òî÷êè t ôèêñèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé xα = arg max gα(t). Íà øàãå α = n â òî÷êå t = C íàõîäèì îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà íà ïðèìåðå èç [62], ñòð. 125�129.
f(x) = 5x1 + 7x2 + 6x3 + 3x4 −→ max
2x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 ≤ 9,
xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , 4.

(8.3)

Ðàáîòó àëãîðèòìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òàáëèöû 8.3.
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Òàáëèöà 8.3:

t g1(t) x(t) g2(t) x(t) g3(t) x(t) g4(t) x(t)
0 0 (0½ ,) 0 (0,0½) 0 (0,0,0,) 0 (0,0,0,0)
1 0 (0½ ,) 0 (0,0½) 0 (0,0,0,) 0 (0,0,0,0)
2 5 (1½ ,) 5 (1,0½) 5 (1,0,0,) 5 (1,0,0,0)
3 5 (1½ ,) 7 (0,1½) 7 (0,1,0,) 7 (0,1,0,0)
4 5 (1½ ,) 7 (0,1½) 7 (0,1,0,) 7 (0,1,0,0)
5 5 (1½ ,) 12 (1,1½) 12 (1,1,0,) 12 (1,1,0,0)
6 5 (1½ ,) 12 (1,1½) 12 (1,1,0,) 12 (1,1,0,0)
7 5 (1½ ,) 12 (1,1½) 12 (1,1,0,) 12 (1,1,0,0)
8 5 (1½ ,) 12 (1,1½) 13 (0,1,1,) 13 (0,1,1,0)
9 5 (1½ ,) 12 (1,1½) 13 (0,1,1,) 13 (0,1,1,0)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (0, 1, 1, 0) è ñîîòâåò-
ñòâóþùåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè g4(9) = 13. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà
ðàâíà O(nC) îïåðàöèé, ãäå C � ðàçìåð ðàíöà.

8.2.2 Ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä

Ôóíêöèþ gα(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

t t0 t1 . . . tmα

g f0 f1 . . . fmα

ò.å. ïðè t ∈ [tj, tj+1) èìååì gα(t) = fj, j = 0, 1, . . . ,mα − 1.
Ôóíêöèþ gα+1(t) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôóíêöèè gα(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g1(t) = gα(t), xα+1(t) = 0,

g2(t) = pα+1 + gα(t− wα+1), xα+1(t) = 1, wα+1 ≤ t,

g2(t) = g1(t), xα+1(t) = 0, wα+1 > t,

gα+1(t) = max{g1(t), g2(t)}.

Ãðàôèê g2(t) ñòðîèòñÿ èç ãðàôèêà gα(t) ñìåùåíèåì �íàâåðõ� íà pα+1 è
�âïðàâî� íà wα+1. Ôóíêöèþ g2(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå
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Ðèñ. 8.5: Ôóíêöèÿ g1(t)

t t0 + wα+1 t1 + wα+1 . . . tmα
+ wα+1

g f0 + pα+1 f1 + pα+1 . . . fmα
+ pα+1

Ãðàôèê g1(t) ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ãðàôèê gα(t). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïî-
ñòðîèòü gα+1(t) = max{g1(t), g2(t)}, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü íå áîëåå 2mα

èíòåðâàëîâ, îáðàçîâàííûõ òî÷êàìè èç ìíîæåñòâà {t0, t1, . . . , tmα
, t0 +

+ aα+1, t1 + aα+1, . . . , tmα
+ aα+1}, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [0, C].

Êîëè÷åñòâî òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò C äëÿ wi ∈ Z+, i = 1, . . . , n. Òàêèì îá-
ðàçîì, òðóäî¼ìêîñòü ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ öåëî÷èñëåííîãî ïðèìåðà
íå ïðåâîñõîäèò min{O(nC), O(nfmax)} îïåðàöèé, êàê è äëÿ àëãîðèòìà, îñ-
íîâàííîãî íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íåîáõîäèìî òàêæå
îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòðû çàäà÷è ìîãóò áûòü êàê íåöåëî÷èñëåííûìè, òàê è
îòðèöàòåëüíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèê g2(t) ñòðîèòñÿ èç ãðàôèêà gα(t) ñìå-
ùåíèåì �âíèç� íà |pα+1| (êîãäà pα+1 < 0) è �âëåâî� íà |wα+1| (wα+1 < 0).

Ïîêàæåì íà òîì æå ïðèìåðå (8.3) ðàáîòó ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà.

Øàã 1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ g1(t) ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 8.5. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

t 0 2

g 0 5

x(t) (0, , , ) (1, , , )
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Ðèñ. 8.6: Ôóíêöèè g1(t) è g2(t) (ïóíêòèðîì)

Øàã 2. Íà ðèñ. 8.6 ïðåäñòàâëåíû ôóíêöèè g1(t) è g2(t) (ïóíêòèðîì).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè g2(t) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü èíòåðâàëû, îáðàçî-
âàííûå òî÷êàìè 0, 2, 0 + 3, 2 + 3. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
g2(t) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8.7. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

t 0 2 3 5

g 0 5 7 12

x(t) (0, 0, , ) (1, 0, , ) (0, 1, , ) (1, 1, , )

Øàã 3. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè g3(t) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü èíòåð-
âàëû, îáðàçîâàííûå òî÷êàìè 0, 2, 3, 5, 0 + 5, 2 + 5, 3 + 5. Òî÷êà 5 + 5 > 9 íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ìíîãèå ôðàãìåíòû g2(t) (îáîçíà÷åíî ïóíêòèðîì) "ïîãëî-
ùàþòñÿ" è íå ó÷àñòâóþò â g3(t). Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû òðåòüåãî øàãà àëãîðèò-
ìà áóäåò:

t 0 2 3 5 8

g 0 5 7 12 13

x(t) (0, 0, 0, ) (1, 0, 0, ) (0, 1, 0, ) (1, 1, 0, ) (0,1,1,)

Øàã 4. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ g4(t) ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ.8.8.
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Ðèñ. 8.7: Ôóíêöèÿ g2(t)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè g4(t) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü èíòåðâàëû, îá-
ðàçîâàííûå òî÷êàìè 0, 2, 3, 5, 8, 0 + 7, 2 + 7. Òî÷êè 3 + 7, 5 + 7, 8 + 7 íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü 5 òî÷åê. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì:

t 0 2 3 5 8

g 0 5 7 12 13

x(t) (0, 0, 0, 0) (1, 0, 0, 0) (0, 1, 0, 0) (1, 1, 0, 0) (0,1,1,0)

8.2.3 Ýôôåêòèâíîñòü ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà

Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà áûëî ïðîñìîòðåíî âñåãî 17 òî÷åê: íà ïåð-
âîì øàãå 2 òî÷êè, íà âòîðîì � 3 òî÷êè, íà òðåòüåì � 7 òî÷åê, íà ÷åòâåðòîì
øàãå 5 òî÷åê. Â àëãîðèòìå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèøëîñü áû
ïðîñìîòðåòü 4 ·9 = 36 òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ìû çíà÷è-
òåëüíî ñîêðàùàåì ïñåâäîïîëèíîìèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ òðóäî¼ìêîñòè àë-
ãîðèòìà.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì ðàáîòàåò è â ñëó÷àå, êîãäà
wi /∈ Z, ∀i, C /∈ Z.

Íà øàãå 3 è 4 âèäíî, ÷òî óäâîåíèå êîëè÷åñòâà �õðàíèìûõ� èíòåðâà-
ëîâ íå ïðîèñõîäèò. Ñòîèò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïðèìåðîâ
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Ðèñ. 8.8: Ôóíêöèÿ g4(t)

òðóäî¼ìêîñòü ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà áóäåò ïîëèíîìèàëüíîé.

×òîáû íà øàãå α ïîÿâëÿëîñü êàê ìîæíî ìåíüøå íîâûõ "õðàíèìûõ"
èíòåðâàëîâ íåîáõîäèìî óïîðÿäî÷èòü èñõîäíûå äàííûå â ïîðÿäêå p1

w1
≥ p2

w2
≥

≥ . . . ≥ pn
wn
. Òîãäà ôóíêöèÿ g2(t) áóäåò "ïîãëîùàòüñÿ" ýôôåêòèâíåå.

Àëãîðèòì êîñâåííî ó÷èòûâàåò îñîáåííîñòè çàäà÷è. Â àëãîðèòìå äèíà-
ìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íèêàê íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäìåò 4 â ïðèâå-
äåííîì ïðèìåðå íàèìåíåå ïðåäïî÷òèòåëåí (ñì. p4

w4
). Â ãðàôè÷åñêîì àëãîðèòìå

íà øàãå 4 çàìåòíî, ÷òî ôóíêöèÿ g2(t) íå îêàçàëà âëèÿíèÿ íà g4(t), ò.å. áûëà
ó÷òåíà íåêîòîðàÿ îñîáåííîñòü çàäà÷è.

Èäåÿ ãðàôè÷åñêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ìå-
òîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìå-
í¼í ê çàäà÷àì êàê ñ íåöåëî÷èñëåííûìè, òàê è ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðîâ.

Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå ïðèìåðà èç [58], ñòð. 289:
n∑
i:=1

pixi −→ max

n∑
i:=1

2xi ≤ 2[n2 ] + 1,
(8.4)

êîãäà pi = 2, i = 1, . . . , n, ïðè n ≥ 4, ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ãðà-
ôè÷åñêîãî ïîäõîäà çà O(n) îïåðàöèé. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè ïðîèçâîëüíûõ pi,
i = 1, . . . , n, ïðèìåð (8.4) áóäåò ðåøåí çà O(n log n) îïåðàöèé ïðåäëàãàåìûì
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àëãîðèòìîì. Àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö íàõîäÿò ðå-
øåíèå äàííîãî ïðèìåðà çà O( 2n√

n
) îïåðàöèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðåä-
ëàãàåìîãî ïîäõîäà íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ �áîëüøîé� ðàçìåðíîñòè, òàêæå áó-
äåò ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñ àëãîðèòìàìè, îñíîâàííûìè íà ìåòîäå
âåòâåé è ãðàíèö (êîëè÷åñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ â äåðåâå ïîèñêà ñ êîëè÷åñòâîì
�õðàíèìûõ� èíòåðâàëîâ).

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå ïðèìåðà çàäà÷è ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è ãðàôè÷åñêèì àëãîðèòìîì [31].

5x1 + 7x2 + 6x3 + 5x4 + 4x5 + 8x6 + 6x7 −→ max
2x1 + 3x2 + 5x3 + 4x4 + 2x5 + 3x6 + 4x7 ≤ 10
xj ∈ 0, 1, j = 1, . . . , 7.

(8.5)

Äëÿ àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñ-
ëèòü òàáëèöó ñ 10 · 7 = 70 ýëåìåíòîâ (ñì. òàáëèöó 8.4).

Òàáëèöà 8.4:

C 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5
2 0 5 7 7 12 12 12 12 12 12
3 0 5 7 7 12 12 12 13 13 18
4 0 5 7 7 12 12 13 13 17 18
5 0 5 7 9 12 12 16 16 17 18
6 0 5 8 9 13 15 17 20 20 24
7 0 5 8 9 13 15 17 20 20 24

Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âû-
÷èñëÿåò 41 çíà÷åíèå, ñì. òàáëèöó 8.5

Òàáëèöà 8.5:

C 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 5
2 0 5 7 7 12
3 0 5 7 7 12 12 12 13 13 18
4 0 5 7 7 12 12 13 13 17 18
5 7 9 12 12 16 16 17 18
6 15 17 20 20 24
7 24
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Òàáëèöà 8.6:

C 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 5
2 7 12
3 13 18
4 13 17
5 9 16
6 15 17 20 24
7

Ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì âû÷èñëÿåò òîëüêî 14 ýëåìåíòîâ, ñì. òàáëèöó 8.6

Òàêèì îáðàçîì, íà ýòîì ïðèìåðå ìû ñîêðàòèëè âû÷èñëåíèå íà 80% ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Ãëàâà 9

Ïðèìåíåíèå ãðàôè÷åñêîãî ïîäõîäà

9.1 Îäíîïðèáîðíûå çàäà÷è

Çàäà÷è äëÿ îäíîãî ïðèáîðà ðàñïðîñòðàíåíû â ñèëó èõ òåñíîé ñâÿçè ñ êëàñ-
ñè÷åñêèìè çàäà÷àìè èç äðóãèõ îáëàñòåé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, à òàêæå
â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îäíîïðèáîðíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè è
ïîäçàäà÷àìè áîëåå ñëîæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû
íåêîòîðûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ îäíîïðèáîðíûõ çàäà÷.

Äëÿ îäíîïðèáîðíûõ çàäà÷ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùåå âàæíîå
ñâîéñòâî.

Òåîðåìà 9.1 Åñëè rj = 0 äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , n, è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
F (C1, C2, . . . , Cn) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé
îò ìîìåíòîâ îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé Cj, òî â çàäà÷å ìèíè-
ìèçàöèè ôóíêöèè F ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå áåç ïðåðûâàíèé
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé è ïðîñòîåâ ïðèáîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî âñåõ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèÿõ
ïðîèñõîäÿò ïðåðûâàíèÿ â îáñëóæèâàíèè ðàáîò. Ïóñòü π � îïòèìàëüíîå ðàñ-
ïèñàíèå, ïðè êîòîðîì îáñëóæèâàíèå ðàáîòû j ïðåðûâàåòñÿ. Ïóñòü ðàáîòà j
îáñëóæèâàåòñÿ â èíòåðâàëàõ âðåìåíè [t1, t2) è [t3, t4), ãäå t1 < t2 < t3 < t4,
ïðè÷åì òðåáîâàíèå j íå îáñëóæèâàåòñÿ â ïðîìåæóòêå (t2, t3) è äî ìîìåí-
òà âðåìåíè t1. Ïðåîáðàçóåì ðàñïèñàíèå π ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðåäâèíåì
÷àñòü îáñëóæèâàíèÿ [t1, t2) âïåðåä âî âðåìåíè, ÷òîáû òðåáîâàíèå j îáñëóæè-
âàëîñü áåç ïåðåðûâîâ â ïðîìåæóòêå [t3 − (t2 − t1), t4). Ïðè ýòîì òðåáîâàíèÿ,
îáñëóæèâàâøèåñÿ â ïðîìåæóòêå âðåìåíè (t2, t3) �ñäâèíåì íàçàä� âî âðåìåíè
íà âåëè÷èíó t2 − t1. Â ðåçóëüòàòå òàêîé îïåðàöèè çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
íå óâåëè÷èëîñü, íî ïðè ýòîì ìû ñîêðàòèëè îäíî ïðåðûâàíèå. Ïîâòîðèâ ýòó
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îïåðàöèþ íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç, ðàâíîå ñóììàðíîìó êîëè÷åñòâó âñåõ ïðå-
ðûâàíèé, ìû ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå áåç ïðåðûâàíèé.

Âåðîÿòíåå âñåãî, ëàííîå óòâåðæäåíèå áûëî ðàíåå äîêàçàíî áîëåå èçÿù-
íîé òåõíèêîé. . .

Ìíîãèå èçâåñòíûå íàì öåëåâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùèìè (íåóáûâàþùèìè) ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ìîìåíòîâ îêîí÷àíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé Cj. Íàïðèìåð,

∑
Cj,
∑
Uj,
∑
Tj è ò.ä.

Ïðèâåäåííûé ôàêò ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè íåêî-
òîðàÿ çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì òåîðåìû 9.1, òîãäà îïòèìàëüíîå ðàñïè-
ñàíèå äëÿ ýòîé çàäà÷è îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà N .

Îïðåäåëåíèå 9.1 Ïåðåñòàíîâêà èç n ýëåìåíòîâ � ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äëèíû n, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàçëè÷íû.

Äëÿ äàííûõ çàäà÷ ïåðåñòàíîâêà âèäà π = (j1, j2, . . . , jn), çàäàþùàÿ
ðàñïèñàíèå π, îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé (ñì. âåêòîðíîå
ïðåäñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé). Òî åñòü ïåðâûì îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå j1,
çà íèì � òðåáîâàíèå j2 è ò.ä. Òîãäà ìîìåíòû çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ äëÿ

êàæäîãî èç òðåáîâàíèé Cjk(π) =
k∑
l=1

pjl, k = 1, 2, . . . , n. Âåëè÷èíó Cjk(π) íà-

çûâàþò âðåìåíåì (ìîìåíòîì) çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé jk ïðè
ðàñïèñàíèè π.

Äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ðàñïèñàíèå ìîæíî çàäàòü ïåðåñòàíîâêîé, âàæíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 9.2 EDD (Earliest Due Date) ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-
íèé � î÷åðåäíîñòü îáñëóæèâàíèÿ, ïðè êîòîðîé òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ
â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ dj.

Îïðåäåëåíèå 9.3 LDD (Latest Due Date) ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-
íèé � î÷åðåäíîñòü îáñëóæèâàíèÿ, ïðè êîòîðîé òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ
â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ dj.

Îïðåäåëåíèå 9.4 SPT (Shortest Processing Time) ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé � î÷åðåäíîñòü îáñëóæèâàíèÿ, ïðè êîòîðîé òðåáîâàíèÿ îáñëó-
æèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ pj.
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Îïðåäåëåíèå 9.5 LPT (Longest Processing Time) ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé � î÷åðåäíîñòü îáñëóæèâàíèÿ, ïðè êîòîðîé òðåáîâàíèÿ îáñëó-
æèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ pj.

Îïðåäåëåíèå 9.6 ×àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå π′ � ôðàãìåíò öåëîãî ðàñïèñàíèÿ
π, îïèñûâàþùåå ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ ïîäìíîæåñòâà òðåáîâàíèé N ′ ⊂ N .

Â äàííîé ãëàâå çàïèñü âèäà {π} îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, îá-
ñëóæèâàåìûõ ïðè ðàñïèñàíèè π. Çàïèñü âèäà i ∈ π îçíà÷àåò i ∈ {π}. ×å-
ðåç π \ {i}, ãäå π = (π1, i, π2), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå âèäà
(π1, π2). Çàïèñü j → i îçíà÷àåò, ÷òî îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ j ïðåäøåñòâóåò
îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ i. Ñîîòâåòñòâåííî, çàïèñü (j → i)π îçíà÷àåò, ÷òî
ýòî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ðàñïèñàíèè π.

9.2 Îäíîïðèáîðíûå çàäà÷è 1|pj = p|
∑
fj

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ îäíîïðèáîðíûõ çàäà÷, äëÿ
êîòîðûõ pj = p, rj ∈ Z+, j = 1, 2, . . . , n, è íåò îòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ.
Îáîçíà÷èì ýòè çàäà÷è êàê 1|rj, pj = p|

∑
fj. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ fj òðåáîâàíèÿ

j çàâèñèò îò âðåìåíè îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ Cj. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî
ðåøèòü, ñâåäÿ åå ê ÇÀÄÀ×Å Î ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈßÕ.

Êîëè÷åñòâî çàäàíèé â ÇÀÄÀ×Å Î ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈßÕ áóäåò ðàâíî
rmax + n, à êîëè÷åñòâî èñïîëíèòåëåé ðàâíî n. Òî åñòü äëÿ êàæäîãî òðåáîâà-
íèÿ j, j = 1, 2, . . . , n, íóæíî îïðåäåëèòü èíòåðâàë îáñëóæèâàíèÿ [t, t+ 1) ∈
∈ [0, rmax + n). Ìàòðèöà ñòîèìîñòåé ïðè ýòîì ôîðìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Äëÿ òðåáîâàíèÿ j äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, rmax + n), j ≥ rj, âû÷èñëèì
atj = fj(Cj), ãäå Cj = t + 1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè t < rj è äëÿ êàæäîé òî÷êè
t ≥ Dj ïðèìåì atj = +∞.

Ðåøèâ ÇÀÄÀ×Ó Î ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈßÕ, ïîëó÷èì èíòåðâàëû îáñëóæèâà-
íèÿ êàæäîãî èç òðåáîâàíèé. Òî åñòü çàäà÷ó 1|pj = p|

∑
fj ìîæíî ðåøèòü çà

âðåìÿ O(n3) îïåðàöèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðàêòè÷åñêóþ çàäà÷ó. Ó ôåðìåðà åñòü îäèí
êîìáàéí. Åìó íåîáõîäèìî óáðàòü óðîæàé ñ n′ ïîëåé. Íà óáîðêó ïîëÿ
j, j = 1, 2, . . . , n′, íåîáõîäèìî pj äíåé. Íà ïîëÿõ â ðàçíîå âðåìÿ çàñåÿíà
ðàçíàÿ êóëüòóðà, ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ïîëÿ îïðåäåëåí �èäåàëüíûé äåíü� dj,
ê êîòîðîìó óðîæàé íà ïîëå íóæíî óáðàòü. Íàðóøåíèå ýòîãî ñðîêà âåäåò ê
òîìó, ÷òî óðîæàé ïîðòèòñÿ. Òî åñòü âîçíèêàþò ïîòåðè êà÷åñòâà, ïðîïîðöèî-
íàëüíî çàâèñÿùèå îò êîëè÷åñòâî äíåé çàïàçäûâàíèÿ ñ óáîðêîé è îò öåííîñòè
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êóëüòóðû. Öåííîñòü êóëüòóðû çàäàåòñÿ ÷èñëîì wj. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cj âðå-
ìÿ, ê êîòîðîìó ïîëå j óáðàíî. Åñëè Cj − dj = Tj > 0, òî ïîòåðè êà÷åñòâà äëÿ
ýòîãî ïîëÿ ìîãóò çàäàâàòüñÿ ôîðìóëîé wj(1 + 2 + 3 + . . . + Tj). Íåîáõîäèìî
ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå ïîòåðè êà÷åñòâà ïî âñåì êóëüòóðàì. Òàêóþ çàäà-
÷ó ìîæíî ðåøèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðèîä ñáîðà óðîæàÿ,
íå ïðåâûøàåò 5 ∗ 31 = 150 äíåé, ò.å.

∑
pj = 150. Ìû êîíñòðóèðóåì ïðèìåð

çàäà÷è 1|pj = p|
∑
fj, ãäå n =

n′∑
j=1

pj. Äåëèì êàæäîå ïîëå j íà pj îòäåëü-

íûõ òðåáîâàíèé. Äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî äíÿ t, äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ
k, k = 1, 2, . . . , n, ðàññ÷èòûâàåì atk = wj max{0, Ck − dj}, åñëè òðåáîâàíèå
k îòíîñèòñÿ ê ïîëþ j. Âðåìÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è O(n3) áóäåò ïðèåìëåìûì
äëÿ ëþáîãî ñîâðåìåííîãî êîìïüþòåðà, ò.ê. n ≤ 150.

9.3 Ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà çàïàçäûâàþùèõ

òðåáîâàíèé 1||
∑
Uj

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N = {1, 2, . . . , n}. Äëÿ êàæäîãî òðåáîâà-
íèÿ j ∈ N çàäàíû ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ pj > 0 è äèðåêòèâ-
íûé ñðîê dj, ê êîòîðîìó òðåáîâàíèå äîëæíî áûòü îáñëóæåíî. Ïðåðûâàíèÿ
ïðè îáñëóæèâàíèè è îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè çàïðåùåíû. Ðàñïèñàíèå π îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé. Åñ-
ëè Cj(π) > dj, òîãäà òðåáîâàíèå j çàïàçäûâàåò, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàþò
Uj = 1. Åñëè Cj(π) ≤ dj, òîãäà òðåáîâàíèå j íå çàïàçäûâàåò, è Uj = 0.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå π, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-

öèè F (π) =
n∑
j=1

Uj(π) ìèíèìàëüíî.

Äàëåå ïðåäñòàâëåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è,
êîòîðûé îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 9.1 Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà çàäà÷è 1||
∑
Uj ñóùåñòâóåò îïòèìàëü-

íîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (G,H), ïðè êîòîðîì âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G íå
çàïàçäûâàþò, à âñå òðåáîâàíèÿ j ∈ H çàïàçäûâàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
âèäà π = (j1 . . . , jk−1, jk, . . . , jn), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå jk−1 çàïàçäûâàåò,
à òðåáîâàíèå jk íå çàïàçäûâàåò. Òîãäà π′ = (j1, . . . , jk, jk−1, . . . , jn) òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðàñïèñàíèåì, ò.ê. F (π′) ≤ F (π). Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïîïàðíûõ ïåðåñòàíîâîê òðåáîâàíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íå óâåëè÷èâàåò çíà-
÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (G,H).
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Äîêàæåì åùå îäíî ñâîéñòâî, âàæíîå äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ çàïàçäû-
âàíèåì.

Ëåììà 9.2 Åñëè äëÿ ïðèìåðà çàäà÷è 1||
∑
Uj ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå

ðàñïèñàíèå, ãäå âñå òðåáîâàíèÿ íå çàïàçäûâàþò. Òî ðàñïèñàíèå πEDD (òðå-
áîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå EDD) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
äëÿ äàííîãî ïðèìåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
âèäà π = (j1 . . . , jk−1, jk, . . . , jn), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå djk−1

> djk . Òîãäà
ðàñïèñàíèå π′ = (j1, . . . , jk, jk−1, . . . , jn) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ò.ê.
F (π′) ≤ F (π). Ïðîèçâåäÿ äàííóþ ïîïàðíóþ ïåðåñòàíîâêó íåîáõîäèìîå ÷èñëî
ðàç, ìû ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå πEDD.

Î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ çà-
äà÷ òàêèõ, êàê 1||

∑
wjUj, 1||

∑
wjTj è ò.ä. Òåïåðü ìû ìîæåì óòâåðæäàòü,

÷òî äëÿ çàäà÷è 1||
∑
Uj ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì

âñå íåçàïàçäûâàþùèå òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â EDD ïîðÿäêå â íà÷àëå
ðàñïèñàíèÿ, à çàïàçäûâàþùèå òðåáîâàíèÿ � â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå â êîíöå
ðàñïèñàíèÿ.

Èäåÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâà-
íèé {G}. Òðåáîâàíèÿ âêëþ÷àþòñÿ â ìíîæåñòâî {G} â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ
äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ è äîáàâëÿþòñÿ â êîíåö ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ G. Åñëè
ïîñëå äîáàâëåíèÿ î÷åðåäíîãî òðåáîâàíèÿ j îêàæåòñÿ, ÷òî îíî çàïàçäûâàåò, òî
ìû íàõîäèì òðåáîâàíèå i ∈ G, ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îáñëó-
æèâàíèÿ è �ïåðåìåùàåì� åãî â ìíîæåñòâî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé {H}.
Ôîðìàëüíî àëãîðèòì 9.1 ðåøåíèÿ çàäà÷è 1||

∑
Uj îïèñàí íèæå.

Àëãîðèòì 9.1 áûë ðàçðàáîòàí Ìóðîì [176] â 1968 ãîäó è èìååò òðóäî-
åìêîñòü O(n log n) îïåðàöèé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñ 5-þ òðåáîâàíèÿìè. Ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé:
p1 = 2, p2 = 5, p3 = 3, p4 = 2, p5 = 4, d1 = 3, d2 = d3 = 9, d4 = d5 = 10.
Ïðè èñïîëíåíèè àëãîðèòìà 9.1 âêëþ÷àåì â ìíîæåñòâî G òðåáîâàíèÿ 1 è 2.
Ïðè ýòîì t = 2 + 5 = 7 < 9 = d2. Ïðîáóåì âêëþ÷èòü òðåáîâàíèå 3. Ïîëó÷àåì
t = 2 + 5 + 3 = 10 > 9 = d3, òîãäà íàõîäèì â G òðåáîâàíèå ñ ìàêñèìàëüíîé
ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ i = 2. Ïîëó÷àåì G = {1, 3}, t = 2 + 3 = 5. Âêëþ÷àåì
òðåáîâàíèå 4, èìååì t = 2 + 3 + 2 = 7 < 10 = d4. Äîáàâëÿåì â ìíîæåñòâî
G òðåáîâàíèå 5. Èìååì t = 2 + 3 + 2 + 4 = 11 > 10 = d5, òî íàõîäèì â G
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Àëãîðèòì 9.1 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1||
∑
Uj.

1: Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn;
2: G := ∅;H := ∅; t := 0;
3: for j := 1 to n do
4: G := G

⋃
{j};

5: t := t+ pj;
6: if t ≥ dj then
7: Íàéäåì òðåáîâàíèå i ∈ G ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ, ò.å.

i := argmin
k∈G

pk;

8: G := G \ {i};
9: H := H

⋃
{i};

10: t := t− pi;
11: end if
12: end for

òðåáîâàíèå ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ i = 5 è èñêëþ÷àåì åãî èç
G. Èìååì â èòîãå G = {1, 3, 4} è îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π = (1, 3, 4, 2, 5).

Íàïîìèíàåì, ÷òî äëÿ çàäà÷è 1‖
∑
Uj ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ðàñïè-

ñàíèÿ âèäà π = (G,H).

Ëåììà 9.3 Ïóñòü ïðè ðàñïèñàíèè π = (j1, j2, . . . , jl, jl+1, . . . , jn) âûïîëíÿ-
åòñÿ dj1 ≤ dj2 ≤ . . . ≤ djn. Òðåáîâàíèå jl � ïîñëåäíåå íåçàïàçäûâàþùåå
òðåáîâàíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì òðå-
áîâàíèå j∗ ∈ {j1, j2, . . . , jl+1}, pj∗ ≥ pi, äëÿ âñåõ i ∈ {j1, j2, . . . , jl+1}, çàïàç-
äûâàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
π = (π1, j

∗, π2, π3, i, π4), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà {π1, j
∗, π2, π3}

íå çàïàçäûâàþò, à òðåáîâàíèÿ {i, π4} çàïàçäûâàþò. Ñîãëàñíî ëåììå 9.2 äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà íå ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèÿ, ïðè êîòîðîì âñå òðå-
áîâàíèÿ j1, j2, . . . , jl, jl+1 íå çàïàçäûâàþò. Òîãäà ñóùåñòâóåò çàïàçäûâàþùåå
òðåáîâàíèå i ∈ {j1, j2, . . . , jl, jl+1}, i 6= j∗. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 9.2 âñå
òðåáîâàíèÿ {π1, j

∗, π2, π3} îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå EDD.
Åñëè dj∗ ≤ di, òî ðàñïèñàíèå π′ = (π1, i, π2, j

∗, π3, π4) òàêæå îïòèìàëü-
íîå, ò.ê. F (π′) ≤ F (π). Ïðè ðàñïèñàíèè π′ òðåáîâàíèå j∗ çàïàçäûâàåò, à òðå-
áîâàíèå i íå çàïàçäûâàåò.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé dj∗ > di. Ïóñòü äëÿ âñåõ j ∈ {π3}, dj ≥ di, è äëÿ
âñåõ j ∈ {π2} âûïîëíÿåòñÿ dj < di.

Ðàññìîòðèì ðàñïèñàíèå π′′ = (π1, π2, i, π3, j
∗, π4). Äëÿ âñåõ j ∈ {π2}

⋃
{π3}

èìååì Cj(π
′′) ≥ Cj(π), òàê êàê pj∗ ≥ pi. Ïóñòü k � ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå èç
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÷àñòíè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ π2. Òîãäà Ci(π′′) ≤ Ck(π
′) ≤ dk < di, ò.å. ïðè ðàñ-

ïèñàíèè π′′ âñå òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà {π2}
⋃
{i}
⋃
{π3} íå çàïàçäûâàþò.

Ïîýòîìó ðàñïèñàíèå π′′ îïòèìàëüíîå. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.2 Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 9.1 äëÿ çàäà÷è 1||
∑
Uj çà O(n log n)

îïåðàöèé ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Àë-
ãîðèòì âåðåí ïðè n = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì âåðåí äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ ðàçìåðíîñòè n−1
òðåáîâàíèé. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàçìåðíîñòè n òðåáîâàíèé. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 9.1 áûëî ïîñòðîåíî ðàñïèñàíèå π = (G,H), íî
ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π′ = (G′, H ′) òàêîå, ÷òî |G′| ≥ |G|.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà 9.1 äëÿ n− 1 òðåáîâàíèé 1, 2, . . . , j − 1,
j+1, . . . , n, ãäå òðåáîâàíèå j = j∗ âûáðàíî ñîãëàñíî ëåììå 9.3, áóäåò ïîëó÷åíî
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå (G \ {j∗}, H). Ðàñïèñàíèå (G′ \ {j∗}, H ′) ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèìåðà èç n − 1 òðåáîâàíèé. Ïîýòîìó
èìååì |G′| ≤ |G|, òîãäà |G′| = |G|. Çíà÷èò àëãîðèòì ñòðîèò îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå.

Òðóäîåìêîñòü ñîðòèðîâêè òðåáîâàíèé â ïîðÿäêå EDD íà ïåðâîì øàãå
àëãîðèòìà ðàâíà O(n log n) îïåðàöèé. Òðóäîåìêîñòü öèêëà 3�12 ðàâíà O(n)
îïåðàöèé. Òî åñòü òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ðàâíà O(n log n) îïåðàöèé.

9.4 Ìèíèìèçàöèÿ âçâåøåííîãî ÷èñëà çàïàçäûâàþùèõ

òðåáîâàíèé 1||
∑
wjUj

Î÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîãî ÷èñëà
çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè âçâåøåí-
íîãî ÷èñëà íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé.

Òî åñòü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F (π) =
∑
wjUj(π) → min ìîæåò áûòü çàìå-

íåíà íà öåëåâóþ ôóíêöèþ F (π) =
∑
wj[1− Uj(π)]→ max.

Òåîðåìà 9.3 Çàäà÷à 1||
∑
wjUj ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñâåäåíèåì ÇÀÄÀ×È Î ÐÀÍ-
ÖÅ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ çàäà÷è 1||

∑
wjUj ñ îáùèì äèðåêòèâíûì ñðîêîì

dj = d. Ìíîæåñòâó ïðåäìåòîâ N = {1, 2, . . . , n} ÇÀÄÀ×È Î ÐÀÍÖÅ ñòàâèì
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â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N ′ = {1, 2, . . . , n} çàäà÷è 1||
∑
wjUj.

Ïóñòü âåñ òðåáîâàíèÿ wj = pj, ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-
íèÿ pj = wj äëÿ êàæäîãî j, j = 1, 2, . . . , n. Çàäàäèì îáùèé äèðåêòèâíûé
ñðîê dj = C, j = 1, 2, . . . , n. Òîãäà ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π∗ çíà÷åíèå∑
wj(1 − Uj(π∗)) ðàâíî ìàêñèìàëüíîé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ïðåäìåòîâ, ïî-

ìåùåííûõ â ðþêçàê, òî åñòü ðàâíî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ÇÀÄÀ×È
Î ÐÀÍÖÅ. Òàêèì îáðàçîì, ñâîäèìîñòü äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñâåäåíèå ïîëèíîìèàëüíî, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ çà ïîëèíîìè-
àëüíîå ÷èñëî øàãîâ.

Òåîðåìà 9.4 Äëÿ çàäà÷è 1||
∑
wjUj ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå

âèäà π = (G,H) = (EDD,LDD), ãäå âñå òðåáîâàíèÿ j ∈ H çàïàçäûâàþò,
à âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G íå çàïàçäûâàþò. Òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà G îá-
ñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå EDD, à òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà H � â ïîðÿäêå
LDD.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåìì 9.1 è
9.2. Çàìåòèì, ÷òî â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè íåçàïàçäûâàþùèå òðåáîâàíèÿ
îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå EDD, â òî âðåìÿ êàê çàïàçäûâàþùèå òðåáîâàíèÿ
ìîãóò îáñëóæèâàòüñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ 9.2 îñíîâàí íà
òåîðåìå 9.4.

Â äàííîì àëãîðèòìå πj(t) îçíà÷àåò îïòèìàëüíîå ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå
äëÿ òðåáîâàíèé 1, 2, . . . , j, ïðè êîòîðîì îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé íà÷èíàåòñÿ

â ìîìåíò âðåìåíè t, à fj(t) =
j∑
i=1

wi[1 − Ui(πj(t))] ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëü-

íîìó âçâåøåííîìó ÷èñëó íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ïðè ýòîì ÷àñòè÷íîì
ðàñïèñàíèè.

Òåîðåìà 9.5 Àëãîðèòì 9.2 ñòðîèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå çàäà÷è ìàê-
ñèìèçàöèè âçâåøåííîãî ÷èñëà íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé çà O(n

∑
pj)

îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî.
Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ = (EDD,LDD), äëÿ
êîòîðîãî f(π∗) > f(πn(0)) = fn(0).

Ïóñòü π′ := π∗. Äëÿ êàæäîãî l = 1, 2, . . . , n, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñ-
ñìàòðèâàåì ÷àñòü π̄l ∈ π′, {π̄l} = {1, . . . , l}, ðàñïèñàíèÿ. Ïóñòü π′ = (πα, π̄l, πβ).
Åñëè π̄l 6= πl(t), ãäå t =

∑
i∈πα

pi, òîãäà ïðèìåì π′ := (πα, πl(t), πβ). Î÷åâèäíî,
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Àëãîðèòì 9.2 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1||
∑
wjUj.

1: Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn;

2: for t := 0 to
n∑
i=2

pi do

3: π1(t) := (1);
4: if p1 + t− d1 ≤ 0 then
5: f1(t) := w1;
6: else
7: f1(t) := 0;
8: end if
9: end for
10: for j := 2 to n do

11: for t := 0 to
n∑

i=j+1

pi do

12: π1 := (j, πj−1(t+ pj)), π2 := (πj−1(t), j);
13: if pj + t− dj ≤ 0 then
14: Φ1(t) := wj + fj−1(t+ pj);
15: else
16: Φ1(t) := fj−1(t+ pj);
17: end if

18: if
j∑
i=1

pi + t− dj ≤ 0 then

19: Φ2(t) := fj−1(t) + wj;
20: else
21: Φ2(t) := fj−1(t);
22: end if
23: if Φ1(t) < Φ2(t) then
24: fj(t) := Φ2(t);
25: πj(t) := π2;
26: else
27: fj(t) := Φ1(t);
28: πj(t) := π1;
29: end if
30: end for
31: end for

πn(0) � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, à fn(0) � ñîîòâåòñòâóùåå îïòìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè (ìàêñèìèçàöèè âçâåøåííîãî ÷èñëà íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé).
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Òàáëèöà 9.1: Ôóíêöèÿ fj(t)

t t1 t2 . . . tmj
fj(t) W1 W2 . . . Wmj

îïòèì. ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå π1 π2 . . . πmj

÷òî f((πα, π̄l, πβ)) ≤ f((πα, πl(t), πβ)). Àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ ïðîäåëûâàåì
äëÿ êàæäîãî l = 1, 2, . . . , n. Â êîíöå ïîëó÷àåì f(π∗) ≤ f(π′) ≤ fn(0). Ïîýòîìó
ðàñïèñàíèå πn(0) òàê æå îïòèìàëüíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(n
∑
pj) îïåðàöèé,

òàê êàê â öèêëå 10�31 âûïîëíÿåòñÿ n − 1 èòåðàöèé è ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå

öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, îãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëîì

[
0,

n∑
j=1

pj

]
.

Ôàêòè÷åñêè, â ïðåäñòàâëåííîì àëãîðèòìå 9.2 äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà:

fj(t) = max

{
Φ1(t) = α(t) + fj−1(t+ pj),j = 1, 2, . . . , n;
Φ2(t) = β(t) + fj−1(t), j = 1, 2, . . . , n.

(9.1)

9.5 Ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è 1||
∑
wjUj

Èäåÿ ãðàôè÷åñêîãî àëãîðèòìà (GrA) äëÿ äàííîé çàäà÷è ìîæíî îïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Íà êàæäîì øàãå j àëãîðèòìà GrA ìû ñîõðàíÿåì ôóíêöèþ
fj(t) â òàáëè÷íîì âèäå, ïðåäñòàâëåííîì â òàá. 9.1, ãäå t1 < t2 < . . . < tmj

è
W1 > W2 > . . . > Wmj

.

Çàïèñè â òàáëèöå îçíà÷àþò ñëåäóþùåå. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ
t ∈ (tl, tl+1], 1 ≤ l < mj, îïòèìàëüíûì áóäåò ðàñïèñàíèå πl = (G,H) =
= (EDD,LDD), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå fj(t) = Wl =

∑
i∈G

wi (ñóì-

ìàðíîå âçâåøåííîå ÷èñëî íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé). Òî÷êè tl íàçûâà-
þòñÿ òî÷êàìè èçëîìà, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ fj(t′) > fj(t

′′) äëÿ t′ ≤ tl < t′′.

Íà î÷åðåäíîì øàãå j + 1 ìû òðàíñôîðìèðóåì ôóíêöèþ fj(t) â äâå
ôóíêöèè Φ1(t) è Φ2(t) ñîãëàñíî øàãàì 12�28 àëãîðèòìà 9.2 çà O(mj) îïåðà-
öèé. Ôóíêöèÿ Φ1(t) ïîëó÷àåòñÿ ñìåùåíèåì ãðàôèêà ôóíêöèè fj(t) âëåâî íà
pj+1 è äîáàâëåíèåì íîâîé òî÷êè t = pj+1−dj+1, à ôóíêöèÿ Φ2(t) � äîáàâëåíè-
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Òàáëèöà 9.2: Ñîêðàùåíèå ÷èñëà èíòåðâàëîâ äëÿ ôóíêöèè fj+1(t)

t . . . tl tl+1 . . .
fj+1(t) . . . Wl Wl+1 = Wl . . .

îïòèì. ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå . . . πl πl+1 . . .

åì íîâîé òî÷êè t =
j+1∑
i=1

pi− dj+1. Âñå ýòè îïåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè

òàáëèö âèäà 9.1. Â êàæäîé òàáëèöå Φ1(t) è Φ2(t) áóäåò íå áîëåå mj + 1 òî÷åê
èçëîìà. Äàëåå ìû âû÷èñëÿåì òàáëèöó äëÿ ôóíêöèè

fj+1(t) = max{Φ1(t),Φ2(t)}

çàO(mj) îïåðàöèé. Â íîâîé òàáëèöå, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè fj+1(t), áóäåò
íå áîëåå 2mj + 2 òî÷åê èçëîìà (îáû÷íî ýòîì ÷èñëî ìåíüøå). Ôàêòè÷åñêè,

ìû ðàññìàòðèâàåì íå âñå òî÷êè t èç èíòåðâàëà [0,min{dj − pj,
n∑

i=j+1

pi}], íî
òîëüêî òî÷êè èíòâåðâàëà â êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ ñóììàðíîå âçâåøåííîå ÷èñëî
íåçàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé.

Åñëè âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â òàá. 9.2, òî ìû óäàëÿåì ñòîë-
áåö, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå tl+1 è ïðèíèìàåì πl := πl+1.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà êàæäîì øàãå GrA áóäåò ðàññìîòðåíî íå áîëåå Fopt òî-

÷åê èçëîìà, ãäå Fopt ≤
n∑
j=1

wj � ìàêñèìàëüíîå âçâåøåííîå ÷èñëî íåçàïàçäûâà-

þùèõ òðåáîâàíèé. Íà êàæäîì øàãå j = 1, 2, . . . , n àëãîðèòìà GrA íåîáõîäèìî

ðàññìîòðåòü íå áîëåå min{2j, dj − pj,
n∑

i=j+1

pi,
j∑
i=1

wi, Fopt} òî÷åê èçëîìà, ò.å.

òðóäîåìêîñòü GrA íå ïðåâîñõîäèò O(min{2n, n ·min{dmax, Fopt}}) îïåðàöèé.

9.6 Ìèíèìèçàöèÿ ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ 1||
∑
Tj

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîãî çà-
ïàçäûâàíèÿ

∑
Tj, ãäå Tj = max{0, Cj−dj}. Òî åñòü íåîáõîäèìî íàéòè ðàñïè-

ñàíèå π∗, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ F (π) =
n∑
j=1

Tj(π) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî åå NP -òðóäíîñòè áûëî ïîëó÷åíî â 1990-ì ãîäó, âûÿñíåíèå
åå òðóäîåìêîñòè áûëî íåòðèâèàëüíîé ïðîáëåìîé. Äàëåå äëÿ ýòîé çàäà÷è áó-
äóò ïðåäñòàâëåíû òî÷íûé è ìåòàýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòìû ðåøåíèÿ, à òàêæå
ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ ðåãóëèðóåìîé òî÷íîñòüþ.
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9.6.1 Òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1||
∑
Tj

Àëãîðèòì îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòàõ, îïóáëèêîâàííûõ Å.Ëàóëåðîì
â 1977-ì ãîäó. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ñòðîèò òî÷íîå
ðåøåíèå è äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è 1||

∑
wjTj, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ

ïðàâèëî �åñëè pj > pi, òî wj ≤ wi, i, j ∈ N �.

Òåîðåìà 9.6 [150] Ïóñòü π � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà çàäà÷è
ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè d1, d2, . . . , dn è ïóñòü Cj � ìîìåíòû çàâåðøåíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé j = 1, 2, . . . , n ïðè ýòîì ðàñïèñàíèè. Âûáåðåì
íîâûå äèðåêòèâíûå ñðîêè d′j òàê, ÷òî:

min{dj, Cj} ≤ d′j ≤ max{dj, Cj}.

Òîãäà ëþáîå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π′, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèìåðó ñ
äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè d′1, d

′
2, . . . , d

′
n ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è äëÿ ïðèìåðà

ñ èñõîäíûìè äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè d1, d2, . . . , dn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèÿ äëÿ ïðèìåðà
ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè d1, d2, . . . , dn, à ÷åðåç T ′ � ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèÿ
äëÿ ïðèìåðà ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè d′1, d

′
2, . . . , d

′
n. Ïóñòü π

′ � îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè d′1, d

′
2, . . . , d

′
n, à C

′
j � ìîìåíò

çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðè äàííîì ðàñïèñàíèè. Çàïèøåì
çíà÷åíèÿ T (π) è T (π′) â ñëåäóþùåé ôîðìå:

T (π) = T ′(π) +
n∑
j=1

Aj,

T (π′) = T ′(π′) +
n∑
j=1

Bj,

ãäå Aj è Bj � çíà÷åíèÿ, çàâèñÿùèå îò òðåáîâàíèÿ j ∈ N , êîòîðûå âû÷èñëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) Ïóñòü Cj ≤ dj, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ:

1. Åñëè C ′j ≤ d′j, òîãäà Aj = 0 è Bj = 0;

2. Åñëè d′j < C ′j ≤ dj, òîãäà Aj = 0 è Bj < 0;

3. Åñëè dj < C ′j, òîãäà Tj(π
′) ≤ T ′j(π

′). Ïîýòîìó Aj = 0 è Bj < 0.

(b) Ïóñòü Cj > dj, òîãäà âûïîëíÿåòñÿ:
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1. Åñëè C ′j ≤ dj, òîãäà Aj = d′j − dj ≥ 0 è Bj = 0;

2. Åñëè dj < C ′j ≤ d′j, òîãäà Aj = d′j − dj ≥ 0 è
Bj = (C ′j − dj)− 0 < d′j − dj = Aj;

3. Åñëè d′j < C ′j , òîãäà Aj = Bj = d′j − dj.

Âûïîëíÿåòñÿ Aj ≥ Bj äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , n.
Áîëåå òîãî, T ′(π) ≥ T ′(π′), òàê êàê π′ îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Ïîýòîìó,
ïîëó÷àåì

T ′(π) +
n∑
j=1

Aj ≥ T ′(π′) +
n∑
j=1

Bj,

ò.å. T (π) ≥ T (π′). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 9.4 Äëÿ çàäà÷è 1||
∑
Tj ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π,

ïðè êîòîðîì:

• îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ i ïðåäøåñòâóåò îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèÿ
j, åñëè di ≤ dj è pi < pj;

• âñå íåçàïàçäûâàþùèå òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâà-
íèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ïåðâîå ñâîéñòâî îïòèìàëüíûõ ðàñïè-
ñàíèé. Ïóñòü äëÿ äâóõ òðåáîâàíèé i è j âûïîëíÿåòñÿ di ≤ dj è pi < pj.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π = (π1, j, π2, i, π3).
Äëÿ ðàñïèñàíèÿ π′ = (π1, i, π2, j, π3) âûïîëíÿåòñÿ F (π)− F (π′) ≥ (Tj(π)−
− Tj(π′)) + (Ti(π)− Ti(π′)).
Åñëè Ci(π′) > dj, òîãäà F (π)−F (π′) ≥ −(pi+

∑
k∈π2

pk)+(pi+
∑

k∈π2
pk) > 0.

Èíà÷å, åñëè Ci(π
′) ≤ dj, âûïîëíÿåòñÿ F (π)− F (π′) ≥ −max{0, Cj(π′)−

− dj}+ max{0, Cj(π′)− di} ≥ 0, ãäå Cj(π
′) = Ci(π). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå

ñâîéñòâî ëåììû äîêàçàíî.

Äîêàæåì âòîðîå ñâîéñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
π = (π1, j, π2, i, π3), ïðè êîòîðîì dj > di è îáà òðåáîâàíèÿ i è j íå çàïàç-
äûâàþò. Òîãäà ðàñïèñàíèå π′ = (π1, π2, i, j, π3) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
Ïîâòîðÿÿ ïîäîáíóþ îïåðàöèþ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ðàç ïîëó÷èì îïòè-
ìàëüíîå ðàñïèñàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîìó ñâîéñòâó ëåììû.
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Òåîðåìà 9.7 Ïóñòü òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ñîãëàñíî ïðàâèëó d1 ≤ d2 ≤
≤ . . . ≤ dn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç j∗ � òðåáîâàíèå ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæè-
òåëüíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ, ò.å. j∗ = arg max

j∈N
{dj : pj = max

i∈N
pi}. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò òðåáîâàíèå k ≥ j∗ òàêîå, ÷òî ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè âñå
òðåáîâàíèÿ i, i = 1, 2, . . . , k, i 6= j∗, îáñëóæèâàþòñÿ ïåðåä òðåáîâàíèåì j∗,
à îñòàëüíûå òðåáîâàíèÿ ïîñëå òðåáîâàíèÿ j∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ′ � íàèáîëüøèé ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ j∗ ïðè âñåõ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðó
ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèìåðó ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè äèðåêòèâíûìè
ñðîêàìè:

d1, d2, . . . dj∗−1, d
′
j∗ = max{dj∗, C ′}, dj∗−1, . . . , dn,

è êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì ëåììû 9.4. Ðàñïèñàíèå π ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì è äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà ñîãëàñíî òåîðåìå 9.6. Ïóñòü C � âðåìÿ
çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j∗ ïðè ðàñïèñàíèè π. Òîãäà èìååì
C ≤ C ′ ≤ d′j∗ = max{dj∗, C ′}, ò.å. òðåáîâàíèå j∗ íå çàïàçäûâàåò. Ïðè ðàñ-
ïèñàíèè π âñå òðåáîâàíèÿ i, di > d′j∗ îáñëóæèâàþòñÿ ïåðåä òðåáîâàíèåì j∗,
ò.ê. èíà÷å òðåáîâàíèå i íå áóäåò çàïàçäûâàþùèì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó
ñâîéñòâó ëåììû 9.4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå òðåáîâàíèÿ j òàêèå, ÷òî dj ≤ d′j∗,
äîëæíû îáñëóæèâàòüñÿ ïðè ýòîì ðàñïèñàíèè ïåðåä òðåáîâàíèåì j∗, òàê êàê
pj < pj∗ (ñì. ëåììó 9.4).

Ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä èç äàííîé òåîðåìû. Åñëè âûáðàòü
òàêîå òðåáîâàíèå j∗ è äëÿ íåãî îïðåäåëèòü òðåáîâàíèå (ïîçèöèþ) k ≥ j∗,
òî èñõîäíóþ çàäà÷ó ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïîäçàäà÷è ðåøàåìûå àíàëîãè÷íî.
Ïåðâàÿ ïîäçàäà÷à ñîäåðæèò ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé i, i = 1, 2, . . . , k, i 6= j∗, à
äðóãàÿ � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé k+ 1, k+ 2, . . . , n. Ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â
âûáîðå òðåáîâàíèÿ (ïîçèöèè) k.

Íà ýòîì ôàêòå îñíîâàí òî÷íûé àëãîðèòì 9.3 ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç j∗(N ′) òðåáîâàíèå ñ íàèáîëüøåé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ
îáñëóæèâàíèÿ ñðåäè òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ′ ⊆ N . Åñëè òàêèõ òðåáîâàíèé
íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå ñ íàèáîëüøèì äèðåêòèâíûì ñðîêîì, ò.å.
j∗(N ′) = arg max

j∈N ′
{dj : pj = max

i∈N ′
pi}. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âìåñòî j∗(N ′)

áóäåì çàïèñûâàòü j∗, åñëè î÷åâèäíî î êàêîì ìíîæåñòâå èäåò ðå÷ü.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð (ïîäïðèìåð) îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà
N ′ ⊆ N , N ′ = {1, 2, . . . , n′}, ñ ìîìåíòà âðåìåíè t′ ≥ 0. Ìíîæåñòâî L(N ′, t′)
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ i ∈ {j∗, j∗ + 1, . . . , n′}.
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Àëãîðèòì 9.3 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1||
∑
Tj.

Procedure ProcL (N, t)

1: Äàí ïðèìåð {N, t} ñ ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé N = {j1, j2, . . . , jn} è ìîìåíòîì íà÷àëà
îáñëóæèâàíèÿ t, ãäå dj1 ≤ dj2 ≤ . . . ≤ djn .

2: if N = ∅ then
3: π∗:= ïóñòîå ðàñïèñàíèå;
4: else
5: Íàéäåì òðåáîâàíèå j∗ èç ìíîæåñòâà N ;
6: Íàéäåì ìíîæåñòâî L(N, t) äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗;
7: for ALL k ∈ L(N, t) do
8: πk := (ProcL(N ′, t′), j∗(N),ProcL(N ′′, t′′)), ãäå

N ′ := {j1, . . . , jk} \ {j∗}, t′ := t,

N ′′ := {jk+1, . . . , jn}, t′′ := t+
∑k

i:=1 pji ;

9: end for
10: π∗:=arg min

k∈L(N,t)
{F (πk, t)};

11: end if
12: RETURN π∗;

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

1: π∗:=ProcL(N, 0);

k1 k2 k3 km

Ðèñ. 9.1: Ïðîöåññ âûáîðà ïîçèöèè k

Çàïèñü F (πk, t) â àëãîðèòìå îçíà÷àåò ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå ïðè ðàñ-
ïèñàíèè πk âûïîëíåíèå êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t. Íà ñëåäóþ-
ùèõ äâóõ ðèñóíêàõ ïîêàçàí ïðîöåññ âûáîðà ïîçèöèè k è ðàçáèåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è íà äâå ïîäçàäà÷è.

Ñïèñîê ðàññìàòðèâàåìûõ ïîçèöèé L(N ′, t′) ìîæíî çíà÷èòåëüíî ñîêðà-
òèòü, ò.ê. â ýòî ìíîæåñòâî ñòîèò âêëþ÷àòü òîëüêî òðåáîâàíèÿ i ∈ {j∗, j∗ +
+ 1, . . . , n′}, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

N ′ N ′′

Ðèñ. 9.2: Ðàçáèåíèå èñõîäíîé çàäà÷è íà äâå ïîäçàäà÷è
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(à) t′ +
k∑
j=1

pj < dk+1 (ïðàâèëî èñêëþ÷åíèÿ 1) è

(á) dj + pj ≤ t′ +
k∑
j=1

pj, äëÿ âñåõ j = j∗(N ′) + 1, k

(ïðàâèëà èñêëþ÷åíèÿ 2, 3),

ãäå dn′+1 := +∞.

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðàâèëà èñêëþ÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñîêðàòèòü
âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 9.8 [150] Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 9.3 ñîñòàâëÿåò O(n4
∑
pj)

îïåðàöèé.

Ìîäèôèêàöèè äàííîãî àëãîðèòìà ñ ðàçëè÷íûìè ïðàâèëàìè ñîêðàùåíèÿ ïå-
ðåáîðà ïåðèîäè÷åñêè ïîÿâëÿþòñÿ â ëèòåðàòóðå. Íî íà òåêóùèé ìîìåíò, ëó÷-
øèé èç ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ìîæåò ðåøàòü ëèøü �ïðîñòûå� ïðèìåðû,
ïîñòðîåííûå ïî ñõåìå Ïîòòñà è Âàññåíõîâà [186], ðàçìåðíîñòüþ íå áîëüøå 500
òðåáîâàíèé.

9.7 Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ äëÿ òåñòîâûõ

ïðèìåðîâ Ïîòòñà è Âàí Âàññåíõîâà

Êà÷åñòâî ðàçíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îï-
òèìèçàöèè çà÷àñòóþ ñðàâíèâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðè ýòîì ìîæíî ñðàâ-
íèòü ðåàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, ïðîèçâîäè-
ìûõ àëãîðèòìîì, òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ è ò.ä. Â êà÷åñòâå èëëþñòðà-
öèè òîãî, êàê ìîãóò ïðîâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòû, â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ Ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà
è àëãîðèòìà ACO. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ïðèìåðîâ ðàçìåðíîñòè
n = 4, . . . , 70, 100, êîòîðûå ãåíåðèðîâàëèñü ñ ïîìîùüþ ñõåìû Ïîòòñà è Âàí
Âàññåíõîâà [186].

Ïðèìåðû ãåíåðèðîâàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çíà÷åíèÿ pj ∈ Z ðàñ-
ïðåäåëåíû ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó íà ïðîìåæóòêå [1, 100]. Çíà÷åíèÿ dj ãå-
íåðèðîâàëèñü ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó íà ïðîìåæóòêå

[
n∑

j:=1

pj(1− TF −RDD/2),
n∑

j:=1

pj(1− TF +RDD/2)].
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Ïàðàìåòðû TF èRDD ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}.
Äëÿ êàæäîé êîìáèíàöèè (TF,RDD) ãåíåðèðîâàëîñü ïî 100 ïðèìåðîâ (âñåãî
2500 ïðèìåðîâ äëÿ êàæäîãî n).

Ïðèìåðû, äëÿ êîòîðûõ F (πEDD) = 0, íå ðàññìàòðèâàëèñü, ò.ê. â ýòîì
ñëó÷àå Ãèáðèäíûé àëãîðèòì è ACO ãàðàíòèðîâàííî íàõîäÿò òî÷íûå ðåøå-
íèÿ. πEDD�ðàñïèñàíèå ïîñòðîåííîå ïî ïðàâèëó EDD.

Â àëãîðèòìàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: α = 1; β = 2;
ρ = 0,1. Ëîêàëüíûé ïîèñê � ïîïàðíàÿ ïåðåñòàíîâêà. Ïðèìåíÿåìàÿ ýâðèñòèêà
� MDD.

Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà çàïóñêàëñÿ òî÷íûé àëãîðèòì 9.3. Â ðåçóëüòàòå
åãî ðàáîòû ìû ïîëó÷àëè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè Fopt.

Â àëãîðèòìå ACO ìóðàâüè ãåíåðèðîâàëèñü äî òåõ ïîð, ïîêà íå íà-
õîäèëîñü ðàñïèñàíèå π, ïðè êîòîðîì F (π) = Fopt. Ýòî �íåîáõîäèìîå� êî-
ëè÷åñòâî ìóðàâüåâ ôèêñèðîâàëîñü. ×èñëî ìóðàâüåâ íàìè áûëî îãðàíè÷åíî
m ≤ 100. Ïåðåä ïåðâîé èòåðàöèåé ïàðàìåòðû τij ðàññ÷èòûâàëèñü ïî ôîðìó-
ëå τij = 1/(TEDD), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n, τ0 = 1/(TEDD).

Àëãîðèòì çàïóñêàëñÿ äî 10 ðàç (ïîêà íå íàéäåíî îïòèìàëüíîå ðàñïèñà-
íèå). Òàêèì îáðàçîì ìû ïûòàëèñü èçáåæàòü �ñëó÷àéíîñòè� ðàáîòû àëãîðèò-
ìà.

Ëó÷øåå íàéäåííîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè FACO ôèêñèðîâàëîñü.
Âû÷èñëÿëàñü îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü FACO−Fopt

Fopt
.

Òàêàÿ æå ñõåìà èñïîëüçîâàëàñü äëÿ Ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà. Òàêèì îáðà-
çîì ìû ìîãëè ñðàâíèòü îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü äâóõ àëãîðèòìîâ (ACO
è Ãèáðèäíîãî), êîëè÷åñòâî ìóðàâüåâ, íåîáõîäèìîå êàæäîìó àëãîðèòìó äëÿ
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàá. 9.3.

Äëÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è n = 100 ðàññìîòðåíî 617 ïðèìåðîâ. Äëÿ îñòàëü-
íûõ ðàçìåðíîñòåé ïî 2500 ïðèìåðîâ. Â òàáëèöå âûâîäÿòñÿ òîëüêî òå ñòðîêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìåðíîñòè çàäà÷è n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî íåòî÷íî ðåøåí-
íûõ ïðèìåðîâ áîëüøå 0.

Â ïåðâîé êîëîíêå ïðåäñòàâëåíî çíà÷åíèå n � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è. Âî
âòîðîé è òðåòüåé êîëîíêàõ, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ
àëãîðèòì ACO èëè Ãèáðèäíûé íå íàøëè òî÷íûå ðåøåíèÿ. Â ÷åòâåðòîé è
ïÿòîé êîëîíêàõ ïðåäñòàâëåíà ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü àë-
ãîðèòìîâ (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ ïðîöåíòà). Â ïîñëåäíèõ äâóõ êîëîíêàõ �
ñðåäíåå ÷èñëî ìóðàâüåâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.
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Òàáëèöà 9.3: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

n ×èñëî íåîïòèìàëüíî Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ×èñëî ìóðàâüåâ
ðåøåííûõ ïðèìåðîâ ïîãðåøíîñòü
ACO Ãèáðèäíûé ACO Ãèáðèäíûé ACO Ãèáðèäíûé

19 2 0 0,22 0 1,6164 1,4004
20 1 0 0,58 0 1,6064 1,4204
22 1 0 0,16 0 1,626 1,4844
28 2 0 0,09 0 1,9704 1,6688
34 1 0 0,15 0 2,2212 1,9568
36 0 1 0 0,04 2,2332 2,154
37 1 1 0,38 0,01 2,4796 2,102
40 1 0 0,04 0 2,6036 2,2424
42 1 1 0,05 0,01 2,7888 2,4092
43 1 1 0,07 0,06 2,7316 2,3656
44 3 0 0,04 0 2,8464 2,3784
45 2 0 0,68 0 2,9736 2,4728
46 1 0 0,03 0 3,1624 2,4088
47 2 0 0,01 0 3,248 2,5152
48 9 0 0,56 0 3,4516 2,5196
49 3 1 0,15 0,08 3,4252 2,7
50 9 1 0,35 0,29 3,716 2,6336
51 8 0 0,22 0 3,8412 2,7768
52 4 1 0,04 0,07 3,5816 2,86
53 4 2 0,03 0,42 3,8948 2,9668
54 9 3 0,1 0,29 4,0324 2,9924
55 8 2 0,11 0,06 4,1048 3,0496
56 9 1 0,83 0,01 4,2916 3,0064
57 7 0 0,23 0 4,1568 3,158
58 14 0 0,17 0 4,71 3,3724
59 14 4 0,24 0,1 4,81 3,3372
60 11 1 0,22 0,01 4,7268 3,4224
61 18 2 1,26 0,02 5,3032 3,5216
62 10 2 0,26 0,01 5,0964 3,5032
63 17 7 0,16 0,08 5,3016 3,5728
64 15 6 0,57 0,46 5,2388 3,6504
65 18 7 0,1 0,14 5,548 3,6604
66 17 11 0,15 0,14 5,4288 3,8552
67 17 7 0,83 0,1 6,1068 4,1016
68 25 4 0,2 0,08 6,3864 3,7252
69 18 6 0,12 0,1 6,1912 4,0796
70 33 4 0,23 0,05 6,974 3,8672
100 36 0 0,31 0 27,35 4,66
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Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ïðèìåðíî äëÿ 99% ïðèìåðîâ îáà àëãîðèòìà íà-
õîäÿò òî÷íûå ðåøåíèÿ.

×èñëî ïðèìåðîâ, íåòî÷íî ðåøåííûõ Ãèáðèäíûì àëãîðèòìîì, çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå, ÷åì àëãîðèòìîì ACO, è íå ïðåâîñõîäèò 0,44% îò îáùåãî
÷èñëà ïðèìåðîâ. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèò 0,46%. ×èñëî
ìóðàâüåâ, íåîáõîäèìîå Ãèáðèäíîìó àëãîðèòìó òàêæå ìåíüøå. Çàìåòíî, ÷òî
äëÿ n = 100 Ãèáðèäíîìó àëãîðèòìó â ñðåäíåì íåîáõîäèìî 4-5 ìóðàâüåâ äëÿ
íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ, â òî âðåìÿ êàê Àëãîðèòìó ACO òðå-
áóåòñÿ â ñðåäíåì áîëåå 27 ìóðàâüåâ.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü Àëãîðèòìà ACO ïðåâîñõîäèò 1,26% äëÿ
n = 61. ×èñëî �íåòî÷íî� ðåøåííûõ ïðèìåðîâ äëÿ n = 70 áîëüøå 1% îò
îáùåãî ÷èñëà ïðèìåðîâ. Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ñ ðîñòîì n áóäåò íàáëþäàòüñÿ
çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî Ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà.

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîñòðîåíèå "ñìåøàííûõ" ãèáðèäíûõ àëãî-
ðèòìîâ äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû.

9.8 Àëãîðèòì Ìóðàâüèíûå Êîëîíèè

Â äàííîé ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Ìóðà-
âüèíûå Êîëîíèè (Ant Colony Optimization. ACO). Ýòîò èòåðàöèîííûé àëãî-
ðèòì (äàëåå � àëãîðèòì ACO) îñíîâàí íà èäåå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ.

Êàæäàÿ èòåðàöèÿ � "çàïóñê èñêóññòâåííîãî ìóðàâüÿ � êîòîðûé �ïûòà-
åòñÿ� ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó âûáðàòü íàèëó÷øèé ìàðøðóò ê �ïèùå� (ê îï-
òèìóìó ôóíêöèè), èñïîëüçóÿ ìåòêè ñâîèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ.

Êàæäûé ìóðàâåé âûïîëíÿåò öåïî÷êó øàãîâ. Íà êàæäîì øàãå i,
i = 1, 2, . . . , n, âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå j äëÿ ïîñòàíîâêè íà ìåñòî i â ðàñïè-
ñàíèè, èñïîëüçóÿ "âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà".

Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ïàðàìåòðû:

ηij � ýâðèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, íàñêîëüêî õîðîøèì êàæåòñÿ ïî-
ñòàíîâêà òðåáîâàíèÿ j íà ìåñòî i â ðàñïèñàíèè. Ýòîò ïàðàìåòð âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêè ïî îäíîìó èç âàðèàíòîâ:

1. Ïî ïðàâèëó EDD: ηij = 1
dj
, i = 1, . . . , n;

2. Ïî ïðàâèëó MDD (modi�ed due date). Â àëãîðèòìå MDD ïîñëåäî-
âàòåëüíî íà ïîçèöèè i = 1, . . . , n âûáèðàåòñÿ åùå íåóïîðÿäî÷åííîå
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òðåáîâàíèå j ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì max{S+ pj, dj}, ãäå S � ñóì-
ìà ïðîäîëæèòåëüíîñòåé ïðåäøåñòâóþùèõ óïîðÿäî÷åííûõ òðåáîâà-
íèé. Ýâðèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ηij = 1

max{S+pj ,dj} ;

3. Ïî ïðàâèëó L-MDD (Look-ahead MDD): ηij = 1
Tardj

, ãäå Tardj � ñóì-
ìàðíîå çàïàçäûâàíèå ïðè ìîäèôèöèðîâàííîì ðàñïèñàíèè MDD, ïðè
êîòîðîì íà ïîçèöèè i îáñëóæèâàåòñÿ òðåáîâàíèå j, à âñå îñòàëüíûå
òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì MDD;

4. Ïî ïðàâèëó SPT: ηij = 1
pj
, i = 1, . . . , n;

τij � �ñëåä� (â ïðèðîäå: ñëåä ôåðîìîíà). Ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè ýòîò ïà-
ðàìåòð êîððåêòèðóåòñÿ. Ïàðàìåòð ïîêàçûâàåò íàñêîëüêî �õîðîøèì� äëÿ
òðåáîâàíèÿ j îêàçàëàñü ïîçèöèÿ i. Òî åñòü ýòî íàêîïëåííàÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêàÿ èíôîðìàöèÿ î êà÷åñòâå âûáîðà äëÿ ïîçèöèè i òðåáîâàíèÿ j, â òî
âðåìÿ êàê ηij õàðàêòåðèçóåò ïðåäïîëàãàåìóþ âûãîäó òàêîé ïîñòàíîâêè
ïðè íåäîñòàòêå íàêîïëåííîé èíôîðìàöèè.

Ïåðåä ïåðâîé èòåðàöèåé ïîëàãàþò τij = 1/(mTEDD), ãäå TEDD � ñóììàð-
íîå çàïàçäûâàíèå ïðè EDD-ðàñïèñàíèè. m�êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (ìóðàâüåâ).
Ïàðàìåòðû ηij ðàññ÷èòûâàþòñÿ îäèí ðàç ïåðåä ïåðâîé èòåðàöèåé.

Íà êàæäîì øàãå i, i = 1, 2, . . . , n, âû÷èñëÿåòñÿÌàòðèöà âåðîÿòíîñòåé
ïåðåõîäà:

ρij =

{
[τij ]

α[ηij ]
β∑

h∈Ω[τih]α[ηih]β
, j ∈ Ω,

0 , j /∈ Ω,

ãäå Ω � ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ òðåáîâàíèé.

Ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó íà ïîçèöèþ i âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå j îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

j = argmaxh∈Ω[τih]
α[ηih]

β, q < q0,
j îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì,
ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé, ρij, q ≥ q0,

ãäå 0 ≤ q0 ≤ 1 � ïàðàìåòð àëãîðèòìà, à çíà÷åíèå q âû÷èñëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì
îáðàçîì íà êàæäîì øàãå.

Ïîñëå òîãî, êàê òðåáîâàíèå j áûëî ïîñòàâëåíî íà ïîçèöèþ i, ïåðåñ÷è-
òûâàåòñÿ �ëîêàëüíûé ñëåä�:

τij = (1− ρ)τij + ρτ0,
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ãäå τ0 = 1/(mTEDD), à ρ ∈ [0, 1] � êîýôôèöèåíò ðàñïàäà ôåðîìîíà (ïàðàìåòð
àëãîðèòìà).

Ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè "ãëîáàëüíûé ñëåä" τij êîððåêòèðóåòñÿ ïî ïðà-
âèëó:

τij = (1− ρ)τij + ρ/T ∗,

åñëè â �ëó÷øåì� íàéäåííîì ðàñïèñàíèè íà ïîçèöèè i îáñëóæèâàåòñÿ òðåáî-
âàíèå j. Èíà÷å

τij = (1− ρ)τij,

Çíà÷åíèå T ∗ � ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå äëÿ "ëó÷øåãî" íàéäåííîãî ðàñïèñà-
íèÿ.

Àëãîðèòì ACO äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè èíòåãðàöèè â íåãî ëî-
êàëüíîãî ïîèñêà, ê ïðèìåðó, ïîïàðíîé ïåðåñòàíîâêè òðåáîâàíèé. Ëîêàëüíûé
ïîèñê çàïóñêàåòñÿ ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà áåç ëîêàëüíîãî ïî-
èñêà ñîñòàâëÿåò O(mn2) îïåðàöèé. Äëÿ êàæäîé ïîçèöèè i (âñåãî n ïîçèöèé)
âûáèðàëîñü òðåáîâàíèå j çà O(n) îïåðàöèé.

Òðóäîåìêîñòü ëîêàëüíîãî ïîèñêà O(n3). Òîãäà òåîðåòè÷åñêàÿ òðóäîåì-
êîñòü àëãîðèòìà ACO ñ ëîêàëüíûì ïîèñêîì ñîñòàâëÿåò íå ìåíüøå O(mn3)
îïåðàöèé.

9.9 Ãèáðèäíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Íà îñíîâå Àëãîðèòìà ACO è òî÷íîãî àëãîðèòìà 9.3 ñ ïðàâèëàìè èñêëþ÷åíèÿ
1-3 íàìè ïîñòðîåí íîâûé Ãèáðèäíûé àëãîðèòì. Èäåÿ àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè çàïóñêàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì
9.3, â êîòîðîì î÷åðåäíîå òðåáîâàíèå j∗ "ñëó÷àéíûì" îáðàçîì ñòàâèòñÿ íà
íåêîòîðóþ ïîçèöèþ k ∈ L(N, t).

"Ñëó÷àéíûé" âûáîð ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî ìåòîäó Ìóðàâüèíûå êîëîíèè,
ò.å. ïîäçàäà÷à âûáîðà ïîäõîäÿùåé ïîçèöèè ðåøàåòñÿ Àëãîðèòìîì ACO. Ìî-
äèôèöèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà ProcL, èñïîëüçóåìàÿ â àëãîðèòìå, ïðåäñòàâëåíà
äàëåå (ñì. áëîê àëãîðèòìà 9.4).

Ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè "ãëîáàëüíûé ñëåä" τij êîððåêòèðóåòñÿ ïî ïðà-
âèëó:

τij = (1− ρ)τij + ρ/T ∗,
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Àëãîðèòì 9.4 Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà ProcL
Procedure ProcL (N, t)

1: Äàí ïðèìåð {N, t} ñ ìíîæåñòâîì òðåáîâàíèé N = {j1, j2, . . . , jn} è ìîìåíòîì íà÷àëà
îáñëóæèâàíèÿ t, ãäå dj1 ≤ dj2 ≤ . . . ≤ djn .

2: if N = ∅ then
3: π∗:= ïóñòîå ðàñïèñàíèå;
4: else
5: Íàéäåì òðåáîâàíèå j∗ èç ìíîæåñòâà N ;
6: Íàéäåì ìíîæåñòâî L(N, t) äëÿ òðåáîâàíèÿ j∗;
7: Ðàññ÷èòàåì ìàòðèöó âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà äëÿ êàæäîé ïîçèöèè i ∈ L(N, t).

ρij∗ =
τij∗/F (πi, t)∑

h∈L(N,t) τhj∗/F (πh, t)
,

ãäå πi = (j1, . . . , jm−1, jm+1, . . . , ji, j
∗, ji+1, . . . , jn), dj1 ≤ . . . , djn , j

∗ = jm,m < i,
F (πi, t) � ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå ïðè ðàñïèñàíèè πi, ïîñòðîåííîì ñ ìîìåíòà âðå-
ìåíè t.

8: Âûáåðåì ïîçèöèþ k ∈ L(N, t) ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèþ âåðî-
ÿòíîñòåé ρij∗.

9: Ïåðåñ÷èòàåì �ëîêàëüíûé ñëåä�:

τkj∗ = (1− ρ)τkj∗ + ρτ0,

ãäå τ0 = 1/(mTEDD). TEDD � ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå ïðè EDD-ðàñïèñàíèè.
10: πk := (ProcL(N ′, t′), j∗(N),ProcL(N ′′, t′′)), ãäå

N ′ := {j1, . . . , jk} \ {j∗}, t′ := t, N ′′ := {jk+1, . . . , jn}, t′′ := t+
∑k

i:=1 pji ;
11: end if
12: RETURN π∗;

åñëè â "ëó÷øåì" íàéäåííîì ðàñïèñàíèè íà ïîçèöèè i îáñëóæèâàåòñÿ òðåáî-
âàíèå j. Èíà÷å

τij = (1− ρ)τij,

ãäå ρ ∈ [0, 1] � ïàðàìåòð àëãîðèòìà. Çíà÷åíèå T ∗ � ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå
äëÿ �ëó÷øåãî� íàéäåííîãî ðàñïèñàíèÿ.

Ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè çàïóñêàåòñÿ ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî ïîèñêà �
ïîïàðíàÿ ïåðåñòàíîâêà òðåáîâàíèé.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òðóäîåìêîñòü Ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà áåç ëî-
êàëüíîãî ïîèñêà O(mn2) îïåðàöèé. Ïðîöåäóðà ProcL çàïóñêàåòñÿ n ðàç. Â
êàæäîé ïðîöåäóðå âûïîëíÿåòñÿ ïîðÿäêà O(n) îïåðàöèé.

Òðóäîåìêîñòü ëîêàëüíîãî ïîèñêà O(n3). Òîãäà òåîðåòè÷åñêàÿ òðóäîåì-
êîñòü Ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ñ ëîêàëüíûì ïîèñêîì ñîñòàâëÿåò íå ìåíüøå
O(mn3) îïåðàöèé. Òî åñòü òðóäîåìêîñòü èäåíòè÷íà òðóäîåìêîñòè àëãîðèò-
ìà ACO.
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9.10 Ìèíèìèçàöèÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè çàïàçäûâàíèÿ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ äâóìÿ çàäà÷àìè, öåëåâûå ôóíê-
öèè êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ çàïàçäûâàíèåì òðåáîâàíèé 1||

∑
wjUj è 1||

∑
Tj. Â

ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå ýòèõ äâóõ çàäà÷.

Â äîïîëíåíèè ê îáû÷íûì ïàðàìåòðàì pj è dj, äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ
j, j = 1, 2, . . . , n, çàäàíû êâîòà çàïàçäûâàíèÿ bj ≥ 0, êîýôôèöèåíò íîð-
ìàëüíîãî çàïàçäûâàíèÿ vj ≥ 0 è êîýôôèöèåíò íåíîðìàëüíîãî çàïàçäûâàíèÿ
wj ≥ 0.

Îáîáùåííîå çàïàçäûâàíèå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

GTj(π) =


0, åñëèCj(π)− dj ≤ 0,
vj · (Cj(π)− dj), åñëè0 < Cj(π)− dj ≤ bj,
wj, åñëèbj < Cj(π)− dj,

ãäå wj ≥ vjbj äëÿ êàæäîãî j ∈ N . Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è:

F (π) =
n∑
j=1

GTj(π)→ min .

Ôóíêöèþ îáîáù�åííîãî çàïàçäûâàíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Åñëè çàïàçäûâàíèå òðåáîâàíèÿ j ïðåâûøàåò ïàðàìåòð bj, òî
çíà÷åíèå øòðàôà óæå íå çàâèñèò îò çàïàçäûâàíèÿ, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì è
ðàâíûì wj. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàñïèñàíèå, ìèíèìèçèðóþùåå çíà÷åíèå F (π).
Ýòó çàäà÷ó áóäåì îáîçíà÷àòü êàê 1||

∑
GTj.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çàäà÷à NP -òðóäíà, òàê êàê åå ÷àñòíûé ñëó÷àé bj = 0
ñîîòâåòñòâóåò NP -òðóäíîé ïðîáëåìå 1||

∑
wjUj.

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, ïðè êîòîðîì

bj = pj, vj = 1, wj = pj, (9.2)

òî åñòü GTj(π) = min{max{0, Cj(π)− dj}, pj} äëÿ âñåõ j ∈ N .

Òåîðåìà 9.9 ×àñòíûé ñëó÷àé (9.2) çàäà÷è 1‖
∑
GTj ÿâëÿåòñÿ NP -òðóä-

íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì ê äàííîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ÇÀÄÀ×Ó ÐÀÇÁÈÅ-
ÍÈß. Äàí ïðèìåð ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß. Ïîñòðîèì ïðèìåð ÷àñòíîãî ñëó-
÷àÿ (9.2) ñ n + 1 òðåáîâàíèÿìè. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ pj = bj,

j = 1, 2, . . . , n, è pn+1 = 1, ò.å.
n+1∑
j=1

pj = 2A + 1. Äèðåêòèâíûå ñðîêè dj = A,
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j = 1, 2, . . . , n, è dn+1 = A + 1. Ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π âûïîëíÿåòñÿ

F (π) ≥ A =
n+1∑
j=1

pj − dn+1. Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ ðàñïèñàíèé âûïîëíÿåòñÿ

F (π) ≤ A+ 1.

Ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π∗ = (π1, n + 1, π2) (áåç ïðîñòîåâ) ðà-
âåíñòâî Cn+1(π

∗) = A + 1 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòâåò â
ïðèìåðå ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß � �ÄÀ�. Âñå òðåáîâàíèÿ èç ÷àñòè÷íîãî ðàñ-
ïèñàíèÿ π1 è òðåáîâàíèå n+1 íå çàïàçäûâàþò, à òðåáîâàíèÿ èç π2 çàïàçäûâà-
þò. Òðåáîâàíèå èç ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ π1 ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì íàé-
äåííîãî ïîäìíîæåñòâà ÷èñåë N ′ ïðèìåðà ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß. Ïðè÷åì,
F (π∗) = A. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷è (9.2) 1‖

∑
GTj è ÐÀÇÁÈÅÍÈß ÿâëÿþòñÿ

ýêâèâàëåíòíûìè, ÷òî è äîêàçûâàåò NP-òðóäíîñòü ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (9.2). �

Ëåììà 9.5 Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (9.2) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñà-
íèå âèäà π = (G,H), ãäå äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé i ∈ G âûïîëíÿåòñÿ 0 ≤
≤ GTi(π) < pi, à äëÿ òðåáîâàíèé j ∈ H âûïîëíÿåòñÿ GTi(π) = pi. Òðåáî-
âàíèÿ èç ìíîæåñòâà G îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå EDD1, à òðåáîâàíèÿ èç
ìíîæåñòâà H � â ïîðÿäêå LDD2.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âè-
äà π∗ = (π1, j, π2). Åñëè GTj(π) = pj, òîãäà ðàñïèñàíèå π′ = (π1, π2, j) òàêæå
îïòèìàëüíîå. Òî åñòü ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (G,H),
ãäå âñå òðåáîâàíèÿ j ∈ H çàïàçäûâàþò è GTj(π) = pj. Äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé
i ∈ G âûïîëíÿåòñÿ 0 ≤ GTi(π) < pi.

2) Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (G,H), ãäå âñå òðåáîâàíèÿ
j ∈ H çàïàçäûâàþò è GTj(π) = pj, à äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé i ∈ G âûïîëíÿåòñÿ
0 ≤ GTi(π) < pi. Äîêàæåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ i ∈ G îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå
EDD.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âèäà
π = (π1, α, β, π2), ãäå òðåáîâàíèÿ α, β ∈ G, è âûïîëíÿåòñÿ dα > dβ. À òàêæå
âûïîëíÿåòñÿ Cα(π)− dα < pα è Cβ(π)− dβ < pβ, òîãäà Cα(π) < dα.

Ðàññìîòðèì ðàñïèñàíèå π′ = (π1, β, α, π2). Îïðåäåëèì C = Cβ(π) =
Cα(π′). Òîãäà

F (π)− F (π′) = (GTα(π)−GTα(π′)) + (GTβ(π)−GTβ(π′)) =

= −min{pα,max{0, C − dα}}+ min{pα,max{0, C − dβ}} ≥ 0

1EDD�earliest due date
2LDD�lates due date

357



è ðàñïèñàíèå π′ òàêæå îïòèìàëüíî.

3) Äîêàæåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ j ∈ H îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå LDD. Äëÿ âñåõ

òðåáîâàíèé j ∈ H èìååì dj ≤
n∑
l=1

pl −
∑
k∈H

pk, èíà÷å, åñëè dj >
n∑
l=1

pl −
∑
k∈H

pk,

òîãäà ïðè ðàñïèñàíèè π′ = (G, j,H \ {j}) ìû èìååì ìåíüøåå çíà÷åíèå öåëå-
âîé ôóíêöèè, ò.å. ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ò.ê. π � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå.
Ïîýòîìó òðåáîâàíèÿ èç H ìîãóò áûòü îáñëóæåíû â ëþáîì ïîðÿäêå.

Ïîëüçóÿñü ýòîé ëåììîé, ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ
äàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. Òðóäî�åìêîñòü ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà áóäåò ðàâíà
O(ndmax) îïåðàöèé, ãäå dmax � ìàêñèìàëüíûé äèðåêòèâíûé ñðîê.

9.11 Îäíîïðèáîðíûå çàäà÷è ñ îáðàòíûìè

êðèòåðèÿìè îïòèìèçàöèè

Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàðíîå çàïàçäû-
âàíèå èëè ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé, â îòëè÷èå îò
êëàññè÷åñêèõ çàäà÷, ãäå ýòè çíà÷åíèÿ íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü. Íåñìîòðÿ íà
àáñóðäíîñòü òàêîé ìàêñèìèçàöèè, äàííûå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåîðå-
òè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îä-
íîïðèáîðíûå çàäà÷è ñ "îáðàòíûìè" êðèòåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè, íàïðèìåð,
çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ è ìàêñèìèçàöèè êîëè÷åñòâà
çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé äëÿ îäíîãî ïðèáîðà.

Ôîðìóëèðóþòñÿ ýòè çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäà-
þùèì ñ ôîðìóëèðîâêàìè êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè.

Íåîáõîäèìî îáñëóæèòü n òðåáîâàíèé íà îäíîì ïðèáîðå. Ïðåðûâàíèÿ
ïðè îáñëóæèâàíèè è îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè çàïðåùåíû. Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N = {1, 2, . . . , n}
çàäàíû ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ pj > 0 è äèðåêòèâíûé ñðîê åãî
îêîí÷àíèÿ dj, ãäå N � ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî îáñëó-
æèòü. Ïðèáîð íà÷èíàåò îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé ñ ìîìåíòà âðåìåíè 0. Ïðî-
ñòîè ïðèáîðà ïðè îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé çàïðåùåíû (èíà÷å çàäà÷è ìàê-
ñèìèçàöèè ñòàíîâÿòñÿ òðèâèàëüíûìè). Ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé
π = (j1, j2, . . . , jn) ñòðîèòñÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè 0 è îäíîçíà÷íî çàäà�åòñÿ ïå-

ðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cjk(π) =
k∑
l=1

pjl âðåìÿ

çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé jk ïðè ðàñïèñàíèè π. Åñëè Cj(π) > dj,
òîãäà òðåáîâàíèå j çàïàçäûâàåò, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàþò Uj = 1. Åñëè
Cj(π) ≤ dj, òîãäà òðåáîâàíèå j íå çàïàçäûâàåò, è Uj = 0
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Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå π∗ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæå-

ñòâà N , ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèè F (π) =
n∑
j=1

Uj(π). Îáî-

çíà÷èì äàííóþ çàäà÷ó ÷åðåç 1(nd)||max
∑
Uj. Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷àåòñÿ çà-

äà÷à ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ 1(nd)||max
∑
Tj è äðóãèå çà-

äà÷è ìàêñèìèçàöèè.

Çàïèñü (nd) îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñïèñàíèÿ, ïðè êîòîðûõ
ïðèáîð íå ïðîñòàèâàåò (non-delay), ò.å. âñå òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ â èí-
òåðâàëå [0,

∑
pj] áåç ïåðåðûâîâ. Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü è äðóãèå çà-

äà÷è ìàêñèìèçàöèè, îáîçíà÷àåìûå ñèìâîëàìè 1(sa)| . . . |max . . ., â êîòîðûõ
ðàññìàòðèâàþòñÿ ò.í. semi-active ðàñïèñàíèÿ.

Â ýòîì ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà NP -òðóäíîñòè íåêîòîðûõ çà-
äà÷ ìàêñèìèçàöèè, à òàêæå ïîëèíîìèàëüíûé ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1(nd)||max

∑
Tj.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, èññëåäîâàíèå äàííûõ çàäà÷ ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ
âàæíîé òåîðåòè÷åñêîé çàäà÷åé. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíèõ îöåíîê, èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ
îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé, âû÷èñëåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà îáñëóæèâàíèÿ òðå-
áîâàíèé äëÿ "èñõîäíûõ" ìèíèìèçàöèîííûõ çàäà÷, à òàêæå äëÿ ñîêðàùåíèÿ
ïåðåáîðà â àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ "èñõîäíûõ" çàäà÷. Íàïðèìåð, àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè êîëè÷åñòâà çàïàçäûâàþøèõ òðåáîâàíèé
1||max

∑
Uj èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà çà-

ïàçäûâàþøèõ òðåáîâàíèé, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ïåðå-
áîð â àëãîðèòìå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî çàïàçäûâàíèÿ
1||max

∑
Tj. Çíà÷åíèå max

∑
Tj ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ðåøåíèè êëàñ-

ñè÷åñêîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè 1||(α
∑
Ej + β

∑
Tj). Íàïðèìåð, åñëè α > β,

òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå β
∑
Tj è ïîñëå èñêàòü ðàñ-

ïèñàíèå, îïòèìàëüíîå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ êðèòåðèÿ
∑
Ej.

Òàêæå òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êîððåëÿöèÿ ìåæäó ïîëèíî-
ìèàëüíî ðàçðåøèìûìè è NP-òðóäíûìè ñëó÷àÿìè äëÿ "èñõîäíîé" è "îáðàò-
íîé" çàäà÷.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ äàííûõ ïðîáëåì ñóùåñòâóþò ïðàêòè÷åñêèå èí-
òåðïðåòàöèè è ïðèëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, ìîíòàæíàÿ êîìàíäà äîëæíà ñìîí-
òèðîâàòü âåòðÿíûå ýëåêòðîãåíåðàòîðû (òóðáèíû) â ðàçíûõ ðàéîíàõ ñòðàíû.
Â êàæäîì ðàéîíå j íåîáõîäèìî ñìîíòèðîâàòü îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî òóð-
áèí. Âðåìÿ ìîíòàæà pj çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà òóðáèí è íå çàâèñèò
îò ïîãîäíûõ èëè êëèìàòè÷åñêèõ óñëîâèé. Îäíàêî ïîãîäà âëèÿåò íà äîïîë-
íèòåëüíûå ðàñõîäû (íàïðèìåð, íà ðàñõîä òîïëèâà, íà çàðïëàòó è ñòîèìîñòü
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Òàáëèöà 9.4: Ñâåäåíèÿ î òðóäî�åìêîñòè çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè

Çàäà÷à òðóäî�åìêîñòü è àëãîðèò-
ìû

òðóäî�åìêîñòü ñîîòâ.
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

1(nd)||max
∑
Uj Ïîëèí. ðàçðåøèìà çà âðå-

ìÿ O(n log n)
Ïîëèí. ðàçðåøèìà çà
âðåìÿ O(n log n)

1(nd)|Dj|max
∑
Tj NP-òðóäíà ???

1(nd)|Dj|max
∑
Uj NP-òðóäíà ???

1(nd)|Dj|max
∑
wjCj NP-òðóäíà ???

1(nd)|Dj|max
∑
Cj NP-òðóäíà ???

1(nd)||max
∑
wjUj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
Uj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
wjCj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
Cj Ïîëèí. ðàçðåøèìà çà âðå-

ìÿ O(n log n)
NP-òðóäíà

1(nd)|prec, rj|maxCmax O(n2) NP-òðóäíà
1(nd)|prec, rj|max fmax O(n4) NP-òðóäíà
1(nd)|rj|max fmax O(n3) NP-òðóäíà
1(nd)|prec, rj|max

∑
Cj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|prec, rj|max
∑
Uj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)||max
∑
wjTj NP-òðóäíà, Àëãîðèòì

ðåøåíèÿ òðóäî�åìêîñòè
O(nmin{

∑
wj, dmax})

NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
wjTj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)|rj|max
∑
Tj NP-òðóäíà NP-òðóäíà

1(nd)||max
∑
Tj Àëãîðèòì ðåøåíèÿ òðóäî-

�åìêîñòè O(n
∑
pj). Àë-

ãîðèòì ðåøåíèÿ òðóäî-
�åìêîñòè O(n2)

NP-òðóäíà. Àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ òðóäî-
�åìêîñòè O(n4

∑
pj)

1(sa)|rj|max
∑
Tj Ïîëèí.ðàçðåøèìà çà âðå-

ìÿ O(n3)
1(sa)|rj|max

∑
wjTj NP-òðóäíà

ïðîæèâàíèÿ ðàáî÷èõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûøå çèìîé). Ñóììà ýòèõ äîïîë-
íèòåëüíûõ ðàñõîäîâ íà÷èíàåò áûñòðî ñíèæàòüñÿ ïîñëå ñõîäà ñíåãà. Äëÿ êàæ-
äîãî ðåãèîíà (ò.å. äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ) äàí ïðîãíîç, êîãäà îæèäàåòñÿ
ñõîä ñíåãà, ò.å. êîãäà ñíåã ðàñòàåò (ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê äèðåêòèâíûé ñðîê). Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ � ìèíèìèçèðîâàòü ýòè
äîïîëíèòåëüíûå ðàñõîäû, ò.å. öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâà-
íà êàê max

∑
max{0, Sj − d′j}, ãäå Sj = Cj − pj è d′j = dj − pj. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èëè çàäà÷ó 1||max
∑
Tj.

Ñâåäåíèÿ î òðóäî�åìêîñòè çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè ñâåäåíû â òàáëèöó 9.4.

Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ äëÿ çàäà÷ ìàêñèìèçàöèè, ïðåäñòàâëåííûõ â
òàáëèöå, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû áåç îñîáûõ óñèëèé. Äàëåå ïðèâåäåíû òðè ïðî-
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ñòûõ äîêàçàòåëüñòâà NP -òðóäíîñòè íåêîòîðûõ èç ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷.

Ëåììà 9.6 Çàäà÷è 1(nd)|Dj|max
∑
Tj è 1(nd)|Dj|max

∑
Uj NP-òðóäíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñâåäåíèåì ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅ-
ÍÈß ê äàííûì çàäà÷àì. Äàí ïðèìåð ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß ñ n ÷èñëàìè.
Êîíñòðóèðóåì ïðèìåð èññëåäóåìûõ çàäà÷ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â ïðèìåðå n+ 1 òðåáîâàíèå, ãäå pj = bj è dj = Dj =
n∑
j=1

pj + 1, j = 1, 2, . . . , n,

òî åñòü ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì ðàñïèñàíèè ýòè òðåáîâàíèÿ íå çàïàçäûâàþò.

Ïóñòü pn+1 = 1, dn+1 = A, Dn+1 = A+ 1, ãäå A = 1
2

n∑
j=1

pj.

Åñëè îòâåò â ïðèìåðå ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß �ÄÀ�,
òîãäà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π = (π1, n+ 1, π2), ãäå

{π1} = N ′,
∑
j∈N ′

pj = A, {π2} = N \N ′ è
n+1∑
j=1

Tj(π) = 1.

Åñëè îòâåò �ÍÅÒ�, òîãäà äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé
n+1∑
j=1

Tj = 0.

Ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿþòñÿ
n+1∑
j=1

Uj = 1 è
n+1∑
j=1

Uj = 0.

Ëåììà 9.7 Çàäà÷è 1(nd)|rj|max
∑
wjCj è 1(nd)|Dj|max

∑
wjCj

NP -òðóäíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñâåäåíèåì ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅ-
ÍÈß ê äàííûì çàäà÷àì. Äàí ïðèìåð ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß ñ n ÷èñëàìè.
Êîíñòðóèðóåì ïðèìåð çàäà÷è 1(nd)|rj|max

∑
wjCj ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â

ïðèìåðå n+ 1 òðåáîâàíèå, ãäå pj = wj = bj è rj = 0, j = 1, 2, . . . , n.

Ïóñòü pn+1 = 1, wn+1 = 0, rn+1 = A, ãäå A = 1
2

n∑
j=1

pj.

Åñëè îòâåò â ïðèìåðå ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß �ÄÀ�,
òîãäà ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π = (π1, n+ 1, π2),
ãäå {π1} = N ′,

∑
j∈π1

pj = A, {π2} = N \N ′,
∑
j∈π2

pj =
∑
j∈N

bj − A è

n+1∑
j=1

wjCj(π) =
∑

1≤i≤j≤n
bibj +

∑
j∈N

bj − A

 ,
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òàê êàê ïðè ðàñïèñàíèè π′ = (π1, π2, n+ 1) âûïîëíÿåòñÿ

n+1∑
j=1

wjCj(π) =
∑

1≤i≤j≤n
bibj.

Òðåáîâàíèÿ â ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèÿõ π1 è π2 ìîãóò áûòü îáñëóæåíû â ëþáîì
ïîðÿäêå.
Åñëè îòâåò �ÍÅÒ�, òî

n+1∑
j=1

wjCj(π) <
∑

1≤i≤j≤n
bibj +

∑
j∈N

bj − A

 .

Ñëåäîâàòåëüíî ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è 1(nd)|rj|max
∑
wjCj ýêâèâàëåíòåí

NP-òðóäíîé çàäà÷å ÐÀÇÁÈÅÍÈß, ïîýòîìó çàäà÷à 1(nd)|rj|max
∑
wjCj ÿâ-

ëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Àíàëîãè÷íî äëÿ çàäà÷è 1(nd)|Dj|max
∑
wjCj ìû êîíñòðóèðóåì ïðèìåð

ñ ìíîæåñòâîì èç n+ 1 òðåáîâàíèé, ãäå pj = bj, wj = 0, Dj =
n+1∑
i=1

pi, j =

= 1, 2, . . . , n, à òàêæå pn+1 = 1, wn+1 = 1 è Dn+1 = A+ 1.

Îòâåò äëÿ ïðèìåðà ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß �ÄÀ� òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè π âûïîëíÿåòñÿ Cn+1(π) = A+ 1.

Ëåììà 9.8 Çàäà÷à 1(nd)|Dj|max
∑
Cj NP-òðóäíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äâå çàäà÷è 1|rj|min
∑
Cj è

1|rj|min
∑
Sj ýêâèâàëåíòíû, ò.ê.

∑
j∈N

Cj =
∑
j∈N

Sj +
∑
j∈N

pj. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà-

÷à 1|rj|min
∑
Cj NP-òðóäíà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷è 1(nd)|Dj|max

∑
Cj

è 1|rj|min
∑
Sj òàêæå ýêâèâàëåíòíû.

Ïóñòü èìååòñÿ ïðèìåð çàäà÷è 1|rj|min
∑
Sj ñ ìíîæåñòâîì N èç n

òðåáîâàíèé. Äëÿ ïðèìåðà çàäà÷è 1(nd)|Dj|max
∑
Cj, çàäàäèì n òðåáîâàíèé

ñ ïàðàìåòðàìè p′j, D
′
j, îïðåäåëåííûìè ïî ïðàâèëàì:

p′j = pj, D′j =
∑
j∈N

pj − rj, j = 1, 2, . . . , n.

Ðàññìîòðèì ðàñïèñàíèå π = (j1, j2, . . . , jk, jk+1, . . . , jn).

Îïðåäåëèì Hjk =
n∑

i=k+1

pji. Òîãäà çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè
∑
j∈N

Cj = n
∑
j∈N

pj −

−
∑
j∈N

Hj ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè
∑
j∈N

Hj, òî åñòü ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å

1|rj|min
∑
Sj.
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Ïóñòü π = (1, 2, . . . , n) � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ïðèìåðà çàäà÷è
1|rj|min

∑
Sj. Òîãäà ðàñïèñàíèå π′ = (n, . . . , 2, 1) áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèìåðà çàäà÷è 1|Dj|max
∑
Cj.

Ïîýòîìó äâå ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíû è, ñëåäîâàòåëüíî, èññëåäóåìàÿ çà-
äà÷à 1(nd)|Dj|max

∑
Cj ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

9.11.1 Äîêàçàòåëüñòâî NP -òðóäíîñòè
çàäà÷è 1(nd)||max

∑
wjTj

Äàëåêî íå âñå äîêàçàòåëüñòâà NP -òðóäíîñòè äëÿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé
ñòîëü òðèâèàëüíû. Äëÿ èëëþñòðàöèè íåòðèâèâèàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó 1(nd)||max

∑
wjTj. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñâåäåíèåì ÇÀ-

ÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ çàäà÷è 1(nd)||max
∑
wjTj. Áåç ïî-

òåðè îáùíîñòè, ïóñòü â ïðèìåðå ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß n > 3 è
n∑
i=1

bi > 10.

Äàí ïðîèçâîëüíûé ïðèìåð ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß, ìû êîíñòðóèðóåì
ñëåäóþùèé ïðèìåð çàäà÷è 1(nd)||max

∑
wjTj:

w2i = M i, i = 1, 2, . . . , n, (3.3.1)
w2i−1 = w2i + bi, i = 1, 2, . . . , n, (3.3.2)

p2i =
i−1∑
j=1

w2j + 1
2

∑
j∈N\{i}

bj, i = 1, 2, . . . , n,(3.3.3)

p2i−1 = p2i + bi, i = 1, 2, . . . , n, (3.3.4)

d2i = d2i−1 = P −
n∑
j=i

p2j, i = 1, 2, . . . , n, (3.3.5)

(9.3)

ãäå M = (n
n∑
i=1

bi)
10 è P =

2n∑
j=1

pj.

Îáîçíà÷èì ðàáîòû èç ìíîæåñòâà N̄ = {1, 2, . . . , 2n} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V1, V2, V3, V4, . . . , V2i−1, V2i, . . . , V2n−1, V2n.

Êàíîíè÷åñêèì ðàñïèñàíèåì áóäåì íàçûâàòü ðàñïèñàíèå âèäà

(Vn,1, Vn−1,1, . . . , Vi,1, . . . , V1,1, V1,2, . . . , Vi,2, . . . , Vn−1,2, Vn,2),

ãäå {Vi,1, Vi,2} = {V2i−1, V2i}, i = 1, 2, . . . , n.
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Ëåììà 9.9 Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà çàäà÷è 1(nd)||max
∑
wjTj ñóùåñòâóåò

îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (G,H), ãäå âñå òðåáîâàíèÿ j ∈ H çà-
ïàçäûâàþò, à âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G íå çàïàçäûâàþò. Âñå òðåáîâàíèÿ èç
ìíîæåñòâà G îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé wj

pj
, à âñå

òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà H îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ çíà÷å-
íèé wj

pj
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñà-
íèå âèäà π = (π1, j, π2, i, π3), ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèå j çàïàçäûâàåò, à òðå-
áîâàíèå i íå çàïàçäûâàåò. Äëÿ ðàñïèñàíèÿ π′ = (π1, i, j, π2, π3) âûïîëíÿåòñÿ:
F (π′)−F (π) ≥ wj(Tj(π

′)− Tj(π)) +wi(Ti(π
′)− Ti(π)) = wj(pi) + (0) > 0. Ïî-

ëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê äëÿ ðàñïèñàíèÿ π′ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
áîëüøå, à çíà÷èò ðàñïèñàíèå π íå îïòèìàëüíîå. Ïîâòîðèâ íåîáõîäèìîå ÷èñëî
ðàç ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðàñïèñàíèÿ, ìû ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðàñïèñà-
íèå âèäà π = (G,H).

2) Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (G,H), ãäå âñå òðåáîâàíèÿ
j ∈ H çàïàçäûâàþò, à âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G íå çàïàçäûâàþò. Ïîêàæåì, ÷òî
âñå òðåáîâàíèÿ j ∈ H îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ çíà÷åíèé wj

pj
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π = (π1, j1, j2, π2),
ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèÿ j1 è j2 çàïàçäûâàþò è

wj1
pj1

>
wj2
pj2
, ò.å. wj1pj2 > wj2pj1.

Äëÿ ðàñïèñàíèÿ π′ = (π1, j2, j1, π2) âûïîëíÿåòñÿ F (π′)−F (π) = wj1(Tj1(π
′)−

− Tj1(π)) + wj2(Tj2(π
′) − Tj2(π)) ≥ wj1pj2 − wj2 min{pj1, Tj2(π)} > 0. Ïîëó-

÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, à çíà÷èò, ðàñïèñàíèå π = (π1, j1, j2, π2) íå îïòèìàëüíîå.
Ïîñëå íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ïðåîáðàçîâàíèé ðàñïèñàíèÿ π ìû ïîëó÷èì
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì âñå òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà H áóäóò
óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ âåëè÷èí wj

pj
.

3) Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (G,H), ãäå âñå òðåáîâàíèÿ
j ∈ H çàïàçäûâàþò, à âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G íå çàïàçäûâàþò. Ïîêàæåì ÷òî
âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G ìîãóò îáñëóæèâàòüñÿ â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ çíà÷å-
íèé wi

pi
ïðè îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè. Äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé i ∈ G âûïîëíÿåòñÿ

di ≥
∑
k∈G

pk, èíà÷å, åñëè di <
∑
k∈G

pk, òî ðàñïèñàíèå π′ = (G \ {i}, i, H) �ëó÷øå�

(ò.å. äëÿ äàííîãî ðàñïèñàíèÿ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè áîëüøå), à ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G ìîãóò áûòü
îáñëóæåíû â ëþáîì ïîðÿäêå (â òîì ÷èñëå, è â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ âåëè-
÷èí wi

pi
), òàê êàê ïðè ëþáîì ïîðÿäêå îáñëóæèâàíèÿ âñå òðåáîâàíèÿ èç G íå

çàïàçäûâàþò.
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Ñëåäñòâèåì èç ýòîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9.10 Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà çàäà÷è 1(nd)||max
∑
Tj ñóùåñòâóåò îï-

òèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (G,H), ãäå âñå òðåáîâàíèÿ j ∈ H çàïàçäû-
âàþò, à âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G íå çàïàçäûâàþò. Âñå òðåáîâàíèÿ èç ìíî-
æåñòâà G îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îá-
ñëóæèâàíèÿ (SPT), à âñå òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà H îáñëóæèâàþòñÿ â
ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ (LPT 3).

Ëåììà 9.11 Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (9.3) âñå îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ êàíîíè÷åñêèìè èëè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê êàíîíè÷åñêèì ðàñïèñàíè-
ÿì, åñëè óïîðÿäî÷èòü ïåðâûå n òðåáîâàíèé â ðàñïèñàíèè ïî ïðàâèëó LPT
(longest processing time).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî îäíî èç äâóõ òðåáîâàíèé, V2n

èëè V2n−1, çàïàçäûâàåò ïðè ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îáà òðåáîâàíèÿ íå çàïàçäûâàþò ïðè íåêîòîðîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè
π = (π1, V2n, π2, V2n−1, π3, π4), ãäå çàïàçäûâàþò òîëüêî òðåáîâàíèÿ èç ÷àñòè÷-
íîãî ðàñïèñàíèÿ π4. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îïòèìàëüíûå ðàñïèñàíèÿ âèäà
π = (G,H), ãäå âñå òðåáîâàíèÿ j ∈ H çàïàçäûâàþò, à âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G íå
çàïàçäûâàþò (ñì. ëåììó 9.9). Äëÿ ðàñïèñàíèÿ π′ = (π1, π2, V2n−1, π3, π4, V2n)
èìååì:

2n∑
j=1

wjTj(π
′)−

2n∑
j=1

wjTj(π) ≥ w2nT2n(π
′)− p2n

∑
j∈{π4}

wj ≥

≥ p2nM
n − p2n

2n−1∑
i=1

(2M i + bi) = p2nM
n − p2n

(
2M

Mn−1 − 1

M − 1
+

2n−1∑
i=1

bi

)
> 0.

Çíà÷èò ðàñïèñàíèå π íå îïòèìàëüíîå, ò.å. îäíî è òîëüêî îäíî èç äâóõ
òðåáîâàíèé, V2n èëè V2n−1, çàïàçäûâàåò ïðè ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè.

2) Äîêàæåì âåðíîñòü ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà: ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñ-
ïèñàíèå, ïðè êîòîðîì

w2

p2
<
w4

p4
< . . . <

w2n

p2n
.

3Longest Processing Time
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Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

M i−1

i−2∑
j=1

w2j + 1
2

∑
j∈N\{i−1}

bj

<
M i

i−1∑
j=1

w2j + 1
2

∑
j∈N\{i}

bj

.

Îáîçíà÷èì Bi = 1
2

∑
j∈N\{i}

bj, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà ìû èìååì:

M i−1

MM i−2−1
M−1 +Bi−1

<
M i

MM i−1−1
M−1 +Bi

⇐⇒ 1
M(M i−2−1)+Bi−1(M−1)

M−1

<
M

M(M i−1−1)+Bi(M−1)
M−1

⇐⇒M(M i−1 − 1) +Bi(M − 1) < M [M(M i−2 − 1) +Bi−1(M − 1)]

⇐⇒0 < M 2(Bi−1 − 1)−M(Bi−1 +Bi − 1) +Bi, i = 1, 2, . . . , n.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èñòèííî, ò.ê. M 2 > M · 2
n∑
j=1

bj è (Bi−1 − 1) > 1.

Òî åñòü èñõîäíîå íåðàâåíñòâî âåðíî. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

w2(i−1)−1

p2(i−1)−1
<
w2i

p2i
,

w2(i−1)

p2(i−1)
<
w2i−1

p2i−1
è

w2(i−1)−1

p2(i−1)−1
<
w2i−1

p2i−1

äëÿ ëþáîãî i = 2, 3, . . . , n.

Òîãäà îäíî èç äâóõ òðåáîâàíèé V2n èëè V2n−1 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì çà-
ïàçäûâàþùèì òðåáîâàíèåì ïðè ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè (ñì. ëåììó
9.9). Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàñïèñàíèÿ âèäà (Vn,1, πα, Vn,2),
ãäå {Vn,1, Vn,2} = {V2n−1, V2n}.
3) Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì èç ïï. 1) è 2), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî i = n−1, n−2, . . . , 1, îäíî èç äâóõ òðåáîâàíèé V2i èëè V2i−1 çàïàçäûâàåò
ïðè ëþáîì îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè.

Òåîðåìà 9.10 Çàäà÷à 1(nd)||max
∑
wjTj NP-òðóäíà â îáû÷íîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðàñïèñàíèÿ π âèäà

π = (V2n−1, V2(n−1)−1, . . . , V3, V1, V2, V4, . . . , V2(n−1), V2n)

èìååì ñëåäóþùåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè:
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F (π) =
n∑
j=1

w2jT2j(π) =
n∑
j=1

w2jp2j.

Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ðàñïèñàíèå âèäà

π′ = (Vn,1, Vn−1,1, . . . , Vi,1, . . . , V1,1, V1,2, . . . , Vi,2, . . . , Vn−1,2, Vn,2).

Îïðåäåëèì ïåðåìåííóþ

xi =

{
1, åñëè Vi,2 = V2i−1,
0, åñëè Vi,2 = V2i.

Òîãäà ìû èìååì:

F (π′)=F (π) +
n∑
i=1

xi

[
(w2i−1 − w2i) · TV2i

(π)− (p2i−1 − p2i)

(
i−1∑
j=1

wVj,2

)]

=F (π) +
n∑
i=1

xi

[
bi · p2i − bi ·

(
i−1∑
j=1

wVj,2

)]

=F (π) +
n∑
i=1

xi

[
bi · p2i − bi ·

(
i−1∑
j=1

w2j +
i−1∑
j=1

xjbj

)]

=F (π) +
n∑
i=1

xibi

[
p2i −

1

2

n∑
j=i+1

xjbj −
i−1∑
j=1

w2j −
1

2

i−1∑
j=1

xjbj

]

=F (π) +
1

2

n∑
i=1

xibi

 ∑
j∈N\{i}

bj −
∑

j∈N\{i}

xjbj


=F (π) +

1

2

n∑
i=1

∑
j∈N\{i}

xi · bi · bj · (1− xj).

Â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî N ′ ⊂ N äëÿ ïðèìåðà ÇÀÄÀ-
×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß òàêîå, ÷òî

∑
i∈N ′

bi = 1
2

∑
i∈N

bi, òîãäà ïðè îïòèìàëüíîì êàíî-

íè÷åñêîì ðàñïèñàíèè π∗, ìû èìååì

F (π∗) = F (π) +
1

2
A2,
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ãäå xi = 1, åñëè i ∈ N ′, è xi = 0, åñëè i ∈ N \N ′, ò.ê.

F (π∗) = F (π) +
1

2

∑
i∈N ′

∑
j∈N\N ′

bi · bj = F (π) +
1

2
A · A.

Åñëè îòâåò â ïðèìåðå ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈÅÍÈß �ÍÅÒ�, òîãäà

F (π∗)=F (π) +
1

2

n∑
i=1

∑
j∈N\{i}

xi · bi · bj · (1− xj)

=F (π) +
1

2
(A− y)(A+ y)

=F (π) +
1

2
A2 − 1

2
y2,

ãäå y > 0.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è 1(nd)‖max
∑
wjTj

äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòâåò â ïðèìåðå ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÁÈ-
ÅÍÈß �ÄÀ�.

Äëÿ çàäà÷è 1(nd)||max
∑
wjTj ñóùåñòâóåò ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àë-

ãîðèòì ðåøåíèÿ, ïîýòîìó çàäà÷à NP-òðóäíà â îáû÷íîì ñìûñëå (íå â ñèëüíîì
ñìûñëå).

9.11.2 Ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1(nd)||max

∑
Tj

Àëãîðèòì 9.5 îñíîâàí íà ëåììå 9.10, íà òîì ôàêòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëü-
íîå ðàñïèñàíèå âèäà π = (G,H), ãäå âñå òðåáîâàíèÿ j ∈ H çàïàçäûâàþò, à
âñå òðåáîâàíèÿ i ∈ G íå çàïàçäûâàþò. Âñå òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà G îáñëó-
æèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ (SPT),
à âñå òðåáîâàíèÿ èç ìíîæåñòâà H îáñëóæèâàþòñÿ â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ
ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ (LPT).

Òåîðåìà 9.11 Àëãîðèòì 9.5 ñòðîèò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ çàäà÷è
1(nd)||max

∑
Tj çà O(n

∑
pj) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.5.
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9.11.3 Ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ
çàäà÷è 1(nd)||max

∑
Tj

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí Ãðàôè÷åñêèé Àëãîðèòì (GrA) ðåøåíèÿ çàäà-
÷è 1(nd)||max

∑
Tj, îñíîâàííûé íà óæå èçâåñòíîé íàì èäåå ìîäèôèêàöèè

àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. GrA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìî-
äèôèêàöèþ àëãîðèòìà 9.5, â êîòîðîé ôóíêöèÿ fl(t) îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ t ∈ (−∞,+∞) (íå òîëüêî äëÿ öåëûõ t), íî ìû âû÷èñëÿåì åå çíà-
÷åíèÿ òîëüêî â òî÷êàõ èçëîìà. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, êîëè÷åñòâî òàêèõ
òî÷åê ïîëèíîìèàëüíî. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïîìèìî ñàìîãî àëãîðèòìà GrA ïðî-
èëëþñòðèðîâàíà ðàáîòà àëãîðèòìà íà ïðèìåðå.

Àëãîðèòì 9.5 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1(nd)||max
∑
Tj.

1: Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó: p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn. Åñëè pi = pi+1, òîãäà
di ≥ di+1;

2: for t := 0 to
n∑
i=2

pi do

3: π1(t) := (1);
4: f1(t) := max{0, p1 + t− d1};
5: end for
6: for l := 2 to n do

7: for t := 0 to
n∑

i=l+1

pi do

8: π1 := (j, πj−1(t+ pj)), π2 := (πj−1(t), j);
9: Φ1(t) := max{0, pl + t− dl}+ fl−1(t+ pl);

10: Φ2(t) := fl−1(t) + max{0,
l∑

j=1

pj + t− dl};

11: if Φ1(t) < Φ2(t) then
12: fl(t) := Φ2(t);
13: πj(t) := π2;
14: else
15: fl(t) := Φ1(t);
16: πj(t) := π1;
17: end if
18: end for
19: end for

πn(0) � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, à fn(0) � ñîîòâåòñòâóùåå îïòìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè (ìàêñèìàëüíîå ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå).

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà GrA, ìû ñîõðàíÿåì ôóíêöèþ fl(t) â òàá-
ëè÷íîì âèäå, êàê ïðåäñòàâëåíî â òàá. 9.5.

Çàïèñè â òàáëèöå îçíà÷àþò ñëåäóþùåå. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ t ∈
∈ (tk−1, tk], îïòèìàëüíûì áóäåò ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå πlk, â êîòîðîì uk çàïàç-
äûâàþùèõ òðåáîâàíèé, è êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
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Òàáëèöà 9.5: Ôóíêöèÿ fl(t)

t (−∞, t1] (t1, t2] . . . (tw,+∞)
b b1 = 0 b2 . . . bw+1

êîë-âî çàïàçä.òðåá-èé u u1 = 0 u2 . . . uw+1

÷àñòè÷.îïòèì.ðàñïèñàíèå πl1 πl2 . . . πlw+1

Ðèñ. 9.3: Ôóíêöèÿ fl(t) â àëãîðèòìå 9.5 è â àëãîðèòìå GrA

fl(t) = uk · (t − tk−1) + bk (ñì. ðèñ. 9.3). Ôóíêöèÿ fl(t) îïðåäåëåíà íå òîëüêî
äëÿ öåëûõ t, íî è äëÿ âåùåñòâåííûõ t.

Äëÿ óïðîùåíèÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà GrA ìû ðàññìàòðèâàåì âñþ îñü t,
ò.å. t ∈ (−∞,+∞). Â òåîðåìå 9.12 ïîêàçàíî, ÷òî ýòà òàáëèöà ñîîòâåòñòâóåò
íåïðåðûâíîé, êóñî÷íî-ëèíåéíîé âûïóêëîé ôóíêöèè fl(t). Òî÷êè t1, t2, . . . , tw
íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè èçëîìà. Òîëüêî â íèõ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå (óâåëè÷å-
íèå) êîëè÷åñòâà çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé ñ uk−1 íà uk (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìåíÿåòñÿ íàêëîí êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè). Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè tk ìîãóò
áûòü íåöåëî÷èñëåííûìè. Äëÿ îïèñàíèÿ êàæäîãî ëèíåéíîãî ñåãìåíòà ôóíê-
öèè, ìû õðàíèì åãî íàêëîí uk è çíà÷åíèå ôóíêöèè bk â òî÷êå t = tk−1.

Â GrA ôóíêöèÿ fl(t) ñîîòâåòñòâóåò òåì æå ðåêóðñèâíûì óðàâíåíèÿì
Áåëëìàíà, ÷òî è ôóíêöèÿ fl(t) â àëãîðèòìå 9.5, òî åñòü äëÿ êàæäîãî t ∈
∈ Z

⋂
[0,

n∑
j=2

pj], fl(t) èìååò òîæå çíà÷åíèå, ÷òî è â àëãîðèòìå 9.5 (ñì. ðèñ.9.3),

íî òåïåðü ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåì èíòåðâàëå t ∈ (−∞,+∞). Â ðåçóëü-
òàòå, �ñîñòîÿíèÿ� t, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå îïòèìàëüíîìó ÷à-
ñòè÷íîìó ðàñïèñàíèþ, ñãðóïïèðîâàíû â èíòåðâàëû. Íà ðèñ. 9.3 (a), ïîêàçàíà
ôóíêöèÿ fl(t) èç GrA, à íà ðèñ. 9.3 (b) � ôóíêöèÿ fl(t) èç àëãîðèòìà 9.5.
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9.11.4 Ãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì GrA

Øàã 1. Ïåðåíóìåðóåì òðåáîâàíèÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó:
p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn. Åñëè pi = pi+1, òîãäà di ≥ di+1.

Øàã 2. l := 1, π1
1(t) := (1), ôóíêöèÿ f1(t) := max{0, p1 + t − d1}

îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ t. Ôóíêöèÿ f1(t) çàäàåòñÿ òàáëèöåé 9.6.

Òàáëèöà 9.6: Ôóíêöèÿ f1(t)

t (−∞, d1 − p1] (d1 − p1,+∞)
b 0 0
u 0 1

÷àñòè÷.îïòèì.ðàñïèñàíèå (1) (1)

Øàã 3. Ïóñòü l > 1, à ôóíêöèÿ fl−1(t) âû÷èñëåíà (òàáëèöà 9.7). Èç
ôóíêöèè fl−1(t) ïîñòðîèì ôóíêöèþ fl(t). Ïðîìåæóòî÷íûå ôóíêöèè Φ1(t) è
Φ2(t) òàêæå õðàíÿòñÿ â âèäå òàáëèöå 9.5.

Òàáëèöà 9.7: Ôóíêöèÿ fl−1(t)

t (−∞, t1] (t1, t2] . . . (tw,+∞)
b b1 = 0 b2 . . . bw+1

u u1 = 0 u2 . . . uw+1

÷àñòè÷.îïòèì.ðàñïèñàíèå πl−1
1 πl−1

2 . . . πl−1
w+1

Øàã 3.1. Ôóíêöèÿ Φ1(t) ñòðîèòñÿ èç ôóíêöèè fl−1(t) ïðè ïîìîùè ñëå-
äóþùèõ îïåðàöèé. Ìû ñäâèãàåì ãðàôèê ôóíêöèè fl−1(t) âëåâî íà pl åäè-
íèö è â òàáëèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ �ñäâèíóòîé� ôóíêöèè fl−1(t), äîáàâëÿ-
åì íîâóþ êîëîíêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íîâîé òî÷êå èçëîìà t′ = dl − pl. Åñëè
tk − pl < t′ < tk+1 − pl, k + 1 ≤ w, òîãäà â òàáëèöó Φ1(t) ìû äîáàâëÿåì
äâà èíòåðâàëà: (tk − pl, t

′] è (t′, tk+1 − pl]. Äàëåå ìû óâåëè÷èâàåì âñå çíà-
÷åíèÿ uk+1, uk+2, . . . , uw+1 íà 1, ò.å. êîëè÷åñòâî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé
(è íàêëîí ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ñåãìåíòà ãðàôèêà) âîçðàñòàåò. Ñîîò-
âåòñòâóþùåå ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå π1 ñòðîèòñÿ äîáàâëåíèåì òðåáîâàíèÿ l â
íà÷àëî ïðåäûäóùåãî ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíà òàá-
ëèöà 9.8, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè Φ1(t).
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Òàáëèöà 9.8: Ôóíêöèÿ Φ1(t)

t (−∞, (t1 − pl, . . . (tk − pl, t′] (t′, (tk+1 − pl, . . . (tw − pl,
t1 − pl] t2 − pl] tk+1 − pl] tk+2 − pl] +∞)

b b1 = 0 b2 . . . bk+1 b′ b′k+2 . . . b′w+1

u u1 = 0 u2 . . . uk+1 uk+1 + 1 uk+2 + 1 . . . uw+1 + 1

÷àñòè÷.
îïòèì.
ðàñïè-
ñàíèå
π1

(l, πl−1
1 ) (l, πl−1

2 ) . . . (l, πl−1
k+1) (l, πl−1

k+1) (l, πl−1
k+2) . . . (l, πw+1)

Ãäå b′ = bk+1 + (t′ − (tk − pl)) · uk+1, b′k+2 = b′ + ((tk+1 − pl) − t′) · (uk+1 + 1), . . ., b′m+1 =
bm
′ + ((tm − tm−1) · (um + 1)

Øàã 3.2. Ôóíêöèÿ Φ2(t) ñòðîèòñÿ èç ôóíêöèè fl−1(t) ïðè ïîìîùè ñëå-
äóþùèõ îïåðàöèé. Â òàáëèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèè fl−1(t), äîáàâëÿåì

íîâóþ êîëîíêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ íîâîé òî÷êå èçëîìà t′′ = dl −
l∑

i=1

pi. Åñëè

th < t′′ < th+1, h + 1 ≤ w, òîãäà â òàáëèöó Φ2(t) ìû äîáàâëÿåì äâà èíòåðâà-
ëà: (th, t

′′] è (t′′, th+1]. Äàëåå ìû óâåëè÷èâàåì âñå çíà÷åíèÿ uh+1, uh+2, . . . , uw+1

íà 1, ò.å. êîëè÷åñòâî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé (è íàêëîí ñîîòâåòñòâóþùåãî
ëèíåéíîãî ñåãìåíòà ãðàôèêà) âîçðàñòàåò. Ñîîòâåòñòâóþùåå ÷àñòè÷íîå ðàñïè-
ñàíèå π2 ñòðîèòñÿ äîáàâëåíèåì òðåáîâàíèÿ l â êîíåö ïðåäûäóùåãî ÷àñòè÷íîãî
ðàñïèñàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíà òàáëèöà 9.9, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíê-
öèè Φ2(t).

Òàáëèöà 9.9: Ôóíêöèÿ Φ2(t)

t (−∞, t1] (t1, t2] . . . (th, t
′′] (t′′, th+1] (th+1, th+2] . . . (tw,+∞)

b b1 = 0 b2 . . . bh+1 b′′ b′′h+2 . . . b′′w+1

u u1 = 0 u2 . . . uh+1 uh+1 + 1 uh+2 + 1 . . . uw+1 + 1

÷àñòè÷.
îïòèì.
ðàñïè-
ñàíèå
π2

(πl−1
1 , l) (πl−1

2 , l) . . . (πl−1
h+1, l) (πl−1

h+1, l) (πl−1
h+2, l) . . . (πl−1

w+1, l)

Ãäå b′′ = bh+1 + (t′′ − th) · uh+1, b′′h+2 = b′′ + (th+1 − t′′) · (uh+1 + 1), . . ., b′′w+1 = bw
′′ + (tw −

tw−1) · (uw + 1)

Øàã 3.3. Òåïåðü ìû ñòðîèì òàáëèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèè

fl(t) = max{Φ1(t),Φ2(t)}.
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Â èíòåðâàëàõ, îáðàçîâàííûõ òî÷êàìè èç äâóõ òàáëèö 9.8 è 9.9 ìû ñðàâíèâàåì
çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Φ1(t) è Φ2(t) è èùåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èõ ãðàôèêîâ. Ýòîò
øàã òðåáóåò ïîðÿäêà O(w) îïåðàöèé.

Áîëåå ïîäðîáíî � êîíñòðóèðóåì ñïèñîê t1, t2, . . . , ts, t1 < t2 < . . . , ts,
âñåõ òî÷åê t èç îáîèõ òàáëèö Φ1(t) è Φ2(t), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè èí-
òåðâàëîâ èç ýòèõ òàáëèö. Äàëåå ðàññìàòðèâàåì êàæäûé èíòåðâàë (ti, ti+1],
ãäå i = 1, 2, . . . , s−1, è ñðàâíèâàåì ôóíêöèè Φ1(t) è Φ2(t) íà ýòîì èíòåðâàëå.
Ïóñòü èíòåðâàë (ti, ti+1] âêëþ÷åí â èíòåðâàë (tx−1, tx] èç òàáëèöû. Φ1(t) è â
èíòåðâàë (ty−1, ty] èç òàáëèöû Φ2(t). Òîãäà Φ1(t) = t ·ux+ bx+ (ti− tx−1) ·ux è
Φ2(t) = t ·uy + by + (ti− ty−1) ·uy. Âûáèðàåì êîëîíêó èç äâóõ òàáëèö, ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ìàêñèìóìó èç äâóõ ôóíêöèé è âñòàâëÿåì ýòó êîëîíêó â òàáëèöó
9.10. Åñëè íà äàííîì èíòåðâàëå ñóùåñòâóåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ t′′′ ôóíêöèé
Φ1(t) è Φ2(t), òî ìû âñòàâëÿåì äâå êîëîíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëàì
(ti, t

′′′] è (t′′′, ti+1].

Òàáëèöà 9.10: Ôóíêöèÿ fl(t)

t (−∞, t1] (t1, t2] . . . (tk−1, tk] (tk, tk+1] . . . (tw,+∞)
b b1 = 0 b2 . . . bk bk+1 . . . bw+1

u u1 = 0 u2 . . . uk uk+1 . . . uw+1

÷àñòè÷. îïòèì. ðàñïèñàíèå πl1 πl2 . . . πlk πlk+1 . . . πlw+1

Åñëè â èòîãîâîé òàáëèöå 9.10, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè fl(t), âñòðå-
÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ êàê â òàá. 9.11, ìû óäàëÿåì êîëîíêó (tk, tk+1] è îáúåäèíÿåì
îáà èíòåðâàëà, ò.å. ïðèíèìàåì tk := tk+1.

Òàáëèöà 9.11: Óäàëåíèå êîëîíêè

t . . . (tk−1, tk] (tk, tk+1] . . .
b . . . . . . . . . . . .
u . . . uk uk+1 = uk . . .

÷àñòè÷.îïòèì.ðàñïèñàíèå πl . . . . . . . . . . . .

Â òåîðåìå 9.12 äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî l, ÷èñëî êîëîíîê â òàáëèöå
9.10 íå áîëüøå l + 1 ≤ n+ 1.

Øàã 3.4. Åñëè l = n, òîãäà ïåðåõîäèì ê øàãó 4 èíà÷å l := l + 1 è
ïåðåõîäèì ê øàãó 3.

Øàã 4. Â òàáëèöå fn(t), ìû íàõîäèì êîëîíêó (tk, tk+1], ãäå tk < 0 ≤
≤ tk+1. Òîãäà ìû èìååì îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π∗ = πk+1 è îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè F (π∗) = bk+1 + (0− tk) · uk+1.
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Î÷åâèäíî, ÷òî GrA ñòðîèò òîæå ðåøåíèå, ÷òî è àëãîðèòì 9.5. Â òî
âðåìÿ, êàê â àëãîðèòìå 9.5 ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå öåëî÷èñëåííûå òî÷êè t ∈
∈ [0,

n∑
j=2

pj], â GrA ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òî÷êè èçëîìà, îïðåäåëåííûå íà

âñåé îñè t, òàêèå, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ fl(t), l ∈ {1, 2, . . . , n}, t ∈ Z ∩ [0,
n∑

j=l+1

pj]

ñîîòâåòñòâóåò òåì æå çíà÷åíèÿì, îïðåäåëåííûì â àëãîðèòìå 9.5. Ïîýòîìó
àëãîðèòì GrA ñòðîèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 9.12 Òðóäî�åìêîñòü àëãîðèòìà GrA ñîñòàâëÿåò O(n2) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âñå ôóíêöèè fl(t), l = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè êóñî÷íî-ëèíåéíûìè âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f1(t) � íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ âûïóê-
ëàÿ ôóíêöèÿ ñ îäíîé òî÷êîé èçëîìà. Ñîãëàñíî øàãó 3 àëãîðèòìà îáå ôóíê-
öèè Φ1(t) è Φ2(t) òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, êóñî÷íî-ëèíåéíûìè è âû-
ïóêëûìè. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f2(t) = max{Φ1(t),Φ2(t)} òàêæå íåïðåðûâíàÿ,
êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ è âûïóêëàÿ.

Ïðîäîëæàÿ äàííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ äðóãèõ l, ïîëó÷èì, ÷òî âñå ôóíê-
öèè fl(t), l = 1, 2, . . . , n, îáëàäàþò ýòèì õàðàêòåðèñòèêàìè, ò.å. ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè, êóñî÷íî-ëèíåéíûìè è âûïóêëûìè.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà øàãå 3 àëãîðèòìà ìû ïîëó÷èëè òàáëèöó
9.10 äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè fl(t). Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
u1 < u2 < . . . < uk < uk+1 < . . . < uw+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uk > uk+1.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî t ∈ (tk, tk+1], ãäå t � âðåìÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðå-
áîâàíèé èç ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ (πk èëè πk+1), èìååì F (πk) > F (πk+1),
ò.ê. âûïîëíÿåòñÿ uk > uk+1. Òî åñòü ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå4. Íàïîìíèì, ÷òî
ôóíêöèÿ fl(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé âûïóêëîé ôóíêöèåé,
è bk+1 = bk + (tk − tk−1) · uk.

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó GrA, åñëè uk = uk+1, òîãäà ìû óäàëÿåì êîëîíêó,
ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå èçëîìà uk+1 è îáúåäèíÿåì îáà èíòåðâàëà.

Ìû èìååì u1 < u2 < . . . < uk < uk+1 < . . . < uw+1, ãäå ui, i = 1, 2, . . . ,
w+ 1, � êîëè÷åñòâî çàïàçäûâàþùèõ òðåáîâàíèé. Òîãäà w+ 1 ≤ l+ 1 ≤ n+ 1.
Êàê ñëåäñòâèå, ìû èìååì íå áîëåå l òî÷åê èçëîìà, ÷òî çíà÷èò, íå áîëåå l+1 ≤
≤ n+ 1 êîëîíîê äëÿ êàæäîé ôóíêöèè fl(t), l = 2, . . . , n.

4Çàìåòèì, ÷òî u1 < . . . < uw, ìîæíî äîêàçàòü èíà÷å. Ôóíêöèè Φ1(t) è Φ2(t) âûïóêëû, à ñëåäîâàòåëüíî
ôóíêöèÿ fl(t) = max{Φ1(t),Φ2(t)} òàêæå âûïóêëà. Çíà÷åíèÿ uk ñîîòâåòñòâóþò tgα, ãäå α óãîë ìåæäó
îñüþ t è ëèíåéíûì ñåãìåíòîì ôóíêöèè fl(t).
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Ïîýòîìó òðóäî�åìêîñòü Øàãà 3 àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(n) îïåðàöèé
äëÿ êàæäîãî l = 2, . . . , n. Çíà÷èò òðóäî�åìêîñòü àëãîðèòìà GrA ñîñòàâëÿåò
O(n2) îïåðàöèé.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî óæå äëÿ çàäà÷è 1(nd)||max
∑
wjTj àíàëîãè÷íûé

àëãîðèòì èìååò òðóäî�åìêîñòü O(min{2n, n ·min{dmax,
∑
wj}}) îïåðàöèé.

9.11.5 Èëëþñòðàöèÿ ðàáîòû Ãðàôè÷åñêîãî Àëãîðèòìà
íà ïðèìåðå

Ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è 1||max
∑
Tj, âõîäíûå äàííûå êîòîðîãî ïðåäñòàâ-

ëåíû â òàáëèöå 9.12.

Òàáëèöà 9.12: Âõîäíûå äàííûå

j 1 2 3 4
pj 30 22 12 5
dj 32 35 38 4

Îïèøåì òàáëèöû, ñîõðàíÿåìûå íà êàæäîé èòåðàöèè l, àëãîðèòìà GrA.

Ïóñòü l = 1. Ñîõðàíÿåì òàáëèöó 9.13.

Òàáëèöà 9.13: Ôóíêöèÿ f1(t)

t (−∞, 2] (2,+∞)
f1(t) 0 0
u 0 1
π1 (1) (1)

Ãðàôèê ôóíêöèè f1(t) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 9.5 (a).

Ïóñòü l = 2. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Âû÷èñëÿåì íîâóþ òî÷êó èç-
ëîìà t′ = d2 − p2 = 13, è òàá.9.14 äëÿ ôóíêöèè Φ1(t).

Òàáëèöà 9.14: Ôóíêöèÿ Φ1(t)

t (−∞,−20] (−20, 13] (13,+∞)
Φ1(t) 0 0 33
u 0 1 2
π1 (2,1) (2,1) (2,1)

Âû÷èñëÿåì íîâóþ òî÷êó èçëîìà t′ = d2 − (p1 + p2) = −17, è òàá. 9.15 äëÿ
ôóíêöèè Φ2(t).
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Ðèñ. 9.4: Ïðèìåð

Òåïåðü ïðîâåðèì êàæäûé èç èíòåðâàëîâ (−∞,−20], (−20,−17], (−17, 2], (2, 13],
(13,+∞), è ïðîâåðèì, íå ïåðåñåêàþòñÿ ëè ôóíêöèè Φ1(t) è Φ2(t) íà ýòèõ èí-
òåðâàëàõ. Äëÿ èíòåðâàëà t ∈ (2, 13] èç íåðàâåíñòâà Φ1(t) = (t+ 20) · 1 + 0 =
= Φ2(t) = (t − 2) · 2 + 19 ïîëó÷àåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ (5, 25). Êîìáèíèðóÿ
ðåçóëüòàòû èç òàáëèö Φ1(t) è Φ2(t), ïîëó÷àåì òàáëèöó 9.16 ôóíêöèè f2(t).
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Òàáëèöà 9.15: Ôóíêöèÿ Φ2(t)

t (−∞,−17] (−17, 2] (2,+∞)
Φ2(t) 0 0 19
u 0 1 2
π2 (1,2) (1,2) (1,2)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ t ≤ 5, ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå (2,1), ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíê-
öèè Φ1(t) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, â òî âðåìÿ, êàê äëÿ t > 5 îïòèìàëüíûì
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå (1, 2), ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè Φ2(t).

Òàáëèöà 9.16: Ôóíêöèÿ f2(t)

t (−∞,−20] (−20, 5] (5,+∞)
f2(t) 0 0 25
u 0 1 2
π2 (2,1) (2,1) (1,2)

Ãðàôèê ôóíêöèè f1(t) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 9.5 (c). Îí ïîëó÷åí èç ãðàôèêîâ,
ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 9.5 (b). Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ èòåðàöèè
l = 3, 4.

Ïóñòü l = 3. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Âû÷èñëÿåì íîâóþ òî÷êó èçëîìà t′ = d3−p3 = 26, è òàáëèöó 9.17 äëÿ ôóíêöèè
Φ1(t).

Òàáëèöà 9.17: Ôóíêöèÿ Φ1(t) äëÿ l = 3

t (−∞,−32] (−32,−7] (−7, 26] (26,+∞)
Φ1(t) 0 0 25 91
u 0 1 2 3
π1 (3,2,1) (3,2,1) (3,1,2) (3,1,2)

Âû÷èñëÿåì íîâóþ òî÷êó èçëîìà t′ = d3− (p1 +p2 +p3) = −26, è òàá. 9.18 äëÿ
ôóíêöèè Φ2(t).

Òàáëèöà 9.18: Ôóíêöèÿ Φ2(t) äëÿ l = 3

t (−∞,−26] (−26,−20] (−20, 5] (5,+∞)
Φ2(t) 0 0 6 56
u 0 1 2 3
π2 (2,1,3) (2,1,3) (2,1,3) (1,2,3)

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé Φ1(t) è Φ2(t) � (−14, 18). Ôóíêöèÿ
f3(t) ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå 9.19. Åå ãðàôèê ïîêàçàí íà ðèñ. 9.5 (d).
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Òàáëèöà 9.19: Ôóíêöèÿ f3(t)

t (−∞,−32] (−32,−14] (−14, 5] (5,+∞)
f3(t) 0 0 18 56
u 0 1 2 3
π3 (3,2,1) (3,2,1) (2,1,3) (1,2,3)

Ïóñòü l = 4. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Âû÷èñëÿåì íîâóþ òî÷êó èçëîìà t′ = d4 − p4 = 35 è òàá.9.20 äëÿ ôóíêöèè
Φ1(t).

Òàáëèöà 9.20: Ôóíêöèÿ Φ1(t) äëÿ l = 4

t (−∞,−37] (−37,−19] (−19, 0] (0, 35] (35,+∞)
Φ1(t) 0 0 18 56 161
u 0 1 2 3 4
π1 (4,3,2,1) (4,3,2,1) (4,2,1,3) (4,1,2,3) (4,1,2,3)

Âû÷èñëÿåì íîâóþ òî÷êó èçëîìà t′ = d4− (p1 + p2 + p3 + p4) = −29 è òàá. 9.21
äëÿ ôóíêöèè Φ2(t).

Òàáëèöà 9.21: Ôóíêöèÿ Φ2(t) äëÿ l = 4

t (−∞,−32] (−32,−29] (−29,−14] (−14, 5] (5,+∞)
Φ2(t) 0 0 3 33 90
u 0 1 2 3 4
π2 (3,2,1,4) (3,2,1,4) (3,2,1,4) (2,1,3,4) (1,2,3,4)

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé Φ1(t) è Φ2(t) åñòü òî÷êà íà ïëîñ-
êîñòè (−24, 13). Ôóíêöèÿ f4(t) ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå 9.22. Åå ãðàôèê ïîêà-
çàí íà ðèñ. 9.5 (e).

Òàáëèöà 9.22: Ôóíêöèÿ f4(t)

t (−∞,−37] (−37,−24] (−24,−14] (−14, 5] (5,+∞)
f4(t) 0 0 13 33 90
u 0 1 2 3 4
π4 (4,3,2,1) (4,3,2,1) (3,2,1,4) (2,1,3,4) (1,2,3,4)

Ìû ïîëó÷èëè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èñêîìîé öåëåâîé ôóíêöèè
f4(0) = 33 + 14 · 3 = 75, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå
π4(0) = (2, 1, 3, 4).
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9.12 Çàäà÷è ñ îäíèì íåâîçîáíîâèìûì ðåñóðñîì

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîïðèáîðíûå çàäà÷è ñ íåâîçîáíîâè-
ìûì ðåñóðñîì. Ýòîò ðåñóðñ íåîáõîäèì äëÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, ïðè÷åì
ïîòðåáíîñòè â ðåñóðñå ó òðåáîâàíèé ìîãóò îòëè÷àòüñÿ. Â êà÷åñòâå òàêîãî ðå-
ñóðñà ìîãóò âûñòóïàòü, íàïðèìåð, äåíüãè, òîïëèâî, ïðî÷èå ðàñõîäíûå íåâîç-
îáíîâèìûå ìàòåðèàëû. Òàê êàê ïîäîáíûå çàäà÷è ÷àñòî âîçíèêàþò â áþäæåò-
íûõ îðãàíèçàöèÿõ, äëÿ êîòîðûõ ðåñóðñîì ÿâëÿþòñÿ äåíüãè, ýòè çàäà÷è òàêæå
íàçûâàþòñÿ ôèíàíñîâûìè.

Ïîñòàíîâêà ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêîé îäíîïðè-
áîðíûõ çàäà÷. Äîïîëíèòåëüíî çàäàíû íåâîçîáíîâèìûé ðåñóðñG (äåíüãè, òîï-
ëèâî è ò.ï.) è ìîìåíòû âðåìåíè ïîñòóïëåíèÿ ðåñóðñà {t0, t1, . . . , ty}, t0 = 0,
t0 < t1 < . . . < ty. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ti, i = 0, 1, . . . , y, ïîñòóïàåò
G(ti) ≥ 0 åäèíèö ðåñóðñà. Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N , çàäàíî ïîòðåá-
ëåíèå ðåñóðñà gj ≥ 0, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ.
Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

n∑
j=1

gj =

y∑
i=0

G(ti).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sj âðåìÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j. Ðàñïè-
ñàíèå S = (Sj1, Sj2, . . . , Sjn) îïèñûâàåò â òîì ÷èñëå ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèé: π = (j1, j2, . . . , jn). Ðàñïèñàíèå S = (Sj1, Sj2, . . . , Sjn) ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ, ïîìèìî êëàññè÷åñêèõ óñëîâèé, ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî:

i∑
k=1

gjk ≤
∑

∀l: tl≤Sji

G(tl), i = 1, 2, . . . , n.

Ïåðåñòàíîâêó π òàêæå íàçûâàþò ðàñïèñàíèåì, ò.ê. ïî ýòîé ïåðåñòàíîâêå
ìîæíî âû÷èñëèòü ðàñïèñàíèå S = (Sj1, Sj2, . . . , Sjn) çà O(n) îïåðàöèé.

Òàêèå îäíîïðèáîðíûå çàäà÷è îáîçíà÷àþò 1|NR, ...|..., ãäå NR îáîçíà÷à-
åò ïðèñóòñòâèå â óñëîâèè çàäà÷è íåâîçîáíîâèìîãî ðåñóðñà (non-renewable).

Â òàáëèöå 9.23 ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î òðóäî�åìêîñòè îäíî-
ïðèáîðíûõ çàäà÷ ñ íåâîçîáíîâèìûì ðåñóðñîì.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì íåñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî NP-òðóä-
íîñòè íåêîòîðûõ èç ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷.
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Òàáëèöà 9.23: Òðóäî�åìêîñòü çàäà÷

Öåë.
ôóíêö.

×àñòíûé ñëó÷àé Òðóäî�åìêîñòü

Cmax NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ñâå-
äåíèå ÇÀÄÀ×È 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß∑

Uj NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ñâå-
äåíèå ÇÀÄÀ×È 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß∑

Cj NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ñâå-
äåíèå 1|rj|

∑
Cj

Lmax NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ñâå-
äåíèå ÇÀÄÀ×È 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß∑

Tj dj = d NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ñâå-
äåíèå ÇÀÄÀ×È 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß∑

Tj gj = g NP-òðóäíà (çàäà÷à 1||
∑
Tj ÿâëÿåò-

ñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì)∑
Tj pj = p NP-òðóäíà. Ñâåäåíèå ÇÀÄÀ×È

ÐÀÇÁÈÅÍÈß.∑
Tj dj = d, gj = g NP-òðóäíà. Ñâåäåíèå ÇÀÄÀ×È

ÐÀÇÁÈÅÍÈß.∑
Tj pj = p, ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà,

g1 ≤ g2 ≤ . . . ≤ gn, îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå: π∗ =
(1, 2, . . . , n)

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn

ÇÀÄÀ×À 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß. Çàäàíî ìíîæåñòâî N = {b1, b2, . . . , bn} ÷èñåë,
ãäå n = 3m,

n∑
i=1

bj = mB è B
4 ≤ bj ≤ B

2 , j = 1, 2, . . . , n. Íåîáõîäèìî îòâåòèòü

íà âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà N íà m ïîäìíîæåñòâ
N1, N2, . . . , Nm, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî òðè ÷èñëà, è ñóììû ÷èñåë
êîòîðûõ ðàâíû, ò.å.∑

bj∈N1

bj =
∑
bj∈N2

bj = . . . =
∑
bj∈Nm

bj = B?

Èçâåñòíî, ÷òî ÇÀÄÀ×À 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëü-
íîì ñìûñëå.

Òåîðåìà 9.13 Çàäà÷è 1|NR|Cmax, 1|NR, dj = d|
∑
Tj, 1|NR|

∑
Uj è

1|NR|Lmax ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè â ñèëüíîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñâåäåíèåì ÇÀÄÀ×È
3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1|NR|Cmax. Äàí ïðîèçâîëüíûé ïðèìåð ÇÀÄÀ×È
3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß, ïîñòðîèì ïðèìåð çàäà÷è 1|NR|Cmax ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
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ïðèìåð çàäàäèì n òðåáîâàíèé ñ ïàðàìåòðàìè gj = pj = bj, j = 1, 2, . . . , n.
Âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ ðåñóðñà îïðåäåëåíû êàê

{t0, t1, . . . , tm−1} = {0, B, 2B, . . . , (m− 1)B}

è G(t0) = G(t1) = . . . = G(tm−1) = B. Î÷åâèäíî, ÷òî Cmax = mB òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îòâåò â ïðèìåðå ÇÀÄÀ×È 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß �ÄÀ�. Â ýòîì
ñëó÷àå â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè íåò ïðîñòîåâ ïðèáîðà.

Äëÿ çàäà÷ 1|NR, dj = d|
∑
Tj, 1|NR|

∑
Uj è 1|NR|Lmax äîïîëíèòåëüíî

îïðåäåëèì dj = d = mB äëÿ j = 1, 2, . . . , n. Òîãäà
∑
Tj = 0 âûïîëíÿåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòâåò â ïðèìåðå ÇÀÄÀ×È 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß �ÄÀ�.
Àíàëîãè÷íî

∑
Uj = 0 è Lmax = 0 âûïîëíÿþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îòâåò â ïðèìåðå ÇÀÄÀ×È 3-ÐÀÇÁÈÅÍÈß �ÄÀ�.

9.13 Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷

òåîðèè ðàñïèñàíèé

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðîáëåìó òåîðèè ðàñïèñàíèé α|β|F : ìíîæåñòâî
èç n òðåáîâàíèé J1, . . . , Jn ñ ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿ r1, . . . , rn ïðîäîëæèòåëü-
íîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ p1, . . . , pn è äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè d1, . . . , dn äîëæíû
áûòü îáñëóæåíû íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ ïðèáîðàõ. Ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëó-
æèâàíèè òðåáîâàíèé çàïðåùåíû. Êðèòåðèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ
íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè îò n àðãóìåíòîâ F (C1, . . . , Cn), ãäå Cj � ìî-
ìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä íàõîæäå-
íèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

9.13.1 Àïïðîêñèìàöèîííûé àëãîðèòì

Â äàííîì ïàðàãðàôå äëÿ çàäà÷è 1||
∑
Tj ïðåäñòàâëåíà ÏÎËÍÀß ÏÎËÈ-

ÍÎÌÈÀËÜÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÎÍÍÀß ÑÕÅÌÀ (fully polynomial time
approximation schema. FPTAS). Ôàêòè÷åñêè, ýòî ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ ñ íàñòðàèâàåìîé ïîãðåøíîñòüþ. Òî åñòü äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà ìîæíî íàéòè ðàñïèñàíèå π, òàêîå, ÷òî F (π)− F (π∗) ≤
≤ εF (π∗), ãäå π∗ � îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå. Òðóäîåìêîñòü òàêîãî àëãîðèòìà
ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò n è îò çíà÷åíèÿ 1/ε. Ïîýòîìó àëãîðèòì íàçûâàåò-
ñÿ ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé ñõåìîé. Òàê êàê àëãîðèòì ðàáîòàåò
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ñ ëþáîé çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþ ε > 0, ñõåìà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé. Ñóùåñòâó-
þò êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è, ãäå ïîñòðîåíà íå ïîëíàÿ ñõåìà, ïðè êîòîðîé ε íå
ìîæåò áûòü ìåíüøå íåêîòîðîãî ÷èñëà a > 0.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñõåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 9.12 Ïóñòü πEDD � ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî-
÷åíû ïî íåóáûâàíèþ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ (ò.å. ïî ïðàâèëó EDD). Îáîçíà÷èì
÷åðåç Tmax = max{Tj(πEDD)} � ìàêñèìàëüíîå çàïàçäûâàíèå ïðè äàííîì ðàñ-
ïèñàíèè. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ Tmax ≤ F (π∗) ≤ F (πEDD) ≤ nTmax, ãäå π∗ �
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå.

Ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷å-
ñòâå óïðàæíåíèÿ.

Àïïðîêñèìàöèîííûé àëãîðèòì îñíîâàí íà òî÷íîì àëãîðèòìå 9.3. Ïî-
êàæåì, ÷òî òðóäîåìêîñòü òî÷íîãî àëãîðèòìà 9.3 íå ïðåâîñõîäèò O(n5Tmax).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (N, t) � ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå
äëÿ ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé N , îáñëóæèâàíèå êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ ìîìåíòà
âðåìåíè t. Íåñëîæíî âû÷èñëèòü ìîìåíò âðåìåíè t∗, ïðè êîòîðîì T (N, t) =
= 0, t < t∗ è T (N, t) > 0, t ≥ t∗, òî åñòü ìîìåíò âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ êîòî-
ðîãî, â íåêîòîðûõ äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèÿõ ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå áîëüøå
0. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî â àëãîðèòìå 9.3 èìååò ñìûñë âûïîëíÿòü ïðîöåäóðó
ProcL(N,t) òîëüêî äëÿ òî÷åê t òàêèõ, ÷òî t∗ ≤ t < TEDD < nTmax. Òîãäà
òðóäîåìêîñòü O(n4

∑
pj) îãðàíè÷åíà çíà÷åíèåì O(n5Tmax).

Ïîñòðîèì ìîäèôèöèðîâàííûé ïðèìåð, â êîòîðîì âñå ïðîäîëæèòåëü-
íîñòè îáñëóæèâàíèÿ ïîäâåðãëèñü ìàñøòàáèðîâàíèþ, ò.å. ïðîäîëæèòåëüíîñòè
îáñëóæèâàíèÿ qj = bpjK c, ñîîòâåòñòâåííî, äèðåêòèâíûå ñðîêè d

′
j =

pj
K , j =

= 1, 2, . . . , n (áåç îêðóãëåíèÿ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 9.3
äëÿ äàííîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðèìåðà ïîñòðîèëè îïòèìàëüíîå ðàñïèñà-
íèå π. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ′A � ñóììàðíîå çàïàçäûâàíèå ïðè ýòîì ðàñïèñàíèè
äëÿ ïðèìåðà ñ ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ p′j = Kq′j è c äèðåê-
òèâíûìè ñðîêàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ èñõîäíûì ïðèìåðîì (dj). À ÷åðåç TA �
ñóìàðíîå çàïàçäûâàíèå äëÿ îðèãèíàëüíîãî ïðèìåðà.

Î÷åâèäíî, ÷òî Kqj ≤ pj ≤ K(qj + 1), j = 1, 2, . . . , n. Èñïîëüçóÿ ýòî
ôàêò, ïîêàæåì, ÷òî TA ≤ T ′A +K n(n+1)

2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ′j � ìîìåíòû îêîí-
÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ïðè ðàñïèñàíèè π äëÿ ïðèìåðà ñ ïðîäîë-
æèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ p′j = Kq′j. À ÷åðåç Cj � ìîìåíòû îêîí÷àíèÿ
äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà. Ïóñòü π = (j1, j2, j3, . . . , jn). Òîãäà Cj1 − C ′j1 ≤ K,
Cj2 −C ′j2 ≤ 2K, Cj3 −C ′j3 ≤ 3K è ò.ä., à ñëåäîâàòåëüíî, TA− T ′A ≤ K(1 + 2 +

+ . . .+ n) = K n(n+1)
2 .
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Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî T ′A ≤ F (π∗) ≤ TA ≤ T ′A + K n(n+1)
2 . Ñëåäîâà-

òåëüíî, TA−F (π∗) ≤ K n(n+1)
2 . Çàäàäèì K = 2ε

n(n+1)Tmax. Òîãäà TA−F (π∗) ≤
≤ εTmax ≤ εF (π∗), ò.ê. Tmax ≤ F (π∗).

Òàêèì îáðàçîì, çà âðåìÿ O(n5Tmax/K) ýêâèâàëåíòíîå O(n
7

ε ) áûëî íàé-
äåíî äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå π ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåé ε.

Òîãäà àïïðîêñèìàöèîííûé àëãîðèòì ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Äëÿ âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ ε âû÷èñëÿåòñÿ K è ñòðîèòñÿ ìîäèôèöèðîâàí-
íûé ïðèìåð ñ ïðîäîëæèòåëüíîñòÿìè îáñëóæèâàíèÿ qj = bpjK c è äèðåêòèâíû-
ìè ñðîêàìè d′j =

pj
K , j = 1, 2, . . . , n. Äëÿ íàéäåííîãî ïðèìåðà ñ ïîìîùüþ

òî÷íîãî àëãîðèòìà 9.3 ñòðîèòñÿ îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå π, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà.

9.13.2 Àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà

Ïóñòü çàäàí ïðèìåð A = {rj, pj, dj} èññëåäóåìîé çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé.
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî ïðèìåðà íå õâàòàåò âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé èç-
âåñòíûìè òî÷íûìè ìåòîäàìè... Èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì: "ïðîâîäèì ëèíèþ" â 3n�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÷åðåç òî÷êó (ïðèìåð)
A. Íàïðèìåð, {(rj, γpj, dj)|j ∈ N}, ãäå γ ∈ [1,+∞). Ïðè γ = 1, â äàííîì
ñëó÷àå, ìû èìååì èñõîäíûé ïðèìåð A. Çàòåì íà äàííîé ïðÿìîé çàäàåì "ðà-
çóìíûå" ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ Γ1 è Γ2, Γ1 < γ < Γ2, Γ1 < 1 < Γ2. Îñîáåí-
íîñòüþ áîëüøèíñòâà çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãðàíè÷íûå
çíà÷åíèÿ èíòåðâàëà (ïðèìåðû) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çà "ðàçóìíîå" âðå-
ìÿ. Ïóñòü H �"âåðõíÿÿ ãðàíèöà" âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé êîìïüþòå-
ðà. Ïðåäëàãàåòñÿ âûáèðàòü òî÷êè γ1, . . . , γk êàê êîðíè ïîëèíîìà ×åáûø¼âà
íà èíòåðâàëå [Γ1,Γ2]. Ýòè òî÷êè îáëàäàþò õîðîøèì ñâîéñòâîì, îíè "ïðè-
æèìàþòñÿ" ê ãðàíèöàì èíòåðâàëà. Äëÿ òî÷åê (ïðèìåðîâ), ñîîòâåòñòâóþùèõ
γ1, . . . , γk, äëÿ êîòîðûõ äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé êîìïüþ-
òåðà (èëè êëàñòåðà), íàõîäèì çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè F1, . . . , Fk. Çàòåì
ïî òî÷êàì (γ1, F1), . . . , (γk, Fk) ñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ×åáûø¼-
âà èëè Ëàãðàíæà. Ïîãðåøíîñòü öåëåâîé ôóíêöèè ∆ äëÿ èñõîäíîãî ïðèìåðà
(ïðè γ = 1) íå áóäåò ïðåâûøàòü âåëè÷èíû ∆ ≤ ‖(1−γ1)...(1−γk)‖

(k+1)! . Ñõåìàòè÷íî
èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ïîêàçà íà ðèñ. 9.5. Êàê ðåçóëüòàò, ìû íå ñòðî-
èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (ðàñïèñàíèå), à òîëüêî îöåíèâàåì îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè. ×åì áëèæå ìû âûáåðåì çíà÷åíèÿ Γ2 è Γ1 è ÷åì
áîëüøå êîðíåé ïîëèíîìà ×åáûø¼âà, òåì òî÷íåå (ìåíüøå) áóäåò àáñîëþòíàÿ
ïîãðåøíîñòü öåëåâîé ôóíêöèè ∆.
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Äàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé öåëåâîé
ôóíêöèè.

Ðèñ. 9.5: Àïïðîêñèìàöèîííûé ïîëèíîì: L � ôóíêöèè Ëàãðàíæà, F �öåëåâàÿ ôóíêöèÿ,
H � "âåðõíÿÿ ãðàíèöà" âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðà (ñëîæíîñòü).
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Çàêëþ÷åíèå

Çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåì äëÿ ðàçìûøëåíèé ñëåäóþùèå çà-
äà÷è, êîòîðûå íà íàø âçãëÿä ÿâëÿþòñÿ èíòåðåñíûìè...

ÇÀÄÀ×À 1. Êàæäûé äåíü ìû âûïîëíÿåì íåêîòîðûå ðàáîòû, � ðåøà-
åì áûòîâûå, ëè÷íûå ïðîáëåìû, âûïîëíÿåì îáùåñòâåííî çíà÷èìûå ðàáîòû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òå÷åíèè òåêóùåãî äíÿ ÷åëîâåê èç âñåé ñîâîêóïíîñòè ðà-
áîò N , êîòîðûå áûëè äîñòóïíû äëÿ îáñëóæèâàíèÿ, âûïîëíèë ïîäìíîæåñòâî
ðàáîòN0 ⊆ N . Íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèéN çàäàíû îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ â âèäå ãðàôà G. Ðàñïèñàíèå îáñëóæèâàíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé
π0. Äàííîå ðàñïèñàíèå ÷åëîâåê ñîñòàâèë èç ðàçóìíûõ (íà åãî âçãëÿä) ñîîáðà-
æåíèé: îí ïðèíèìàë âî âíèìàíèå âñþ ñîâîêóïíîñòü ïðîáëåì, ñòîÿùèõ ïåðåä
íèì, ò.å. îí âûäåëèë èç N ïîäìíîæåñòâî N0 è îïòèìàëüíî åãî óïîðÿäî÷èë
âî âðåìåíè, ïîñòðîèë ðàñïèñàíèå. Àíàëîãè÷íî îí ïîñòóïàë è â ïðåäûäóùèå
äíè, ò.å. èç òåêóùåé ñîâîêóïíîñòè ðàáîò N(t), t = 0,−1,−2, . . ., ÷åëîâåê âû-
áèðàë ïîäìíîæåñòâî ðàáîò Nt è ñòðîèë ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîå (íà åãî
âçãëÿä) ðàñïèñàíèå πt.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî, âî-ïåðâûõ, âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî òðåáî-
âàíèé, à çàòåì äëÿ âûáðàííîãî ïîäìíîæåñòâà ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå ðàñ-
ïèñàíèå. Òåðìèí "÷åëîâåê" çàìåíèì íà "ïðèáîð". Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ïîäìíîæåñòâî òðåáîâàíèé è ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ ýòèõ òðåáîâàíèé íàõî-
äèòñÿ îïòèìàëüíûì îáðàçîì.

Ïóñòü F (Nt) � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ "ðåàëèçóåòñÿ" íà ïðèáîðå.
Íåîáõîäèìî ïî ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâà ðàáîò è ðàñïèñàíèé N(t), πt, t =
0,−1,−2, . . . , T , ïîñòðîèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ F (Nt).

Ïîñòðîéòå ðåãóëÿðíóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ îò äâóõ ïàðàìåòðîâ F (C1, C2),
êîãäà ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé ñîñòîÿëè âñåãî èç äâóõ ðàáîò ñ ïàðàìåòðàìè
r1, r2; p1, p2. Îáå ðàáîòû âûïîëíÿëèñü êàæäûé äåíü, îòíîøåíèé ïðåäøåñòâî-
âàíèÿ ìåæäó ðàáîòàìè íåò. Åñëè öåëåâóþ ôóíêöèþ íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü,
òî ìîæíî ëè ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ äâóõ ðàáîò çíàÿ T + 1
ïðåäøåñòâóþùèõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé? Òî åñòü íåîáõîäèìî àïðîêñèìèðî-
âàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ è íà åå îñíîâå ïî èñõîäíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ
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ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå íà "ñëåäóþùèé äåíü".

ÇÀÄÀ×À 2. 1|rj|
∑
Uj

Äàíî:
îäèí ïðèáîð;
rj � ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé j â ñèñòåìó;
pj � ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé j, pj > 0;
dj � äèðåêòèâíûé ñðîê îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé j;
wj � âåñ (çíà÷èìîñòü) òðåáîâàíèé j, j ∈ N .
Çàïðåùåíû:
� îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè;
� ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè.
Íåîáõîäèìî îáñëóæèòü âñå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N = {1, 2, . . . , n}.
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ min

π

∑
j∈N

Uj(π)

ïðè rj ∈ {R1, R2}, wj = 1, dj ∈ {D1, D2}, ∀j ∈ N ;
Cj(π) � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π;
R1, R2, D1, D2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû R1 < R2, D1 < D2,
ãäå Uj(π) = 0, åñëè Cj(π) ≤ dj, èíà÷å Uj(π) = 1.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåòO(nk)

îïåðàöèé, íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ è îáîñíîâàòü åãî, ãäå k �
êîíñòàíòà íå çàâèñÿùàÿ îò n.
Âîçìîæíî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP � òðóäíîé. . .

ÇÀÄÀ×À 3. 1|rj|Lmax
Äàíî
rj � ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ j òðåáîâàíèé â ñèñòåìó;
pj � ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j, pj > 0;
dj � äèðåêòèâíûé ñðîê îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j, j ∈ N .
Çàïðåùåíû:
� îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè;
� ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè.
Íåîáõîäèìî îáñëóæèòü âñå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N = {1, 2, . . . , n}.
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ min

π
max
j∈N

(Cj(π)− dj)
ïðè dj = αrj + βpj, j ∈ N , ãäå Cj(π) �ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π, α, β �íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò

O(n3 log n) îïåðàöèé, íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ è îáîñíîâàòü åãî.
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Òàêæå íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ îöåíêà òðóäîåìêîñòè ÿâëÿåòñÿ íèæ-
íåé ãðàíèöåé.

ÇÀÄÀ×À 4. 1‖
∑
wjTj

Äàíî
rj � ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé j â ñèñòåìó;
pj � ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé j, pj > 0;
dj � äèðåêòèâíûé ñðîê îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé j;
wj � âåñ (çíà÷èìîñòü) òðåáîâàíèé j, j ∈ N .
Çàïðåùåíû:
� îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè;
� ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè.
Íåîáõîäèìî îáñëóæèòü âñå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N = {1, 2, . . . , n}.
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ min

π

∑
j∈N

wjmax{0, Cj(π)− dj}

ïðè rj = 0, dj = {D1, D2}, j ∈ N ,
ãäå Cj(π) � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè
π, D1, D2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò

O(n2) îïåðàöèé, íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ è îáîñíîâàòü åãî.

ÇÀÄÀ×À 5. 1|rj|
∑
wjCj

Äàíî
rj � ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé j â ñèñòåìó;
pj � ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé j, pj > 0;
wj � âåñ (çíà÷èìîñòü) òðåáîâàíèé j, j ∈ N .
Çàïðåùåíû:
� îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè;
� ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè.
Íåîáõîäèìî îáñëóæèòü âñå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N = {1, 2, . . . , n}.
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ min

π

∑
j∈N

wjCj(π),

ïðè rj ∈ {R1, R2}, j ∈ N , ãäå Cj(π) � ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ
òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π, R1, R2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, òðóäîåìêîñòü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò

O(n2) îïåðàöèé, íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ è îáîñíîâàòü åãî.

ÇÀÄÀ×À 6. 1|rj, pmtn, pj = p|
∑
wjCj

Äàíî
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rj � ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé j â ñèñòåìó;
pj � ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé j, pj = p;
wj � âåñ (çíà÷èìîñòü) òðåáîâàíèé j, j ∈ N .
Çàïðåùåíû:
� îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè;
Ïðåðûâàíèÿ ïðè îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé ðàçðåøåíû.
Íåîáõîäèìî îáñëóæèòü âñå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N = {1, 2, . . . , n}.
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ min

π

∑
j∈N

wjCj(π),

Âîçìîæíî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP � òðóäíîé. . .

Ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëó÷àé, êîãäà rj = j − 1; pj = 2; wj+1 = wj + 1, j =
1, 2, . . . , n, wn+1 = +∞.

ÇÀÄÀ×À 7. Ðàññìîòðèì îäíîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó òåîðèè
ðàñïèñàíèé áåç èñêóññòâåííûõ ïðîñòîåâ ïðèáîðîâ.

Ïóñòü πt âñå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé è F1 < F2 < . . . < Fk
âñå âîçìîæíûå ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.
Ãèïîòåçà 1: Âåëè÷èíà k (êîëè÷åñòâî ðàçíûõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè)
îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.
Ãèïîòåçà 2:Ïðèìåðû çàäà÷, ó êîòîðûõ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè (F1 � äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè, Fk �äëÿ çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè) äîñòè-
ãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì ðàñïèñàíèè, ðåøàþòñÿ "ïðîùå".

Äàííûå çàäà÷è îòíþäü íå ïîêðûâàþò âñ¼ ìíîæåñòâî îòêðûòûõ, íåðå-
øåííûõ ïðîáëåì. . .

Àâòîð áóäåò î÷åíü ïðèçíàòåëåí çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ çà ïðè-
ñëàííûå, èíòåðåñíûå íà åãî âçãëÿä, íåðåøåííûå çàäà÷è.
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