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íèåì âðåìåíè íà÷àëè ñìîòðåòüñÿ ïîä íåñêîëüêî èíûì óãëîì çðåíèÿ.
Òàêæå íàì ïðåäñòàâëÿëîñü âàæíûì ïðîñëåäèòü òåñíóþ ñâÿçü ìåæ-
äó îïòèìèçàöèîííûìè çàäà÷àìè è çàäà÷àìè, âîçíèêàþùèìè â òåîðèè
óïðàâëåíèÿ. Áîðèñ Òåîäîðîâè÷ Ïîëÿê ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â
îáñóæäåíèÿõ îáùåé íàïðàâëåííîñòè è ñîäåðæàíèÿ íàñòîÿùåé êíèãè,
îäíàêî ýòà äåÿòåëüíîñòü îáîðâàëàñü ñ åãî óõîäîì èç æèçíè â ôåâðàëå
2023 ãîäà.

Ìû áëàãîäàðíû Èíñòèòóòó ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåç-
íèêîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, â êîòîðîì ðàáîòàåì äîëãîå âðåìÿ,
çà ïðåäîñòàâëåííóþ âîçìîæíîñòü çàíèìàòüñÿ òåîðåòè÷åñêèìè èññëå-
äîâàíèÿìè. Ñëàâíûå íàó÷íûå òðàäèöèè Èíñòèòóòà ñëóæèëè äëÿ íàñ
îáðàçöàìè äëÿ ïîäðàæàíèÿ.

Ìû òàêæå áëàãîäàðíû íàøèì êîëëåãàì Ê.Ç. Áèãëîâó, À.Â. Äìèò-
ðóêó, À.Â. Íàçèíó, Ë.Á. Ðàïîïîðòó, Ì.Å. Øàéêèíó, ñäåëàâøèì ìíî-
ãî êðèòè÷åñêèõ çàìå÷àíèé è ïðåäëîæåíèé (ìû ïîñòàðàëèñü èõ ó÷åñòü
ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè, íî îòâåòñòâåííîñòü çà îêîí÷àòåëüíûé ðå-
çóëüòàò öåëèêîì ëåæèò íà íàñ), à òàêæå Â.Ï. Ìèõàéëîâó, âçÿâøåìó íà
ñåáÿ òðóä ïî èçãîòîâëåíèþ ðèñóíêîâ, è ß.È. Êâèíòî çà ðàáîòó ïî êîð-
ðåêòóðå è ðåäàêòèðîâàíèþ ðóêîïèñè. Îñîáàÿ íàøà ïðèçíàòåëüíîñòü �
äèðåêòîðó ÈÏÓ ÐÀÍ àêàäåìèêó Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê Äìèòðèþ
Àëåêñàíäðîâè÷ó Íîâèêîâó, èíèöèàòîðó ñîçäàíèÿ ýòîé êíèãè, çà ïîñòî-
ÿííóþ ïîääåðæêó è ìíîãî÷èñëåííûå ñîâåòû.

Ì.Â. Õëåáíèêîâ
Ì.Â. Áàëàøîâ
À.À. Òðåìáà



Предисловие

Îáñóäèì ñîäåðæàíèå äâóõ áàçîâûõ êàòåãîðèé, âûíåñåííûõ â íàçâà-
íèå íàñòîÿùåé êíèãè, � ¾îïòèìèçàöèÿ¿ è ¾óïðàâëåíèå¿ � è âçàèìî-
ñâÿçü ìåæäó íèìè.

Ïîä управлением ïîíèìàåòñÿ âîçäåéñòâèå íà управляемую си-
стему ñ целью1 îáåñïå÷åíèÿ òðåáóåìîãî åå поведения2 [16, 17]. Си-
стема управления âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè ñîñòàâíûå ÷àñòè: óïðàâëÿåìóþ
ñèñòåìó, управляющую систему è ñâÿçè ìåæäó íèìè.

Оптимизация � ýòî íàõîæäåíèå ñðåäè допустимого множе-
ства âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ (àëüòåðíàòèâ, ðåøåíèé) íàèëó÷øèõ (íà-
ïðèìåð, ýêñòðåìèçèðóþùèõ критерий эффективности) [17].

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 0.0.1, ãäå
ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ñóùíîñòè, êîòîðûå â çàâèñèìîñòè
îò êîíêðåòíîé ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü èëè îò-
ñóòñòâîâàòü.

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì состоянием (åñëè íå
îãîâîðåíî îñîáî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûõîä ñîâïàäàåò ñ ñîñòîÿíèåì),
êîòîðîå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè è çàâèñåòü â îáùåì ñëó÷àå â ÿâ-
íîì âèäå îò:
� ïðåäøåñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé;
� âðåìåíè;
� óïðàâëåíèÿ (óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ);
� âîçìóùåíèé, îòðàæàþùèõ âëèÿíèå âíåøíåé ñðåäû.
Ýòà çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ моделью управляемой системы. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç 𝑥(𝑡) ∈ 𝑋 ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðå-
ìåíè 𝑡 ⩾ 𝑡0, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé 𝑋; ÷å-

1Цель — то, к чему стремятся, что надо осуществить (все определения в сносках
приводятся в соответствии с [17]).

2Поведение системы — последовательное (во времени), хотя бы частично на-
блюдаемое, поддающееся измерению, объективной фиксации изменение ее состоя-
ния.
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Рис. 0.0.1. Базовая структура системы управления [15].

ðåç 𝑥𝑡 � åå ïðåäøåñòâóþùóþ траекторию (ïîâåäåíèå óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ åå ñîñòîÿíèé {𝑥(𝜏)}, 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡));
÷åðåç 𝑥*𝑡 � целевую траекторию; ÷åðåç 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 � óïðàâëÿþùåå âîç-
äåéñòâèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé 𝑈 ; ÷åðåç
𝑢𝑡 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé {𝑢(𝜏)}, 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡);
÷åðåç 𝜔(𝑡) ∈ Ω � çíà÷åíèå âîçìóùåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ⩾ 𝑡0, ïðè-
íàäëåæàùåå ìíîæåñòâó âîçìîæíûõ âîçìóùåíèé Ω; ÷åðåç 𝜔𝑡 � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âîçìóùåíèé {𝜔(𝜏)}, 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡).

Общей моделью управляемой системы íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü
(äëÿ âñåõ 𝑡 ⩾ 𝑡0) îòîáðàæåíèé(︀

𝑥𝑡, 𝑢𝑡, 𝜔𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜔(𝑡), 𝑡
)︀
↦→ 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0. (0.0.1)

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íå îáëàäàåò ãëóáîêîé ¾ïàìÿ-
òüþ¿. Ïðèìåðîì ñëóæèò динамическая система

�̇� = 𝑓
(︀
𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡

)︀
, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0,

ÿâëÿþùàÿñÿ õðåñòîìàòèéíûì îáúåêòîì äëÿ теории автоматического
управления [21].

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè 𝑇 > 𝑡0 íà ìíî-
æåñòâå òðàåêòîðèé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé è ìíîæåñòâå âîçìîæ-
íûõ öåëåâûõ òðàåêòîðèé çàäàí äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûé ôóíêöèîíàë
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𝐾(𝑥𝑇 , 𝑢𝑇 , 𝑥
*
𝑇 ), íàçûâàåìûé критерием3 эффективности4 óïðàâëåíèÿ

ñèñòåìîé (0.0.1). Ïðèìåðîì òàêîãî êðèòåðèÿ ìîæåò áûòü −‖𝑥𝑇−𝑥*𝑇 ‖ �
áëèçîñòü òðàåêòîðèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ê öåëåâîé, âçÿòàÿ ñî çíà-
êîì ìèíóñ.

Задача управления çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè оптимальной ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé 𝑢*𝑇 , òî åñòü äîïóñòèìîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè5 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 , 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ], îáëàäàþùåé ìàêñèìàëüíîé
ýôôåêòèâíîñòüþ:

𝑢*𝑇 ∈ Arg max
𝑢𝑇

𝐾(𝑥𝑇 , 𝑢𝑇 , 𝑥
*
𝑇 ) ïðè óñëîâèè (0.0.1). (0.0.2)

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ (0.0.2) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè. È, â ïåð-
âóþ î÷åðåäü, â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ãëóáîêàÿ âçàèìîñâÿçü óïðàâëåíèÿ è
îïòèìèçàöèè: öåëåíàïðàâëåííîñòü ëþáîãî óïðàâëåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò
åãî ¾îïòèìàëüíîñòü¿ ïî îòíîøåíèþ ê ñîîòâåòñòâóþùåé öåëè. Íà ïðî-
òÿæåíèè ïîñëåäíèõ 150 ëåò òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòî-
äû îïòèìèçàöèè ðàçâèâàþòñÿ ïàðàëëåëüíî, îáîãàùàÿ äðóã äðóãà, äà-
âàÿ íîâûå âîçìîæíîñòè è ôîðìóëèðóÿ íîâûå âûçîâû (à èíîãäà è ñëè-
âàÿñü, íàïðèìåð, â âèäå òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ)6.

Âî-âòîðûõ, ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, âû÷èñëå-
íèé è ñâÿçè (òàê íàçûâàåìàÿ ïàðàäèãìà C3 � Control, Computing, Com-
munication) õàðàêòåðíûå âðåìåíà èçìåíåíèé ñîñòîÿíèé óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû è âíåøíåé ñðåäû íàêëàäûâàþò ñîîòâåòñòâóþùèå òðåáîâàíèÿ
íà òåìï âû÷èñëåíèé, îñóùåñòâëÿåìûõ â óïðàâëÿþùåé ñèñòåìå, òî åñòü
íà âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü (ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè àïïàðàòíîé ðåà-
ëèçàöèè) èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè.

Â-òðåòüèõ, ñóùåñòâóåò åùå îäíà âàæíàÿ ¾òî÷êà êîíòàêòà¿ îïòèìè-
çàöèè è óïðàâëåíèÿ: ïðè îïèñàíèè öåëåíàïðàâëåííîãî ïîâåäåíèÿ óï-
ðàâëÿåìîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé ÷åëîâåêà, ïðåäïîëàãàåòñÿ (ñì. [16]),
÷òî ïîñëåäíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì íåêîòîðûì êðèòåðèåì ýôôåê-

3Критерий — средство для вынесения суждения; стандарт для сравнения; пра-
вило для оценки; мера степени близости к цели.

4Эффективность — степень соотношения полученного результата и характери-
стик, использованных для его достижения ресурсов.

5В качестве отступления отметим, что в начальный момент времени управле-
ние может искаться на весь плановый горизонт 𝑇 или как функция времени —
так называемое программное управление (или разомкнутое управление), или как
функция состояния управляемой системы — так называемое позиционное управ-

ление (или управление по отклонению), или как функция внешних возмущений —
так называемое управление по возмущению [15].

6В третьей главе можно найти многочисленные примеры, когда подходы, мето-
ды и алгоритмы решения частной задачи управления могут быть обобщены на до-
статочно широкий класс оптимизационных задач.
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òèâíîñòè 𝑘(𝑥, 𝑢) è âûáèðàåò ñàìîñòîÿòåëüíî ñâîå äîïóñòèìîå ñîñòî-
ÿíèå ̂︀𝑥, ýêñòðåìèçèðóÿ ýòîò êðèòåðèé, òî åñòü ìîäåëü óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû èìååò âèä

̂︀𝑥(𝑡) ∈ 𝑃
(︀
𝑢(𝑡)

)︀ .
= Arg max

𝑥∈𝑋
𝑘
(︀
𝑥, 𝑢(𝑡)

)︀
.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â ìàêñèìè-
çàöèè ãàðàíòèðîâàííîé ýôôåêòèâíîñòè:

𝑢*𝑇 ∈ Arg max
𝑢𝑇

min
𝑥𝑇∈𝑃 (𝑢𝑇 )

𝐾(𝑥𝑇 , 𝑢𝑇 , 𝑥
*
𝑇 ),

ÿâëÿÿñü íåòðèâèàëüíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé.
Â-÷åòâåðòûõ, ðåøåíèå òîé èëè èíîé êîíêðåòíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ

ìîæåò ñâîäèòüñÿ ê íàõîæäåíèþ ¾îïòèìàëüíûõ¿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëÿ-
þùåé ñèñòåìû (íàïðèìåð, ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè ëèíåéíî-êâàäðà-
òè÷íîãî ðåãóëÿòîðà èëè ïàðàìåòðîâ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà â çàäà÷å ïîäàâ-
ëåíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé � ñì. òðåòüþ ãëàâó) ïîñðåäñòâîì ïîñòà-
íîâêè è ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå àñïåêòû âçàèìîñâÿçè
ìåæäó óïðàâëåíèåì è îïòèìèçàöèåé:

1. Ëþáàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îïòèìèçàöèè.
2. Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ðåàëüíîãî âðåìåíè èìåþò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ

íà èñïîëüçóåìûå â íèõ ìåòîäû îïòèìèçàöèè.
3. Ìîäåëü óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ìîæåò âêëþ÷àòü çàäà÷ó îïòèìè-

çàöèè.
4. Ðåøåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ (â ÷àñòíîñòè çàäà÷è ñèí-

òåçà, ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ óïðàâëÿþùåé ñèñòåìû) ìîæåò ñâîäèòü-
ñÿ ê òåì èëè èíûì îïòèìèçàöèîííûì çàäà÷àì.

Íèæå â íàñòîÿùåé êíèãå, ïîìèìî èçëîæåíèÿ îñíîâ ìåòîäîâ îïòè-
ìèçàöèè (ïåðâûå äâå ãëàâû), ïðèâîäèòñÿ ðÿä ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ
ýòèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àâòîìàòè÷åñêîãî óï-
ðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (ãëàâà 3).

Ä.À. Íîâèêîâ, àêàäåìèê ÐÀÍ



Введение

Äâå íàóêè � óïðàâëåíèå è îïòèìèçàöèÿ � äî êàêîãî-òî ìîìåí-
òà ðàçâèâàëèñü íåçàâèñèìî. Óïðàâëåíèå èìåëî äåëî ñ ðåãóëÿòîðàìè,
óñòîé÷èâîñòüþ, ïåðåäàòî÷íûìè ôóíêöèÿìè, îáðàòíîé ñâÿçüþ, ãîäî-
ãðàôîì Íàéêâèñòà è ò. ï. Îïòèìèçàöèÿ æå çàðîäèëàñü åùå â àíòè÷íî-
ñòè. Ïîòîì, ïðè èçó÷åíèè ãëàäêèõ ôóíêöèé, âîçíèêëà òåîðèÿ ýêñòðå-
ìóìà (ïðàâèëî Ôåðìà, ìåòîä Íüþòîíà, ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà);
çíà÷èòåëüíî ïîçæå � óæå â XX âåêå � ñíà÷àëà âîçíèê òåîðåòè÷åñêèé
èíòåðåñ ê òàêèì çàäà÷àì, êàê ëèíåéíîå è íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðî-
âàíèå, à çàòåì áûëè ñîçäàíû è ÷èñëåííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Ïðè-
ìåðíî â ýòî æå âðåìÿ � ñ êîíöà 1950-õ ãîäîâ � â óïðàâëåíèè ïðîèçî-
øåë áîëüøîé ïîâîðîò: âîçíèêëà êîíöåïöèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
(ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûé ðåãóëÿòîð),
è ñòàëà âèäíà ñâÿçü ýòèõ äâóõ äèñöèïëèí.

Â ïîñëåäóþùèå ãîäû ýòà ñâÿçü ñòàëà òîëüêî óñèëèâàòüñÿ. Òàê, íà-
ïðèìåð, ïðîáëåìà ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ âñå ÷àùå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ïðÿìàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå êîýô-
ôèöèåíòîâ ðåãóëÿòîðà, à ñ ïîÿâëåíèåì àïïàðàòà ëèíåéíûõ ìàòðè÷-
íûõ íåðàâåíñòâ è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ äëÿ èõ ðåøåíèÿ ìíîãèå çàäà÷è
ñòàáèëèçàöèè, ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ, ïîäàâëåíèÿ âîçìó-
ùåíèé â óïðàâëåíèè ñòàëè çàïèñûâàòüñÿ â ôîðìàòå ëèíåéíûõ ìàòðè÷-
íûõ íåðàâåíñòâ è ðåøàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âûïóêëîé îïòèìèçà-
öèè. Åùå îäèí ïðèìåð: çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
íà îñíîâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà î÷åíü áëèçêà ê êîíñòðóèðîâàíèþ ìåòî-
äîâ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè: â ïåðâîì ñëó÷àå çàäàí ìåòîä è äëÿ íåãî
èùåòñÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, à âî âòîðîì çàäàíà ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé
íàäî ïîñòðîèòü ìåòîä îïòèìèçàöèè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáå íàóêè ïðîäîëæàþò íàõîäèòüñÿ â ïðîöåññå
èíòåíñèâíîãî ðàçâèòèÿ. Ïðè ýòîì ïðîäîëæàþò ìåíÿòüñÿ êàê èõ àïïà-
ðàò, òàê è èñïîëüçóåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû. Â ñâÿçè ñ
ýòèì èìåþùèåñÿ ó÷åáíèêè íåðåäêî íå óñïåâàþò çà ýòèìè ðåâîëþöèîí-
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íûìè ïåðåìåíàìè è áûñòðî óñòàðåâàþò. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íåõâàòêà
ñîâðåìåííûõ ó÷åáíûõ ïîñîáèé ñòàëà îñîáåííî çàìåòíîé.

Íàì õîòåëîñü íàïèñàòü êíèãó, íå òîëüêî çàòðàãèâàþùóþ íåêîòî-
ðûå òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ óïðàâëåíèÿ è îïòèìèçàöèè, íî è â êàêîé-
òî ìåðå âîñïîëíÿþùóþ ýòîò ïðîáåë. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíà äîëæíà
ñîäåðæàòü àïïàðàò, àäåêâàòíûé ñîâðåìåííîé òåîðèè, à ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ìû ïîñòàðàëèñü ñäåëàòü åå ïî âîçìîæíîñòè øèðîêî äîñòóïíîé.
Ïîýòîìó èñïîëüçóåìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò îãðàíè÷åí îñíîâíû-
ìè ïîíÿòèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû, êîíå÷íî-
ìåðíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â íàøè íàìåðåíèÿ òàêæå âõîäèëî
ñäåëàòü êíèãó ïî âîçìîæíîñòè êðàòêîé, ñîäåðæàùåé ëèøü áàçîâûå çà-
äà÷è, èäåè è ìåòîäû. Ìû ïîñòàðàëèñü èçáåæàòü ïîâòîðîâ èçâåñòíûõ
ìîíîãðàôèé è ñäåëàëè àêöåíòû íà ðÿäå âàæíûõ ïîíÿòèé è êîíöåïöèé,
êîòîðûå ïîêà ñëàáî îòðàæåíû â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ. Ïåðâûå äâå ãëàâû îõâàòûâà-
þò êðóã âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñîîòâåòñòâåííî ñ áåçóñëîâíîé è óñëîâíîé
îïòèìèçàöèåé. Â ÷àñòíîñòè, â ãëàâå 1 ¾Áåçóñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ¿ ââî-
äÿòñÿ áàçîâûå ïîíÿòèÿ è îáñóæäàþòñÿ ìåòîäû íóëåâîãî ïîðÿäêà (ñëó-
÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, èìèòàöèè îòæèãà, ñèìïëåêñíûé ìåòîä è äð.), ãðà-
äèåíòíûå ìåòîäû (ãðàäèåíòíûé ñïóñê, ìåòîä òÿæåëîãî øàðèêà, ìåòîä
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è äð.), à òàêæå ìåòîä Íüþòîíà. Çàâåðøàåò
ãëàâó ðÿä ïðèìåðîâ çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè.

Â ãëàâå 2 ¾Óñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ¿ ÷èòàòåëü ïîçíàêîìèòñÿ ñ ëèíåé-
íûì è êâàäðàòè÷íûì ïðîãðàììèðîâàíèåì, ìåòîäàìè ïðîåêöèè ãðàäè-
åíòà è ñóáãðàäèåíòà, ìåòîäîì óñëîâíîãî ãðàäèåíòà, à òàêæå òàêèìè
ìåòîäàìè, êàê ìåòîä îòñåêàþùåé ãèïåðïëîñêîñòè è ìåòîä ýëëèïñîè-
äîâ, ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè è äð. Íàì òàêæå êàçàëîñü âàæíûì óäå-
ëèòü áîëüøîå âíèìàíèå ïîëóîïðåäåëåííîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ. Ãëàâà
çàâåðøàåòñÿ ïðèìåðàìè çàäà÷ óñëîâíîé îïòèìèçàöèè.

Âî âòîðîé ÷àñòè êíèãè (ãëàâà 3 ¾Îïòèìèçàöèÿ â òåîðèè àâòîìàòè-
÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ¿) îáñóæäàþòñÿ îïòèìèçàöèîííûå ïîäõîäû ê çàäà-
÷àì, îòíîñÿùèìñÿ ê ÷èñëó âàæíåéøèõ â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óï-
ðàâëåíèÿ: ñèíòåç ñòàáèëèçèðóþùèõ è ðîáàñòíî-ñòàáèëèçèðóþùèõ ðå-
ãóëÿòîðîâ,𝐻∞-îïòèìèçàöèÿ, ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîå óïðàâëåíèå ïî ñî-
ñòîÿíèþ è ïî âûõîäó, çàäà÷à ïîäàâëåíèÿ íåñëó÷àéíûõ îãðàíè÷åííûõ
âíåøíèõ âîçìóùåíèé, ñèíòåç ãàðàíòèðóþùåãî ôèëüòðà, çàäà÷à íà-
ñòðîéêè ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ.

Ïðè íàïèñàíèè ðàçäåëîâ 1.3.3, 1.3.5, 1.3.6 è 2.2 ìû îïèðàëèñü íà
ìîíîãðàôèþ Á.Ò. Ïîëÿêà ¾Ââåäåíèå â îïòèìèçàöèþ¿. Ìû ÷àñòî èñ-
ïîëüçîâàëè è ññûëàëèñü íà ðåçóëüòàòû Ñ. Áîéäà, Ð. Êàëìàíà, Ô. Êëàð-
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êà, À.Ñ. Íåìèðîâñêîãî, Þ.Å. Íåñòåðîâà, ß. Ïèòåðñåíà, Á.Ò. Ïîëÿêà,
Ð.Ò. Ðîêàôåëëàðà, à òàêæå ìíîãèõ äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé, ÷üè èìåíà
ìîæíî íàéòè â áèáëèîãðàôèè.

Êíèãà ñîäåðæèò ðÿä îñîáåííîñòåé. Â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ ìû ïî-
ñòàðàëèñü â ðàìêàõ äîñòóïíîãî îáúåìà êàê ìîæíî øèðå îõâàòèòü àë-
ãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ íåâûïóêëûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ïîçíàêîìèâ
ðîññèéñêîãî ÷èòàòåëÿ ñ òàêèìè ïîíÿòèÿìè, êàê óñëîâèå Ïîëÿêà �Ëîÿ-
ñåâè÷à, ïðîêñèìàëüíàÿ ãëàäêîñòü è ò. ï., â êîíòåêñòå ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ îïòèìèçàöèè. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ãëàâà êíèãè ñîäåðæèò ðÿä ñîâñåì
íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ñàìûì ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàþùèõñÿ íà ñî-
äåðæàíèå ïåðâûõ äâóõ ãëàâ. Â âèäå ìîíîãðàôèè ýòîò ìàòåðèàë áûë
ïðàêòè÷åñêè íåäîñòóïåí ðîññèéñêîìó (äà è íå òîëüêî) ÷èòàòåëþ. Ñèì-
âîëîì ¾*¿ ïîìå÷åíû çàäà÷è ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè è ðàçäåëû äëÿ
áîëåå ïîäãîòîâëåííûõ ÷èòàòåëåé. Â êîíöå êíèãè ïðèâåäåíû ïðèëîæå-
íèÿ, ñîäåðæàùèå îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, íå âñåãäà ïðè-
âîäèìûå â ñòàíäàðòíûõ ñòóäåí÷åñêèõ êóðñàõ; îíè áóäóò ïîëåçíû äëÿ
ïîíèìàíèÿ ìàòåðèàëà7. Êíèãó çàâåðøàåò ñïèñîê ðåêîìåíäóåìîé ëèòå-
ðàòóðû, êîòîðûé ñîäåðæèò êàê êëàññè÷åñêèå ó÷åáíèêè è ìîíîãðàôèè
íà ðóññêîì ÿçûêå, òàê è çàðóáåæíûå ïóáëèêàöèè ïî îñâåùàåìûì ðàç-
äåëàì îïòèìèçàöèè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ; â íèõ òàêæå ìîæíî íàéòè
áîëåå ïîäðîáíûå ññûëêè íà ñîâðåìåííûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé.

Ìû ðàññ÷èòûâàåì, ÷òî ìàòåðèàë, èçëîæåííûé â êíèãå, ìîæåò áûòü
ïîëîæåí â îñíîâó ãîäîâîãî êóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ ìàãèñòðàòóðû ìàòåìà-
òèêî-èíæåíåðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé. Îí ìîæåò áûòü ïîëåçåí è äëÿ àñïè-
ðàíòîâ ñ äîñòàòî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé äëÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íîãî èçó÷åíèÿ òåîðèè îïòèìèçàöèè è óïðàâëåíèÿ. Íàêîíåö, èíæåíåðû
è èññëåäîâàòåëè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ðåàëüíûìè çàäà÷àìè îïòèìèçà-
öèè è óïðàâëåíèÿ, ñìîãóò ïî÷åðïíóòü â êíèãå íóæíûå òåîðåòè÷åñêèå
ñâåäåíèÿ è íàéòè â ïðèâåäåííîé áèáëèîãðàôèè ññûëêè íà àêòóàëüíûå
è ñîâðåìåííûå èñòî÷íèêè.

Â ó÷åáíîå ïîñîáèå íå âêëþ÷åíû ìåòîäè÷åñêèå ìàòåðèàëû, íåðåäêî
ïðèâîäèìûå â ñîâðåìåííûõ ó÷åáíûõ êóðñàõ (êîíòðîëüíûå âîïðîñû,
îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ðàçäåëà, çàäà÷è � ýòî ïðèâåëî áû ê çàìåòíîìó
óâåëè÷åíèþ îáúåìà êíèãè), õîòÿ îíî è ñîäåðæèò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
óïðàæíåíèé. Âåðîÿòíî, ðàçðàáîòêà ýòèõ ìàòåðèàëîâ ñòàíåò âîçìîæíîé
ïîñëå íàêîïëåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî îïûòà ðàáîòû ñ ó÷åáíûì ïîñîáèåì.

Êíèãà öåëèêîì ïîñâÿùåíà êîíå÷íîìåðíûì çàäà÷àì (ýòî âî ìíîãîì
îáóñëîâëåíî îáúåìîì ðàáîòû), ïðè÷åì äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ ôóíê-

7При написании разделов Г.3 и Г.10 были использованы материалы, предостав-
ленные А.В. Арутюновым.
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öèé, êîòîðûå ãëàâíûì îáðàçîì èìåþò ëèïøèöåâ ãðàäèåíò. Â ïåðâûõ
äâóõ ãëàâàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî âåðõíèå îöåíêè
ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ. Ìû ïðàêòè÷åñêè íå êàñàåìñÿ íèæíèõ îöåíîê
ñëîæíîñòè, à òàêæå íåâûïóêëîãî íåãëàäêîãî ñëó÷àÿ. Òåì íå ìåíåå ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå ãðàäèåíòíûå ìåòîäû èìåþò ìíîãî ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìå-
íåíèé. Âàæíûå ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ
ñîáðàíû â òðåòüåé ãëàâå.

Â êíèãå íåò áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ è ïîñòàíîâîê: çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, à òàêæå ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â àíàëèçå. Ìû òàêæå íå çàòðàãèâàåì äèñ-
êðåòíóþ è êîìáèíàòîðíóþ îïòèìèçàöèþ. Ìû èñïîëüçîâàëè ãëàâíûì
îáðàçîì êëàññè÷åñêèå ãðàäèåíòû (Ãàòî, Ôðåøå) è ïîñòàðàëèñü íå çëî-
óïîòðåáëÿòü ñîâðåìåííûì âàðèàöèîííûì àíàëèçîì, õîòÿ â ïðèëîæå-
íèè Ã.7 ìîæíî íàéòè íåêîòîðûå èäåè äàëüíåéøèõ îáîáùåíèé.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåì ñõåìó âçàèìîñâÿçåé ðàçäåëîâ. Íà-
ïðèìåð, äëÿ ÷òåíèÿ ðàçäåëà 3.5 äîñòàòî÷íî îçíàêîìèòüñÿ ñ ïðèëîæå-
íèÿìè À.3, À.4, Á.1�Á.3, Â, Ã.6 è ðàçäåëàìè 1.1, 3.1 è 3.3. Ýòî ëèøü
íàøà ðåêîìåíäàöèÿ äëÿ íà÷èíàþùèõ èçó÷àòü ïðåäìåò; ïîäãîòîâëåí-
íûé ÷èòàòåëü ìîæåò ÷èòàòü ðàçäåëû â ëþáîì ïîðÿäêå.
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∀ êâàíòîð ¾äëÿ ëþáîãî¿, ¾äëÿ âñåõ¿;
∃ êâàíòîð ¾ñóùåñòâóåò¿;
.
= ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ;
■ êîíåö äîêàçàòåëüñòâà;
▼ êîíåö çàìå÷àíèÿ èëè ïðèìåðà;
∅ ïóñòîå ìíîæåñòâî;
N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
N0 ìíîæåñòâî N ∪ {0};
R ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;
R+ ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;
C ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;
𝑧 êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ÷èñëà 𝑧 ∈ C: åñëè

𝑧 = 𝑥+ 𝑗𝑦, 𝑗2 = −1,

òî
𝑧 = 𝑥− 𝑗𝑦;

|𝑥| àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà: äëÿ 𝑥 ∈ R

|𝑥| =

{︃
𝑥, 𝑥 ⩾ 0,

−𝑥, 𝑥 < 0;

äëÿ 𝑧 ∈ C
|𝑧| =

√
𝑧 · 𝑧;

⌈𝑥⌉ îêðóãëåíèå ÷èñëà 𝑥 ∈ R ââåðõ äî áëèæàéøåãî öå-
ëîãî:

⌈𝑥⌉ − 1 < 𝑥 ⩽ ⌈𝑥⌉;
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R𝑛 ïðîñòðàíñòâî 𝑛-ìåðíûõ âåêòîð-ñòîëáöîâ ñ âåùå-
ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè:

𝑥 =

⎛⎜⎝x1
...
x𝑛

⎞⎟⎠, x𝑖 ∈ R;

x𝑖, y𝑖, a𝑖, b𝑖, . . . 𝑖-å êîìïîíåíòû âåêòîðîâ 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏, . . . ñîîòâåòñòâåí-
íî (îáîçíà÷àþòñÿ ìîíîøèðèííûì øðèôòîì);

{𝑒𝑘}𝑛𝑘=1 ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R𝑛:
ó âåêòîðà 𝑒𝑘 íà 𝑘-ì ìåñòå ñòîèò åäèíèöà, îñòàëü-
íûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ;

𝑥T òðàíñïîíèðîâàíèå âåêòîðà 𝑥 ∈ R𝑛:

𝑥T =
(︀
x1 · · · x𝑛

)︀
;

(𝑥, 𝑦) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛:

(𝑥, 𝑦) = 𝑥T𝑦 =

𝑛∑︁
𝑖=1

x𝑖y𝑖;

‖𝑥‖ íîðìà âåêòîðà (åñëè íå óêàçàíà ÿâíî, ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ åâêëèäîâà íîðìà); â ÷àñòíîñòè, äëÿ 𝑥 ∈ R𝑛:

� 𝑙𝑝-íîðìà:

‖𝑥‖𝑝 =

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

|x𝑖|𝑝
)︃1/𝑝

, 1 ⩽ 𝑝 ⩽∞,

� â òîì ÷èñëå ïðè 𝑝 = 1

‖𝑥‖1 =

𝑛∑︁
𝑖=1

|x𝑖|,

� ïðè 𝑝 = 2

‖𝑥‖ = ‖𝑥‖2 =

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

|x𝑖|2
)︃1/2

(åâêëèäîâà íîðìà),
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� ïðè 𝑝 =∞

‖𝑥‖∞ = max
1⩽𝑖⩽𝑛

|x𝑖|;

ℬ𝑟(𝑥0) çàìêíóòûé åâêëèäîâ øàð ðàäèóñà 𝑟 ⩾ 0 â R𝑛:

ℬ𝑟(𝑥0) = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥− 𝑥0‖ ⩽ 𝑟};

R𝑛×𝑚 ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛 × 𝑚 ñ âåùåñòâåí-
íûìè ýëåìåíòàìè

𝐴=

⎛⎜⎝𝑎11 · · · 𝑎1𝑚
...

. . .
...

𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛𝑚

⎞⎟⎠, 𝑎𝑖𝑗 ∈ R;

𝐼𝑛 åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 𝑛-ãî ïîðÿäêà (åñëè íå óêàçàíî
ÿâíî � ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè);

diag{𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;
𝐴T òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû: åñëè

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ R𝑛×𝑚,

òî
𝐴T = (𝑎𝑗𝑖) ∈ R𝑚×𝑛;

S𝑛 ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛×𝑛
ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè:

S𝑛 =
{︀
𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 : 𝐴T = 𝐴

}︀
;

𝒮𝑛,𝑘 ìíîãîîáðàçèå Øòèôåëÿ ñ 𝑘 ⩽ 𝑛:

𝒮𝑛,𝑘 =
{︀
𝑋 ∈ R𝑛×𝑘 : 𝑋T𝑋 = 𝐼𝑘

}︀
;

𝒢𝑛,𝑘 âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà ñ 𝑘 ⩽ 𝑛 â S𝑛:

𝒢𝑛,𝑘 =
{︀
𝑋𝑋T : 𝑋 ∈ 𝒮𝑛,𝑘

}︀
;

(𝑎𝑖𝑗) ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè

𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚;
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𝜆𝑖(𝐴) 𝑖-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êâàäðàòíîé ìàòðè-
öû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;

𝜌(𝐴) ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû 𝐴:

𝜌(𝐴) = max
𝑖
|𝜆𝑖(𝐴)|;

𝜎𝑖(𝐴) 𝑖-å ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑚:

𝜎𝑖(𝐴) = 𝜆
1/2
𝑖 (𝐴T𝐴), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚;

det𝐴 îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛:

det𝐴 =

𝑛∏︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝐴);

tr𝐴 ñëåä ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛:

tr𝐴 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝐴);

rank𝐴 ðàíã ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑚;
⟨𝐴,𝐵⟩ ñòàíäàðòíîå (îíî æå ôðîáåíèóñîâî) ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö R𝑛×𝑚: äëÿ
𝐴,𝐵 ∈ R𝑛×𝑚

⟨𝐴,𝐵⟩ = tr𝐴T𝐵;

‖𝐴‖ íîðìà ìàòðèöû (åñëè íå óêàçàíà ÿâíî, ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà); â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑚:

� ñòàíäàðòíàÿ îïåðàòîðíàÿ íîðìà, îíà æå
ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà (2-íîðìà):

‖𝐴‖2 = max
‖𝑥‖⩽1

‖𝐴𝑥‖ = max
𝑖
𝜆
1/2
𝑖 (𝐴T𝐴) = max

𝑖
𝜎𝑖(𝐴)

(öèôðà 2 â èíäåêñå îáû÷íî îïóñêàåòñÿ);
� ñòðî÷íàÿ íîðìà (1-íîðìà):

‖𝐴‖1 = max
1⩽𝑖⩽𝑛

𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗 |;
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� ôðîáåíèóñîâà íîðìà:

‖𝐴‖𝐹 =
√︀
⟨𝐴,𝐴⟩ =

√
tr𝐴T𝐴 =

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗 |2
)︂1/2

;

𝐴 ≻ 0 ìàòðèöà 𝐴 ∈ S𝑛 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:

𝑥T𝐴𝑥 > 0 ∀𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥 ̸= 0;

𝐴 ≽ 0 ìàòðèöà 𝐴 ∈ S𝑛 íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà:

𝑥T𝐴𝑥 ⩾ 0 ∀𝑥 ∈ R𝑛;

𝐴 ≺ 0 (≼ 0) ìàòðèöà 𝐴 ∈ S𝑛 îòðèöàòåëüíî (íåïîëîæèòåëüíî)
îïðåäåëåíà;

Arg min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥) ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R íà ìíî-
æåñòâå 𝒬 ⊂ R𝑛:

Arg min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥) =
{︁
𝑥* ∈ 𝒬 : 𝑓(𝑥*) = inf

𝑥∈𝒬
𝑓(𝑥)

}︁
;

arg min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥) ýëåìåíò ìíîæåñòâà Arg min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥);

dom 𝑓 ýôôåêòèâíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè
𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞}:

dom 𝑓 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) < +∞};

ℒ𝑓 (𝜇) íèæíåå ìíîæåñòâî Ëåáåãà (ìíîæåñòâî Ëåáåãà, ìíî-
æåñòâî óðîâíÿ) äëÿ ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞}:

ℒ𝑓 (𝜇) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝜇}, 𝜇 ∈ R;

𝑓 ′(𝑥0) ãðàäèåíò (Ãàòî, Ôðåøå) ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R â òî÷-
êå 𝑥0 ∈ R𝑛;

𝑓 ′(𝑥0)[𝑒] ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R â òî÷êå 𝑥0 ∈ R𝑛
ïî íàïðàâëåíèþ 𝑒;

𝜕𝑓(𝑥0)
𝜕x𝑘

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R â òî÷êå
𝑥0 ∈ R𝑛:

𝜕𝑓(𝑥0)

𝜕x𝑘
= 𝑓 ′(𝑥0)[𝑒𝑘];

𝑓 ′(𝑥0, 𝑒) îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R
â òî÷êå 𝑥0 ∈ R𝑛 ïî íàïðàâëåíèþ 𝑒;
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𝐹 ′(𝑥0) ìàòðèöà ßêîáè äëÿ ôóíêöèè 𝐹 : R𝑛 → R𝑚 â òî÷êå
𝑥0 ∈ R𝑛:

𝐹 ′(𝑥0) =

(︂
𝜕𝐹𝑖(𝑥0)

𝜕x𝑗

)︂
∈ R𝑚×𝑛;

𝑓 ′′(𝑥0) ìàòðèöà Ãåññå äëÿ ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R â òî÷êå
𝑥0 ∈ R𝑛:

𝑓 ′′(𝑥0) =

(︂
𝜕2𝑓(𝑥0)

𝜕x𝑖𝜕x𝑗

)︂
∈ R𝑛×𝑛;

𝜕𝑓(𝑥0) ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R â òî÷êå
𝑥0 ∈ R𝑛;

𝜕+𝐹 𝑓(𝑥0) ñóïåðäèôôåðåíöèàë Ôðåøå ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R
â òî÷êå 𝑥0 ∈ R𝑛;

𝜕−𝐹 𝑓(𝑥0) ñóáäèôôåðåíöèàë Ôðåøå ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R
â òî÷êå 𝑥0 ∈ R𝑛;

𝜕𝒬 ãðàíèöà ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛;
cl𝒬 çàìûêàíèå ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛;
int𝒬 âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛;
𝜚(𝑥,𝒬) ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè 𝑥 ∈ R𝑛 äî ìíîæåñòâà

𝒬 ⊂ R𝑛:
𝜚(𝑥,𝒬) = inf

𝑎∈𝒬
‖𝑥− 𝑎‖;

diam𝒬 äèàìåòð ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛:

diam𝒬 = sup
𝑥,𝑦∈𝒬

‖𝑥− 𝑦‖;

𝑃𝒬𝑥 ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè 𝑥 ∈ R𝑛 íà ìíîæåñòâî
𝒬 ⊂ R𝑛:

𝑃𝒬𝑥 =
{︀
𝑎 ∈ 𝒬 : ‖𝑥− 𝑎‖ = 𝜚(𝑥,𝒬)

}︀
;

𝛿𝒬(·) ìîäóëü âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛;
co𝒬 âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛;
lin𝒬 ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛;
extr𝒬 êðàéíèå òî÷êè ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛;
rext𝒬 êðàéíèå ëó÷è ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛;
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𝑠(𝑝,𝒬) îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛 â òî÷êå 𝑝:

𝑠(𝑝,𝒬) = sup
𝑥∈𝒬

(𝑝, 𝑥);

ℎ(𝒫,𝒬) ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ìåæäó ìíîæå-
ñòâàìè 𝒫,𝒬 ⊂ R𝑛;

𝑁(𝒬, 𝑥) íîðìàëüíûé êîíóñ ê âûïóêëîìó çàìêíóòîìó ìíî-
æåñòâó 𝒬 â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝒬;

𝑁𝑃 (𝒬, 𝑥) êîíóñ ïðîêñèìàëüíûõ íîðìàëåé ê çàìêíóòîìó ìíî-
æåñòâó 𝒬 â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝒬;

𝑂+𝒬 àñèìïòîòè÷åñêèé (ðåöåññèâíûé) êîíóñ çàìêíóòîãî
âûïóêëîãî ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛;

𝑇 (𝑥0) êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â çàäà÷å óñëîâíîãî
ýêñòðåìóìà;

P âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ;
E ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;
E∼𝜉 ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû 𝜉;
𝒰(𝒬) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà èçìåðèìîì îãðàíè-

÷åííîì ìíîæåñòâå 𝒬;
𝒩𝑛(𝜇,Σ) ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â R𝑛 ñî

ñðåäíèì 𝜇 è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ.



Глава 1

Безусловная оптимизация

1.1. Схемы методов оптимизации.

Скорость сходимости

Ïóñòü R𝑛 � 𝑛-ìåðíîå âåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (𝑥, 𝑦) = 𝑥T𝑦 è íîðìîé ‖𝑥‖ =

√︀
(𝑥, 𝑥).

Ïîä задачей оптимизации áóäåì ïîíèìàòü ïîèñê ìèíèìóìà ÷èñëî-
âîé ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R, çàäàííîé íà ïîäìíîæåñòâå êîíå÷íîìåðíîãî
åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛.

Òî÷êà 𝑥* ∈ 𝒬 íàçûâàåòñÿ локальным минимумом (ìàêñèìóìîì),
åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝒬∩{𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥−𝑥*‖ ⩽ 𝛿}, 𝛿 > 0, âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî 𝑓(𝑥*) ⩽ 𝑓(𝑥) (𝑓(𝑥*) ⩾ 𝑓(𝑥)).

Ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) íàçûâàåòñÿ строгим, åñëè íå-
ðàâåíñòâî 𝑓(𝑥*) < 𝑓(𝑥) (𝑓(𝑥*) > 𝑓(𝑥)) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òî÷åê
𝑥 ∈ 𝒬 ∩ {𝑥 ∈ R𝑛 : 0 < ‖𝑥− 𝑥*‖ ⩽ 𝛿}.

Глобальным минимумом (ìàêñèìóìîì) ôóíêöèè 𝑓 íà ìíîæåñòâå𝒬
íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà 𝑥* ∈ 𝒬, ÷òî 𝑓(𝑥*) ⩽ 𝑓(𝑥) (𝑓(𝑥*) ⩾ 𝑓(𝑥)) äëÿ
âñåõ 𝑥 ∈ 𝒬.

Â ñëó÷àå 𝒬 = R𝑛 çàäà÷à íàçûâàåòñÿ задачей безусловной опти-
мизации (îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîé ãëàâå), à ïðè 𝒬 ̸= R𝑛 áóäåì
ãîâîðèòü î задаче условной оптимизации (åé ïîñâÿùåíà ãëàâà 2).

Èòàê, ðàññìîòðèì çàäà÷ó

inf
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥) (1.1.1)

áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R.
Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè 𝑓 ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å
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(1.1.1) ñ ó÷åòîì
sup
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥) = − inf
𝑥∈R𝑛

(︀
−𝑓(𝑥)

)︀
.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ ôóíêöèè 𝑓 êàê

Ω = Arg min
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥) =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) = 𝑓*

}︀
,

ãäå 𝑓* = inf𝑥∈R𝑛 𝑓(𝑥). Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 𝑓* ∈ R è Ω ̸= ∅. Ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ìíîæåñòâà Ω
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝑥* ∈ Ω.

Ïîä методом (èëè алгоритмом) оптимизации ïîíèìàåòñÿ ñïî-
ñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1.1). Öåëü ìåòîäà îïòèìèçàöèè � ïîëó÷èòü äî-
ñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ̂︀𝑥 ∈ R𝑛 ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ çàäà-
÷è (1.1.1) ïî òî÷êå: ̂︀𝑥 ≈ 𝑥*
èëè ïî ôóíêöèè: ̂︀𝑥 : 𝑓(̂︀𝑥) ≈ 𝑓*.

Ìåòîä îïòèìèçàöèè ïîâòîðÿåò äåéñòâèÿ, íàçûâàåìûå шагами, èëè
итерациями. Ñòàðòóÿ ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè 𝑥1 ∈ R𝑛, àëãîðèòì
íà êàæäîì øàãå âû÷èñëÿåò íîâóþ òî÷êó, ôîðìèðóÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘, . . . Îñòàíîâêà àëãîðèòìà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè äî-
ñòèæåíèè çàäàííîãî êðèòåðèÿ, íàïðèìåð, òî÷íîñòè 𝜀 > 0:

𝜚(𝑥𝑘,Ω) = inf
𝑦∈Ω
‖𝑥𝑘 − 𝑦‖ ⩽ 𝜀, (1.1.2)

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓* ⩽ 𝜀. (1.1.3)

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå ̂︀𝑥 = 𝑥𝑘.
Êðèòåðèé îñòàíîâêè ïî óñëîâèþ (1.1.2) ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàê-

òèêå (äëÿ íåãî òðåáóåòñÿ çàðàíåå çíàòü ìíîæåñòâî Ω ðåøåíèé çàäà÷è)
è ñëóæèò äëÿ àíàëèçà ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Ïðè ýòîì ìèíèìóì ôóíê-
öèè èíîãäà áûâàåò èçâåñòåí, è ïðîáëåìà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñàìîé
òî÷êè ìèíèìóìà. Òàê ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, ïðè ôîðìóëèðîâêå çàäà-
÷è ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé 𝐹 (𝑥) = 0, ãäå 𝐹 : R𝑛 → R𝑚, 𝑚 ⩽ 𝑛,
â âèäå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

min
𝑥∈R𝑛

‖𝐹 (𝑥)‖2,

êîòîðàÿ ïðè ðàçðåøèìîé ñèñòåìå óðàâíåíèé èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé
íóëþ.
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×àñòî èñïîëüçóþòñÿ êîñâåííûå êðèòåðèè ïðèáëèæåíèÿ ê ìèíèìó-
ìó, òàêèå êàê äîñòèæåíèå ìàëîãî çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà 𝑓 ′(𝑥𝑘) ≈ 0 èëè
ñòàáèëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â 𝑟 ïîñëåäíèõ èòåðàöèÿõ, òî
åñòü ïðè ìàëîì ðàññòîÿíèè ‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−𝑖‖ èëè ìàëîì èçìåíåíèè ôóíê-
öèè |𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥𝑘−𝑖)|, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑘. Ìîæíî òàêæå îãðàíè÷èòüñÿ
ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì èòåðàöèé èëè îñòàíàâëèâàòü ðàáîòó àëãîðèò-
ìà ïî èñòå÷åíèè îïðåäåëåííîãî âðåìåíè, âûäàâàÿ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
ïîñëåäíþþ èëè íàèëó÷øóþ òî÷êó.

Âûäåëèì íåñêîëüêî òèïè÷íûõ ñõåì (òèïîâ) ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.
1. Ìåòîäû ¾íàïðàâëåíèå + øàã¿, èëè îäíîøàãîâûå ìåòîäû:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . (1.1.4)

Â ýòîé ñõåìå êàæäóþ èòåðàöèè ìåòîäà ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà
íåçàâèñèìûõ ýòàïà: âûáîð íàïðàâëåíèÿ 𝑝𝑘 è âûáîð äëèíû øàãà
𝛼𝑘. Âûáîð äëèíû øàãà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îäíîìåðíîé îïòèìè-
çàöèè, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ.
Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì ïîëó-
÷åíèÿ î÷åðåäíîé òî÷êè.

2. Ìåòîäû íà îñíîâå ìîäåëüíîé ôóíêöèè:

𝑥𝑘+1 = arg min𝜙𝑘(𝑥), 𝜙𝑘(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . ,

ãäå ôóíêöèè 𝜙𝑘(𝑥) àïïðîêñèìèðóþò (¾ìîäåëèðóþò¿) ìèíèìè-
çèðóåìóþ ôóíêöèþ â îêðåñòíîñòÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê 𝑥𝑘.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè 𝜙𝑘 äîñòàòî÷íî ïðîñòû, è
âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè min𝜙𝑘(𝑥) ëåãêî ðåøàþò-
ñÿ. ×àñòî â êà÷åñòâå 𝜙𝑘(𝑥) èñïîëüçóþò êâàäðàòè÷íûå ìîäåëüíûå
ôóíêöèè.

3. Ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû:

𝑥𝑘+1 = 𝑔(𝑥𝑘, 𝑥𝑘−1, . . .), 𝑘 = 2, 3, . . . (1.1.5)

Çäåñü î÷åðåäíàÿ òî÷êà ôîðìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ôóíê-
öèè 𝑔, êîòîðàÿ, íàïðèìåð, ìîæåò èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ïðåäû-
äóùèõ òî÷åê.

Èç îïðåäåëåíèÿ èíôèìóìà âñåãäà ñóùåñòâóåò ìèíèìèçèðóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘}∞𝑘=1, òàêàÿ, ÷òî

𝑓(𝑥1) ⩾ 𝑓(𝑥2) ⩾ · · · ⩾ 𝑓(𝑥𝑘) ⩾ · · · .

Ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑓(𝑥𝑘)} íå ãàðàíòèðóåò ñõîäè-
ìîñòè ê ìèíèìóìó â ñìûñëå ôîðìóë (1.1.2) è (1.1.3). Ñõîäèìîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑥𝑘}∞𝑘=1 íàäî èññëåäîâàòü îòäåëüíî. Íàïîìíèì, ÷òî
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ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑓(𝑥𝑘)}∞𝑘=1 ëèáî ñõîäèòñÿ,
ëèáî èìååò ïðåäåë −∞, åñëè 𝑓 íå îãðàíè÷åíà ñíèçó.

Скорость сходимости ìåòîäà îïòèìèçàöèè îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü
ðàññòîÿíèÿ äî ðåøåíèÿ 𝜚(𝑥𝑘,Ω) èëè æå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ 𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓*
îò íîìåðà èòåðàöèè 𝑘.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑟𝑘}, 𝑟𝑘 → +0. Åñëè
â êà÷åñòâå 𝑟𝑘 âûñòóïàåò ðàññòîÿíèå äî ðåøåíèÿ 𝑟𝑘 = 𝜚(𝑥𝑘,Ω), òî ãî-
âîðÿò î сходимости по точке, à åñëè òî÷íîñòü 𝑟𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓*, � òî
î сходимости по функции.

Квадратичная скорость сходимости ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó

𝑟𝑘+1 ⩽ 𝐶2𝑟
2
𝑘, 𝑘 ⩾ 𝑘0,

ãäå êîíñòàíòû 𝐶2 > 0 è 𝑘0 ∈ N òàêîâû, ÷òî 𝐶2𝑟𝑘0 < 1. Ýòî ñàìàÿ
áûñòðàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, åé ñîîòâåòñòâóåò äâàæäû
ýêñïîíåíöèàëüíîå óìåíüøåíèå 𝑟𝑘 ⩽ 1

𝐶2
(𝐶2𝑟𝑘0)(2

𝑘−𝑘0 ) ïðè 𝑘 ⩾ 𝑘0.
Ïðè линейной скорости сходимости ïðîèñõîäèò êðàòíîå óìåíüøå-

íèå âåëè÷èíû 𝑟𝑘 íà êàæäîì øàãå:

𝑟𝑘+1 ⩽ 𝐶1𝑟𝑘, 0 < 𝐶1 < 1, 𝑘 ⩾ 1.

Åå èíîãäà íàçûâàþò сходимостью со скоростью геометрической про-
грессии, òàê êàê ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑟𝑘 ⩽ 𝐶𝑘−1
1 𝑟1.

Cублинейная скорость сходимости ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèÿì
âèäà

𝑟𝑘 ⩽
𝐶0

𝑘𝑝
, 𝐶0 > 0, 𝑘 ⩾ 1, 𝑝 > 0.

1.2. Методы нулевого порядка

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïòèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ íå ÿâíî, à
ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ åå çíà÷åíèé. Âèä ïðîöå-
äóðû ìîæåò áûòü íåèçâåñòåí: ýòî ìîæåò áûòü àëãîðèòì, âû÷èñëåíèå
ñ ïîìîùüþ ìîäåëè èëè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà íà ðåàëüíîì îáúåêòå
è ò. ï., ëèáî îíà ìîæåò áûòü ñòîëü ñëîæíà, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëå-
íèå ãðàäèåíòà íåâîçìîæíî. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ åäèíñòâåííàÿ èíôîð-
ìàöèÿ, êîòîðàÿ èçâåñòíà, � ýòî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥) â êîíêðåòíîé
òî÷êå, à ñàìà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìûé ¾÷åðíûé
ÿùèê¿. Ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå òîëüêî ýòó èíôîðìàöèþ, íàçûâàþòñÿ
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ìåòîäàìè íóëåâîãî ïîðÿäêà (прямыми методами, безградиентными
методами, èëè ìåòîäàìè áåç âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé).

Ìåòîäû îïòèìèçàöèè íóëåâîãî ïîðÿäêà ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü
íà äâà êëàññà: ïåðåáîðíûå è ïîèñêîâûå. Èäåÿ переборных методов çà-
êëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå òî÷åê è âûáîðå ñðåäè
íèõ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Òàêîé ïåðåáîð ðàçóìåí òîëüêî íà îãðà-
íè÷åííîì ìíîæåñòâå, è îäíîìåðíàÿ ìèíèìèçàöèÿ íà îòðåçêå � êàê
åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå â ðàìêàõ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè � áó-
äåò ðàññìîòðåíà íèæå. Ýòà çàäà÷à î÷åíü âàæíà êàê âñïîìîãàòåëüíàÿ,
íàïðèìåð, äëÿ âûáîðà äëèíû øàãà â ñõåìå (1.1.4). Поисковые методы
ôîðìèðóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê ìèíèìóìó, âîç-
ìîæíî, ëîêàëüíîìó.

1.2.1. Одномерная оптимизация и выпуклость

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè 𝑓(𝑥) íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏]:

min
𝑥∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥).

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ðåøèòü åå � âûáðàòü 𝑁 òî÷åê íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏] è â
êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáðàòü рекордное значение̂︀𝑓 = min

1⩽𝑖⩽𝑁
𝑓(𝑥𝑖)

â ñîîòâåòñòâóþùåé рекордной точке 𝑥̂︀𝑖, ãäå ̂︀𝑖 = arg min1⩽𝑖⩽𝑁 𝑓(𝑥𝑖).
Мелкостью íàáîðà òî÷åê {𝑥𝑖} íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏] íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

𝜌 = max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

min
1⩽𝑖⩽𝑁

|𝑥− 𝑥𝑖|.

Áåç ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêöèè ðàçóìíî ðàñïðåäåëèòü 𝑁 òî÷åê íà
îòðåçêå [𝑎, 𝑏] ðàâíîìåðíî (ñì. ðèñ. 1.2.1):

𝑥𝑖 = 𝑎+
(︁
𝑖− 1

2

)︁𝑏− 𝑎
𝑁

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁.

Äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ òàê íàçûâàåìîé равномерной сетки èç 𝑁 òî÷åê
íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏] ìåëêîñòü ðàâíà

𝜌 =
𝑏− 𝑎
2𝑁

. (1.2.1)

Íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ìåëêîñòü ñðåäè âñåõ
ñåòîê ñ 𝑁 òî÷êàìè. Îòìåòèì, ÷òî áåç çíàíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèè ðåêîðä-
íûå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü äàëåêè îò èñòèííûõ, ñì. ðèñ. 1.2.2 è 1.2.3.
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Рис. 1.2.1. Равномерная сетка с мелкостью 𝜌 на отрезке [𝑎, 𝑏].

Рис. 1.2.2. Пример многоэкстремальной функции, у которой точка̂︀𝑥, соответствующая рекордному значению ̂︀𝑓 , находится
далеко от точки минимума 𝑥*.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà1

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| ⩽ 𝐿|𝑥− 𝑦| ∀𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏],

òî ¾ñêîðîñòü¿ èçìåíåíèÿ ôóíêöèè õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíñòàíòîé Ëèï-
øèöà 𝐿. Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò
îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíîé |𝑓 ′(𝑥)| ⩽ 𝐿 äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé 𝐿, òî ïî ðåêîðäíîìó çíà-
÷åíèþ ̂︀𝑓 è ìåëêîñòè 𝜌 ìîæíî îöåíèòü ìèíèìóì 𝑓*:̂︀𝑓 ⩽ 𝑓* + 𝜌𝐿,

1Любая липшицева функция непрерывна. Существуют непрерывные функции,
у которых ни в одной точке нет производной; см., например, [25, теорема 7.18].
Такие функции не являются липшицевыми.
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Рис. 1.2.3. Пример функции с большой константой Липшица 𝐿, у
которой рекордное значение ̂︀𝑓 значительно отличается
от минимума 𝑓*.

òàê ÷òî ̂︀𝑓 − 𝜌𝐿 ⩽ 𝑓* ⩽ ̂︀𝑓.
Èç îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåëêîñòè ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê (1.2.1) îò èõ ÷èñëà 𝑁 ñëåäóåò î÷åâèäíîå ñî-
îáðàæåíèå: ÷åì áîëüøå ïðîáíûõ òî÷åê âçÿòü, òåì âûøå ïîëó÷èòñÿ
òî÷íîñòü. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îöåíèòü ðàññòîÿíèå îò ðåêîðäíîé òî÷êè
äî òî÷êè ìèíèìóìà áåç äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè ïðèí-
öèïèàëüíî íåâîçìîæíî, ñì. ðèñ. 1.2.2.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âûïóêëîé ôóíêöèè, äàííîå â ïðèëîæåíèè
Ã.1; ñì. ðèñ. 1.2.4:

𝑓
(︀
𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2

)︀
⩽ 𝜆𝑓(𝑥1) + (1− 𝜆)𝑓(𝑥2) ∀𝜆 ∈ [0, 1] ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏].

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ (åñëè
îíî íåïóñòî) çàäà÷è (1.1.1) óñòðîåíî î÷åíü ïðîñòî. Ïðè ýòîì ëåãêî
ïîñòðîèòü ïðîñòûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1.1).

Упражнение 1.2.1. Пусть функция 𝑓 : R → R выпукла. Дока-
жите, что любой ее локальный минимум является глобальным.
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Рис. 1.2.4. Свойство выпуклой функции для промежуточных точек
𝑥𝜆 = 𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2, 𝜆 ∈ [0, 1].

Упражнение 1.2.2. Докажите, что при 𝜆 ̸∈ (0, 1) выпуклая
функция 𝑓 не меньше линейной функции:

𝑓
(︀
𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2

)︀
⩾

⩾ 𝜆𝑓(𝑥1) + (1− 𝜆)𝑓(𝑥2) ∀𝜆 ⩽ 0 или 𝜆 ⩾ 1, ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏].

Áîëåå ñëàáîå ñâîéñòâî ôóíêöèè, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 1.2.5 (ñïðàâà),
íàçûâàåòñÿ квазивыпуклостью, ñì. òàêæå ïðèìåð 1.5.2:

𝑓
(︀
𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2

)︀
⩽ max{𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)} ∀𝜆 ∈ [0, 1] ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ [𝑎, 𝑏].

Ïîíÿòèÿ âûïóêëîñòè è êâàçèâûïóêëîñòè ôóíêöèé åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì îáîáùàþòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, ñì. ðàçäåë Ã.

Рис. 1.2.5. Примеры невыпуклой (слева), выпуклой (посередине)
и квазивыпуклой (справа) функций.
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Упражнение 1.2.3. Покажите, что все выпуклые функции яв-
ляются квазивыпуклыми.

Ðàññìîòðèì множества Лебега

ℒ𝑓 (𝜇)
.
=
{︀
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝜇

}︀
äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥).

Ìíîæåñòâî 𝒬 ∈ R𝑛 íàçûâàåòñÿ выпуклым, åñëè âûïîëíåíî âêëþ-
÷åíèå

(1− 𝜆)𝑥1 + 𝜆𝑥2 ∈ 𝒬 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒬 ∀𝜆 ∈ [0, 1],

ñì. ðàçäåë Ã.1. Âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà 𝒬 îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé îòðåçîê
ñ êîíöàìè 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒬 ñîäåðæèòñÿ â 𝒬.

Äëÿ êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà Ëåáåãà âûïóêëû, òî åñòü
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòêàìè, ñì. ðèñ. 1.2.6. Åñëè
ôóíêöèÿ ê òîìó æå ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, òî âñå ýòè ìíîæåñòâà çà-
ìêíóòû, ñì. òåîðåìó À.3. Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî íà ïðÿìîé åñòü ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî, ëèáî òî÷êà, ëèáî îòðåçîê.

Рис. 1.2.6. Невыпуклость (слева) и множества Лебега (справа)
квазивыпуклой функции.

Упражнение 1.2.4. Если множество Лебега состоит из одной
точки, то как это множество связано с минимумом функции? Для
каких значений параметра 𝜇 множество Лебега ℒ𝑓 (𝜇) непусто?

Упражнение 1.2.5. Где находится максимум (квази)выпуклой
функции на отрезке?

Упражнение 1.2.6. Приведите пример квазивыпуклой функции
𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R, 𝑎, 𝑏 ∈ R, у которой некоторое лебегово множество
незамкнуто.



1.2. Методы нулевого порядка 33

1.2.2. Метод золотого сечения

Åñëè ôóíêöèÿ âûïóêëàÿ, òî äëÿ åå ìèíèìèçàöèè ýôôåêòèâíî ïðè-
ìåíÿòü ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ. Îí ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ
âûáîðà äëèíû øàãà â ñõåìå (1.1.4).

Лемма 1.2.1. Пусть 𝑓 : 𝒬 → R — непрерывная выпуклая функ-
ция. Если для трех произвольных точек 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑎, 𝑥, 𝑏 ∈ 𝒬 ⊂ R,
в средней точке значение функции не больше, чем в крайних, то есть

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑎), 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑏),

то отрезок [𝑎, 𝑏] содержит точку минимума 𝑥* ∈ Arg min𝑥∈R 𝑓(𝑥).

Упражнение 1.2.7. Докажите лемму 1.2.1, используя резуль-
тат упражнения 1.2.2.

Îòìåòèì, ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 : R → R íåïðåðûâíà, ñì. òåî-
ðåìó Ã.2. Èç ýòîé æå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ
íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå 𝒬 ≠ R, ìîæåò èìåòü ðàçðûâ òîëüêî íà ãðà-
íèöå.

Упражнение 1.2.8. Предложите примеры разрывных выпуклых
функций 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R, имеющих точку минимума. Предложите при-
меры разрывных выпуклых функций 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ R, не имеющих точек
минимума.

Ëåììà 1.2.1 âåðíà è äëÿ ðàçðûâíûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé 𝑓 ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà Arg min𝑥 𝑓(𝑥) íåïóñòî. ×òîáû íå
îãîâàðèâàòü ýòîò ñëó÷àé îòäåëüíî, äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïðå-
ðûâíûå âûïóêëûå ôóíêöèè.

Åñëè çíà÷åíèÿ 𝑓(𝑥1) è 𝑓(𝑥2) âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥) âû÷èñëåíû
â äâóõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑏 îòðåçêà [𝑎, 𝑏], òî èç ãåîìåò-
ðè÷åñêè î÷åâèäíîãî ñîîáðàæåíèÿ (ñì. óïðàæíåíèå 1.2.2) ìîæíî ïî-
íÿòü, ãäå íàõîäèòñÿ ìèíèìóì. À èìåííî, åñëè 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2), òî òî÷êà
ìèíèìóìà 𝑥0 íå ìîæåò áûòü íà ïîëóèíòåðâàëå [𝑎, 𝑥1) è íå ìîæåò áûòü
íà ïîëóèíòåðâàëå (𝑥2, 𝑏], åñëè 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2), ñì. ðèñ. 1.2.7. Â ñëó÷àå
𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê ìèíèìóìà ïðèíàäëåæèò [𝑥1, 𝑥2].

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ äâóõ çíà÷åíèé ôóíêöèè îáëàñòü
ëîêàëèçàöèè ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü óìåíüøåíà.
Ýòî ðàññóæäåíèå âåðíî äëÿ òðèñåêöèè îòðåçêà ëþáûìè äâóìÿ òî÷êà-
ìè. Åñëè áðàòü òî÷êè 𝑥1, 𝑥2 âáëèçè ñåðåäèíû 𝑎+𝑏

2 îòðåçêà [𝑎, 𝑏], òî îò-
ðåçîê ìîæåò áûòü ñîêðàùåí ïî÷òè âäâîå.
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Рис. 1.2.7. Идея трисекции отрезка для выпуклой функции.

Ýôôåêòèâíî âûáèðàòü òî÷êè 𝑥1 è 𝑥2 òàê, ÷òîáû íà ñëåäóþùåì øà-
ãå ïðîèçâîäèòü íå äâà âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè 𝑓 , à îäíî. Ýòîãî ìîæíî äî-
ñòè÷ü âûáîðîì ñïåöèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îòðåçêàìè, êîòîðûå
îáðàçóþòñÿ ïîñëå îòñå÷åíèÿ. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëå ïåðâîãî
øàãà àëãîðèòìà îñòàâøàÿñÿ èç äâóõ òî÷åê 𝑥1 èëè 𝑥2 ïîïàäåò âíóòðü
îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ðåøåíèÿ è áóäåò äåëèòü ýòó îáëàñòü â òîì æå
ñîîòíîøåíèè, ñì. ðèñ. 1.2.8.

Рис. 1.2.8. Метод золотого сечения. Выколоты точки отрезка,
в которых происходит вычисление функции.

Îáîçíà÷èì îòíîøåíèå îòðåçêîâ ÷åðåç 𝜓 = 𝑥2−𝑎
𝑏−𝑎 ñ ñèììåòðè÷íûì

ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê íà îòðåçêå, 𝑥1−𝑎 = 𝑏−𝑥2. Òîãäà óñëîâèå ñîõðà-
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íåíèÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝜓
.
=
𝑥2 − 𝑎
𝑏− 𝑎

=
𝑥1 − 𝑎
𝑥2 − 𝑎

=
𝑏− 𝑥2
𝑥2 − 𝑎

=
𝑏− 𝑎
𝑥2 − 𝑎

− 1 =
1

𝜓
− 1.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå
𝜓2 + 𝜓 − 1 = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ìåíüøå åäèíèöû:

𝜓 =

√
5− 1

2
= 0,61803 . . .

Òî÷êà 𝑥1 ðàñïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷íî: 𝑥1 = 𝑎+ (1− 𝜓)(𝑏− 𝑎).
Îáðàòíîå îòíîøåíèå áîëüøåãî îòðåçêà ê ìåíüøåìó 𝑏−𝑎

𝑥2−𝑎 = 1
𝜓 ñî-

îòâåòñòâóåò ¾çîëîòîìó ñå÷åíèþ¿ 𝜙 = 1+
√
5

2 = 1,61803 . . ., ÷òî è äàëî
íàçâàíèå ìåòîäó.

Алгоритм 1 (Метод золотого сечения).

1. Çàäàòü òî÷íîñòü 𝜀 > 0. Çàäàòü èñõîäíûé èíòåðâàë

[𝑎1, 𝑏1] = [𝑎, 𝑏],

èíèöèèðîâàòü ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘 = 1.
2. Íà îòðåçêå [𝑎1, 𝑏1] âûáðàòü òî÷êè 𝑥1 = 𝑎1 + (1 − 𝜓)(𝑏1 − 𝑎1)

è 𝑥2 = 𝑎+ 𝜓(𝑏1 − 𝑎1) è âû÷èñëèòü 𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2).
3. Åñëè 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2), òî:

� îáíîâèòü èíòåðâàë:

[𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1]← [𝑥1, 𝑏𝑘];

� îáíîâèòü ëåâóþ âíóòðåííþþ òî÷êó:

𝑥1 ← 𝑥2;

� âûáðàòü ïðàâóþ âíóòðåííþþ òî÷êó:

𝑥2 ← 𝑎𝑘+1 + 𝜓(𝑏𝑘+1 − 𝑎𝑘+1)

è âû÷èñëèòü 𝑓(𝑥2).
4. Åñëè 𝑓(𝑥1) ⩽ 𝑓(𝑥2), òî:
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� îáíîâèòü èíòåðâàë:

[𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1]← [𝑎𝑘, 𝑥2];

� îáíîâèòü ïðàâóþ âíóòðåííþþ òî÷êó:

𝑥2 ← 𝑥1;

� âûáðàòü ëåâóþ âíóòðåííþþ òî÷êó:

𝑥1 ← 𝑎𝑘+1 + (1− 𝜓)(𝑏𝑘+1 − 𝑎𝑘+1)

è âû÷èñëèòü 𝑓(𝑥1).
5. Åñëè 𝑏𝑘+1−𝑎𝑘+1 ⩽ 2𝜀, òî çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà è âåð-

íóòü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ñåðåäèíó îòðåçêà:

̂︀𝑥 =
𝑏𝑘+1 + 𝑎𝑘+1

2
,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘 è ïåðåéòè
ê øàãó 3.

Ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ íàõîäèò òî÷êó ̂︀𝑥, íàõîäÿùóþñÿ ðÿäîì ñ ìè-
íèìóìîì â ïðåäåëàõ òðåáóåìîé òî÷íîñòè 𝜚(̂︀𝑥,Ω) ⩽ 𝜀.

Ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ðàçìåð îáëàñòè ëîêàëèçàöèè
ðåøåíèÿ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘] óìåíüøàåòñÿ â 𝜓 ðàç, ïîýòîìó ïîñëå 𝑘 èòåðàöèé èìååì

𝑏𝑘+1 − 𝑎𝑘+1 = 𝜓(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘) = 𝜓𝑘(𝑏− 𝑎),

òî åñòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ëèíåéíàÿ. Äëÿ ìåòîäà çîëîòîãî ñå÷åíèÿ
çàâèñèìîñòü ìåæäó ÷èñëîì øàãîâ è òî÷íîñòüþ èìååò ÿâíûé âèä. Ïîñëå
𝑁 øàãîâ áóäåò ïîëó÷åíà ãàðàíòèðîâàííàÿ òî÷íîñòü

𝜀𝑁 =
𝑏𝑁+1 − 𝑎𝑁+1

2
=

1

2
(𝑏− 𝑎)𝜓𝑁 .

È îáðàòíî, äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè 𝜀 íåîáõîäèìî ñäåëàòü

𝑁𝜀 =

⌈︂
log𝜓

𝜀

𝑏− 𝑎

⌉︂
=

⌈︂
log1/𝜓

𝑏− 𝑎
𝜀

⌉︂
≈
⌈︂

0,4812 ln
𝑏− 𝑎
𝜀

⌉︂
øàãîâ.

Упражнение 1.2.9. Приведите пример квазивыпуклой функции,
минимум которой не удается найти методом золотого сечения.
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Указание: Продемонстрировать случай, при котором область
локализации решения нельзя уменьшить, то есть нельзя исключить
ни один из отрезков [𝑎, 𝑥1) и (𝑥2, 𝑏].

Упражнение 1.2.10. Какое дополнительное требование следует
предъявить к квазивыпуклой функции, чтобы метод золотого сече-
ния сходился, как и для выпуклой функции?

1.2.3. Выбор длины шага при минимизации
выпуклых функций в R𝑛

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, âûïóêëàÿ, òî â ñõåìå ¾íàïðàâëåíèå +
øàã¿ (1.1.4) ôóíêöèÿ 𝑔(𝛼) = 𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑝𝑘) òîæå áóäåò âûïóêëîé. Ýòà
ôóíêöèÿ óæå çàâèñèò îò ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà � äëèíû øàãà 𝛼.

Ïðåäëàãàåòñÿ âûáèðàòü ¾îïòèìàëüíóþ¿ äëèíó øàãà èç óñëîâèÿ ìè-
íèìóìà ôóíêöèè âäîëü âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼*𝑝𝑘, (1.2.2)

𝛼* ∈ Arg min
𝛼∈R

𝑔(𝛼) = Arg min
𝛼∈R

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑝𝑘). (1.2.3)

Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑔(𝛼), îïðåäåëåííàÿ íà R, коэрцитивна, òî åñòü
𝑔(𝛼) → ∞ ïðè |𝛼| → ∞. Èç òåîðåìû Ã.2 è êîýðöèòèâíîñòè ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ 𝑔 íåïðåðûâíà è ìíîæåñòâî åå òî÷åê ìèíèìóìà íåïóñòî.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè íóëåâîãî ïîðÿä-
êà (íàïðèìåð, ìåòîäà çîëîòîãî ñå÷åíèÿ) íåîáõîäèìî íàéòè îòðåçîê
[𝑎, 𝑏], ñîäåðæàùèé ìèíèìóì ôóíêöèè 𝑔(𝛼):

[𝑎, 𝑏] ∩Arg min
𝛼∈R

𝑔(𝛼) ̸= ∅.

Â òàêîì ñëó÷àå ïîäçàäà÷à (1.2.3) ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó îäíîìåðíîé
ìèíèìèçàöèè íà îòðåçêå:

min
𝛼∈[𝑎,𝑏]

𝑔(𝛼) = min
𝛼∈[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑝𝑘).

Äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑔, ñîãëàñíî ëåììå 1.2.1, äîñòàòî÷íî íàé-
òè òðè òî÷êè òàêèå, ÷òî â ñðåäíåé òî÷êå çíà÷åíèå ôóíêöèè áóäåò
ìåíüøèì, ÷åì â êðàéíèõ. Åñëè âäîëü íàïðàâëåíèÿ 𝑝𝑘 âûïóêëàÿ ôóíê-
öèÿ 𝑓 óáûâàåò, òî ñ óäâîåíèåì øàãà 𝛼𝑗 = 𝛼0

∑︀𝑗
𝑖=0 2𝑖 = 𝛼0(2𝑗+1 − 1),

𝑗 = 0, 1, . . . , áóäåò îáíàðóæåí èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé ìèíèìóì; ñì.
ðèñ. 1.2.9. Óâåëè÷åíèå øàãà îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑗𝑝𝑘) ⩾ 𝑔(𝑥𝑘 + 𝛼𝑗−1𝑝𝑘).
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Рис. 1.2.9. Нахождение интервала, содержащего минимум выпук-
лой одномерной коэрцитивной функции 𝑔 : R → R.

Ïðèâåäåì â îáùåì âèäå ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì äëÿ âûïóêëîé
ôóíêöèè 𝑔 : R→ R.

Алгоритм 2 (Поиск отрезка, содержащего минимум
одномерной выпуклой функции).

1. Âûáðàòü íà÷àëüíóþ äëèíó øàãà 𝛼0 > 0.
2. Åñëè 𝑔(0) < 𝑔(𝛼0), òî ïåðåéòè ê øàãó 4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïîëîæèòü 𝑘 = 1.
3. Äëÿ 𝛼𝑘 = 𝛼0(2𝑘+1 − 1) âû÷èñëèòü 𝑔(𝛼𝑘).

Åñëè 𝑔(𝛼𝑘) ⩾ (𝛼𝑘−1), òî âåðíóòü èíòåðâàë

[𝛼0(2𝑘−1 − 1), 𝛼0(2𝑘+1 − 1)]

â êà÷åñòâå èñêîìîãî è çàâåðøèòü ðàáîòó.
Åñëè 𝑔(𝛼𝑘) < (𝛼𝑘−1), òî óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘 è ïî-
âòîðèòü øàã 3.

4. Åñëè 𝑔(0) < 𝑔(−𝛼0), òî âåðíóòü èíòåðâàë [−𝛼0, 𝛼0] â êà÷åñòâå
èñêîìîãî è çàâåðøèòü ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèòü
𝑘 = 1.

5. Äëÿ 𝛼𝑘 = 𝛼0(2𝑘+1 − 1) âû÷èñëèòü 𝑔(−𝛼𝑘).
Åñëè 𝑔(−𝛼𝑘) ⩽ 𝑔(−𝛼𝑘−1), òî âåðíóòü èíòåðâàë

[−𝛼0(2𝑘+1 − 1),−𝛼0(2𝑘−1 − 1)]

â êà÷åñòâå èñêîìîãî è çàâåðøèòü ðàáîòó.
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Åñëè 𝑔(−𝛼𝑘) < 𝑔(−𝛼𝑘−1), òî óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘
è ïîâòîðèòü øàã 5.

Åñëè 𝑝𝑘 � íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè 𝑓 â òî÷êå 𝑥𝑘, òî ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ øàãàìè 1�3 àëãîðèòìà ñ 𝛼 ⩾ 0. Äëÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîé ôóíêöèè â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àíòè-
ãðàäèåíò 𝑝𝑘 = −𝑓 ′(𝑥𝑘), çàäàþùèé íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.
Â ýòîì ñëó÷àå èòåðàöèè (1.2.2), (1.2.3) íàçûâàþòñÿ ìåòîäîì полной ре-
лаксации. Îäíàêî íà ïðàêòèêå äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ ïîäçàäà÷à îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè (1.2.3) íå ðåøàåòñÿ,
à ñðàçó ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê íîâîé òî÷êå. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (ñì. ðàçäåë 1.3.5), äëÿ êîòîðîãî íàõîæ-
äåíèå ìèíèìóìà îäíîìåðíîé ôóíêöèè 𝑔(𝛼) ñóùåñòâåííî.

1.2.4. Метод случайного блуждания

Â методе случайного блуждания èòåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ñõå-
ìå (1.1.4), â êîòîðîé âûáîð íàïðàâëåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì
îáðàçîì, à äëèíà øàãà íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑝𝑘) < 𝑓(𝑥𝑘),

íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè. Åñëè òàêóþ òî÷êó
íàéòè íå óäàåòñÿ, òî øàã íå äåëàåòñÿ, à âûáèðàåòñÿ íîâîå íàïðàâëå-
íèå 𝑝𝑘.

Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî âûáîð íàïðàâëåíèÿ ìîæíî äå-
ëàòü ìíîæåñòâîì ñïîñîáîâ íà îñíîâå ãðàäèåíòà 𝑓 ′ (íàïðèìåð, ïî àíòè-
ãðàäèåíòó 𝑝𝑘 = −𝑓 ′(𝑥𝑘)). Ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòà ìîæíî õàðàêòåðèçî-
âàòü допустимые направления 𝑝𝑘 êàê óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó(︀

𝑝𝑘, 𝑓
′(𝑥𝑘)

)︀
< 0. (1.2.4)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãðàäèåíòà, äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî íàïðàâëå-
íèÿ ìîæíî âûáðàòü òàêîé øàã, äëÿ êîòîðîãî 𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑝𝑘) < 𝑓(𝑥𝑘).

Äëÿ íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè èëè ôóíêöèè, ãðàäèåíò êîòî-
ðîé íåäîñòóïåí, â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü:
� îðòû 𝑒𝑗 (òàê íàçûâàåìûé покоординатный спуск), ïåðåáèðàÿ èõ

öèêëè÷åñêè:
𝑝𝑘 = 𝑒𝑗 , 𝑗 = (𝑘 mod 𝑛) + 1

(𝑘 mod 𝑛 îçíà÷àåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 𝑘 íà ÷èñëî 𝑛). Ïî-
êîîðäèíàòíûé ñïóñê èíîãäà ìîæíî îñóùåñòâèòü â ÿâíîì âèäå.
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� ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè àíòèãðàäèåíòà, íàïðèìåð, ñèììåò-
ðè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ

𝑝𝑘 = −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛾𝑘𝑒𝑖)− 𝑓(𝑥𝑘 − 𝛾𝑘𝑒𝑖)
2𝛾𝑘

𝑒𝑖,

ñ ïàðàìåòðàìè 𝛾𝑘 > 0 (ìåòîä Êèôåðà �Âîëüôîâèöà), îíà òðåáóåò
2𝑛 âû÷èñëåíèé ôóíêöèè; èëè îäíîñòîðîííþþ àïïðîêñèìàöèþ,
êîòîðàÿ òðåáóåò 𝑛+ 1 âû÷èñëåíèå ôóíêöèè:

𝑝𝑘 = −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛾𝑘𝑒𝑖)− 𝑓(𝑥𝑘)

𝛾𝑘
𝑒𝑖.

Êîýôôèöèåíòû 𝛾𝑘 ìîæíî áðàòü íå îáùèìè äëÿ âñåõ îðòîâ, à ðàç-
ëè÷íûìè äëÿ êàæäîé èç êîîðäèíàò � â âèäå 𝛾𝑘,𝑖.

Ìîæíî âûáèðàòü íàïðàâëåíèå ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Íàïîìíèì, ÷òî
𝑠 ∼ 𝒰(𝒬) îçíà÷àåò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝑠
íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå 𝒬. Â ÷àñòíîñòè, åñëè 𝒬 = {𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑁},
òî

P(𝑠 = 𝑞𝑗) =
1

𝑁
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁.

Åñëè 𝒬 = [𝑎, 𝑏] � ÷èñëîâîé îòðåçîê, òî ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðàâíà

p(𝑡) =

⎧⎨⎩
1

𝑏− 𝑎
, 𝑎 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑏,

0, 𝑡 < 𝑎 èëè 𝑡 > 𝑏,

è

P(𝑠 ⩽ 𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

p(𝜏)𝑑𝜏 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑡 ⩽ 𝑎,

𝑡− 𝑎
𝑏− 𝑎

, 𝑎 < 𝑡 ⩽ 𝑏,

1, 𝑡 > 𝑏.

Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝑟 ∈ R𝑛
ñî ñðåäíèì 𝜇 è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ ≻ 0 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
𝑟 ∼ 𝒩𝑛(𝜇,Σ) è çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ

p(𝑟) =
1

(2𝜋)
𝑛
2

√
det Σ

𝑒−
1
2 (𝑟−𝜇)

TΣ−1(𝑟−𝜇).

Ìîæíî ïðåäëîæèòü äâà ñïîñîáà âûáîðà ñëó÷àéíîãî íàïðàâëåíèÿ:
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� случайный покоординатный спуск :

𝑝𝑘 = 𝑠𝑘𝑒𝑗𝑘 , 𝑠𝑘 ∼ 𝒰({−1, 1}), 𝑗𝑘 ∼ 𝒰({1, 2, . . . , 𝑛}). (1.2.5)

� метод случайного блуждания:

𝑝𝑘 ∼ 𝒰
(︀
{𝑝 ∈ R𝑛 : ‖𝑝‖ = 1}

)︀
.

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà åâêëèäîâîì øàðå ìîæíî ïîëó-
÷èòü ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé âåëè÷èíû 𝑟𝑘:

𝑝𝑘 =
𝑟𝑘
‖𝑟𝑘‖

, 𝑟𝑘 ∼ 𝒩𝑛(0, 𝐼). (1.2.6)

Ìåòîä (ñëó÷àéíîãî) ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà îáëàäàåò ñëåäóþùè-
ìè îñîáåííîñòÿìè. Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà è 𝑓 ′𝑗(𝑥𝑘) ̸= 0, òî
íàïðàâëåíèå − sign

(︀
𝑓 ′𝑗(𝑥𝑘)

)︀
𝑒𝑗 âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé îñè ÿâëÿåòñÿ äî-

ïóñòèìûì â ñìûñëå (1.2.4). Åñëè 𝑥𝑘 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà, òî èç óñëîâèÿ (1.2.4) ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå íà-
ïðàâëåíèå (1.2.6) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2 ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì óáûâàíèÿ.
Äëÿ òàêèõ òî÷åê õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ãðàäèåíòà 𝑓 ′𝑗(𝑥𝑘) íåíó-
ëåâàÿ, è, òàêèì îáðàçîì, îäíî èç íàïðàâëåíèé ±𝑒𝑗 áóäåò íàïðàâëåíè-
åì óáûâàíèÿ ôóíêöèé è âäîëü íåãî ìîæíî ñîâåðøèòü êîîðäèíàòíûé
ñïóñê.

Îäíàêî ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ìîæåò íå îáíàðóæèòü íà-
ïðàâëåíèå óáûâàíèÿ äëÿ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ¾çàñòðÿâ¿
òàêèì îáðàçîì â òî÷êå, íå ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà.

Пример 1.2.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) = |x1− x2|+ 1
5 |x1 + x2|,

ìèíèìóì êîòîðîé ðàâåí íóëþ ïðè 𝑥 = (0; 0). Îíà íåäèôôåðåíöèðóåìà
íà ïðÿìûõ x1 = −x2 è x1 = x2.

Ðàññìîòðèì òî÷êè íà ïðÿìîé x1 = x2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ
òàêèõ òî÷åê âî âñåõ ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ïîêîîðäèíàò-
íîãî ñïóñêà ±𝑒1,±𝑒2 ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ïîïàñòü â
òàêóþ òî÷êó ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî, îäíàêî ýòî íå òàê. Íàïðèìåð,
åñëè äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè (1; 2) èçìåíÿòü òîëüêî ïåðâóþ êîîðäèíà-
òó x1, òî åñòü äåëàòü øàã âäîëü íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ 𝑒1 = (1, 0),
òî ìèíèìóì âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ áóäåò äîñòèãíóò â òî÷êå (2; 2).
Àíàëîãè÷íî ïðè èçìåíåíèè âòîðîé êîîðäèíàòû x2 ìèíèìóì âäîëü íà-
ïðàâëåíèÿ −𝑒2 = (0,−1) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (1; 1), ñì. ðèñ. 1.2.10. Ýòî
æå âåðíî äëÿ ëþáîé äðóãîé íà÷àëüíîé òî÷êè.
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Рис. 1.2.10. Демонстрация проблемы покоординатного спуска для
недифференцируемых функций.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáîðå äëèíû øàãà ïî ìåòîäó ïîëíîé ðåëàê-
ñàöèè ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà áóäåò îñòàíîâëåí ïîñëå ïåðâîãî
æå øàãà. ▼

Äëÿ âûïóêëûõ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü íàïðàâëåíèå ñóáãðàäèåíòà, îäíàêî íå êàæäûé ñóáãðàäèåíò ÿâëÿ-
åòñÿ íàïðàâëåíèåì óáûâàíèÿ, ñì. ïðèìåð íà ðèñ. 1.3.5. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî èñêàòü íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (1.2.6).

1.2.5. Метод имитации отжига

Îäíîé èç ïðîáëåì îïòèìèçàöèè íåâûïóêëûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòü (ñì. ðèñ. 1.2.3): ìåòîäû îïòèìèçàöèè, îñíîâàí-
íûå íà ïîñòðîåíèè ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑓(𝑥𝑘)}, ìî-
ãóò ñõîäèòñÿ ê локальному минимуму ̃︀𝑥:

∃𝜀 > 0: 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(̃︀𝑥) ∀𝑥 ∈ {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥− ̃︀𝑥‖ ⩽ 𝜀}.

Ïðè ýòîì â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ ôóíê-
öèè îòñóòñòâóþò.
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Èäåÿ метода имитации отжига ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èíîãäà ðàç-
ðåøàòü óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò âûéòè èç ëîêàëü-
íûõ ìèíèìóìîâ.

Алгоритм 3 (Метод имитации отжига).

1. Âûáðàòü íà÷àëüíóþ òî÷êó 𝑥1, äëèíó øàãà 𝛼 > 0, íîðìèðî-
âî÷íûé êîýôôèöèåíò 𝐶 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾îáîáùåííûõ
òåìïåðàòóð¿ {𝑇𝑖}, 𝑇𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, . . . Èíèöèèðîâàòü ñ÷åò÷èê
èòåðàöèé 𝑘 = 1 è âû÷èñëèòü 𝑓(𝑥1).

2. Âûáðàòü ñëó÷àéíîå íàïðàâëåíèå

𝑝𝑘 =
𝑟𝑘
‖𝑟𝑘‖

, 𝑟𝑘 ∼ 𝒩𝑛(0, 𝐼),

è òî÷êó-êàíäèäàò
𝑦 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑝𝑘.

3. Åñëè 𝑓(𝑦) < 𝑓(𝑥𝑘), òî ïåðåéòè â ýòó òî÷êó áåçóñëîâíî:

𝑥𝑘+1 ← 𝑦,

óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘 è ïåðåéòè ê øàãó 5.

4. Åñëè 𝑓(𝑦) ⩾ 𝑓(𝑥𝑘) òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 𝑃𝑘 = 𝑒
− 𝑓(𝑦)−𝑓(𝑥𝑘)

𝑇𝑘 ïå-
ðåéòè â òî÷êó 𝑦:

P(𝑥𝑘+1 ← 𝑦) = 𝑃𝑘.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñòàòüñÿ íà ìåñòå (𝑥𝑘+1 ← 𝑥𝑘) è óâåëè-
÷èòü ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘.

5. Ïðîâåðèòü êðèòåðèé îñòàíîâêè; åñëè îí âûïîëíÿåòñÿ, òî çà-
âåðøèòü ðàáîòó, âåðíóâ 𝑥𝑘 â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âåðíóòüñÿ ê øàãó 2.

Êðèòåðèåì îñòàíîâêè ìîæåò áûòü äîñòèæåíèå çàðàíåå çàäàííîãî
÷èñëà øàãîâ𝑁 ëèáî ¾çàñòðåâàíèå¿ â òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè
â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ øàãîâ 𝑥𝑘 íå îáíîâëÿåòñÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾îáîáùåííûõ òåìïåðàòóð¿ 𝑇𝑖 âûáèðàåòñÿ ìî-
íîòîííî óáûâàþùåé, íàïðèìåð 𝑇𝑖 = 𝑇1

𝑖 èëè 𝑇𝑖 = 1 − 𝑖
𝑁 (åñëè ÷èñëî

øàãîâ 𝑁 çàäàíî). ×åì ìåíüøå 𝑇𝑖, òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà
â íîâóþ òî÷êó ñ óâåëè÷åíèåì ôóíêöèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýìïèðè÷å-
ñêîìó ïðàâèëó ¾îõëàæäåíèÿ¿, ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà.

Âåðîÿòíîñòíûé ïåðåõîä â øàãå 4 ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåíåðàöèè
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ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 𝑢𝑘 ∼ 𝒰([0, 1]), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îò-
ðåçêå [0, 1], è ïðîâåðêè åå ïîïàäàíèÿ íà îòðåçîê [0, 𝑃𝑘]: åñëè 𝑢𝑘 ⩽ 𝑃𝑘, òî
ïåðåõîä äåëàåòñÿ. Ôóíêöèÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ê ¾õóä-
øåé¿ òî÷êå ìîæåò áûòü âûáðàíà è èíîé, íî ñ ñîáëþäåíèåì ñëåäóþùåãî
ïðàâèëà: ÷åì áîëüøå ðàçíîñòü 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥𝑘), òåì ìåíüøå âåðîÿòíîñòü
ïåðåõîäà â 𝑦.

Âåðîÿòíîñòü 𝑒−
𝑓(𝑦)−𝑓(𝑥𝑘)

𝑇𝑘 ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà ìåäëåííî
îñòûâàþùåé ðàâíîâåñíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå ñ áîëüøåé
ñâîáîäíîé ýíåðãèåé Ãèááñà. Ýòîò ïðîöåññ, íàçûâàåìûé ïðîöåññîì îò-
æèãà, è äàë íàçâàíèå ìåòîäó.

Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî âûøå â ðàçäåëå 1.2.2 детерминиро-
ванного метода çîëîòîãî ñå÷åíèÿ, ïîâåäåíèå ìåòîäà èìèòàöèè îòæè-
ãà, êàê è ìåòîäîâ ñëó÷àéíîãî ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà (1.2.5) è ìåòî-
äà ñëó÷àéíîãî ïîèñêà (1.2.6), îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
Ìåòîäû òàêîãî ðîäà íàçûâàþòñÿ стохастическими, èëè случайными.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ íèõ íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü ðåçóëüòàò âû÷èñ-
ëåíèé, à ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ
â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ïð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåäå-
òåðìèíèðîâàííîñòü ìåòîäà (åñëè îíà âíåñåíà èñêóññòâåííî, îíà èíîãäà
íàçûâàåòñÿ рандомизацией) ÷àñòî ïðèâîäèò ê óñïåõó.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ è áîëüøåé óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ
èñïîëüçóþòñÿ äâà ïðèåìà: çàïóñê èç ðàçíûõ òî÷åê è ìíîãîêðàòíûé
çàïóñê ìåòîäà. Ïðè ýòîì ìåòîä ìîæíî íåçàâèñèìî (ïàðàëëåëüíî) çà-
ïóñêàòü íà ðàçíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ, ÷òî ñóùåñòâåííî óâå-
ëè÷èâàåò øàíñû íàéòè ãëîáàëüíûé ìèíèìóì.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ìåòîä èìèòàöèè îòæèãà óñïåøíî ïðèìåíÿ-
åòñÿ â äèñêðåòíûõ è äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè.
Â íèõ ïåðåìåííàÿ 𝑥 óæå íå îáÿçàòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëîâîé
âåêòîð, à ìîæåò îïèñûâàòü íåêîòîðóþ êîíôèãóðàöèþ èëè ñîñòîÿíèå
îïòèìèçèðóåìîé ñèñòåìû, êà÷åñòâî êîòîðîé õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöè-
åé 𝑓(𝑥). Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èìèòàöèè îòæèãà íàäî íåìíîãî èçìå-
íèòü øàã 2 àëãîðèòìà 3. Â êà÷åñòâå òî÷êè-êàíäèäàòà 𝑦 íàäî âûáðàòü
íåêîòîðóþ ñîñåäíþþ, ¾áëèçêóþ¿ òî÷êó/ñîñòîÿíèå/êîíôèãóðàöèþ.

Ñïîñîá âûáîðà òî÷êè-êàíäèäàòà è ïîíÿòèå ¾áëèçêîãî¿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ èç ïðåäìåòíûõ ñîîáðàæåíèé â êîíêðåòíîé çàäà÷å.

1.2.6. Метод Нелдера –Мида

Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåò àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ î÷å-
ðåäíîé òî÷êè (1.1.5). Èäåÿ ñîñòîèò â ñèñòåìàòè÷åñêîì ïîèñêå îáëàñòè,
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ãäå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑓 óìåíüøàþòñÿ. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà � âûáîð
íàïðàâëåíèÿ/ñëåäóþùåé òî÷êè � ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèçà çíà-
÷åíèé ôóíêöèè в нескольких òî÷êàõ.

Ôîðìèðóåòñÿ íàáîð èç 𝑛+ 1 òî÷åê 𝑥𝑖 ∈ R𝑛, íå ëåæàùèõ â îäíîé ãè-
ïåðïëîñêîñòè. Â 𝑛-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè íå-
êîòîðîãî ñèìïëåêñà ñ íåíóëåâûì îáúåìîì. Øàã ìåòîäà ñîñòîèò â èçìå-
íåíèè îäíîé èç òî÷åê òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óìåíüøàòü максимальное
çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝑓 ñðåäè âñåõ òî÷åê. Ïðè óñïåøíîì øàãå â íàáîðå
ïîÿâëÿþòñÿ íîâàÿ òî÷êà, çàìåíÿþùàÿ òî÷êó ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíè-
åì ôóíêöèè. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòè èçìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò îòðàæåíèþ,
ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ñèìïëåêñà. Îæèäàåìîå ìîíîòîííîå óìåíüøå-
íèå ôóíêöèè 𝑓 íà êàæäîì øàãå íà ïðàêòèêå ïðèâîäèò ê ñõîäèìîñòè
ìåòîäà. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé èìååò ìåñòî ñõî-
äèìîñòü ê ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó.

Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî âàðèàöèé ìåòîäà Íåëäåðà �Ìèäà; â îñíîâ-
íîì îíè îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì èçìåíåíèÿ ñèìïëåêñà ïðè íåóäà÷íîì
ïðîáíîì øàãå (ñì. øàãè 4ã è 5).

Алгоритм 4 (Метод Нелдера –Мида).

1. Ïàðàìåòðû àëãîðèòìà:
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ 𝛼 > 0,
êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ 𝛽 ∈ (0, 1),
êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ 𝛾 > 1,
êîýôôèöèåíò ãîìîòåòèè 𝛿 ∈ (0, 1).
Âûáèðàþòñÿ 𝑛 + 1 íà÷àëüíûå òî÷êè � âåðøèíû ñèìïëåêñà
𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛+ 1, â íèõ âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

𝑓1 = 𝑓(𝑥1), . . . , 𝑓𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛+1).

2. Ñðåäè âåðøèí âûáèðàþòñÿ äâå ñ íàèáîëüøèì è îäíà ñ íàè-
ìåíüøèì çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè 𝑓 :

𝑥ℎ, 𝑥𝑔, 𝑥ℓ : 𝑓ℎ ⩾ 𝑓𝑔 ⩾ · · · ⩾ 𝑓ℓ.

Åñëè âñå çíà÷åíèÿ îäèíàêîâûå (𝑓(𝑥ℎ) = 𝑓(𝑥ℓ)), òî äàëü-
íåéøàÿ ðàáîòà ìåòîäà íåâîçìîæíà, ìîæíî âåðíóòü ëþáóþ
èç âåðøèí ñèìïëåêñà â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ.
Âû÷èñëÿåòñÿ öåíòð òÿæåñòè âñåõ òî÷åê, êðîìå ¾íàèõóäøåé¿
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òî÷êè 𝑥ℎ:

𝑥𝑐 =
1

𝑛

∑︁
𝑖 ̸=ℎ

𝑥𝑖.

3. Òî÷êà 𝑥ℎ îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî 𝑥𝑐 ñ êîýôôèöèåíòîì 𝛼:

𝑥𝑟 = 𝑥𝑐 + 𝛼(𝑥𝑐 − 𝑥ℎ) = (1 + 𝛼)𝑥𝑐 − 𝛼𝑥ℎ

è â íåé âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 𝑓𝑟 = 𝑓(𝑥𝑟).
4. Èçìåíåíèå ñèìïëåêñà.

Ïðîâåðêà ìåñòîïîëîæåíèÿ âåëè÷èíû 𝑓𝑟 â ðÿäó 𝑓ℎ, 𝑓𝑔, 𝑓ℓ (ãäå
𝑓ℎ ⩾ 𝑓𝑔 > 𝑓ℓ).
à) Åñëè 𝑓ℓ ⩾ 𝑓𝑟, òî íàïðàâëåíèå 𝑥𝑐 − 𝑥ℎ óäà÷íîå è ìîæíî

ïûòàòüñÿ óâåëè÷èòü øàã. Ôîðìèðóåòñÿ ïðîáíàÿ òî÷êà

𝑥𝑒 = 𝑥𝑐 + 𝛾(𝑥𝑟 − 𝑥𝑐) = (1− 𝛾)𝑥𝑐 + 𝛾𝑥𝑟

(ðàñòÿæåíèå) è âû÷èñëÿåòñÿ 𝑓(𝑥𝑒).
� åñëè 𝑓𝑟 ⩾ 𝑓𝑒, òî ðàñøèðÿåì ñèìïëåêñ, ìåíÿÿ âåðøè-
íó 𝑥ℎ íà 𝑥𝑒 (ïðè ýòîì îáíîâëÿåòñÿ ïîðÿäîê âåðøèí:
𝑥ℎ ← 𝑥𝑔, 𝑥ℓ ← 𝑥𝑒). Ïåðåõîäèì íà øàã 6;

� åñëè 𝑓𝑒 > 𝑓𝑟, òî ðàñøèðåíèå íå ïîäõîäèò, ìåíÿåì
âåðøèíó 𝑥ℎ íà 𝑥𝑟 (ïðè ýòîì îáíîâëÿåòñÿ ïîðÿäîê
âåðøèí: 𝑥ℎ ← 𝑥𝑔, 𝑥ℓ ← 𝑥𝑟). Ïåðåõîäèì íà øàã 6.

á) Åñëè 𝑓𝑔 > 𝑓𝑟 > 𝑓ℓ, òî ìåíÿåì âåðøèíó 𝑥ℎ íà 𝑥𝑟 (ïðè
ýòîì îáíîâëÿåòñÿ ïîðÿäîê âåðøèí: 𝑥ℎ ← 𝑥𝑔 è ìåíÿåòñÿ
𝑥𝑔). Ïåðåõîäèì íà øàã 6.

â) Åñëè 𝑓ℎ > 𝑓𝑟 ⩾ 𝑓𝑔, òî ìåíÿåì âåðøèíó íà 𝑥ℎ ← 𝑥𝑟.
Ïåðåõîäèì íà øàã ñæàòèÿ 5.

ã) Åñëè 𝑓𝑟 ⩾ 𝑓ℎ, òî ïåðåõîäèì íà øàã ñæàòèÿ 5.
5. Ôîðìèðóåòñÿ ïðîáíàÿ òî÷êà

𝑥𝑠 = 𝑥𝑐 + 𝛽(𝑥ℎ − 𝑥𝑐) = 𝛽𝑥ℎ + (1− 𝛽)𝑥𝑐

(ñæàòèå) è âû÷èñëÿåòñÿ 𝑓𝑠 = 𝑓(𝑥𝑠).
à) Åñëè 𝑓ℎ ⩾ 𝑓𝑠, òî ìåíÿåì âåðøèíó 𝑥ℎ íà 𝑥𝑠.
á) Åñëè 𝑓𝑠 > 𝑓ℎ, òî âûïîëíÿåòñÿ cæàòèå âñåãî ñèìïëåêñà

(ãîìîòåòèÿ ê âåðøèíå 𝑥ℓ):

𝑥𝑖 ← 𝑥ℓ + 𝛿(𝑥𝑖 − 𝑥ℓ).
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6. Ïðîâåðêà ñõîäèìîñòè:
à) åñëè ðàçìåð ñèìïëåêñà äîñòàòî÷íî ìàë � íàïðèìåð,

ïî êðèòåðèþ

max
𝑖

⃦⃦⃦
𝑥𝑖 −

1

𝑛+ 1

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗

⃦⃦⃦
,

òî çàêîí÷èòü ðàáîòó è âåðíóòü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ

𝑥min = 𝑥ℓ;

á) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðíóòüñÿ ê øàãó 2.

Замечание 1.2.1. Ïîñëå ñæàòèÿ ñèìïëåêñà íà øàãå 5á ìîæíî äî-
ïîëíèòåëüíî ïðîâåðÿòü óìåíüøåíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè â åãî âåðøèíàõ max𝑖 𝑓(𝑥𝑖) îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
èñõîäíîãî ñèìïëåêñà 𝑓ℎ. Åñëè îíî íå óìåíüøàåòñÿ, òî ñëåäóåò âûáè-
ðàòü ìåíüøèé êîýôôèöèåíò 𝛿, òàê êàê äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
ïðè 𝛿 → 0 èìååì 𝑥𝑖 → 𝑥ℓ è 𝑓(𝑥𝑖)→ 𝑓(𝑥ℓ) < 𝑓ℎ. ▼

Ìåòîä Íåëäåðà �Ìèäà îòëè÷àþò ïðîñòîòà àëãîðèòìà è íåòðåáî-
âàòåëüíîñòü ê ðåñóðñàì, îäíàêî åãî ïîâåäåíèå ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ñèìïëåêñà è êîíñòàíò.

1.3. Методы первого порядка

1.3.1. Метод градиентного спуска

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 𝑓 : R𝑛 → R ñ 𝐿1-ëèïøèöåâûì ãðàäèåíòîì.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ â òî÷êå 𝑥 ∈ R𝑛 ëîêàëüíî óáûâàåò â íàïðàâëåíèè
àíòèãðàäèåíòà −𝑓 ′(𝑥), òî ïîíÿòåí ñïîñîá äåéñòâèÿ � äâèãàòüñÿ ïî àí-
òèãðàäèåíòó. Ýòîò ñïîñîá ïðèíÿòî íàçûâàòü градиентным спуском. Èç
òî÷êè 𝑥 íóæíî ïåðåéòè ê òî÷êå 𝑦 = 𝑥 − 𝛼𝑓 ′(𝑥). Ïàðàìåòð 𝛼 > 0 íà-
çûâàåòñÿ шагом ìåòîäà. Îí äîëæåí âûáèðàòüñÿ íå ñëèøêîì áîëüøèì,
÷òîáû íå îêàçàòüñÿ äàëåêî îò òî÷êè 𝑥, ãäå íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ 𝑓
ìîæåò óæå íå ñîâïàäàòü ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà −𝑓 ′(𝑥).

Â òî æå âðåìÿ øàã 𝛼 íå äîëæåí áûòü ñëèøêîì ìàëûì, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå íîâàÿ òî÷êà áóäåò äîëãî îñòàâàòüñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè 𝑥, ñì. ðèñ. 1.3.1.
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Рис. 1.3.1. Градиентный спуск. Изображены линии уровня,
функция 𝑓 возрастает по направлению нормалей
к ним. Из точки 𝑥 имеет смысл отходить по лучу
{𝑥 − 𝛼𝑓 ′(𝑥) : 𝛼 ⩾ 0} не далее чем до точки 𝑧. Далее,
например в точке 𝑦, значение функции 𝑓(𝑦) > 𝑓(𝑧),
а направление убывания −𝑓 ′(𝑦) в точке 𝑦 не совпадает
с вектором −𝑓 ′(𝑥).

Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé ñïîñîá äåéñòâèé. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî
𝑥1 ∈ R𝑛 è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝛼𝑘 > 0. (1.3.1)

Èç óñëîâèÿ âåðõíåé êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ôóíêöèè 𝑓 (ñì.
îöåíêó (À.5)) èìååì

𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘) +
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
+
𝐿1

2
‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 =

= 𝑓(𝑥𝑘)− 𝛼𝑘‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 +
𝛼2
𝑘𝐿1

2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2,

îòêóäà

𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘)−
(︂
𝛼𝑘 −

𝛼2
𝑘𝐿1

2

)︂
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2. (1.3.2)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðàìêàõ ôîðìóëû (1.3.2), íå èìåÿ äîïîëíèòåëü-
íîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè, íàäî âçÿòü 𝛼𝑘 = 1

𝐿1
äëÿ âñåõ 𝑘, ÷òîáû

ãàðàíòèðîâàííî ìèíèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå 𝑓(𝑥𝑘+1) â ôîðìóëå (1.3.2)
ïî ñðàâíåíèþ ñ 𝑓(𝑥𝑘). Ïðè 𝛼𝑘 = 1

𝐿1
ïîëó÷àåì

𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘)− 1

2𝐿1
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2. (1.3.3)
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Â ñëó÷àå âûïóêëîé ôóíêöèè, ó êîòîðîé ìíîæåñòâî Ëåáåãà{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥1)

}︀
îãðàíè÷åíî, ãðàäèåíòíûé ñïóñê èìååò ñóáëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìî-
ñòè ïî ôóíêöèè:

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓* ⩽
𝐶

𝑘

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû 𝐶 > 0, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ôóíêöèè 𝑓 ; íà-
ïîìíèì, ÷òî 𝑓* = min𝑥∈R𝑛 𝑓(𝑥). Ìû äîêàæåì áîëåå îáùèé ôàêò â òåî-
ðåìå 2.3.1, ïîýòîìó çäåñü äîêàçàòåëüñòâî íå ïðèâîäèì.

Упражнение 1.3.1. Рассмотрите функции 𝑓𝑚(𝑥) = 𝑥2𝑚, 𝑚 ∈ N.
Все они выпуклые, имеют глобальный минимум в точке 𝑥* = 0 и име-
ют непрерывный по Липшицу градиент в любой ограниченной окрест-
ности нуля. Для 𝑥1 > 0 рассмотрите итерации (1.3.1) для некоторо-
го 𝛼𝑘 = 𝛼 > 0 и покажите, что скорость сходимости ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ → 0
при минимизации функций 𝑓𝑚 может быть сколь угодно медленной.

Ðàññìîòðèì ñèëüíî âûïóêëóþ ôóíêöèþ 𝑓 : R𝑛 → R (ñì. îïðåäåëå-
íèå Ã.10 â ðàçäåëå Ã.6). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêîé ôóíêöèè ãðàäèåíòíûé
ñïóñê ñõîäèòñÿ ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó 𝑓 ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ.

Упражнение 1.3.2. Докажите, что для сильно выпуклой функ-
ции 𝑓 : R𝑛 → R существует единственная точка 𝑥* ∈ R𝑛 такая, что
𝑓(𝑥*) = inf

𝑥∈R𝑛
𝑓(𝑥). Верно ли это для строго выпуклой функции?

Теорема 1.3.1. Пусть 𝑓 : R𝑛 → R — функция с 𝐿1-липшице-
вым градиентом1 и сильно выпуклая с константой κ > 0. Пусть
𝑓* = min𝑥∈𝒬 𝑓(𝑥). Тогда при любом выборе 𝑥1 ∈ R𝑛 алгоритм (1.3.1)
с 𝛼𝑘 = 1/𝐿1 сходится с линейной скоростью по функции и по точке:

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓* ⩽

(︂
1− κ

2𝐿1

)︂𝑘 (︀
𝑓(𝑥1)− 𝑓*

)︀
,

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽

√︃
2

𝐿1

(︂
1− κ

2𝐿1

)︂𝑘−1 (︀
𝑓(𝑥1)− 𝑓*

)︀
.

1Поскольку непрерывность по Липшицу градиента Гато влечет существование
градиента Фреше, то для липшицево дифференцируемой функции 𝑓 градиент 𝑓 ′

может пониматься и в смысле Гато, и в смысле Фреше, см. раздел А.3.
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Доказательство. Èç ôîðìóëû (1.3.3) èìååì

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 ⩽ 2𝐿1

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1)

)︀
.

Èç óñëîâèÿ ñèëüíîé âûïóêëîñòè (Ã.21) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 ⩾ κ
(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ îöåíîê ïîëó÷àåì

κ
(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
⩽ 2𝐿1

(︁(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
−
(︀
𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓*

)︀)︁
,

èëè

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓* ⩽

(︂
1− κ

2𝐿1

)︂(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
. (1.3.4)

Èç ôîðìóëû (1.3.4) âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè.

Äëÿ ñõîäèìîñòè ïî òî÷êå âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 =
1

𝐿2
1

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

è â ñèëó (1.3.3) èìååì

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 =
1

𝐿2
1

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 ⩽
2

𝐿1

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1)

)︀
⩽

2

𝐿1

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
,

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽

√︃
2

𝐿1

(︂
1− κ

2𝐿1

)︂𝑘−1 (︀
𝑓(𝑥1)− 𝑓*

)︀
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

Упражнение 1.3.3. Докажите, что последовательность {𝑥𝑘}
из теоремы 1.3.1 сходится к некоторому решению, то есть что
𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ Ω.

Упражнение 1.3.4. Допустим, что в условиях теоремы 1.3.1
выбран постоянный шаг 𝛼𝑘 = 𝛼 ∈ (0, 1

𝐿1
]. Повторите рассуждения

теоремы 1.3.1 и получите оценки скорости сходимости по функции
и по точке.

Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ìîæíî ïðèìåíÿòü ê äèôôåðåíöèðóå-
ìûì ôóíêöèÿì, îäíàêî äîêàçàòü ãàðàíòèðîâàííóþ ñêîðîñòü ñõîäèìî-
ñòè ýòîãî ìåòîäà â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ.



1.3. Методы первого порядка 51

1.3.2. Условие Лежанского –Поляка –Лоясевича

Êàê ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåííîãî, äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé ñóùå-
ñòâóþò ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ïîèñêà áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà. Íî óæå
íà çàðå çàðîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé âîçíèê
âîïðîñ îá îòêàçå îò âûïóêëîñòè. Äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì (è èñïîëü-
çóåìûì äî ñèõ ïîð) îêàçàëñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä. Èçâåñòíî, ÷òî ñèëüíî
âûïóêëûå ôóíêöèè îáëàäàþò ìíîãèìè ïîëåçíûìè äëÿ ìåòîäîâ îïòè-
ìèçàöèè ñâîéñòâàìè. Îñòàëîñü òîëüêî çàìåòèòü, êàêèå àíàëèòè÷åñêèå
ñâîéñòâà ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé ¾îòâå÷àþò¿ çà õîðîøóþ ðàáîòó
ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà, âû÷ëåíèòü ýòè ñâîéñòâà è ðàññìîòðåòü
óæå íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûå ôóíêöèè, à îáëàäàþùèå óêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíèì èç òàêèõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (Ã.21).
Â 1963 ãîäó ìàòåìàòèêè Ò. Ëåæàíñêèé [105], Á.Ò. Ïîëÿê [60] è Ñ. Ëîÿ-
ñåâè÷ [108] íåçàâèñèìî (è èç ðàçíûõ ïîñûëîê) ïðèøëè ê ñëåäóþùåìó
ñâîéñòâó ôóíêöèè.

Определение 1.3.1. Ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 → R óäîâëåòâîðÿåò условию
Лежанского –Поляка –Лоясевича (èëè условию LPL), åñëè 𝑓 äèôôå-
ðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå, ìíîæåñòâî Ω = Arg min𝑥∈R𝑛 𝑓(𝑥) åå ãëîáàëüíûõ
ìèíèìóìîâ íåïóñòî è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 𝜇 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ
𝑥 ∈ R𝑛

‖𝑓 ′(𝑥)‖2 ⩾ 𝜇
(︀
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥*)

)︀
∀𝑥* ∈ Ω,

èëè
‖𝑓 ′(𝑥)‖2 ⩾ 𝜇

(︀
𝑓(𝑥)− 𝑓*

)︀
, 𝑓* = 𝑓(Ω).

Ñëåäóÿ ìàòåìàòè÷åñêîé íîìåíêëàòóðå [99], ìû ÷àñòî áóäåì íàçû-
âàòü ñâîéñòâî èç îïðåäåëåíèÿ 1.3.1 свойством èëè условием Поляка –
Лоясевича, õîòÿ âñå òðè àâòîðà ïðèøëè ê ôîðìóëèðîâêå îïðåäåëåíèÿ
1.3.1 íåçàâèñèìî.

Èç ôîðìóëû (Ã.21) âûòåêàåò, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñèëüíî âû-
ïóêëàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ïîëÿêà �Ëîÿñåâè÷à ñ êîíñòàíòîé
𝜇 = κ. Îäíàêî ñóùåñòâóþò è íåâûïóêëûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
îïðåäåëåíèþ 1.3.1.

Упражнение 1.3.5. Пусть функция 𝑓 удовлетворяет определе-
нию 1.3.1. Докажите, что если 𝑓 ′(𝑥) = 0 для некоторого 𝑥 ∈ R𝑛,
то 𝑥 — точка глобального минимума 𝑓 .

Упражнение 1.3.6. Приведите пример функции 𝑓 : R → R, ко-
торая удовлетворяет определению 1.3.1 и не является выпуклой.
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Упражнение 1.3.7. Верно ли, что всякая функция 𝑓 : R → R,
которая удовлетворяет определению 1.3.1, является выпуклой в ок-
рестности точки минимума (как на рис. 1.3.2)?

Рис. 1.3.2. Функция, удовлетворяющая условию LPL.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî 𝑥1 ∈ R𝑛 è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝛼𝑘 > 0. (1.3.5)

Ïðè 𝛼𝑘 = 1
𝐿1
, êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.3.1, ïîëó÷àåì

𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘)− 1

2𝐿1
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2. (1.3.6)

Теорема 1.3.2. Предположим, что 𝑓 : R𝑛 → R — функция с 𝐿1-
липшицевым градиентом, удовлетворяющая условию Поляка –Лоясе-
вича с константой 𝜇 > 0. Тогда при любом выборе 𝑥1 ∈ R𝑛 алго-
ритм (1.3.5) с 𝛼𝑘 = 1/𝐿1 сходится с линейной скоростью по функции
и по точке:

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓* ⩽

(︂
1− 𝜇

2𝐿1

)︂𝑘 (︀
𝑓(𝑥1)− 𝑓*

)︀
, 𝑓* = min

𝑥∈R𝑛
𝑓(𝑥),

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽

√︃
2

𝐿1

(︂
1− 𝜇

2𝐿1

)︂𝑘−1 (︀
𝑓(𝑥1)− 𝑓*

)︀
.

Доказательство. Èç ôîðìóëû (1.3.6) èìååì

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 ⩽ 2𝐿1

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1)

)︀
.

Èç óñëîâèÿ LPL ñëåäóåò, ÷òî

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 ⩾ 𝜇
(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
.
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Èç äâóõ ïîñëåäíèõ îöåíîê ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

𝜇(𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*) ⩽ 2𝐿1

(︁(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
−
(︀
𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓*

)︀)︁
,

èëè

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓* ⩽

(︂
1− 𝜇

2𝐿1

)︂(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
. (1.3.7)

Èç ôîðìóëû (1.3.7) âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè.

Äëÿ ñõîäèìîñòè ïî òî÷êå âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 =
1

𝐿2
1

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

è â ñèëó (1.3.6) èìååì

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 =
1

𝐿2
1

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 ⩽
2

𝐿1

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1)

)︀
⩽

2

𝐿1

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
,

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽

√︃
2

𝐿1

(︂
1− 𝜇

2𝐿1

)︂𝑘−1 (︀
𝑓(𝑥1)− 𝑓*

)︀
,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Упражнение 1.3.8. Пусть в условиях теоремы 1.3.2 выбран по-
стоянный шаг 𝛼𝑘 = 𝛼 ∈ (0, 1

𝐿1
]. Повторите рассуждения, приведен-

ные в доказательстве теоремы 1.3.2, и получите оценки скорости
сходимости по функции и по точке.

Упражнение 1.3.9. Пусть Ω — множество глобальных мини-
мумов 𝑓 и {𝑥𝑘} — последовательность из теоремы 1.3.2. Докажи-
те, что найдутся точка 𝑥* ∈ Ω и числа 𝐶 > 0, 𝑞 ∈ (0, 1) такие, что
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ ⩽ 𝐶𝑞𝑘.

Пример 1.3.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé 𝑔(𝑥) = 0. Çäåñü
𝑔 : R𝑛 → R𝑚, 𝑚 ⩽ 𝑛, � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíê-
öèÿ ñ ëèïøèöåâûì ãðàäèåíòîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî rank 𝑔′(𝑥) = 𝑚

äëÿ âñåõ 𝑥. ×åðåç 𝑔′(𝑥) =
(︁
𝜕𝑔𝑖(𝑥)
𝜕𝑥𝑗

)︁
1⩽𝑖⩽𝑚, 1⩽𝑗⩽𝑛

îáîçíà÷åíà ìàòðèöà

ßêîáè. Ïóñòü ñèñòåìà 𝑔(𝑥) = 0 èìååò ðåøåíèå. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå
êîðíÿ óðàâíåíèÿ 𝑔(𝑥) = 0.

Ðàññìîòðèì 𝑓(𝑥) = 1
2‖𝑔(𝑥)‖2 ñ ãðàäèåíòîì 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑔′(𝑥) (ñòðîêà

𝑔(𝑥) óìíîæàåòñÿ íà ìàòðèöó ßêîáè 𝑔′(𝑥)). Äëÿ êàæäîãî 𝑥 êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà 𝑘(ℎ) =

(︀
ℎ, 𝑔′(𝑥)𝑔′T(𝑥)ℎ

)︀
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
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â ñèëó óñëîâèÿ ïîëíîãî ðàíãà 𝑔′. Ïóñòü 𝑥1 ∈ R𝑛 � ïåðâàÿ òî÷êà èòå-
ðàöèé (1.3.5) è

min
𝑥∈𝐵𝑅(𝑥1)

𝜎
(︀
𝑔′(𝑥)𝑔′T(𝑥)

)︀
= 𝜆0 > 0,

ãäå 𝜎
(︀
𝑔′(𝑥)𝑔′T(𝑥)

)︀
� ñïåêòð ìàòðèöû 𝑔′(𝑥)𝑔′T(𝑥) è 𝐿1 � êîíñòàíòà Ëèï-

øèöà 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑔′(𝑥) íà 𝐵𝑅(𝑥1). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝐵𝑅(𝑥1)
‖𝑓 ′(𝑥)‖2 = 𝑔(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑔′T(𝑥)𝑔T(𝑥) ⩾ 𝜆0‖𝑔‖2 = 2𝜆0𝑓(𝑥), òî åñòü ôóíêöèÿ 𝑓
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ LPL ñ êîíñòàíòîé 𝜇 = 2𝜆0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

𝑅 ⩾
𝐶

1− 𝑞
, 𝐶 =

√︂
2

𝐿1
𝑓(𝑥1), 𝑞 =

√︂
1− 𝜆0

𝐿1
. (1.3.8)

Упражнение 1.3.10. Покажите, что при указанном выше соот-
ношении между 𝑅, 𝜆0, 𝐿1 и 𝑥1 каждая точка 𝑥𝑘 алгоритма (1.3.5)
содержится в шаре 𝐵𝑅(𝑥1).

Указание. Докажите, что итерации {𝑥𝑘}, соответствующие
процедуре (1.3.5) с 𝛼𝑘 = 1/𝐿1, сходятся к точке минимума 𝑥*, где
𝑓(𝑥*) = 0. При этом для всякого номера 𝑚 ⩾ 1 в силу теоремы 1.3.2

‖𝑥𝑚 − 𝑥1‖ ⩽
𝑚−1∑︁
𝑘=1

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽
∞∑︁
𝑘=1

𝐶𝑞𝑘−1 ⩽ 𝑅.

Сравните результат с упражнением 1.3.9.

Â ñèëó òåîðåìû 1.3.2 ñ 𝜇 = 2𝜆0 èòåðàöèè {𝑥𝑘} (1.3.5) äëÿ íàõîæäå-
íèÿ êîðíÿ 𝑔(𝑥) = 0 ñõîäÿòñÿ ê êîðíþ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ýòîì
óñëîâèå (1.3.8) âûïîëíåíî ïðè âûáîðå òàêîé íà÷àëüíîé òî÷êè 𝑥1 ∈ R𝑛,
÷òî 𝑓(𝑥1) ⩽ 𝐿1𝑅

2

2 (1− 𝑞)2. ▼

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïîêîîðäèíàòíûé ñïóñê (1.2.5). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 → R äëÿ êàæäîãî âåêòîðà 𝑒𝑖 îðòîíîðìèðî-
âàííîãî áàçèñà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 𝐿1 > 0,
÷òî äëÿ âñåõ 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝛼 ∈ R, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

𝑓(𝑥+ 𝛼𝑒𝑖) ⩽ 𝑓(𝑥) + 𝛼
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕x𝑖
+
𝐿1

2
𝛼2. (1.3.9)

Íàïîìíèì, ÷òî 𝜕𝑓(𝑥)
𝜕x𝑖

= lim
𝑡→0

𝑓(𝑥+𝑡𝑒𝑖)−𝑓(𝑥)
𝑡 . Ôóíêöèÿ ñ 𝐿1-ëèïøèöåâûì

ãðàäèåíòîì óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.3.9).
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Теорема 1.3.3 ([99]). Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R удовлетворяет
условию (1.3.9), а также условию Поляка –Лоясевича с константой
𝜇 > 0. Рассмотрим покоординатный спуск

𝑥1 ∈ R𝑛, 𝛼 ∈
(︂

0,
2

𝐿1

)︂
, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼

𝜕𝑓(𝑥𝑘)

𝜕x𝑖𝑘
𝑒𝑖𝑘 . (1.3.10)

Если выбирать номер 𝑖𝑘 равномерно распределенным на {1, . . . , 𝑛},
то алгоритм (1.3.10) имеет линейную скорость сходимости в смыс-
ле математического ожидания:

E(𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*) ⩽

(︂
1− 𝜇𝑞(𝛼)

𝑛

)︂𝑘−1 (︀
𝑓(𝑥1)− 𝑓*

)︀
, (1.3.11)

где 𝑓* = min
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥) и 𝑞(𝛼) = 𝛼− 𝐿1

2 𝛼
2.

Доказательство. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû (1.3.2)

𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑞(𝛼)

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓(𝑥𝑘)

𝜕x𝑖𝑘

⃦⃦⃦⃦2
.

Âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ïðåäûäóùåãî íåðà-
âåíñòâà ïî 𝑖𝑘, ïîëó÷àåì

E𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑞(𝛼)E
⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓(𝑥𝑘)

𝜕x𝑖𝑘

⃦⃦⃦⃦2
=

= 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑞(𝛼)

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓(𝑥𝑘)

𝜕x𝑖

⃦⃦⃦⃦2
= 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑞(𝛼)

𝑛
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 .

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå LPL è ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 1.3.2, ïîëó÷àåì îöåíêó (1.3.11). ■

Îòìåòèì, ÷òî çà ñ÷åò âû÷èñëåíèÿ íà êàæäîì øàãå ÷àñòíîé ïðî-
èçâîäíîé 𝜕𝑓(𝑥𝑘)

𝜕x𝑖
âìåñòî ãðàäèåíòà 𝑓 ′(𝑥𝑘) =

(︀𝜕𝑓(𝑥𝑘)
𝜕x1

, . . . , 𝜕𝑓(𝑥𝑘)
𝜕x𝑛

)︀
îáùåå

êîëè÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ îäíîé òî÷íîñòè ïðè ñëó÷àéíîì
ïîêîîðäèíàòíîì ñïóñêå â ðÿäå ñëó÷àåâ ìåíüøå, ÷åì ïðè ãðàäèåíòíîì
ñïóñêå [117]. Òåì íå ìåíåå çàìåòèì, ÷òî ñ ðîñòîì 𝑛 çíàìåíàòåëü ïðî-
ãðåññèè 1 − 𝜇𝑞(𝛼)

𝑛 â îöåíêå (1.3.11) ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå è òåîðåòè÷å-
ñêàÿ îöåíêà ñõîäèìîñòè äàåò ñîìíèòåëüíûé ïðîãíîç â ïðîñòðàíñòâå R𝑛
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
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1.3.3. Метод тяжелого шарика

Â ãðàäèåíòíîì ìåòîäå íà êàæäîì øàãå íèêàê íå èñïîëüçóåòñÿ èí-
ôîðìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ. Åñòåñòâåííûì æå-
ëàíèåì ÿâëÿåòñÿ ó÷åñòü ïðåäûñòîðèþ ïðîöåññà äëÿ óñêîðåíèÿ ñõî-
äèìîñòè. Ìåòîäû, â êîòîðûõ íîâîå ïðèáëèæåíèå 𝑥𝑘+1 çàâèñèò îò 𝑠
ïðåäûäóùèõ, òî åñòü

𝑥𝑘+1 = 𝜙(𝑥𝑘, 𝑥𝑘−1, . . . , 𝑥𝑘−𝑠+1),

íàçûâàþòñÿ 𝑠-øàãîâûìè. Îäíèì èç 𝑠-øàãîâûõ ìåòîäîâ äëÿ 𝑠 = 2 ÿâ-
ëÿåòñÿ метод тяжелого шарика:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘) + 𝛽(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1), (1.3.12)

ãäå 𝛼 > 0 è 𝛽 ⩾ 0 � íåêîòîðûå ïàðàìåòðû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝛽 = 0
ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä.

Ñâîå íàçâàíèå ìåòîä ïîëó÷èë èç-çà ñëåäóþùåé ôèçè÷åñêîé àíà-
ëîãèè. Äâèæåíèå òåëà (¾òÿæåëîãî øàðèêà¿) â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñ
ïîòåíöèàëîì 𝑓(𝑥) ïðè íàëè÷èè âÿçêîñòè èëè ñèëû òðåíèÿ îïèñûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà:

𝑥′′(𝑡) = −𝑓 ′
(︀
𝑥(𝑡)

)︀
− 𝜇𝑥′(𝑡). (1.3.13)

ßñíî, ÷òî èç-çà ïîòåðè ýíåðãèè íà òðåíèå òåëî â êîíöå êîíöîâ îêàæåò-
ñÿ â òî÷êå ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà 𝑓(𝑥). Òàêèì îáðàçîì, òÿæåëûé øà-
ðèê ðåøàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè. Åñëè ðàññìîòðåòü
ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (1.3.13), òî ïðèäåì ê èòåðàöèîííîìó ìå-
òîäó (1.3.12).

Ââåäåíèå èíåðöèîííîãî ÷ëåíà 𝛽(𝑥𝑘−𝑥𝑘−1) ìîæåò ïðèâåñòè ê óñêî-
ðåíèþ ñõîäèìîñòè. Ýòî âèäíî, íàïðèìåð, èç ðèñ. 1.3.3. Âìåñòî çèãçà-
ãîîáðàçíîãî äâèæåíèÿ â ãðàäèåíòíîì ìåòîäå â äàííîì ñëó÷àå ïîëó-
÷àåòñÿ áîëåå ïëàâíàÿ òðàåêòîðèÿ ïî ¾äíó îâðàãà¿. Ýòè ýâðèñòè÷åñêèå
ñîîáðàæåíèÿ ïîäêðåïëÿþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Теорема 1.3.4. Пусть 𝑥* — невырожденная точка минимума
функции 𝑓 , то есть 0 ≺ 𝑓 ′′(𝑥*). Тогда при 𝐿 ⩾ 𝑙 > 0,

0 ⩽ 𝛽 < 1, 0 < 𝛼 <
2(1 + 𝛽)

𝐿
, 𝑙𝐼𝑛 ≼ 𝑓 ′′(𝑥*) ≼ 𝐿𝐼𝑛 (1.3.14)

найдется такое 𝜀 > 0, что при любых 𝑥1, 𝑥2 : ‖𝑥𝑖 − 𝑥*‖ ⩽ 𝜀, 𝑖 = 1, 2,
метод (1.3.12) сходится к 𝑥* со скоростью геометрической прогрес-
сии: для всех 𝑘 ∈ N выполнена оценка

‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ ⩽ 𝑐(𝛿)(𝑞 + 𝛿)𝑘, 0 ⩽ 𝑞 < 1, 0 < 𝛿 < 1− 𝑞. (1.3.15)
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Рис. 1.3.3. Избегание оврагов в методе тяжелого шарика. Траекто-
рия а) соответствует методу тяжелого шарика, а траек-
тория б) — обычному градиентному спуску.

Величина 𝑞 минимальна и равна 𝑞0 = (
√
𝐿−
√
𝑙)/(
√
𝐿+
√
𝑙) при

𝛼0 =
4

(
√
𝐿+
√
𝑙)2
, 𝛽0 = 𝑞20 . (1.3.16)

Доказательство. Íàìåòèì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Óâåëè÷èì ðàç-
ìåðíîñòü, ÷òî ïîçâîëèò ñâåñòè ìíîãîøàãîâûé ïðîöåññ (𝑠 = 2) ê îäíî-
øàãîâîìó. Ââåäåì 2𝑛-ìåðíûé âåêòîð 𝑧𝑘 = (𝑥𝑘 − 𝑥0, 𝑥𝑘−1 − 𝑥0)

T. Òîãäà
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.3.12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑧𝑘+1 = 𝐴𝑧𝑘 + 𝑜(𝑧𝑘),

ãäå êâàäðàòíàÿ 2𝑛× 2𝑛 ìàòðèöà 𝐴 èìååò âèä

𝐴 =

(︂
(1 + 𝛽)𝐼𝑛 − 𝛼𝐵 −𝛽𝐼𝑛

𝐼𝑛 0

)︂
, 𝐵 = 𝑓 ′′(𝑥*).

Ïóñòü 𝑙 = 𝜆1 ⩽ 𝜆2 ⩽ . . . ⩽ 𝜆𝑛 = 𝐿 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 𝐵.
Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜚𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛, ìàòðèöû 𝐴 ñîâïàäàþò
ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèö 2× 2 âèäà(︂

1 + 𝛽 − 𝛼𝜆𝑖 −𝛽
1 0

)︂
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèé

𝜚2 − 𝜚(1 + 𝛽 − 𝛼𝜆𝑖) + 𝛽 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (1.3.17)
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè (1.3.14) ëþáîé êîðåíü 𝜚 ëþáîãî
èç óðàâíåíèé (1.3.17) ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1: |𝜚| < 1.

Â ñèëó òåîðåìû À.6 î ëîêàëüíîé ëèíåéíîé ñõîäèìîñòè ñïðàâåäëèâà
îöåíêà (1.3.15). Åñëè âû÷èñëèòü min

𝛼, 𝛽
max

1⩽𝑗⩽2𝑛
|𝜚𝑗 |, òî ìîæíî ïîëó÷èòü

îïòèìàëüíîå 𝑞0 è ñîîòâåòñòâóþùèå 𝛼0, 𝛽0 èç (1.3.16). ■

Ñðàâíèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, äàâàåìóþ îäíîøàãîâûì è äâóõøà-
ãîâûì ìåòîäàìè ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ. Îäíîøàãîâûé
ìåòîä äàåò 𝑞1 ≈ 1 − 𝑙

2𝐿 (𝑙/2 ðàâíà êîíñòàíòå ñèëüíîé âûïóêëîñòè κ,
à 𝐿 = 𝐿1 � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ãðàäèåíòà), òîãäà êàê äâóõøà-

ãîâûé äàåò 𝑞2 ≈ 1 − 2
√︁

𝑙
𝐿 . Òàêèì îáðàçîì, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû 𝑞

äâóõøàãîâûé ìåòîä â
√︀
𝐿/𝑙 ðàç áûñòðåå îäíîøàãîâîãî.

Упражнение 1.3.11. Докажите предыдущее утверждение.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîäáîð îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé 𝛼 è 𝛽 â (1.3.12)
íåïðîñò: ôîðìóëàìè (1.3.16) îáû÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ íå óäàåòñÿ, òàê
êàê ñïåêòð ìàòðèöû 𝑓 ′′(𝑥*) àïðèîðè íåèçâåñòåí.

1.3.4. Шаг Армихо

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ðàçäåëàõ øàã ìåòîäà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
âûáèðàëñÿ ðàâíûì 1

𝐿1
èëè ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû. Îäíàêî â ðåàëü-

íûõ çàäà÷àõ çíà÷åíèå êîíñòàíòû Ëèïøèöà ãðàäèåíòà 𝑓 ′ èëè äàæå åå
ðàçóìíàÿ îöåíêà ñâåðõó áûâàþò íåèçâåñòíû. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæ-
íî âûáèðàòü øàã ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ïî ñõåìå, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
правилом Армихо.

Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 → R äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà ïðè ìàëûõ
𝛼𝑘 > 0 â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè 𝑓 èìååì

𝑓
(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
= 𝑓(𝑥𝑘)− 𝛼𝑘‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 + 𝑜(𝛼𝑘), 𝛼𝑘 → +0.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî 𝛼 ∈ (0, 1), ÷èñëî 𝑑 > 0 è 𝛽 ∈ (0, 1). Åñëè áðàòü
â ïðàâîé ÷àñòè âìåñòî 𝛼𝑘 çíà÷åíèå 𝛼𝛼𝑘, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ 𝛼𝑘
èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

𝑓
(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
⩽ 𝑓(𝑥𝑘)− 𝛼𝛼𝑘‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2,

ïîñêîëüêó 𝛼𝛼𝑘‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 < 𝛼𝑘‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 + 𝑜(𝛼𝑘) ïðè 𝛼𝑘 → +0.
Íî ÷òî çíà÷èò ¾äîñòàòî÷íî ìàëîå¿ 𝛼𝑘 è êàê åãî íàéòè? Ïðåäëàãà-

åòñÿ áðàòü 𝛼𝑘 = 𝑑𝛽𝑚, ãäå 𝑚 ∈ N ∪ {0} âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

𝑚 = min
{︀
𝑙 = 0, 1, 2, . . . : 𝑓

(︀
𝑥𝑘 − 𝑑𝛽𝑙𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
⩽ 𝑓(𝑥𝑘)− 𝛼𝑑𝛽𝑙‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

}︀
.



1.3. Методы первого порядка 59

Êàê âèäíî èç âûøåèçëîæåííîãî, ðàíî èëè ïîçäíî íàñòóïèò ìîìåíò,
êîãäà íåðàâåíñòâî â îïðåäåëåíèè 𝑚 ñòàíåò ñïðàâåäëèâûì, ïîýòîìó 𝑚
îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ñì. ðèñ. 1.3.4.

Рис. 1.3.4. Выбор шага 𝛼𝑘 Армихо.

Теорема 1.3.5. Предположим, что 𝑓 : R𝑛 → R — функция с 𝐿1-
липшицевым градиентом, удовлетворяющая условию Поляка –Лоясе-
вича с некоторой константой 𝜇. Тогда метод градиентного спуска с
шагом Армихо сходится с линейной скоростью по функции (1.3.18) и
по точке (1.3.19).

Доказательство. Èç ôîðìóëû (1.3.2) ïîëó÷àåì, ÷òî 𝛼𝑘 = 𝑑𝛽𝑚𝑘 ,
ãäå 𝑚𝑘 = 𝑚 åñòü ìèíèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êî-
òîðîãî 𝛼𝛼𝑘 ⩽ 𝛼𝑘 − 𝐿1

2 𝛼
2
𝑘, òî åñòü

𝛼𝑑𝛽𝑚 ⩽ 𝑑𝛽𝑚 − 𝐿1

2
𝑑2𝛽2𝑚.

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑘

𝑚𝑘 ⩽ 𝑚 = max

{︂
0,

[︂
log𝛽

2(1− 𝛼)

𝑑𝐿1

]︂
+ 1

}︂
.

Òàêèì îáðàçîì, 𝛼𝑘 = 𝑑𝛽𝑚𝑘 ⩾ 𝑑𝛽𝑚 = 𝛼0 > 0 äëÿ âñåõ 𝑘.
Èç îöåíêè äëÿ 𝛼𝑘 è ôîðìóëû (1.3.2) ïîëó÷àåì

𝛼𝛼𝑘‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 ⩽

(︂
𝛼𝑘 −

𝐿1

2
𝛼2
𝑘

)︂
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 ⩽ 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1).
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Èç óñëîâèÿ Ïîëÿêà �Ëîÿñåâè÷à ñëåäóåò, ÷òî

𝜇
(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
⩽ ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ îöåíîê âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî ôóíêöèè:

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓* ⩽ (1− 𝜇𝛼𝛼0)
(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
. (1.3.18)

Ñõîäèìîñòü ïî òî÷êå äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå 1.3.2. Ïóñòü
𝑞(𝛼) = 𝛼− 𝐿1

2 𝛼
2. Òîãäà 𝛼𝛼0 ⩽ 𝛼𝛼𝑘 ⩽ 𝑞(𝛼𝑘) è

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 =

= 𝛼2
𝑘‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 ⩽

𝛼2
𝑘

𝑞(𝛼𝑘)

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1)

)︀
⩽

𝑑2

𝑞(𝛼𝑘)

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
è

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽

√︃
𝑑2

𝛼𝛼0
(1− 𝜇𝛼𝛼0)𝑘−1

(︀
𝑓(𝑥1)− 𝑓*

)︀
, (1.3.19)

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Òåîðåìà 1.3.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ èìååò íåïðåðûâíûé
ïî Ëèïøèöó ãðàäèåíò è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ïîëÿêà �Ëîÿñåâè÷à,
òî øàã Àðìèõî ãàðàíòèðóåò ëèíåéíóþ ñõîäèìîñòü ãðàäèåíòíîãî ñïóñ-
êà. Ïðè ýòîì äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àëãîðèòìà íå âàæíû çíà÷åíèÿ
êîíñòàíòû Ëèïøèöà 𝐿1 è êîíñòàíòû 𝜇 èç óñëîâèÿ Ïîëÿêà �Ëîÿñåâè-
÷à. Ýòè êîíñòàíòû ôèãóðèðóþò òîëüêî â äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè
àëãîðèòìà.

Êàê âèäíî èç âûøåèçëîæåííîãî, øàã Àðìèõî ìîæíî ïðèìåíÿòü è
äëÿ ìèíèìèçàöèè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. Îäíàêî îöåíèòü ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà â ýòîì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ.

1.3.5. Метод сопряженных градиентов

Â îáùåì ñëó÷àå äâóõøàãîâûé èíåðöèîííûé ìåòîä èìååò íåïîñòî-
ÿííûå ïàðàìåòðû:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘) + 𝛽𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1), 𝑘 = 2, 3, ... (1.3.20)

Èõ ìîæíî âûáðàòü èç ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè

{𝛼𝑘, 𝛽𝑘} = arg min
𝛼,𝛽

𝑓
(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘) + 𝛽𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)

)︀
. (1.3.21)
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Äëÿ ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè

𝑓(𝑥) =
1

2
(𝑄𝑥, 𝑥)− (𝑐, 𝑥), 𝑄 ≻ 0, (1.3.22)

ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ÿâíî. Åñëè 𝑓 ′(𝑥𝑘) ̸= 0, 𝑘 ⩾ 2, òî

𝛼𝑘 =
‖𝑟𝑘‖2(𝑄𝑝𝑘, 𝑝𝑘)− (𝑟𝑘, 𝑝𝑘)(𝑄𝑟𝑘, 𝑝𝑘)

(𝑄𝑟𝑘, 𝑟𝑘)(𝑄𝑝𝑘, 𝑝𝑘)− (𝑄𝑟𝑘, 𝑝𝑘)2
,

𝛽𝑘 =
‖𝑟𝑘‖2(𝑄𝑟𝑘, 𝑝𝑘)− (𝑟𝑘, 𝑝𝑘)(𝑄𝑟𝑘, 𝑟𝑘)

(𝑄𝑟𝑘, 𝑟𝑘)(𝑄𝑝𝑘, 𝑝𝑘)− (𝑄𝑟𝑘, 𝑝𝑘)2
,

𝑟𝑘 = 𝑓 ′(𝑥𝑘) = 𝑄𝑥𝑘 − 𝑐, 𝑝𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1.

(1.3.23)

Åñëè 𝑟𝑘 = 𝑓 ′(𝑥𝑘) = 0, òî 𝑥𝑘 � òî÷êà ìèíèìóìà 𝑓(𝑥).
Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå âòîðîé òî÷êè

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà

𝑥2 = arg min
𝑥=𝑥1−𝛼𝑓 ′(𝑥1)

𝑓(𝑥),

𝑥2 = 𝑥1 −
‖𝑟1‖2

(𝑄𝑟1, 𝑟1)
𝑟1, 𝑟1 = 𝑓 ′(𝑥1) = 𝑄𝑥1 − 𝑐

(1.3.24)

ìåòîä (1.3.20), (1.3.21) ñõîäèòñÿ ê ìèíèìóìó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Лемма 1.3.1. Значения градиентов 𝑟1, 𝑟2, . . . в методе (1.3.20),
(1.3.23), (1.3.24) попарно ортогональны.

Доказательство. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî 𝑘.
Ïóñòü (𝑟𝑖, 𝑟𝑗) = 0 ïðè 1 ⩽ 𝑖 < 𝑘, 𝑘 ⩾ 3, è 𝑟𝑖 ̸= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. Îðòî-

ãîíàëüíîñòü ãðàäèåíòîâ 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäå-
ëåíèÿ ìåòîäà. Òîãäà, óìíîæàÿ (1.3.20) ñëåâà íà 𝑄, ïîëó÷àåì

𝑟𝑖+1 = 𝑟𝑖 − 𝛼𝑘𝑄𝑟𝑖 + 𝛽𝑘(𝑟𝑖 − 𝑟𝑖−1),

Èç 𝑟𝑖 ̸= 0 äëÿ 𝑖 ⩽ 𝑘 ñëåäóåò, ÷òî 𝛼𝑘 ̸= 0. Ïîýòîìó 𝑄𝑟𝑖 åñòü ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ 𝑟𝑖+1, 𝑟𝑖, 𝑟𝑖−1, â òîì ÷èñëå 𝑄𝑟𝑘 åñòü ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ 𝑟𝑘+1, 𝑟𝑘, 𝑟𝑘−1, è â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè (𝑄𝑟𝑖, 𝑟𝑗) = 0,
|𝑖− 𝑗| > 1, 𝑖 < 𝑘, 𝑗 ⩽ 𝑘. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 𝑖 ⩽ 𝑘 − 2 âåðíî

(𝑟𝑘+1, 𝑟𝑖) =
(︀
𝑟𝑘 − 𝛼𝑘𝑄𝑟𝑘 + 𝛽𝑘(𝑟𝑘 − 𝑟𝑘−1), 𝑟𝑖

)︀
= 0.

Íåïîñðåäñòâåííî èç (1.3.20), (1.3.23) ñëåäóåò

(𝑟𝑘+1, 𝑟𝑘) = 0, (𝑟𝑘+1, 𝑝𝑘) = 0.
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Íàêîíåö, èç (1.3.24) 𝑝2 = − ‖𝑟1‖
(𝑄𝑟1,𝑟1)

𝑟1 è èç (1.3.20) ïðè 𝑘 − 1 èìååì
𝑝𝑘 = −𝛼𝑘−1𝑟𝑘−1 + 𝛽𝑘−1𝑝𝑘−1.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑝𝑘 åñòü
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 𝑟0, 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘−1, ïðè÷åì 𝑟𝑘−1 âõîäèò ñ êîýôôèöè-
åíòîì −𝛼𝑘−1 ̸= 0. Ïîýòîìó èç (𝑟𝑘+1, 𝑝𝑘) = 0 è (𝑟𝑘+1, 𝑟𝑖) = 0, 𝑖 ⩽ 𝑘 − 2,
ñëåäóåò (𝑟𝑘+1, 𝑟𝑘−1) = 0.

Èòàê, äëÿ âñåõ 𝑖 ⩽ 𝑘 èìååì (𝑟𝑘+1, 𝑟𝑖) = 0, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî. ■

Ïîñêîëüêó â R𝑛 íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå 𝑛 îðòîãîíàëüíûõ
íåíóëåâûõ âåêòîðîâ, òî äëÿ íåêîòîðîãî 𝑘 ⩽ 𝑛+ 1 áóäåò 𝑟𝑘 = 0. Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàíà

Теорема 1.3.6. Метод (1.3.20), (1.3.23), (1.3.24) дает точку ми-
нимума квадратичной функции (1.3.22) за число итераций, не пре-
восходящее 𝑛.

Èç òåîðåìû Êóíà �Òàêêåðà Ä.3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè 𝐿 � íåêîòîðîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â R𝑛 è 𝑓(𝑥) � âûïóêëàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ, òî óñëîâèå (︀

𝑓 ′(𝑥0), 𝑎
)︀

= 0 äëÿ âñåõ 𝑎 ∈ 𝐿

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 𝑥0 áûëî ìèíèìóìîì 𝑓(𝑥) íà 𝐿. Îòñþ-
äà è èç ëåììû 1.3.1 ñëåäóåò, ÷òî 𝑥𝑘 � òî÷êà ìèíèìóìà êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè 𝑓(𝑥) íà ïîäïðîñòðàíñòâå, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç 𝑥1 è ïîðîæäåí-
íîì 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘−1. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ìåòîäà
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ 𝑝𝑘 óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
íîøåíèþ

(𝑄𝑝𝑖, 𝑝𝑗) = 0, 𝑖 ̸= 𝑗. (1.3.25)

Ïîñêîëüêó 𝑝𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1, òî äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè èìååì

𝑄𝑝𝑖 = 𝑄𝑝𝑖 −𝑄𝑝𝑖−1 = 𝑟𝑖 − 𝑟𝑖−1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.3.1 ñëåäóåò, ÷òî 𝑝𝑘 ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘−1. Ïîýòîìó äëÿ 𝑖 > 𝑘 èìååì

(𝑄𝑝𝑖, 𝑝𝑘) =
(︁
𝑟𝑖 − 𝑟𝑖−1,

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜇𝑗𝑟𝑗

)︁
= 0,

à èç ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû ñïðàâåäëèâî (𝑄𝑝𝑖, 𝑝𝑘) = (𝑄𝑝𝑘, 𝑝𝑖), òî
åñòü ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáûõ 𝑖 ̸= 𝑘.



1.3. Методы первого порядка 63

Âåêòîðû 𝑝𝑖, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì (1.3.25), íàçûâàþòñÿ сопря-
женными, èëè 𝑄-îðòîãîíàëüíûìè.1 Ýòî è îáúÿñíÿåò íàçâàíèå ìåòî-
äà: â íåì ñòðîÿòñÿ ñîïðÿæåííûå íàïðàâëåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ, ñîãëàñíî
(1.3.20), ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ãðàäèåíòîâ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ.

Â îáùåì ñëó÷àå çíàíèå ïðîèçâîëüíûõ ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé
𝑠𝑖 ̸= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (𝑄𝑠𝑖, 𝑠𝑗) = 0, 𝑖 ̸= 𝑗, ïîçâîëÿåò ëåãêî ðåøèòü ñèñòåìó

𝑄𝑥 = 𝑐, 𝑄 ≻ 0. (1.3.26)

Åñëè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå 𝑥 =
∑︀𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖𝑠𝑖, òî, ïîäñòàâëÿÿ åãî â ñèñòå-

ìó (1.3.26), óìíîæàÿ ñêàëÿðíî íà 𝑠𝑖 è èñïîëüçóÿ 𝑄-îðòîãîíàëüíîñòü,
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ:

𝛼𝑖 =
(𝑐, 𝑠𝑖)

(𝑄𝑠𝑖, 𝑠𝑖)
.

Ïîëó÷åííîìó ðåøåíèþ ìîæíî ïðèäàòü ðåêóððåíòíóþ ôîðìó: çà-
äàòü 𝑥1 = 0 è ïîñòðîèòü 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘+𝛼𝑘𝑠𝑘 ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàííîãî
âûðàæåíèÿ äëÿ 𝛼𝑘. Êîýôôèöèåíòû 𝛼𝑘 ìîæíî îïðåäåëèòü èíà÷å êàê

𝛼𝑘 = arg min
𝛼
𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑠𝑘).

Ïðè ýòîì ìîæíî çàïóñêàòü èòåðàöèè ñ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå ñèñòåìû ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé ïîçâîëÿ-
åò íàéòè ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ 𝑛 îäíîìåðíûõ
ìèíèìèçàöèé.

Â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñîïðÿæåííûå íàïðàâëåíèÿ íå
âûáèðàþòñÿ çàðàíåå, à ñòðîÿòñÿ ðåêóððåíòíî. Ðàññìîòðèì èòåðàöèîí-
íûé ïðîöåññ, ïðåäëîæåííûé Ð. Ôëåò÷åðîì è Ñ. Ðèâçîì:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘, 𝛼𝑘 = arg min
𝛼
𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑝𝑘),

𝑝𝑘 = −𝑟𝑘 + 𝛽𝑘𝑝𝑘−1, 𝑟𝑘 = 𝑓 ′(𝑥𝑘),

𝛽𝑘 =
‖𝑟𝑘‖2

‖𝑟𝑘−1‖2
, 𝛽1 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . .

(1.3.27)

Лемма 1.3.2. Для квадратичной функции вида (1.3.22) методы
(1.3.20), (1.3.23), (1.3.24) и (1.3.27) при одинаковом 𝑥1 определяют од-
ну и ту же последовательность точек 𝑥𝑘.

1Они ортогональны в метрике (𝑥, 𝑦)𝑄
.
= (𝑄𝑥, 𝑦), задаваемой матрицей 𝑄.
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Ïîñêîëüêó 𝑝𝑘 â (1.3.27) è (1.3.23) îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñêàëÿðíûìè
(íåíóëåâûìè) ìíîæèòåëÿìè, à 𝑟𝑘 ñîâïàäàþò, òî ïðîöåññ (1.3.27) îáëà-
äàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è (1.3.20), (1.3.23): âåêòîðû 𝑝𝑖 ÿâëÿþòñÿ
ñîïðÿæåííûìè, à ãðàäèåíòû 𝑟𝑖 âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Èç ëåììû 1.3.2 è òåîðåìû 1.3.6 ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä (1.3.27) äàåò òî÷-
êó ìèíèìóìà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè â R𝑛 çà ÷èñëî èòåðàöèé, íå ïðå-
âîñõîäÿùåå 𝑛.

Äëÿ íåêâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ ìåòîä (1.3.27) ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì
ìåòîä (1.3.20), (1.3.21), òàê êàê òðåáóåò ðåøåíèÿ ëèøü îäíîìåðíîé
(à íå äâóìåðíîé) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè. Ðàçóìååòñÿ, â
íåêâàäðàòè÷íîì ñëó÷àå òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî êîíå÷íîñòè ìåòîäà è (1.3.27)
ïðåâðàùàåòñÿ â, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íûé èòåðàöèîííûé äâóõøà-
ãîâûé ìåòîä.

Îáû÷íî äëÿ íåêâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-
òîâ ïðèìåíÿåòñÿ â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå: â íåãî ââîäèòñÿ ïðîöåäóðà
îáíîâëåíèÿ, à èìåííî, âðåìÿ îò âðåìåíè øàã äåëàåòñÿ íå ïî ôîðìó-
ëå (1.3.27), à êàê â íà÷àëüíîé òî÷êå, òî åñòü ïî ãðàäèåíòó. Íàèáîëåå
åñòåñòâåííî ïðîèçâîäèòü îáíîâëåíèå ÷åðåç ÷èñëî èòåðàöèé, ðàâíîå ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Алгоритм 5 (Метод сопряженных градиентов, вариант
Флетчера –Ривза).

1. Âûáðàòü íà÷àëüíóþ òî÷êó 𝑥1, èíèöèèðîâàòü ñ÷åò÷èê èòåðà-
öèé 𝑘 = 1.

2. Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò ôóíêöèè

𝑟𝑘 = 𝑓 ′(𝑥𝑘)

è âûáðàòü íàïðàâëåíèå

𝑝𝑘 = −𝑟𝑘 + 𝛽𝑘𝑝𝑘−1,

𝛽𝑘 =

⎧⎨⎩0, mod (𝑘 − 1, 𝑛) = 0,
‖𝑟𝑘‖2

‖𝑟𝑘−1‖2
, mod (𝑘 − 1, 𝑛) ̸= 0.

(1.3.28)

3. Ðåøèòü çàäà÷ó îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè

𝑥𝑘+1 = arg min
𝛼⩾0

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑝𝑘).
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4. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè (íàïðèìåð, ìà-
ëîñòü 𝑟𝑘). Åñëè îí âûïîëíÿåòñÿ, òî çàâåðøèòü ðàáîòó è âåð-
íóòü 𝑥𝑘+1 â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðíóòü-
ñÿ íà øàã 2.

Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ îáíîâëåíèåì ñõîäèòñÿ ãëîáàëüíî,
ïðè ýòîì â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà � ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.

Теорема 1.3.7. Пусть 𝑥* — невырожденная точка минимума и
в ее окрестности 𝑓 ′′(𝑥) удовлетворяет условию Липшица. Тогда су-
ществуют 𝜀 > 0, 𝑐 > 0 такие, что для алгоритма 5 с начальной
точкой ‖𝑥1 − 𝑥*‖ ⩽ 𝜀 справедлива оценка:

‖𝑥(𝑚+1)𝑛 − 𝑥*‖ ⩽ 𝑐‖𝑥𝑚𝑛 − 𝑥*‖2, 𝑚 > 1.

Èíûìè ñëîâàìè, 𝑛 øàãîâ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïî ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè ýêâèâàëåíòíû îäíîìó øàãó ìåòîäà Íüþòîíà. Â îñ-
íîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæàò èäåÿ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè 𝑓(𝑥)
è ôàêò êîíå÷íîñòè ìåòîäà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé (ñì. òåîðå-
ìó 1.3.6). Äîêàçàòåëüñòâî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ íåêâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü
íàéäåíî â [83].

Ñóùåñòâóþò òàêæå ñõåìû ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, îòëè-
÷àþùèåñÿ îò ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè (1.3.21) è âàðè-
àíòà Ôëåò÷åðà �Ðèâçà (1.3.28). Â îñíîâíîì îíè îòëè÷àþòñÿ âûáîðîì
êîýôôèöèåíòà 𝛽𝑘, âêëþ÷àþùåãî îáíîâëåíèÿ (1.3.28):

𝛽𝑘 =
‖𝑟𝑘‖2

‖𝑟𝑘−1‖2
(Ôëåò÷åð �Ðèâç),

𝛽𝑘 = max

{︂
0,

(𝑟𝑘, 𝑟𝑘 − 𝑟𝑘−1)

‖𝑟𝑘‖2

}︂
(Ïîëàê �Ðèáüåð),

𝛽𝑘 =
(𝑟𝑘, 𝑟𝑘 − 𝑟𝑘−1)

(−𝑝𝑘, 𝑟𝑘 − 𝑟𝑘−1)
(Õåñòåíåñ �Øòèôåëü),

𝛽𝑘 =
‖𝑟𝑘‖2

(−𝑝𝑘, 𝑟𝑘 − 𝑟𝑘−1)
(Äàé �Þàí).

Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîëó÷àåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑥𝑘}
âî âñåõ ýòèõ âàðèàíòàõ ñîâïàäàþò. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âûáîð ïîäõî-
äÿùåãî âàðèàíòà äåëàåòñÿ íà ýìïèðè÷åñêîé îñíîâå.



66 ГЛАВА 1. БЕЗУСЛОВНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

1.3.6. Субградиентный спуск

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé íåãëàäêîé ôóíêöèè 𝑓
íà R𝑛. Ïîä íåãëàäêîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü àïðèîðíóþ íåäèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü 𝑓 â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå 𝑥. Òåì íå ìåíåå âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ
𝑓 : R𝑛 → R ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå 𝑥 ∈ R𝑛, ñì. òåîðå-
ìó Ã.13.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü îòëè÷èå ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòè îò äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå â êîíòåêñòå çàäà÷ ìèíèìèçàöèè,
ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïóñòü 𝑥 = (x1, x2)T ∈ R2 è 𝑓(𝑥) = |x1−x2|+ 1
5 |x1+x2|, ñì. ðèñ. 1.3.5.

Òîãäà â òî÷êå 𝑥0 = (1; 1) çíà÷åíèå 𝑓 ïî ëþáîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé
âîçðàñòàåò. Îäíàêî òî÷êà (1; 1) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíê-
öèè 𝑓 (ëåãêî âèäåòü, ÷òî åäèíñòâåííûé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì 𝑓 � ýòî
òî÷êà (0; 0)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà íåïðè-
ìåíèì äëÿ ìèíèìèçàöèè òàêèõ íåãëàäêèõ ôóíêöèé.

Рис. 1.3.5. Проблемы с субградиентным спуском.

Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò â ðÿäå äðóãèõ àëãîðèòìîâ, íà-
ïðèìåð â ìåòîäå ñêîðåéøåãî ñïóñêà, êîãäà íà êàæäîì øàãå âûáèðàåòñÿ
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íàïðàâëåíèå íàèáûñòðåéøåãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè 𝑓 è â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè äåëàåòñÿ íåêîòîðûé øàã.

Îäíà èç èäåé ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé ïðèíàä-
ëåæèò Í.Ç. Øîðó. Çàïèøåì àíàëîã ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà:

𝑥1 ∈ R𝑛, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘), (1.3.29)

ãäå 𝑓 ′(𝑥𝑘) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘) � ïðîèçâîëüíûé ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè 𝑓 â òî÷-
êå 𝑥𝑘, ñì. îïðåäåëåíèå Ã.9.

Ñíîâà ðàññìîòðèì ïðèìåð 𝑓(𝑥) = |x1 − x2| + 1
5 |x1 + x2|. Âåêòîð

(1,2;−0,8)
T ÿâëÿåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì ôóíêöèè 𝑓 â òî÷êå (1; 1), íî äâè-

æåíèå ïî íåìó ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ôóíêöèè 𝑓 ïðè ëþáîì âûáîðå
äëèíû øàãà 𝛼𝑘 ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ôóíêöèè íå îáÿçàíî
óáûâàòü â ìåòîäå (1.3.29)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ìåòîäå (1.3.29) ìîíîòîííîé ÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ âå-
ëè÷èíà � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå îò òåêóùåé òî÷êè äî òî÷êè ìèíèìóìà.
Â èñïîëüçîâàíèè ýòîé ìîíîòîííîñòè è çàêëþ÷àåòñÿ îäíà èç îñíîâíûõ
èäåé ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà.

Âòîðîé âàæíûé íþàíñ ñîñòîèò â ïðàâèëå âûáîðà øàãà 𝛼𝑘. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ôèêñèðîâàííûé øàã 𝛼𝑘 = 𝛼 > 0, êàê â ãðàäèåíòíîì ñïóñêå,
çäåñü íå ãîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) = ‖𝑥‖
(åâêëèäîâó íîðìó). Òîãäà äëÿ âñåõ 𝑥 ̸= 0 èìååì 𝜕𝑓(𝑥) = {𝑥/‖𝑥‖}, òî
åñòü ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà è åå ãðàäèåíò 𝑓 ′(𝑥) = 𝑥

‖𝑥‖ èìååò äëè-
íó 1. Òåì ñàìûì â ìåòîäå (1.3.29) ïðè 𝛼𝑘 = 𝛼 > 0 ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî
‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 𝛼 > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘} íå áóäåò ñõîäèòüñÿ.
Â ñóáãðàäèåíòíîì ìåòîäå ìîæíî óìåíüøàòü äëèíó øàãà ïðè ïðèáëè-
æåíèè ê òî÷êå ìèíèìóìà ëèáî èñïîëüçóÿ áëèçîñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
â òåêóùåé òî÷êå ê ìèíèìàëüíîìó, ëèáî âûáèðàÿ íåêîòîðóþ àïðèîðíî
ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝛼𝑘}. Íèæå áóäóò ðàññìîò-
ðåíû îáà ñëó÷àÿ.

Ðàññìîòðèì ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä â ñëåäóþùåé ôîðìå:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘
𝑓 ′(𝑥𝑘)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
, 𝛼𝑘 → +0,

∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘 = +∞, (1.3.30)

ãäå 𝑓 ′(𝑥𝑘) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘) � íåêîòîðûé (ïðîèçâîëüíûé) ñóáãðàäèåíò. Òàêèì
îáðàçîì, äëèíà øàãà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ñóììàðíàÿ äëèíà øàãîâ ðàâ-
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïðèìåðàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {𝛼𝑘} â (1.3.30) äëÿ
𝛼0 > 0 ÿâëÿþòñÿ

𝛼𝑘 =
𝛼0

𝑘 + 𝑐
, 𝑐 > 0;
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𝛼𝑘 =
𝛼0

𝑘𝜌
, 0 < 𝜌 ⩽ 1;

𝛼𝑘 =
𝛼0

𝑘 ln 𝑘
, 𝑘 > 1.

Óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè äëÿ (1.3.30) áóäåò îòíîñèòüñÿ ê âåëè-
÷èíå

𝜙𝑘 = min
1⩽𝑖⩽𝑘

𝑓(𝑥𝑖), (1.3.31)

ãäå {𝑥𝑖} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç (1.3.30). Òàêèì îáðàçîì, 𝜙𝑘 � ìèíè-
ìàëüíîå, ¾ðåêîðäíîå¿ çíà÷åíèå 𝑓(𝑥𝑖) çà 𝑘 èòåðàöèé.

Теорема 1.3.8. В методе (1.3.30) с выпуклой функцией 𝑓 имеем

𝜙𝑘 → 𝑓* = inf
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥).

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà 𝑓* ìîæåò áûòü ðàâ-
íà −∞. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ìèíèìóìà òàêæå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Доказательство. Îò ïðîòèâíîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓(𝑥𝑘) > 𝑓1
äëÿ íåêîòîðîãî 𝑓1 > 𝑓* è âñåõ 𝑘.

Âûáåðåì òî÷êó ̃︀𝑥 ∈ R𝑛 òàêóþ, ÷òî 𝑓(̃︀𝑥) < 𝑓1. Ïîñêîëüêó âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà (ñì. òåîðåìó Ã.2), íàéäåòñÿ ÷èñëî 𝜌 > 0 òàêîå,
÷òî 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓1 ïðè ‖𝑥 − ̃︀𝑥‖ ⩽ 𝜌. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 𝑥𝜌 = ̃︀𝑥 + 𝜌 𝑓 ′(𝑥𝑘)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 𝑓(𝑥𝜌) ⩽ 𝑓1 äëÿ âñÿêîãî ñóáãðàäèåíòà
𝑓 ′(𝑥𝑘) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñóáãðàäèåíòíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ âñÿêîãî
ñóáãðàäèåíòà 𝑓 ′(𝑥𝑘) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘) èìååì

𝑓(𝑥𝜌) ⩾ 𝑓(𝑥𝑘)+
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝜌−𝑥𝑘

)︀
⩾ 𝑓1+

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), ̃︀𝑥−𝑥𝑘)︀+(︀𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝜌−̃︀𝑥)︀ =

= 𝑓1 +
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), ̃︀𝑥− 𝑥𝑘)︀+ 𝜌‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖,

òî åñòü
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − ̃︀𝑥)︀/‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ ⩾ 𝜌.

Îöåíèì ðàññòîÿíèå äî ̃︀𝑥 â ïðîöåññå èòåðàöèé:
‖𝑥𝑘+1 − ̃︀𝑥‖2 = ‖𝑥𝑘 − ̃︀𝑥‖2 − 2𝛼𝑘

(︂
𝑓 ′(𝑥𝑘)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
, 𝑥𝑘 − ̃︀𝑥)︂+ 𝛼2

𝑘 ⩽

⩽ ‖𝑥𝑘 − ̃︀𝑥‖2 − 2𝜌𝛼𝑘 + 𝛼2
𝑘.

Ïîñêîëüêó 𝛼𝑘 → 0, òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð 𝑘0, ÷òî 𝛼𝑘 ⩽ 𝜌 ïðè âñåõ
𝑘 ⩾ 𝑘0. Ïîýòîìó ïðè 𝑘 ⩾ 𝑘0

‖𝑥𝑘+1 − ̃︀𝑥‖2 ⩽ ‖𝑥𝑘 − ̃︀𝑥‖2 − 𝛼𝑘𝜌.
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Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî 𝑘 îò 𝑘 = 𝑘0 äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì

𝜌

∞∑︁
𝑘=𝑘0

𝛼𝑘 ⩽ ‖𝑥𝑘0 − ̃︀𝑥‖2,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó

∞∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘 = +∞. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåí-

ñòâî 𝑓(𝑥𝑘) ⩾ 𝑓1 > 𝑓* íåâîçìîæíî. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî 𝜙𝑘 → 𝑓*.
Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

Упражнение 1.3.12. Пусть в методе (1.3.30) множество ми-

нимумов Ω выпуклой функции 𝑓 непусто и ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝛼2
𝑘 сходится. До-

кажите, что тогда 𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ Ω.

Âåëè÷èíà 𝜙𝑘, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (1.3.31), íå ìîæåò ñõî-
äèòüñÿ áûñòðî ê 𝑓*. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññòîÿíèå äî òî÷êè ìèíèìóìà
íå ìåíüøå ÷åì äëèíà øàãà 𝛼𝑘, à ýòà âåëè÷èíà íå ìîæåò áûòü ñëèø-

êîì ìàëîé â ñèëó ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò

ìíîãî êàíäèäàòîâ íà ðîëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝛼𝑘} â ìåòîäå (1.3.30).
Âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êîíêðåòíîé çàäà÷å íåî÷åâèäåí. Ïîýòîìó
îïèøåì äðóãîé ñïîñîá ðåãóëèðîâêè äëèíû øàãà.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ áûâàåò èçâåñòíî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 𝑓*
ôóíêöèè 𝑓 . Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû ñîâìåñòíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(𝑎𝑖, 𝑥) = b𝑖, 𝑎𝑖, 𝑥 ∈ R𝑛, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛,

ïîèñê ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé

𝑓(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

|(𝑎𝑖, 𝑥)− b𝑖|

èëè
𝑓(𝑥) = max

1⩽𝑖⩽𝑛
|(𝑎𝑖, 𝑥)− b𝑖|.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ 𝑓* = 0. Çíà÷åíèå 𝑓* ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñëåäóþ-
ùèé âàðèàíò ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, íå ñîäåðæàùåãî ïðîèçâîëüíûõ
ïàðàìåòðîâ:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

𝑓 ′(𝑥𝑘), (1.3.32)

ãäå ñóáãðàäèåíò 𝑓 ′(𝑥𝑘) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘) âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî. Ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ñìûñë âûáîðà òàêîãî øàãà ïîêàçàí íà ðèñ. 1.3.6.
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Рис. 1.3.6. Геометрический смысл шага в методе (1.3.32).

Определение 1.3.2. Ïóñòü 𝑓 : R𝑛 → R � âûïóêëàÿ íåäèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, 𝒬 ⊂ R𝑛 � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,
à 𝑓* = min𝒬 𝑓 . Ïóñòü òàêæå Ω = {𝑥 ∈ 𝒬 : 𝑓(𝑥) = 𝑓*} ≠ ∅. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî âûïîëíåíî условие острого минимума, åñëè ñóùåñòâóþò
òàêîå ÷èñëî 𝛼 > 0 è ̃︀𝑥 ∈ R𝑛, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥− 𝑃Ω̃︀𝑥‖ ⩽ 𝜚(̃︀𝑥,Ω)
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

𝑓(𝑥)− 𝑓* ⩾ 𝛼𝜚(𝑥,Ω). (1.3.33)

Îïðåäåëåíèå 1.3.2 áûëî âïåðâûå äàíî â [63, óòâåðæäåíèå 4]. Â äàí-
íîì ðàçäåëå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 𝒬 = R𝑛.

Теорема 1.3.9. Пусть 𝑓 : R𝑛 → R — выпуклая функция и множе-
ство точек Ω минимумов 𝑓 на R𝑛 непусто. Тогда в методе (1.3.32)
𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ Ω. Скорость сходимости задается оценкой

lim inf
𝑘→∞

√
𝑘
(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
= 0. (1.3.34)

Если выполнено условие острого минимума (1.3.33), то

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽
√︂

1− 𝛼2

𝑐2
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖, (1.3.35)

где 𝑐 = sup
𝑘,𝑓 ′(𝑥𝑘)∈𝜕𝑓(𝑥𝑘)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖.

Доказательство. Ïóñòü ̃︀𝑥 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Ω.



1.3. Методы первого порядка 71

Òîãäà äëÿ ëþáîãî 𝑓 ′(𝑥𝑘) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘) èìååì:

‖𝑥𝑘+1 − ̃︀𝑥‖2 = ‖𝑥𝑘 − ̃︀𝑥‖2 − 2

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − ̃︀𝑥)︀(𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2
+

+
(𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*)2

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2
⩽ ‖𝑥𝑘 − ̃︀𝑥‖2 − (𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*)2

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑓(𝑥𝑘)−𝑓*
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ → 0. Èç íåðàâåíñòâà ‖𝑥𝑘 − ̃︀𝑥‖ ⩽ ‖𝑥1 − ̃︀𝑥‖

ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘} îãðàíè÷åíà è ïîýòîìó

𝑐 = sup
𝑘,𝑓 ′(𝑥𝑘)∈𝜕𝑓(𝑥𝑘)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ < +∞. (1.3.36)

Упражнение 1.3.13. Докажите неравенство (1.3.36).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑓(𝑥𝑘) → 𝑓*. Èç îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {𝑥𝑘} ïî òåîðåìå Áîëüöàíî �Âåéåðøòðàññà íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {𝑥𝑘𝑖} òàêàÿ, ÷òî 𝑥𝑘𝑖 → 𝑥* ∈ Ω ïðè 𝑖 → ∞. Çàìåíÿÿ â ïî-
ëó÷åííîé âûøå îöåíêå ̃︀𝑥 íà 𝑥*, ïîëó÷àåì, ÷òî {‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖} ìîíîòîííî
óáûâàåò, à {‖𝑥𝑘𝑖 − 𝑥*‖} ñõîäèòñÿ ïî 𝑖 ê íóëþ. Îòñþäà 𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ Ω.

Èç îöåíêè (︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

⩽ ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2 − ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2

âûòåêàåò
∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

< +∞.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ ⩽ 𝑐 ñëåäóåò
∞∑︀
𝑘=1

(︀
𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓*

)︀2
< +∞. Åñëè

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî lim inf
𝑘→∞

√
𝑘
(︀
𝑓(𝑥𝑘) − 𝑓*

)︀
= 𝛽 > 0, òî äëÿ âñåõ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ íîìåðîâ 𝑘 âûïîëíåíà îöåíêà 𝑓(𝑥𝑘)−𝑓* ⩾ 𝛽/(2
√
𝑘). Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ñõîäèìîñòè ðÿäà ñ îáùèì ÷ëåíîì
(︀
𝑓(𝑥𝑘)−𝑓*

)︀2
, ïîýòîìó

âûïîëíåíî óñëîâèå (1.3.34).
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå îñòðîãî ìèíèìóìà. Òîãäà èç ïåðâîé îöåí-

êè ñ ̃︀𝑥 = 𝑥* ñëåäóåò

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 ⩽ ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2 −
𝛼2

𝑐2
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2,

òî åñòü âûïîëíåíî (1.3.35). ■
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Çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè
√︁

1− 𝛼2

𝑐2 ìîæåò áûòü áëèçîê ê 1, åñëè ëè-
íèè óðîâíÿ 𝑓 ñèëüíî âûòÿíóòû. Åñëè 𝑓* òî÷íî íå èçâåñòíî, òî ìîæíî
ìîäèôèöèðîâàòü ìåòîä (1.3.32) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓𝑘
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

𝑓 ′(𝑥𝑘),

ãäå 𝑓𝑘 åñòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå 𝑓* íà 𝑘-ì øàãå. Íà îñíîâå ïîâåäå-
íèÿ 𝑥𝑘 ìîæíî ïåðåñ÷èòûâàòü 𝑓𝑘.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.3.32) ìîæíî
ïðèìåíÿòü è äëÿ ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé, ïðè÷åì ñêîðîñòü åãî
ñõîäèìîñòè èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ãðàäè-
åíòíîãî ìåòîäà èç ðàçäåëà 1.3.1.

1.4. Метод Ньютона в задачах

безусловной минимизации

1.4.1. Метод Ньютона в задачах минимизации

Ðàññìîòðèì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è áåçóñëîâíîé âûïóêëîé ìè-
íèìèçàöèè

min
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥),

ãäå 𝑓 : R𝑛 → R � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîãî ýêñòðå-
ìóìà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå 𝑓 ′(𝑥) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 𝐹 (𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)
ïîëó÷àåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ãëàäêîì ñëó÷àå íàõîæäåíèå ýêñòðå-
ìóìà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé 𝐹 (𝑥) = 0. Ïîñëåäíÿÿ
ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç 𝑛 óðàâíåíèé ñ 𝑛 íåèçâåñòíû-
ìè.

×åðåç

𝐹 ′(𝑥) =

(︂
𝜕𝐹𝑖(𝑥)

𝜕x𝑗

)︂
𝑖,𝑗=1,...,𝑛

=

(︂
𝜕2𝑓(𝑥)

𝜕x𝑖𝜕x𝑗

)︂
𝑖,𝑗=1,...,𝑛

îáîçíà÷èì ìàòðèöó ßêîáè ôóíêöèè 𝐹 â òî÷êå 𝑥; èíûìè ñëîâàìè �
ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ 𝑓 ′′(𝑥) (ãåññèàí 𝑓) â òî÷êå 𝑥.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû 𝐹 (𝑥) = 0 ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä Íüþ-
òîíà. Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ âûøå âàðèàíòîâ ãðàäèåíòíîãî ñïóñ-
êà îí ñõîäèòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.
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Ïóñòü 𝑥1 ∈ R𝑛. Èòåðàöèè ìåòîäà Íüþòîíà èìåþò âèä

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘
(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)

)︀−1
𝑓 ′(𝑥𝑘). (1.4.1)

Çäåñü 𝛼𝑘 > 0 � øàã ìåòîäà, êîòîðûé ìîæåò çàâèñåòü îò íîìåðà èòåðà-
öèè 𝑘. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà 𝑓 ′′(𝑥𝑘) íåâûðîæäåíà
äëÿ âñåõ 𝑘. C ó÷åòîì 𝐹 (𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) ìîæíî íàïèñàòü ñõåìó ìåòîäà:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘
(︀
𝐹 ′(𝑥𝑘)

)︀−1
𝐹 (𝑥𝑘). (1.4.2)

Íåñòðîãî ïîÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (1.4.2).
Äîïóñòèì, ÷òî 𝐹 : R𝑛 → R𝑛 � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîá-
ðàæåíèå, è ìû õîòèì íàéòè ðåøåíèå 𝑦 ∈ R𝑛 óðàâíåíèÿ 𝐹 (𝑦) = 0,
ñ÷èòàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåïóñòî. Åñëè âûáðàòü òî÷êó 𝑥 ∈ R𝑛
òàê, ÷òîáû îíà áûëà äîñòàòî÷íà áëèçêà ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ 𝑦, òî,
ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ïî ôîðìóëå Òåéëîðà âåêòîðíîé ôóíêöèè 𝐹
(ñì. ïðèëîæåíèå À.3), èìååì

0 = 𝐹 (𝑦) = 𝐹 (𝑥) + 𝐹 ′(𝑥)(𝑦 − 𝑥) + 𝑜(‖𝑦 − 𝑥‖), 𝑥→ 𝑦.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè 𝐹 ′(𝑥) îáðàòèìà è 𝑜(‖𝑦−𝑥‖) ìàëî ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îñòàëüíûìè ÷ëåíàìè ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑦 ≈ 𝑥−
(︀
𝐹 ′(𝑥)

)︀−1
𝐹 (𝑥).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü èòåðàöèè (1.4.2).
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ëèøü èëëþ-

ñòðàöèåé (ïðè÷åì ãðóáîé) è íè â êîåì ñëó÷àå íå ïðåòåíäóåò íà îáîñ-
íîâàíèå ìåòîäà. Âî-ïåðâûõ, ìû îòêèíóëè 𝑜(·) áåç âñÿêîãî àíàëèçà. Âî-
âòîðûõ, äàæå íàëè÷èå ðåøåíèÿ è áëèçîñòü ê íåìó íà÷àëüíîé òî÷êè
èòåðàöèé 𝑥1 íå âëå÷åò ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà (1.4.2), ñì. ïðèìåð 1.5.6.

Äàëåå çàéìåìñÿ âûÿñíåíèåì äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ìå-
òîäà Íüþòîíà ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è.

Теорема 1.4.1. Пусть выпуклая функция 𝑓 : R𝑛 → R дважды не-
прерывно дифференцируема с матрицей вторых производных 𝑓 ′′(𝑥)
(матрица Гессе), которая удовлетворяет условию Липшица в опе-
раторной норме с константой Липшица 𝐿2 > 0. Пусть 𝑥* ∈ R𝑛 —
точка глобального минимума 𝑓 на R𝑛 и 𝑓 ′′(𝑥*) ≽ ℓ𝐼𝑛 для некоторого
ℓ > 0. Тогда при ‖𝑥1 − 𝑥*‖ < 𝑟 = 2ℓ

3𝐿2
итерации метода Ньютона

(1.4.1) с 𝛼𝑘 = 1 для всех 𝑘 сходятся с квадратичной скоростью

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽
𝐿2

2(ℓ− 𝐿2‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖)
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2. (1.4.3)

При этом ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ < 𝑟 для всех 𝑘.
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Доказательство. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Íüþòîíà �Ëåéá-
íèöà, ñ ó÷åòîì 𝑓 ′(𝑥*) = 0 ïîëó÷àåì

𝑥𝑘+1 − 𝑥* = 𝑥𝑘 − 𝑥* −
(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)

)︀−1
𝑓 ′(𝑥𝑘) = 𝑥𝑘 − 𝑥*−

−
(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)

)︀−1

1∫︁
0

(︁
𝑓 ′′
(︀
𝑥*+𝑡(𝑥𝑘−𝑥*)

)︀
, 𝑥𝑘−𝑥*

)︁
𝑑𝑡 =

(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)

)︀−1
𝐴𝑘(𝑥𝑘−𝑥*),

ãäå 𝐴𝑘 =
1∫︀
0

(︁
𝑓 ′′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′′

(︀
𝑥* + 𝑡(𝑥𝑘 − 𝑥*)

)︀)︁
𝑑𝑡.

Ïîëîæèì 𝑟𝑘 = ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖. Òîãäà

‖𝐴𝑘‖ =

⃦⃦⃦⃦ 1∫︁
0

(︁
𝑓 ′′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′′

(︀
𝑥* + 𝑡(𝑥𝑘 − 𝑥*)

)︀)︁
𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
⩽

⩽

1∫︁
0

⃦⃦
𝑓 ′′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′′

(︀
𝑥* + 𝑡(𝑥𝑘 − 𝑥*)

)︀⃦⃦
𝑑𝑡 ⩽

1∫︁
0

𝐿2(1− 𝑡)𝑟𝑘 𝑑𝑡 =
𝑟𝑘
2
𝐿2.

Èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ 𝑓 ′′ èìååì

𝑓 ′′(𝑥𝑘) ≽ 𝑓 ′′(𝑥*)− 𝐿2𝑟𝑘𝐼𝑛 ≽ (ℓ− 𝐿2𝑟𝑘)𝐼𝑛.

Îòñþäà ïðè óñëîâèè 𝑟𝑘 < ℓ/𝐿2 ìàòðèöà 𝑓 ′′(𝑥𝑘) ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåíà è

‖
(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)

)︀−1‖ ⩽ (ℓ− 𝐿2𝑟𝑘)−1.

Ïîýòîìó ïðè 𝑟𝑘 < 2ℓ
3𝐿2

èìååì

𝑟𝑘+1 ⩽
𝐿2𝑟

2
𝑘

2(ℓ− 𝐿2𝑟𝑘)
,

òî åñòü (1.4.3). Ïðè ýòîì

𝑟𝑘+1 ⩽
𝐿2𝑟

2
𝑘

2(ℓ− 𝐿2
2ℓ
3𝐿2

)
=

3𝐿2

2ℓ
𝑟2𝑘 < 𝑟𝑘 < 𝑟,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Упражнение 1.4.1. Докажите, что в условиях теоремы 1.4.1
минимум 𝑥* единственен.
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Â ñëó÷àå íåâûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓 ìåòîä Íüþòîíà ìîæíî ïðèìå-
íÿòü äëÿ ïîèñêà ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, òî åñòü òàêîé òî÷êè 𝑥, â êîòîðîé
𝐹 (𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) = 0. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû 𝐹 (𝑥) = 0 ïðè óñëîâèè íåïðå-
ðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè 𝐹 (÷òî ñëåäóåò èç äâàæäû íåïðåðûâ-
íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè 𝑓) ìîæíî ïðèìåíèòü èòåðàöèîííóþ ñõåìó
(1.4.2), ñì. ðèñ. 1.4.1.

Ïðèâåäåì òåîðåìó, äîêàçàííóþ Ë.Â. Êàíòîðîâè÷åì, è äàäèì áîëåå
êîðîòêîå åå äîêàçàòåëüñòâî, ñëåäóÿ [130].

Теорема 1.4.2 (Канторович [54, теорема 1]). Пусть 𝒱0 ⊂ R𝑛
— открытое подмножество, 𝑥1 ∈ 𝒱0, 𝐹 ∈ 𝐶1(𝒱0) и определена ма-

трица
(︀
𝐹 ′(𝑥1)

)︀−1
. Предположим, что выполнены условия:

а)
⃦⃦(︀
𝐹 ′(𝑥1)

)︀−1⃦⃦
⩽𝑀 для некоторого 𝑀 > 0;

б)
⃦⃦(︀
𝐹 ′(𝑥1)

)︀−1
𝐹 (𝑥1)

⃦⃦
⩽ 𝐾 для некоторого 𝐾 > 0;

в) существует 𝐿1 > 0 такое, что ‖𝐹 ′(𝑥) − 𝐹 ′(𝑦)‖ ⩽ 𝐿1‖𝑥 − 𝑦‖
для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒱0.

Пусть также ℎ = 𝑀𝐾𝐿1 ⩽ 1
2 .

Определим

Ω0 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥− 𝑥1‖ ⩽ 𝑡0}, ãäå 𝑡0 =
1−
√

1− 2ℎ

ℎ
𝐾.

Тогда если Ω0 ⊂ 𝒱0, то итерации (1.4.2) с 𝛼𝑘 = 1 корректно опреде-
лены (то есть матрицы 𝐹 ′(𝑥𝑘) обратимы для всех 𝑘), содержатся
в Ω0 и сходятся к точке 𝑥* ∈ Ω0 такой, что 𝐹 (𝑥*) = 0, со скоростью

‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ ⩽
𝐾

2𝑘−1ℎ

(︀
1−
√

1− 2ℎ
)︀2𝑘−1

. (1.4.4)

Доказательство. Îïðåäåëèì 𝑡1 = 0 è

𝑝(𝑡) =
ℎ

2𝐾
𝑡2 − 𝑡+𝐾, 𝑠(𝑡) = 𝑡− 𝑝(𝑡)

𝑝′(𝑡)
, 𝑡𝑘+1 = 𝑠(𝑡𝑘).

Èç îïðåäåëåíèÿ {𝑡𝑘} äëÿ âñåõ 𝑘 ⩾ 1 âûòåêàåò ðàâåíñòâî

𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 =
ℎ

2(𝐾 − ℎ𝑡𝑘)
(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1)

2
. (1.4.5)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðåîáðàçîâàòü ïðåäûäóùåå âûðàæå-
íèå è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

𝑡𝑘−1 = 𝑡𝑘 −
√︂

2𝐾

ℎ
𝑝(𝑡𝑘). (1.4.6)
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Упражнение 1.4.2. Докажите формулу (1.4.6).

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî 𝑠′(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑝′′(𝑡)
𝑝′2(𝑡) > 0 ïðè 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡0, ïîýòîìó

𝑡𝑘 < 𝑡𝑘+1 → 𝑡0, ýòî â ÷àñòíîñòè âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ïðèìåðà 1.5.6.
Èç êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè ëèïøèöåâî äèôôåðåíöèðóåìîé

âåêòîð-ôóíêöèè (À.6) èìååì

‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑦)− 𝐹 ′(𝑦)(𝑥− 𝑦)‖ ⩽ 𝐿1

2
‖𝑥− 𝑦‖2 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒱0.

Åñëè 𝑥 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà Ω0, òî

‖𝑥− 𝑥1‖ < 𝑡0 ⩽
1

𝑀𝐿1
, ñëåäîâàòåëüíî ‖𝐹 ′(𝑥)− 𝐹 ′(𝑥1)‖ < 1

𝑀
.

Ïîýòîìó â ñèëó ôîðìóëû (À.8)⃦⃦⃦(︀
𝐹 ′(𝑥)

)︀−1
⃦⃦⃦
⩽

𝑀

1−𝑀𝐿1‖𝑥− 𝑥1‖
.

Åñëè òî÷êà 𝑁(𝑥) = 𝑥 −
(︀
𝐹 ′(𝑥)

)︀−1
𝐹 (𝑥) òàêæå ñîäåðæèòñÿ âî âíóò-

ðåííîñòè Ω0, òî â ñèëó ðàâåíñòâà 𝐹 (𝑥)+𝐹 ′(𝑥)
(︀
𝑁(𝑥)−𝑥

)︀
= 0 ïîëó÷àåì

‖𝑁
(︀
𝑁(𝑥)

)︀
−𝑁(𝑥)‖ ⩽

⃦⃦⃦⃦(︁
𝐹 ′(︀𝑁(𝑥)

)︀)︁−1

𝐹
(︀
𝑁(𝑥)

)︀⃦⃦⃦⃦
⩽

⩽
𝑀
⃦⃦
𝐹
(︀
𝑁(𝑥)

)︀
− 𝐹 (𝑥)− 𝐹 ′(𝑥)

(︀
𝑁(𝑥)− 𝑥

)︀⃦⃦
1−𝑀𝐿1‖𝑥1 −𝑁(𝑥)‖

⩽

⩽
ℎ‖𝑥−𝑁(𝑥)‖2

2
(︀
𝐾 − ℎ‖𝑥1 −𝑁(𝑥)‖

)︀ . (1.4.7)

Ïóñòü ýëåìåíò 𝑥𝑚 ñóùåñòâóåò è ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑚−1‖ ⩽ 𝑡𝑚 − 𝑡𝑚−1 äëÿ
âñåõ 𝑚 ⩽ 𝑘. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ýòî âåðíî äëÿ 𝑘 = 2. Òîãäà èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî ‖𝑥𝑘 − 𝑥1‖ ⩽ 𝑡𝑘 − 𝑡1 < 𝑡0 è ïîýòîìó 𝑥𝑘 ñîäåðæèòñÿ
âî âíóòðåííîñòè Ω0.

Ïðèìåíÿÿ (1.4.7) äëÿ 𝑥 = 𝑥𝑘−1, ñ ó÷åòîì (1.4.5) èìååì äëÿ âñÿêîãî 𝑘
îöåíêó ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽ 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêèõ íàòó-
ðàëüíûõ 𝑚, 𝑘 âûïîëíåíà îöåíêà ‖𝑥𝑘+𝑚−𝑥𝑘‖ ⩽ 𝑡0− 𝑡𝑘. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘} ôóíäàìåíòàëüíàÿ è 𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ Ω0. Ïðè ýòîì
‖𝑥* − 𝑥𝑘‖ ⩽ 𝑡0 − 𝑡𝑘. Ðàâåíñòâî 𝐹 (𝑥*) = 0 âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè
𝐹 è 𝐹 ′ â òî÷êå 𝑥*.

Èç ðàâåíñòâà 𝑡2 = 𝑠(𝑡1) ïðè 𝑡1 = 0 è ôîðìóëû (1.4.5) ñëåäóåò, ÷òî
âûðàæåíèÿ ℎ𝑡2 = 𝐾ℎ è ℎ𝑡3 − ℎ𝑡2 = 𝐾ℎ4

2(1−ℎ2) âîçðàñòàþò ïî ℎ. Óìíîæàÿ
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(1.4.5) íà ℎ, ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè âûðàæåíèÿ ℎ𝑡𝑘 − ℎ𝑡𝑘−1

è ℎ𝑡𝑘 âîçðàñòàþò ïî ℎ, òî ℎ𝑡𝑘+1 − ℎ𝑡𝑘 è ℎ𝑡𝑘+1 òàêæå âîçðàñòàþò ïî ℎ.
Äëÿ ℎ = 1

2 ñëåäóåò 𝑠(𝑡) = 𝑡
2 +𝐾, 𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘

2 +𝐾, 𝑡𝑘 = (2𝑘−1− 1)𝐾/2𝑘−2.
Îòñþäà ïðè ℎ ∈ (0, 12 ] èç ìîíîòîííîñòè ïî ℎ âûðàæåíèÿ ℎ𝑡𝑘 èìååì

𝐾 − ℎ𝑡𝑘 ⩾ 𝐾
2𝑘−1 è 1

𝐾−ℎ𝑡𝑘 ⩽ 2𝑘−1

𝐾 .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíó 𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 − 𝑝(𝑡𝑘)
𝑝′(𝑡𝑘)

è çàìåòèì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝑡0 − 𝑡𝑘+1 = 𝑡0 − 𝑡𝑘 +
𝑝(𝑡𝑘)

𝑝′(𝑡𝑘)
= 𝑡0 − 𝑡𝑘 −

ℎ
2𝐾 𝑡

2
𝑘 − 𝑡𝑘 +𝐾

1− ℎ
𝐾 𝑡𝑘

=

=
ℎ
2𝐾 𝑡

2
𝑘 − ℎ

𝐾 𝑡𝑘𝑡0 + (𝑡0 −𝐾)

1− ℎ
𝐾 𝑡𝑘

.

Èç ðàâåíñòâà 𝑝(𝑡0) = 0 ïîëó÷àåì 𝑡0 −𝐾 = ℎ
2𝐾 𝑡

2
0, îòêóäà

𝑡0 − 𝑡𝑘+1 =
ℎ
2𝐾 𝑡

2
𝑘 − ℎ

𝐾 𝑡𝑘𝑡0 + ℎ
2𝐾 𝑡

2
0

1− ℎ
𝐾 𝑡𝑘

=

=
ℎ

2(𝐾 − ℎ𝑡𝑘)
(𝑡0 − 𝑡𝑘)2 ⩽

ℎ

𝐾
· 2𝑘−2(𝑡0 − 𝑡𝑘)2.

Â ñèëó 𝑡0 − 𝑡1 = 𝑡0 = 𝐾
ℎ (1 −

√
1− 2ℎ) è îöåíêè ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ ⩽ 𝑡0 − 𝑡𝑘

ïîëó÷àåì (1.4.4). ■

Ñóùåñòâóåò òàêæå ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà:

𝑥1 ∈ R𝑛, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘
(︀
𝐹 ′(𝑥1)

)︀−1
𝐹 (𝑥𝑘). (1.4.8)

Åãî îòëè÷èå îò ñõåìû (1.4.2) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè 𝐹 ′(𝑥)
îáðàùàåòñÿ òîëüêî â íà÷àëüíîé òî÷êå 𝑥1 èòåðàöèé. Ñêîðîñòü ñõîäèìî-
ñòè ýòîãî ìåòîäà ìåíüøå, ÷åì ìåòîäà (1.4.2), îäíàêî âû÷èñëÿòü îáðàò-
íóþ ìàòðèöó íóæíî ëèøü â îäíîé òî÷êå, ñì. ðèñ. 1.4.1.

Ïðèâåäåì òåîðåìó î ñõîäèìîñòè (1.4.8) äëÿ îòîáðàæåíèÿ 𝐹 .

Теорема 1.4.3 ([10, гл. X, §3, теорема 1]). Пусть отображе-
ние 𝐹 дифференцируемо в шаре ℬ𝑟(𝑥1), 𝑟 > 0, а производная 𝐹 (𝑥)
удовлетворяет для некоторой константы 𝐿1 > 0 на этом шаре ус-
ловию Липшица ‖𝐹 ′(𝑥) − 𝐹 ′(𝑦)‖ ⩽ 𝐿1‖𝑥 − 𝑦‖ для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ℬ𝑟(𝑥1).

Предположим, что матрица
(︀
𝐹 ′(𝑥1)

)︀−1
существует и

𝑀 =
⃦⃦(︀
𝐹 ′(𝑥1)

)︀−1⃦⃦
, 𝐾 =

⃦⃦(︀
𝐹 ′(𝑥1)

)︀−1
𝐹 (𝑥1)

⃦⃦
, ℎ = 𝑀𝐾𝐿1.
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Рис. 1.4.1. Слева — итерации модифицированного метода Ньютона.
Справа — итерации по схеме (1.4.2). В обоих случаях
𝛼𝑘 = 1.

Тогда при условии ℎ < 1
4 в шаре ‖𝑥− 𝑥1‖ ⩽ 𝐾𝑡0, где 𝑡0 — меньший

корень уравнения ℎ𝑡2−𝑡+1 = 0, уравнение 𝐹 (𝑥) = 0 имеет единствен-
ное решение 𝑥* и последовательность {𝑥𝑘} (1.4.8) с 𝛼𝑘 = 1 сходится
к 𝑥* с линейной скоростью:

‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ ⩽
𝑞𝑘

1− 𝑞
𝐾, 𝑞 =

1−
√

1− 4ℎ

2
<

1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè, îñíîâàííîå íà ïðèíöèïå ñæèìàþùèõ îòîá-
ðàæåíèé.

Ñäåëàåì â çàêëþ÷åíèå íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, ñðàâíèâ ìåòîä Íüþòî-
íà ñ ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Ìåòîä Íüþòîíà èìååò ñâåðõëèíåé-
íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé ñêîðîñòè ãðàäèåíòíî-
ãî ñïóñêà. Î÷åíü ÷àñòî ìåòîä Íüþòîíà ñõîäèòñÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ
çà 5�7 èòåðàöèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåòîä Íüþòîíà î÷åíü ÷óâñòâèòå-
ëåí ê âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ãðàäèåíòíûå
ìåòîäû ãîðàçäî ñëàáåå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ýòè çàìå÷àíèÿ ïîçâîëÿþò äàòü ñëåäóþùóþ îáùóþ ðåêîìåíäàöèþ:
íà÷èíàòü ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà,
à ïîïàâ â äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü ðåøåíèÿ, ïåðåêëþ÷àòüñÿ íà
ìåòîä Íüþòîíà.

1.4.2. Комбинированный метод Ньютона

Àëüòåðíàòèâîé ãðàäèåíòíîìó ìåòîäó ìîæåò ñëóæèòü ìåòîä Íüþòî-
íà (1.4.1) ñ äëèíîé øàãà 𝛼𝑘 < 1, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ демпфированным
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методом Ньютона. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑝𝑘 =
(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)

)︀−1
𝑓 ′(𝑥𝑘) ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ
𝑓 ′′(𝑥𝑘)𝑝 = 𝑓 ′(𝑥𝑘). (1.4.9)

Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âûáèðàòü äëèíó øàãà 𝛼𝑘 â ñõåìå

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑝𝑘.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé âûïóêëîé ôóíêöèè
ньютоновское направление −𝑝𝑘 ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì óáûâàíèÿ, è
ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðàâèëî Àðìèõî (1.3.4).

Упражнение 1.4.3. Докажите, что для выпуклой дважды диф-
ференцируемой функции 𝑓 : R𝑛 → R имеет место 𝑓 ′′(𝑥) ≽ 0 для всех
𝑥 ∈ R𝑛.

Указание: используйте разложение второго порядка для 𝑓 .

Упражнение 1.4.4. Докажите, что ньютоновское направление
является направлением убывания.

Âî-âòîðûõ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûáîð øàãà â çàâèñèìîñòè îò âåëè-
÷èíû ãðàäèåíòà è 𝑝𝑘. Ïóñòü ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ëèïøèöåâà
(íîðìà ìàòðèöû îïåðàòîðíàÿ):

‖𝑓 ′′(𝑥)− 𝑓 ′′(𝑦)‖ ⩽ 𝐿2‖𝑥− 𝑦‖.

Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü íîðìû ãðàäèåíòà â íîâîé òî÷êå îò ïàðà-
ìåòðà 𝛼 ⩾ 0. Èç ôîðìóëû Íüþòîíà �Ëåéáíèöà, ëèïøèöåâîñòè ìàòðè-
öû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðíîé íîðìû, ëèíåéíîñòè
èíòåãðàëà è (1.4.9) ñëåäóåò âåðõíÿÿ ãðàíèöà:

‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖ =
⃦⃦⃦
𝑓 ′(𝑥𝑘) +

∫︁ 𝛼

0

𝑓 ′′(𝑥𝑘 − 𝜏𝑝𝑘)(−𝛼𝑝𝑘)𝑑𝜏
⃦⃦⃦

=

= ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝛼𝑓 ′′(𝑥𝑘)𝑝𝑘 +

∫︁ 𝛼

0

(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘 − 𝜏𝑝𝑘)− 𝑓 ′′(𝑥𝑘)

)︀
(−𝛼𝑝𝑘)𝑑𝜏‖ ⩽

⩽ ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝛼𝑓 ′′(𝑥𝑘)𝑝𝑘‖+

∫︁ 𝛼

0

⃦⃦⃦(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘 − 𝜏𝑝𝑘)− 𝑓 ′′(𝑥𝑘)

)︀⃦⃦⃦
𝑑𝜏 · ‖𝛼𝑝𝑘‖ ⩽

⩽ |1− 𝛼| · ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖+
𝐿2𝛼

2

2
‖𝑝𝑘‖2

.
= 𝜑𝑘(𝛼). (1.4.10)

Ìèíèìóì ïî 𝛼 ýòîé âåðõíåé ãðàíèöû äîñòèãàåòñÿ ïðè

𝛼𝑘 = arg min
𝛼
𝜑𝑘(𝛼) = min

{︂
1,
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
𝐿2‖𝑝𝑘‖2

}︂
. (1.4.11)



80 ГЛАВА 1. БЕЗУСЛОВНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ïîñêîëüêó 𝑝𝑘 ̸= 0 (â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå èç (1.4.9) ñëåäóåò, ÷òî 𝑓 ′(𝑥𝑘) = 0, òî åñòü 𝑥𝑘 � ñòàöè-
îíàðíàÿ òî÷êà è ðåøåíèå óæå íàéäåíî). Íîðìà ãðàäèåíòà ìîíîòîííî
óáûâàåò, ïîñêîëüêó ‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖ ⩽ min𝛼 𝜑𝑘(𝛼) < 𝜑𝑘(0) = ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖.

Упражнение 1.4.5. Докажите, что решение задачи минимиза-
ции min𝛼 𝜑𝑘(𝛼) имеет явный вид (1.4.11) при всех значениях 𝐿2 > 0,
𝑓 ′(𝑥𝑘) и 𝑝𝑘 ̸= 0. Какое решение получится при 𝑝𝑘 = 0?

Âûáîð øàãà (1.4.11) èíòåðåñåí òåì, ÷òî îí îïðåäåëÿåò ïðàâèëî,
ïî êîòîðîìó íàäî âûáèðàòü êëàññè÷åñêèé ìåòîä Íüþòîíà ñ 𝛼𝑘 = 1
èëè äåìïôèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà ñ 𝛼𝑘 < 1. Áóäåì íàçûâàòü ïî-
äîáíûå ìåòîäû комбинированными методами Ньютона:

𝛼𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, ‖𝑝𝑘‖ ⩽

√︁
1
𝐿2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖,

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
𝐿2‖𝑝𝑘‖2

, ‖𝑝𝑘‖ >
√︁

1
𝐿2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖.

Ñîîòâåòñòâåííî, óìåíüøåíèå íîðìû ãðàäèåíòà ïðîèñõîäèò c ëèíåéíîé
ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè:

‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖ ⩽

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿2

2
‖𝑝𝑘‖2, ‖𝑝𝑘‖ ⩽

√︁
1
𝐿2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖,(︁

1− 𝛼𝑘
2

)︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖, ‖𝑝𝑘‖ >

√︁
1
𝐿2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖.

(1.4.12)

Ïðè 𝛼𝑘 = 1 èç ‖𝑝𝑘‖⩽
√︁

1
𝐿2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ ñëåäóåò, ÷òî ‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖⩽ 1

2‖𝑓
′(𝑥𝑘)‖.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, äëÿ ëèíåéíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íóæíî, ÷òîáû â
ôîðìóëå (1.4.12) ïðè 𝛼𝑘 < 1 ìíîæèòåëü 1−𝛼𝑘

2 áûë îòäåëåí îò åäèíèöû,
òî åñòü 𝛼𝑘 áûë îãðàíè÷åí ñíèçó ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Ðàññìîòðèì
ñâîéñòâî ìàòðèöû 𝑓 ′′(𝑥), îáåñïå÷èâàþùåå ýòî óñëîâèå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 ñèëüíî âûïóêëà, òî åñòü 𝑓 ′′(𝑥) ≽ ℓ𝐼 äëÿ íåêî-
òîðîãî ℓ > 0 (íàïîìíèì, ÷òî ýòî ÷èñëî ñâÿçàíî ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé
âûïóêëîñòè κ êàê ℓ = 2κ). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (1.4.9) ñëåäóåò

‖𝑝𝑘‖ ⩽
1

ℓ
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖, (1.4.13)

è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îêàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé:

‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖ ⩽

⩽

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿2

2ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2, ‖𝑝𝑘‖ ⩽

√︁
1
𝐿2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖,(︁

1− ℓ2

2𝐿2‖𝑓 ′(𝑥1)‖

)︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖, ‖𝑝𝑘‖ >

√︁
1
𝐿2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖,

(1.4.14)
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òàê êàê(︁
1− ℓ2

2𝐿2‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖

)︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ = ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ − ℓ2

2𝐿2
⩽

⩽
(︁

1− ℓ2

2𝐿2‖𝑓 ′(𝑥1)‖

)︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî 𝛼𝑘 = ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
𝐿2‖𝑝𝑘‖2 è ìîíîòîííîå óáûâàíèå ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖.

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ìîæíî èçâëå÷ü áîëüøå èíôîðìàöèè î õàðàê-

òåðå èòåðàöèé. Ñðàâíèì óñëîâèå ‖𝑝𝑘‖ ⩽
√︁

1
𝐿2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖, ïðè êîòîðîì

âûïîëíÿåòñÿ øàã ìåòîäà Íüþòîíà ñ 𝛼𝑘 = 1, è íåðàâåíñòâî (1.4.13).
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ãðàäèåíò â òî÷êå 𝑥𝑘 äîñòàòî÷íî ìàë, à èìåííî,

1
ℓ ‖𝑓

′(𝑥𝑘)‖ ⩽
√︁

1
𝐿2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖, òî åñòü

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ ⩽ ℓ2

𝐿2
, (1.4.15)

òî ìåòîä Íüþòîíà âûïîëíÿåòñÿ ñ äëèíîé øàãà 1 è ñîïóòñòâóþùåé åìó
êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, ñð. ñ òåîðåìîé 1.4.1.

Èç ãàðàíòèðîâàííîãî óáûâàíèÿ íîðìû ãðàäèåíòà (1.4.14) íà ℓ2

2𝐿2

íà êàæäîì øàãå è (1.4.15) ñëåäóåò, ÷òî êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä Íüþ-
òîíà ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà äåëàåòñÿ íå áîëåå ÷åì⌈︀
2𝐿2

ℓ2 ‖𝑓(𝑥1)‖
⌉︀
−2 øàãîâ äåìïôèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà (ïåðâàÿ ôà-

çà), à çàòåì ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå íà êëàññè÷åñêèé ìåòîä Íüþòîíà
(âòîðàÿ ôàçà), ñõîäÿùèéñÿ ê ðåøåíèþ 𝑥* : 𝑓 ′(𝑥*) = 0.

Ïðè ýòîì ìîæíî îöåíèòü ðàññòîÿíèå îò íà÷àëüíîé òî÷êè äî ðåøå-
íèÿ, è, êàê ñëåäñòâèå, ìîæíî òðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé ëèïøèöå-
âîñòè è íåâûðîæäåííîñòè ãåññèàíà íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, à òîëüêî
â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà ñõîäèìîñòè ïðîäåìîíñòðèðóåì ýôôåêò ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ íà íåìíîãî äðóãîì âàðèàíòå êîìáèíèðîâàííîãî ìåòîäà
Íüþòîíà. Ñ ó÷åòîì (1.4.13) âåðõíÿÿ ãðàíèöà (1.4.10) ïðèíèìàåò âèä

‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖ ⩽ |1− 𝑡| · ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖+
𝐿2𝑡

2

2ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2, (1.4.16)

à îïòèìàëüíûé øàã (1.4.17) çàâèñèò òîëüêî îò ãðàäèåíòà â òåêóùåé
òî÷êå (ïðèìåíÿåòñÿ òî æå óñëîâèå (1.4.15)) è ðàâåí

𝛼𝑘 = min

{︂
1,

ℓ2

𝐿2‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖

}︂
. (1.4.17)
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Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà àíàëîãè÷íà (1.4.14), íî óñëîâèå
ïåðåêëþ÷åíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò íîðìû ãðàäèåíòà, è ïî åãî èçìåíå-
íèþ àëãîðèòì òàêæå äåëèòñÿ íà äâå ôàçû: óáûâàíèå íà ïîñòîÿííóþ
âåëè÷èíó è óáûâàíèå ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖ ⩽

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐿2

2ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2, ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ ⩽ ℓ2

𝐿2
,

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ − ℓ2

2𝐿2
, ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ > ℓ2

𝐿2
.

(1.4.18)

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü êîìáèíèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà â îêðåñò-
íîñòè ìèíèìóìà â çàâèñèìîñòè îò íîðìû ãðàäèåíòà â íà÷àëüíîé òî÷êå.
Äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåì ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå
è ñòðîãî âûïóêëûå ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ñóììîé äâîéíîãî ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî ðÿäà 𝐻𝑚 : [0, 1) → R+, îïðåäåëÿåìîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì
(ñì. ïîäðîáíåå [61]):

𝐻𝑚(𝛿) =

∞∑︁
𝑗=𝑚

𝛿(2
𝑗), 𝑚 = 0, 1, 2, . . .

Îòìåòèì î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ýòèõ ðÿäîâ:

𝐻𝑚(𝛿) = 𝛿(2
𝑚) +𝐻𝑚+1(𝛿), 𝐻𝑚(𝛿2) = 𝐻𝑚+1(𝛿), 𝑚 = 0, 1, 2, . . .

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàò î âåðõíåé ãðàíèöå ôóíê-
öèè, ñâÿçàííîé ñ 𝐻0.

Утверждение 1.4.1 ([125, следствие 4.3]). Функция

𝐹1(𝑤) =

⎧⎨⎩ 2𝐻0

(︁𝑤
2

)︁
, 0 ⩽ 𝑤 ⩽ 1

2 ,

⌈2𝑤⌉ − 2 + 2𝐻0

(︁1

2
− ⌈2𝑤⌉ − 2𝑤

4

)︁
, 𝑤 > 1

2 ,
(1.4.19)

непрерывна при 𝑤 ⩾ 0. Она имеет кусочно-линейную верхнюю грани-
цу 𝐹2(𝑤):

𝐹1(𝑤) ⩽ 𝐹2(𝑤) =

{︃
2(2𝑐− 1)𝑤, 0 ⩽ 𝑤 ⩽ 1

2 ,

2(𝑤 + 𝑐− 1), 𝑤 > 1
2 ,

где 𝑐 = 𝐻0

(︀
1
2

)︀
≈ 0,8164215.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíê-
öèè 𝑓 íåïóñòî, Ω = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) = min𝑥 𝑓(𝑥)} ≠ ∅. Ðàññìîòðèì åãî
îêðåñòíîñòü ðàäèóñà 𝜌 > 0 (îòìåòèì, ÷òî îíà òîæå âûïóêëàÿ):

Ω𝜌
.
= {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝜚(𝑥,Ω) ⩽ 𝜌}.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àäàïòàöèåé òåîðåìû 4.1 è ñëåä-
ñòâèÿ 4.3 èç [125], ïðèìåíåííûõ ê óðàâíåíèþ 𝑓 ′(𝑥) = 0.

Теорема 1.4.4 ([125, теорема 4.1, следствие 4.3]). Пусть два-
жды дифференцируемая выпуклая функция 𝑓 для всех 𝑥 ∈ Ω𝜌 имеет
липшицев гессиан с константой Липшица 𝐿2 и для всех 𝑥 ∈ Ω𝜌 вы-
полняется условие 𝑓 ′′(𝑥) ≽ ℓ𝐼. Тогда комбинированный метод Нью-
тона с шагом (1.4.17) сходится к точке минимума 𝑥* ∈ Ω, если

‖𝑓 ′(𝑥1)‖ ⩽ ℓ2

𝐿2
×

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2(2𝑐− 1)

𝐿2

ℓ
𝜌, 0 ⩽ 𝜌 ⩽ (2𝑐− 1) ℓ

𝐿2
,

𝐿2

2ℓ
𝜌+ 1− 𝑐, 𝜌 > (2𝑐− 1) ℓ

𝐿2
,

(1.4.20)

где 𝑐 = 𝐻0

(︀
1
2

)︀
. При этом скорость сходимости квадратичная:

‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖ ⩽ ‖𝑓 ′(𝑥1)‖ − ℓ2

2𝐿2
𝑘, 0 ⩽ 𝑘 < 𝑘max, (1.4.21)

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽
ℓ

𝐿2

(︂
𝑘max − 𝑘 + 2𝐻0

(︁𝑤
2

)︁)︂
, 0 ⩽ 𝑘 < 𝑘max, (1.4.22)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖ ⩽ 2ℓ2

𝐿2

(︁𝑤
2

)︁(2(𝑘−𝑘max))

, 𝑘 ⩾ 𝑘max, (1.4.23)

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽
2ℓ

𝐿2
𝐻𝑘−𝑘max

(︁𝑤
2

)︁
, 𝑘 ⩾ 𝑘max, (1.4.24)

где

𝑘max
.
= max

{︂
0,

⌈︂
2𝐿2

ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥1)‖

⌉︂
− 2

}︂
⩾ 0, (1.4.25)

𝑤 =
𝐿2

ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥1)‖ − 𝑘max

2
=

= min

{︂
𝐿2

ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥1)‖, 1− 1

2

⌈︂
2𝐿2

ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥1)‖

⌉︂
+
𝐿2

ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥1)‖

}︂
∈ [0, 1).
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Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå òî÷êè 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . .
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ω𝜌, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå
â òåîðåìå ïðåäïîëîæåíèÿ î ãåññèàíå ôóíêöèè. Èç âûïóêëîñòè Ω𝜌 ñëå-
äóåò, ÷òî ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè 𝑓 ëèïøèöåâà íà îò-
ðåçêå [𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1] è âåðíî (1.4.16). Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

𝑤𝑘 =
𝐿2

ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

â êîòîðûõ íåðàâåíñòâî (1.4.16) ïðè øàãå (1.4.17) ïðèíèìàåò êîìïàêò-
íûé âèä:

𝑤𝑘 ⩽ arg min
𝛼
|1− 𝛼|𝑤𝑘−1 +

1

2
𝛼2𝑤2

𝑘−1 =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑤𝑘−1 −

1

2
, 𝜔𝑘−1 > 1,

1

2
𝑤2
𝑘−1, 𝜔𝑘−1 ⩽ 1,

𝑘 = 1, 2, . . .

Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè 𝛼𝑘 = 1
𝑤𝑘−1

< 1, åñëè 𝑤𝑘−1 > 1 (ïåðâàÿ
ôàçà), è 𝛼𝑘 = 1 (âòîðàÿ ôàçà) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåõîä ìåæäó ôà-
çàìè îäíîêðàòíûé èç-çà ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ 𝑤𝑘. Ïóñòü ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå 1 äîñòèãàåòñÿ ïîñëå ̂︀𝑘 ⩾ 0 èòåðàöèé ñ 𝑤̂︀𝑘 ⩽ 1.

Â ïåðâîé ôàçå âûïîëíÿþòñÿ øàãè äåìïôèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþ-
òîíà è 𝑤𝑘 óáûâàåò íå ìåäëåííåå ÷åì íà 1

2 íà êàæäîì øàãå:

𝑤𝑘 ⩽ 𝑤0 −
1

2
𝑘, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ ̂︀𝑘. (1.4.26)

Ïðè ýòîì ̂︀𝑘 îãðàíè÷åíî ñâåðõó: ̂︀𝑘 ⩽ max{0, ⌈2𝑤0⌉ − 2} = 𝑘max ñ ó÷åòîì
(1.4.25). Òàêæå îãðàíè÷åíû äëèíà øàãà:

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 𝛼𝑘‖𝑝𝑘‖ ⩽ 𝛼𝑘
ℓ

𝐿2
𝑤𝑘−1 =

ℓ

𝐿2
, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ ̂︀𝑘,

è ðàññòîÿíèå îò 𝑥𝑘 äî 𝑥̂︀𝑘+1, ïðîéäåííîå â ïåðâîé ôàçå àëãîðèòìà:

‖𝑥̂︀𝑘+1 − 𝑥𝑘+1‖ ⩽
ℓ

𝐿2
(̂︀𝑘 − 𝑘), 0 ⩽ 𝑘 ⩽ ̂︀𝑘. (1.4.27)

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðóþ ôàçó ñ 𝑤𝑘 ⩽ 1, 𝑘 ⩾ ̂︀𝑘, è êëàññè÷åñêèì
ìåòîäîì Íüþòîíà. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ýòîé ôàçå êâàäðàòè÷íàÿ,
𝑤𝑘+1 ⩽ 1

2𝑤
2
𝑘, 𝑘 ⩾ ̂︀𝑘, îòêóäà

𝑤̂︀𝑘+𝑚 ⩽ 2
(︁𝑤̂︀𝑘

2

)︁(2𝑚)

, 𝑚 ⩾ 0. (1.4.28)



1.4. Метод Ньютона в задачах безусловной минимизации 85

Èç ñèëüíîé âûïóêëîñòè íà Ω𝜌 è (1.4.13) ñëåäóåò

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = ‖𝑝𝑘‖ ⩽
1

ℓ
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ =

ℓ

𝐿2
𝑤𝑘−1, 𝑘 ⩾ ̂︀𝑘 + 1,

è äëÿ 𝑚2 > 𝑚1 ⩾ 0 âûïîëíåíî

‖𝑥̂︀𝑘+1+𝑚2
− 𝑥̂︀𝑘+1+𝑚1

‖ ⩽
𝑚2−1∑︁
𝑖=𝑚1

‖𝑥̂︀𝑘+𝑖+2 − 𝑥̂︀𝑘+𝑖+1‖ ⩽
ℓ

𝐿2

𝑚2−1∑︁
𝑖=𝑚1

𝑤̂︀𝑘+𝑖 ⩽

⩽
2ℓ

𝐿2

𝑚2−1∑︁
𝑖=𝑚1

(︁𝑤̂︀𝑘
2

)︁(2𝑖)
=

2ℓ

𝐿2

(︂
𝐻𝑚1

(︁𝑤̂︀𝑘
2

)︁
−𝐻𝑚2

(︁𝑤̂︀𝑘
2

)︁)︂
.

Ïîñêîëüêó 𝐻𝑚1

(︀𝑤̂︀𝑘
2

)︀
⩽ 𝐻𝑚1

(︀
1
2

)︀
→ 0 ïðè 𝑚 → ∞, òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü 𝑥𝑘 ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Îíà ñõîäèòñÿ ê òî÷êå 𝑥*, â êîòîðîé
èç íåïðåðûâíîñòè ãðàäèåíòà

‖𝑓 ′(𝑥*)‖ = lim
𝑘→∞

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ = lim
𝑘→∞

ℓ2

𝐿2
𝑤𝑘−1 = 0,

ïðè ýòîì

‖𝑥̂︀𝑘+1+𝑚 − 𝑥*‖ ⩽
ℓ

𝐿2

∞∑︁
𝑖=𝑚

𝑤̂︀𝑘+𝑖 ⩽ 2ℓ

𝐿2
𝐻𝑚

(︁𝑤̂︀𝑘
2

)︁
, 𝑚 = 0, 1, . . . (1.4.29)

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îöåíèòü ðàññòîÿíèå äî ðåøåíèÿ îò òî÷êè, â êîòî-
ðîé çàâåðøàåòñÿ ïåðâàÿ ôàçà àëãîðèòìà:

‖𝑥̂︀𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽
2ℓ

𝐿2
𝐻0

(︁𝑤̂︀𝑘
2

)︁
. (1.4.30)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè 𝑘 = ̂︀𝑘 îáå ãðàíèöû (1.4.26) è (1.4.28) ñîâïàäàþò
ìåæäó ñîáîé. Èç ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝑤𝑘, ìîíî-
òîííîñòè ôóíêöèè 𝐻0 è ñâîéñòâà 𝐻𝑚

(︀
1
4

)︀
= 𝐻𝑚

(︀
1
2

)︀
− 1

2(2𝑚) ïî èíäóêöèè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ôîðìóëàõ âåðõíþþ ãðàíèöó ÷èñëà èòåðàöèé
ïåðâîé ôàçû 𝑘max âìåñòî ̂︀𝑘 è 𝑤 = 𝑤0 − 1

2𝑘max âìåñòî íåèçâåñòíîãî ̂︀𝑤.
Òîãäà (1.4.26) ïåðåõîäèò â (1.4.21), (1.4.28) ïåðåõîäèò â (1.4.23),

à (1.4.29) ïåðåõîäèò â (1.4.24). Ïðè 𝑘 ⩽ 𝑘max èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëü-
íèêà

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽ ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘max+1‖+ ‖𝑥𝑘max+1 − 𝑥*‖

è ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðõíèõ ãðàíèö (1.4.27) è (1.4.30) ñëåäóåò (1.4.22).
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ
(1.4.20) äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäÿò ê ïðåäïîëîæåíèþ 𝑥𝑘 ∈ Ω𝜌, à èìåí-
íî, ÷òî ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ ⩽ 𝜌, 𝑘 = 1, 2, . . . Èç ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ âåðõíåé
ãðàíèöû äëÿ ‖𝑥𝑘−𝑥*‖ âèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî îöåíèòü ðàññòîÿíèå îò íà-
÷àëüíîé òî÷êè 𝑥1 äî òî÷êè 𝑥*, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê 𝑥𝑘.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñ êàêîé ôàçû íà-
÷èíàåòñÿ êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà: ñ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà
Íüþòîíà (𝑘max = 0 ïðè 𝑤 = 𝐿2

ℓ2 ‖𝑓
′(𝑥1)‖ ⩽ 1) èëè ñ äåìïôèðîâàííîãî

ïðè 𝐿2

ℓ2 ‖𝑓
′(𝑥1)‖ > 1.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî (1.4.24) è óñëîâèå ‖𝑥1 − 𝑥*‖ ⩽ 𝜌 ãà-
ðàíòèðóåòñÿ ïðè

𝜌 ⩾
2ℓ

𝐿2
𝐻0

(︂
𝐿2

2ℓ2
‖𝑓 ′(𝑥1)‖

)︂
⩾ ‖𝑥1 − 𝑥*‖, ‖𝑓 ′(𝑥1)‖ ⩽ ℓ2

𝐿2
. (1.4.31)

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (1.4.22) è ‖𝑥1−𝑥*‖ ⩽ 𝜌
âûïîëíÿåòñÿ ïðè

𝜌 ⩾
ℓ

𝐿2

(︂
𝑘max + 2𝐻0

(︁𝑤
2

)︁)︂
⩾ ‖𝑥1 − 𝑥*‖, ‖𝑓 ′(𝑥1)‖ > ℓ2

𝐿2
. (1.4.32)

Âûðàçèâ ÿâíî 𝑘max è 𝑤 ÷åðåç ‖𝑓 ′(𝑥1)‖, ïîëó÷èì, ÷òî óñëîâèÿ (1.4.31)
è (1.4.32) â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò îãðàíè÷åíèþ íà ôóíêöèþ 𝐹1 èç
(1.4.19), à èìåííî, 𝐹1

(︀
𝐿2

ℓ2 ‖𝑓
′(𝑥1)‖

)︀
⩽ 𝜌. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.4.1,

îíî áóäåò çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè âûïîëíåíî 𝐹2

(︀
𝐿2

ℓ2 ‖𝑓
′(𝑥1)‖

)︀
⩽ 𝜌.

Çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òîò ôàêò, ÷òî îáðàòíàÿ ê êóñî÷íî-ëè-
íåéíîé ôóíêöèè 𝐹2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé, è íåðàâåíñòâî
𝐹2

(︀
𝐿2

ℓ2 ‖𝑓
′(𝑥1)‖

)︀
⩽ 𝜌 ýêâèâàëåíòíî (1.4.20). ■

Следствие 1.4.1. Если условия теоремы 1.4.4 выполняются на
всем пространстве R𝑛 (то есть 𝜌 = ∞), то комбинированный ме-
тод Ньютона с шагом (1.4.17) сходится глобально с квадратичной
скоростью.

Замечание 1.4.1. Â óñëîâèè òåîðåìû 1.4.4 äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü
óñëîâèå 𝑓 ′′(𝑥) ≽ ℓ𝐼 íå äëÿ âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà Ω𝜌, à òîëüêî äëÿ
𝑥 ∈ Ω𝜌 ∖ Ω

.
= {𝑥 ∈ Ω𝜌 : 𝑥 ̸∈ Ω}. Ïîëó÷åííûé êëàññ ôóíêöèé âêëþ÷àåò

êëàññ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé, íî íå ñîâïàäàåò ñ íèì. Íàïðèìåð,
òàêîâà ôóíêöèÿ

𝑓(𝑥) =
(︀
(𝑄𝑥, 𝑥)− (𝑐, 𝑥) + 𝑑

)︀
+
, 𝑄 ≻ 0,
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ãäå (𝑦)+ � òàê íàçûâàåìàÿ функция положительной срезки, òî åñòü
(𝑦)+ = max{0, 𝑦}. ▼

Àíàëèç êîìáèíèðîâàííîãî ìåòîäà ñ øàãîì (1.4.11) ïðîâîäèòñÿ àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ïåðâûõ 𝑘max øà-
ãàõ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ øàã 𝛼𝑘 = 1,
è ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽ 1

ℓ ‖𝑓
′(𝑥𝑘)‖ ìîæåò áûòü á�îëüøèì, ÷åì ℓ

𝐿2
ïðè âûáîðå

øàãà (1.4.17).
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ øàãà (1.4.11) èëè (1.4.17) íåîáõîäèìî çíàòü ïàðà-

ìåòðû çàäà÷è ℓ2 è 𝐿2 èëè èõ îöåíêè. Åñëè îíè íåèçâåñòíû, òî ìîæíî
ïðèìåíÿòü àäàïòèâíûå âàðèàíòû êîìáèíèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà.
Â íèõ äåëàþòñÿ ïðîáíûå øàãè, íî, â îòëè÷èå îò âûáîðà øàãà òèïà
Àðìèõî ïðèìåíèòåëüíî ê ‖𝑓 ′(𝑥)‖ (ñ êîíñòàíòîé 𝛾 ∈ (0, 1), ñì. òàêæå
ðàçäåë 1.3.4), âìåñòî óñëîâèÿ

‖𝑓 ′(𝑥𝑘 − 𝛼𝑝𝑘)‖ ⩽ (1− 𝛾𝛼)‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖

ïðîâåðÿåòñÿ óáûâàíèå íîðìû ãðàäèåíòà ñîãëàñíî (1.4.12) èëè (1.4.18).
Ñâîéñòâà àäàïòèâíîãî àëãîðèòìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî øàãó (1.4.18),

ðàññìîòðåíû â [125]. Ïðèâåäåì àëãîðèòì, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ îöåí-
êà êîíñòàíòû Ëèïøèöà 𝐿2 ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàìåò-
ðîâ 𝑀𝑘.

Алгоритм 6 (Адаптивный комбинированный метод
Ньютона).

1. Âûáðàòü ïàðàìåòðû 𝑀1 > 0, 𝑄 > 1, òî÷íîñòü 𝜀 > 0.
Èíèöèàëèçèðîâàòü ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑘 = 1 è âû÷èñëèòü
𝑢1 = ‖𝑓 ′(𝑥1)‖.

2. Âû÷èñëèòü
𝑝𝑘 =

(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)

)︀−1
𝑓 ′(𝑥𝑘).

3. Âû÷èñëèòü

𝛼𝑘 = min

{︂
1,
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
𝑀𝑘‖𝑝𝑘‖2

}︂
, 𝑢𝑘+1 = ‖𝑓 ′(𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑝𝑘)‖.

4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

𝛼𝑘 < 1, 𝑢𝑘+1 ⩽ 𝑢𝑘 −
1

2𝑀𝑘

𝑢2𝑘
‖𝑝𝑘‖2

,
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èëè

𝛼𝑘 = 1, 𝑢𝑘+1 ⩽
𝑀𝑘

2
‖𝑝𝑘‖2,

òî ïåðåéòè ê øàãó 5.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáíîâèòü𝑀𝑘 ← 𝑄𝑀𝑘 è ïåðåéòè ê øàãó 3
áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ñ÷åò÷èêà èòåðàöèé 𝑘.

5. Ïåðåéòè â òî÷êó
𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑝𝑘.

6. Ïðîâåðèòü óñëîâèå îñòàíîâêè: åñëè ‖𝑓 ′(𝑥𝑘+1)‖ ⩽ 𝜀, òî çàâåð-
øèòü ðàáîòó è âåðíóòü 𝑥𝑘+1 â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèòü 𝑀𝑘+1 = 𝑀𝑘, óâåëè÷èòü ñ÷åò-
÷èê èòåðàöèé 𝑘 è ïåðåéòè ê øàãó 2.

1.5. Примеры экстремальных задач

в безусловной минимизации

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû çàäà÷
áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè. Âñå çàäà÷è ðåøåíû, òàêæå ñôîðìóëèðîâà-
íû íåêîòîðûå óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Íàèáîëåå
ñëîæíûå çàäà÷è îòìå÷åíû ñèìâîëîì ¾*¿.

Пример 1.5.1. Ïóñòü 𝑥 ∈ R𝑛, 𝐴 ∈ R𝑘×𝑛, 𝑏 ∈ R𝑘. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ìèíèìóì ‖𝐴𝑥− 𝑏‖.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑘 ⩽ 𝑛 è rank𝐴 = 𝑘. Ôóíêöèÿ 𝑔(𝑥) = ‖𝐴𝑥 − 𝑏‖
ÿâëÿåòñÿ íåãëàäêîé, ïîýòîìó ¾âûãîäíåå¿ ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó
äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥) = ‖𝐴𝑥− 𝑏‖2. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî(︁

min
𝑥∈R𝑛

𝑔(𝑥)
)︁2

= min
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥).

Èìååì

𝑓(𝑥) = (𝐴𝑥,𝐴𝑥)− 2(𝐴𝑥, 𝑏) + (𝑏, 𝑏) = (𝐴T𝐴𝑥, 𝑥)− 2(𝐴T𝑏, 𝑥) + (𝑏, 𝑏);

íåîáõîäèìîå, à â ñèëó âûïóêëîñòè 𝑓 è äîñòàòî÷íîå, óñëîâèå ýêñòðåìó-
ìà åñòü

𝑓 ′(𝑥) = 2𝐴T𝐴𝑥− 2𝐴T𝑏 = 0, 𝑥 = (𝐴T𝐴)−1𝐴T𝑏.

Ïîýòîìó min
𝑥∈R𝑛

‖𝐴𝑥− 𝑏‖ = ‖𝐴(𝐴T𝐴)−1𝐴T𝑏− 𝑏‖.
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Упражнение 1.5.1. Используя условие rank𝐴 = 𝑘 для матрицы
𝐴 ∈ R𝑛×𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛, докажите обратимость матрицы 𝐴T𝐴.

Îòìåòèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäà÷è äëÿ ñëó-
÷àÿ ãëàäêîé ôóíêöèè, êàê â ïðèìåðå 1.5.1, ÿâëÿåòñÿ âàæíûì øàãîì,
ñ êîòîðîãî îáû÷íî íàäî íà÷èíàòü àíàëèç ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è.

Çàäà÷à èç ïðèìåðà 1.5.1 ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ ðàçíûõ
êëàññîâ ìàòðèö, äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 𝑥 èëè 𝑏 � ìàòðèöû è ò. ï. ▼

Пример 1.5.2 (Квазивыпуклые функции). Íàçîâåì ôóíêöèþ
𝑓 : R𝑛 → R квазивыпуклой, åñëè åå íåïóñòûå íèæíèå ëåáåãîâû ìíîæå-
ñòâà

ℒ𝑓 (𝜇) =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝜇

}︀
âûïóêëûå. Ôóíêöèÿ 𝑓 íàçûâàåòñÿ сильно квазивыпуклой ïðè 𝜇 ⩽ ̂︀𝜇,
åñëè åå íåïóñòûå ëåáåãîâû ìíîæåñòâà ℒ𝑓 (𝜇) äëÿ âñåõ 𝜇 ⩽ ̂︀𝜇 ñèëüíî
âûïóêëû ñ íåêîòîðûì ðàäèóñîì 𝑅 = 𝑅(𝜇) > 0, ñì. îïðåäåëåíèå Ã.11.
Ñëîâà ¾ïðè 𝜇 ⩽ ̂︀𝜇¿ èíîãäà áóäåì îïóñêàòü.

Упражнение 1.5.2. Пусть 𝑓 : R𝑛 → R — сильно выпуклая функ-
ция с константой κ > 0, удовлетворяющая на множестве ℒ𝑓 (̂︀𝜇)
условию Липшица с константой 𝐿 > 0. Докажите, что функция 𝑓
сильно квазивыпукла при 𝜇 ⩽ ̂︀𝜇 c 𝑅 = 𝐿/κ.

Упражнение 1.5.3. Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R квазивыпуклая.
Это эквивалентно тому, что

𝑓
(︀
(1− 𝜆)𝑥+ 𝜆𝑦

)︀
⩽ max{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} ∀𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 ∀𝜆 ∈ [0, 1].

Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 → R èìååò ëèïøèöåâ ãðàäèåíò ñ êîíñòàí-
òîé Ëèïøèöà 𝐿1 > 0. Òîãäà íåïóñòîå ëåáåãîâî ìíîæåñòâî ℒ𝑓

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
ÿâëÿåòñÿ ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèì ñ êîíñòàíòîé ïðîêñèìàëüíîé ãëàä-
êîñòè 𝑟

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
= 𝑚

(︀
𝑓(𝑥)

)︀
/𝐿1, ñì. îïðåäåëåíèå Ã.12. Çäåñü ïîëîæåíî

𝑚
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
= inf

𝑧∈𝜕ℒ𝑓 (𝑓(𝑥))
‖𝑓 ′(𝑧)‖. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà íåñëîæ-

íî è ðåêîìåíäóåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, åãî òàêæå ìîæíî íàéòè
â [133]. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝑅(𝜇) ðàäèóñ ñèëüíîé âûïóêëîñòè ìíî-
æåñòâà ℒ𝑓 (𝜇); ñì. ðèñ. 1.5.1.

Теорема 1.5.1. Для квазивыпуклой функции 𝑓 : R𝑛 → R с непре-
рывным по Липшицу градиентом и свойством 𝑓* = min𝑥∈R𝑛 𝑓(𝑥) ∈ R
рассмотрим алгоритм градиентного спуска

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝛼 > 0.
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Рис. 1.5.1. Лебегово множество {𝑥 : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝜇} квазивыпуклой функ-
ции из теоремы 1.5.1 (заштриховано). Это множество мо-
жно «прокатить» по внутренности сферы радиуса 𝑅(𝜇),
а по его границе внутри лебегова множества можно
«прокатить» шар радиуса 𝑟(𝜇).

Пусть ∅ ̸= Ω ⊂ R𝑛 — множество глобальных минимумов 𝑓 . Если
𝑥1 ∈ R𝑛 и для всех 𝑥 ∈ ℒ𝑓

(︀
𝑓(𝑥1)

)︀
∖Ω выполнено

𝑟
(︀
𝑓(𝑥)

)︀
𝑅
(︀
𝑓(𝑥)

)︀ ⩾ 𝜇 > 0,

то 𝜚(𝑥𝑘,Ω)→ 0 со скоростью геометрической прогрессии при условии

на шаг 0 < 𝛼 < min
{︁
𝜇
𝐿1
, 1
𝐿1

}︁
.

Упражнение 1.5.4. Покажите, что 𝜇 ⩽ 1.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ω = ℒ𝑓 (𝑓*) ÿâëÿ-
åòñÿ ñèëüíî âûïóêëûì ñ íåêîòîðûì ðàäèóñîì 𝑅(𝑓*) ⩾ 0.

Доказательство. Äëÿ êàæäîãî 𝑘 çàôèêñèðóåì 𝑧𝑘 ∈ 𝑃Ω𝑥𝑘, îòìå-
òèì, ÷òî 𝑓 ′(𝑧𝑘) = 0. Ïóñòü 𝜚𝑘 = ‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖. Åñëè 𝑥𝑘 /∈ Ω, òî â ñèëó
óñëîâèÿ òåîðåìû 𝑓 ′(𝑥𝑘) ̸= 0. Òîãäà

𝜚2𝑘+1 ⩽ ‖𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑧𝑘‖2 =

= 𝜚2𝑘 − 2𝛼
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
+ 𝛼2‖𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑧𝑘)‖2.

Èç íåðàâåíñòâà⃦⃦⃦⃦
𝑥𝑘 −𝑅

(︀
𝑓(𝑥𝑘)

)︀ 𝑓 ′(𝑥𝑘)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
− 𝑧𝑘

⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝑅

(︀
𝑓(𝑥𝑘)

)︀
,
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êîòîðîå ñëåäóåò èç îïîðíîãî óñëîâèÿ 1) äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ (ñì. ðàçäåë Ã.7), âîçâåäåíèåì â êâàäðàò ïîëó÷àåì(︀

𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘
)︀
⩾
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖

2𝑅
(︀
𝑓(𝑥𝑘)

)︀‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2.
Îòñþäà, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑧𝑘)‖ ⩽ 𝐿1‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖, èìååì

𝜚2𝑘+1 ⩽ 𝜚2𝑘

(︂
1− 𝛼‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖

𝑅
(︀
𝑓(𝑥𝑘)

)︀ + 𝛼2𝐿2
1

)︂
.

Äëÿ âñåõ íîìåðîâ 𝑘 â ñèëó íåðàâåíñòâà 𝛼 < 1/𝐿1 ïî ëåììå 2.3.1, êîòî-
ðàÿ âåðíà äëÿ ôóíêöèé ñ ëèïøèöåâûì ãðàäèåíòîì, âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå óñëîâèå ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑓(𝑥𝑘)}:

𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘) ⩽ 𝑓(𝑥1)

è, çíà÷èò,
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
𝑅
(︀
𝑓(𝑥𝑘)

)︀ ⩾
𝑟
(︀
𝑓(𝑥𝑘)

)︀
𝐿1

𝑅
(︀
𝑓(𝑥𝑘)

)︀ ⩾ 𝜇𝐿1.

Ïîýòîìó
𝜚2𝑘+1 ⩽ 𝜚2𝑘

(︀
1− 𝛼𝜇𝐿1 + 𝛼2𝐿2

1

)︀
.

Ïðè 0 < 𝛼 < 𝜇
𝐿1

ïîëó÷àåì 1− 𝛼𝜇𝐿1 + 𝛼2𝐿2
1 < 1. ■

Упражнение 1.5.5. Докажите теорему 1.5.1, в которой усло-
вие непрерывности по Липшицу градиента 𝑓 ′ заменено на следующее
условие ограниченности градиента Фреше 𝑓 ′(𝑥):

‖𝑓 ′(𝑥)‖ ⩽ 𝐿1𝜚(𝑥,Ω) ∀𝑥 ∈ R𝑛, (1.5.1)

где 𝐿1 > 0 и Ω — множество решений задачи min
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥).

Óñëîâèå (1.5.1) íàçûâàåòñÿ условием ограничения ошибки. ▼

Пример 1.5.3 (Задача Ферма –Торричелли). Íà ïëîñêîñòè R2

âûáðàíû òðè òî÷êè 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3. Íàéòè òàêóþ òî÷êó 𝑥0 ∈ R2, ÷òî ñóììà

ðàññòîÿíèé 𝑓(𝑥) =
3∑︀
𝑖=1

‖𝑥− 𝑥𝑖‖ ìèíèìàëüíà ïðè 𝑥 = 𝑥0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óãëû òðåóãîëüíèêà 𝑥1𝑥2𝑥3 ìåíüøå 2𝜋/3.
Â ïðèìåðå 1.5.3 ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) âûïóêëàÿ, íî íåãëàäêàÿ, è âîçâåäåíèå
â êâàäðàò íå ñïàñàåò ïîëîæåíèå. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ

ôóíêöèè 𝑓1(𝑥) =
3∑︀
𝑖=1

‖𝑥− 𝑥𝑖‖2 � ñîâñåì äðóãàÿ çàäà÷à.
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Упражнение 1.5.6. Решите задачу min
𝑥∈R𝑛

𝑓1(𝑥).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓 íåîáõîäè-
ìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà åñòü 0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥). Â ñèëó òåîðåìû
Ìîðî �Ðîêàôåëëàðà (ñì. ïðèëîæåíèå Ã.5)

𝜕𝑓(𝑥) =

3∑︁
𝑖=1

𝜕‖𝑥− 𝑥𝑖‖,

è åñëè òî÷êà 𝑥 ̸= 𝑥𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 3, òî

𝜕𝑓(𝑥) =

3∑︁
𝑖=1

𝑥− 𝑥𝑖
‖𝑥− 𝑥𝑖‖

.

Ïóñòü 𝑥0 � òàêàÿ òî÷êà òðåóãîëüíèêà 𝑥1𝑥2𝑥3, ÷òî

∠𝑥1𝑥0𝑥2 = ∠𝑥2𝑥0𝑥3 = ∠𝑥1𝑥0𝑥3 = 2𝜋/3.

Òîãäà 𝜕𝑓(𝑥0) =
3∑︀
𝑖=1

𝑥0−𝑥𝑖

‖𝑥0−𝑥𝑖‖ = 0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-

íûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà 𝑓 . Òî÷êà 𝑥0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé
Ôåðìà �Òîððè÷åëëè.

Упражнение 1.5.7. Пусть величины углов треугольника 𝑥1𝑥2𝑥3
составляют менее 2

3𝜋. Построим на каждой стороне треугольника
𝑥1𝑥2𝑥3 вовне равносторонний треугольник. Покажите, что описан-
ные около равносторонних треугольников окружности пересекаются
в точке 𝑥0, см. рис. 1.5.2.

Упражнение 1.5.8. Пусть угол ∠𝑥1𝑥2𝑥3 ⩾ 2
3𝜋. Докажите, что

в этом случае минимум функции 𝑓 достигается в точке 𝑥0 = 𝑥2.

▼

Пример 1.5.4 (Нули и экстремумы). Ïóñòü ìíîãî÷ëåí 𝑃 (𝑧)
ñòåïåíè 𝑛 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è àðãóìåíòîì 𝑧 ∈ C èìå-
åò êîðíè {𝑧𝑘}𝑛𝑘=1 ⊂ C. Ïóñòü òàêæå {𝑤𝑚}𝑛−1

𝑚=1 ⊂ C � êîðíè 𝑃 ′(𝑧) = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî {𝑤𝑚}𝑛−1

𝑚=1 ⊂ co{𝑧𝑘}𝑛𝑘=1. Íàïîìíèì, ÷òî co � îïåðàòîð
âçÿòèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè. Äàííîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ теоре-
мой Люка́. Îíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Ðîëëÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
íà ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà.
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Рис. 1.5.2. Иллюстрация к упражнению 1.5.7.

Ïóñòü 𝑃 (𝑧) =
𝑛∏︀
𝑘=1

(𝑧 − 𝑧𝑘), êîðíè {𝑧𝑘} íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íû.

Òîãäà 𝑃 ′(𝑧) =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑛∏︀
𝑚=1,𝑚 ̸=𝑘

(𝑧 − 𝑧𝑚), îòêóäà

𝑃 ′(𝑧)

𝑃 (𝑧)
=

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑧 − 𝑧𝑘
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè 𝑧 ∈ C êîðåíü 𝑃 ′ è 𝑧 /∈ {𝑧𝑘}𝑛𝑘=1, òî

𝑃 ′(𝑧)

𝑃 (𝑧)
=

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑧 − 𝑧𝑘|−2(𝑧 − 𝑧𝑘) = 0,

ãäå 𝑧 � êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå 𝑧, îòêóäà
𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑧 − 𝑧𝑘|−2(𝑧 − 𝑧𝑘) = 0.

Ââîäÿ ÷èñëà 𝜆 =
𝑛∑︀
𝑘=1

|𝑧 − 𝑧𝑘|−2 > 0 è 𝜆𝑘 = |𝑧 − 𝑧𝑘|−2/𝜆, 𝜆𝑘 > 0,

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑧 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘𝑧𝑘. Çíà-

÷èò, 𝑧 ∈ co{𝑧𝑘}𝑛𝑘=1. ▼

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð, à òàêæå âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðàêòèêà ïîêàçû-
âàþò, ÷òî ðàñïîëîæåíèå êîðíåé ïðîèçâîäíîé ìîæåò áûòü óñòðîåíî äî-
ñòàòî÷íî íåïðîñòî äàæå â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàññìîòðèì åùå íåñ-
êîëüêî èëëþñòðàòèâíûõ çàäà÷.
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Упражнение 1.5.9. Пусть 𝑃 (𝑥), 𝑥 ∈ R, — многочлен степени
𝑘 ∈ N от вещественной переменной, причем 𝑃 (𝑥) ⩾ 0 для всех 𝑥 ∈ R.
Тогда найдется точка 𝑥0 ∈ R, что 𝑃 (𝑥0) = min

𝑥∈R
𝑃 (𝑥). При этом число

𝑘 четно.

Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åííûé ñíèçó ìíîãî÷ëåí ñêàëÿðíîé ïåðå-
ìåííîé äîñòèãàåò èíôèìóìà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà óæå
îò äâóõ ïåðåìåííûõ ýòî íå òàê.

Пример 1.5.5. Ðàññìîòðèì â R2 ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x1, x2
âèäà

𝑃 (x1, x2) = x21 + (x1x2 − 1)2.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, 𝑃 (x1, x2) ⩾ 0 äëÿ âñåõ (x1, x2). Åñëè x1 = 0, òî
𝑃 (0, x2) = 1. Åñëè x1 ̸= 0, òî 𝑃 (x1, x2) ⩾ x21 > 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
âñåõ (x1, x2) ∈ R2 âûïîëíåíà îöåíêà 𝑃 (x1, x2) > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äëÿ 𝑚 ∈ N èìååì

𝑃

(︂
1

𝑚
,𝑚

)︂
=

1

𝑚2
+

(︂
1

𝑚
·𝑚− 1

)︂2

=
1

𝑚2
→ +0 ïðè 𝑚→∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí 𝑃 (x1, x2) îãðàíè÷åí ñíèçó íà R2, íî íå äî-
ñòèãàåò èíôèìóìà. ▼

Пример 1.5.6 (Неподвижные точки и сходимость итераци-
онных методов). Íàïîìíèì òåîðåìó Áðàóýðà [18, ãëàâà 2, ðàçäåë 2]:
Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое компактное подмножество и 𝐹 : 𝒬 → 𝒬
— непрерывное отображение множества 𝒬 в себя. Тогда 𝐹 имеет
неподвижную точку, то есть существует точка 𝑥* ∈ 𝒬 такая, что
𝐹 (𝑥*) = 𝑥*.

Òåîðåìà Áðàóýðà áûâàåò ïîëåçíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Åñëè óäàåòñÿ çàïèñàòü óñëîâèå çàäà÷è
â âèäå 𝑥 = 𝐹 (𝑥) è ïðè ýòîì 𝑥 ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íîìåðíîì
âûïóêëîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå, à íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå 𝐹
ïåðåâîäèò ýòî ïîäìíîæåñòâî â ñåáÿ, òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ íå îçíà÷àåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñõîäèìîñòè èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà 𝑥1 ∈ 𝒬, 𝑥𝑘+1 = 𝐹 (𝑥𝑘). Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå
ïðèìåðû â R.

Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] ïåðåâîäèò îòðåçîê
[𝑎, 𝑏] â ñåáÿ. Ðàññìîòðèì 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝑓(𝑥). Òîãäà 𝑔(𝑎) = 𝑎 − 𝑓(𝑎) ⩽ 0
è 𝑔(𝑏) = 𝑏 − 𝑓(𝑏) ⩾ 0. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî �Êîøè î ïðîìåæóòî÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà
𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏], ÷òî 𝑔(𝑥*) = 𝑥* − 𝑓(𝑥*) = 0.
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Упражнение 1.5.10. Пусть 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ [𝐴,𝐵] = 𝑓([𝑎, 𝑏]) — непре-
рывная функция и [𝑎, 𝑏] ⊂ [𝐴,𝐵]. Тогда найдется точка 𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏]
такая, что 𝑓(𝑥*) = 𝑥*.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ [𝑎, 𝑏] ìîíîòîí-
íî возрастает, òî èòåðàöèè 𝑥1 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘) ñõîäÿòñÿ ê íåïî-
äâèæíîé òî÷êå 𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏].

Ïóñòü 𝑥2 = 𝑓(𝑥1) ⩾ 𝑥1. Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘) ⩾ 𝑓(𝑥𝑘−1) = 𝑥𝑘.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îãðà-
íè÷åíà: {𝑥𝑘} ⊂ [𝑎, 𝑏]. Îòñþäà ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ìîíîòîííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò ñõîäèìîñòü 𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏] è â ïðåäåëå
𝑓(𝑥*) = 𝑥*.

Åñëè 𝑥2 = 𝑓(𝑥1) < 𝑥1, òî ñíîâà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘−1) = 𝑥𝑘.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘} ìîíîòîííî óáûâàåò è îãðàíè-
÷åíà: {𝑥𝑘} ⊂ [𝑎, 𝑏]. Îòñþäà, êàê è âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏]
è 𝑓(𝑥*) = 𝑥*.

Òåì íå ìåíåå, åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 : [𝑎, 𝑏]→ [𝑎, 𝑏] ìîíîòîí-
íî убывает, òî èòåðàöèè 𝑥1 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘) ìîãóò íå ñõîäèòüñÿ ê
íåïîäâèæíîé òî÷êå 𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏]. Ïðîñòåéøèì êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥 íà îòðåçêå 𝑥 ∈ [0, 1]. Îíà èìååò åäèíñòâåííóþ
íåïîäâèæíóþ òî÷êó 𝑥* = 1

2 , îäíàêî äëÿ ëþáîãî 𝑥1 ∈ [0, 1]∖{ 12} èìååì
𝑥2𝑘−1 = 𝑥1, 𝑥2𝑘 = 1 − 𝑥1 ïðè âñÿêîì 𝑘 ∈ N. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘}
íå ñõîäèòñÿ. ▼

Пример 1.5.7 (Аппроксимация Моро –Иосиды). * Ðàññìîò-
ðèì âûïóêëóþ è ïîëóíåïðåðûâíóþ ñíèçó ôóíêöèþ 𝑓 : R𝑛 → R∪{+∞}.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî 𝑓 ìîæíî ïðèáëèçèòü âûïóêëîé ôóíêöèåé 𝑓𝜆(𝑥) ñ
íåïðåðûâíûì ïî Ëèïøèöó ãðàäèåíòîì. Ýòà àïïðîêñèìàöèÿ íàçûâàåò-
ñÿ аппроксимацией Моро –Иосиды.

Ïóñòü 𝜆 > 0. Òîãäà

𝑓𝜆(𝑥) = inf
𝑦∈R𝑛

(︁
𝑓(𝑦) +

1

2𝜆
‖𝑦 − 𝑥‖2

)︁
. (1.5.2)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïîä îïåðàöèåé âçÿòèÿ èíôèìóìà â (1.5.2) ñèëüíî
âûïóêëàÿ è ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ïî 𝑦, òî èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ â
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åäèíñòâåííîé òî÷êå. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç 𝑝 = 𝑝(𝑥) = prox𝜆𝑓 𝑥, òî
åñòü äëÿ âñÿêîãî 𝑥 ∈ R𝑛

𝑓𝜆(𝑥) = 𝑓
(︀
prox𝜆𝑓 𝑥

)︀
+

1

2𝜆

⃦⃦
𝑥− prox𝜆𝑓 𝑥

⃦⃦2
. (1.5.3)

Âñþäó íèæå ôóíêöèÿ 𝑓 áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ñîáñòâåííîé, òî åñòü

dom 𝑓 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) < +∞} ≠ ∅.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓𝜆(𝑥) äëÿ ëþáîãî 𝜆 > 0. Ýòî âûòåêàåò
èç ôîðìóëû (1.5.2) ïðè 𝑦 = 𝑥.

Лемма 1.5.1. Пусть 𝜆 = 1. Тогда для всякого 𝑥 ∈ R𝑛 равенство
𝑝 = prox1

𝑓 𝑥 верно в том и только том случае, когда для всякого
𝑦 ∈ R𝑛 выполнено неравенство (𝑦 − 𝑝, 𝑥− 𝑝) + 𝑓(𝑝) ⩽ 𝑓(𝑦).

Доказательство. Ïóñòü 𝑝 = prox1
𝑓 𝑥. Çàôèêñèðóåì 𝑦 ∈ R𝑛. Äëÿ

𝛼 ∈ (0, 1) îïðåäåëèì 𝑝𝛼 = 𝛼𝑦 + (1− 𝛼)𝑝. Â ñèëó (1.5.2) èìååì

𝑓(𝑝) ⩽ 𝑓(𝑝𝛼) +
1

2
‖𝑥− 𝑝𝛼‖2−

1

2
‖𝑥− 𝑝‖2 =

= 𝑓(𝑝𝛼) +
1

2
‖(𝑥− 𝑝)− 𝛼(𝑦 − 𝑝)‖2 − 1

2
‖𝑥− 𝑝‖2 ⩽

⩽ 𝛼𝑓(𝑦) + (1− 𝛼)𝑓(𝑝)− 𝛼(𝑥− 𝑝, 𝑦 − 𝑝) +
𝛼2

2
‖𝑦 − 𝑝‖2,

ïîýòîìó

(𝑦 − 𝑝, 𝑥− 𝑝) + 𝑓(𝑝) ⩽ 𝑓(𝑦) +
𝛼

2
‖𝑦 − 𝑝‖2.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó 𝛼→ +0, ïîëó÷àåì (𝑦 − 𝑝, 𝑥− 𝑝) + 𝑓(𝑝) ⩽ 𝑓(𝑦).
Ïóñòü äëÿ âñåõ 𝑦 ∈ R𝑛 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(𝑦 − 𝑝, 𝑥− 𝑝) + 𝑓(𝑝) ⩽ 𝑓(𝑦)

äëÿ íåêîòîðîãî 𝑝 ∈ R𝑛. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 𝑦 ∈ R𝑛

𝑓(𝑝) +
1

2
‖𝑥− 𝑝‖2 ⩽

⩽ 𝑓(𝑦)+
1

2
‖𝑥−𝑝‖2+(𝑥−𝑝, 𝑝−𝑦)+

1

2
‖𝑦−𝑝‖2 = 𝑓(𝑦)+

1

2
‖𝑦−𝑥‖2.

Çíà÷èò, 𝑝 óäîâëåòâîðÿåò (1.5.3) äëÿ 𝜆 = 1. ■
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Лемма 1.5.2. 𝑥 → prox1
𝑓 𝑥 является нерастягивающим отобра-

жением.

Доказательство. Ïóñòü 𝑝 = prox1
𝑓 𝑥, 𝑞 = prox1

𝑓 𝑦. Òîãäà â ñèëó
ëåììû 1.5.1

(𝑞 − 𝑝, 𝑥− 𝑝) + 𝑓(𝑝) ⩽ 𝑓(𝑞), (𝑝− 𝑞, 𝑦 − 𝑞) + 𝑓(𝑞) ⩽ 𝑓(𝑝).

Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

0 ⩽
(︀
𝑝− 𝑞, (𝑥− 𝑝)− (𝑦 − 𝑞)

)︀
,

‖𝑝− 𝑞‖2 ⩽ (𝑝− 𝑞, 𝑥− 𝑦), ‖𝑝− 𝑞‖ ⩽ ‖𝑥− 𝑦‖. (1.5.4)

Ëåììà äîêàçàíà. ■

Упражнение 1.5.11. Пусть Arg min
𝑧∈R𝑛

𝑓(𝑧) ̸= ∅. Докажите, что

𝑥 = prox1
𝑓 𝑥 тогда и только тогда, когда 𝑥 ∈ Arg min

𝑧∈R𝑛
𝑓(𝑧).

Îòìåòèì, ÷òî
prox1

𝜆𝑓 𝑥 = prox𝜆𝑓 𝑥. (1.5.5)

Теорема 1.5.2. Пусть 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞}, 𝜆 > 0 и 𝑓𝜆(𝑥) — ап-
проксимация Иосиды (1.5.2). Тогда градиент

𝑓 ′𝜆(𝑥) =
1

𝜆

(︀
𝑥− prox𝜆𝑓 𝑥

)︀
существует и удовлетворяет условию Липшица с константой 1

𝜆 .

Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî 𝑓 ′𝜆(𝑥) åñòü ãðàäèåíò
Ôðåøå.

Доказательство. Çàôèêñèðóåì 𝑥 ∈ R𝑛 è 𝑝 = prox𝜆𝑓 𝑥. Èç ôîðìó-
ëû (1.5.3) äëÿ ëþáîãî 𝑦 ∈ R𝑛 è 𝑞 = prox𝜆𝑓 𝑦 ïî ëåììå 1.5.1 è â ñèëó
ðàâåíñòâà (1.5.5) èìååì

𝑓𝜆(𝑦)− 𝑓𝜆(𝑥) = 𝑓(𝑞)− 𝑓(𝑝) +
‖𝑦 − 𝑞‖2 − ‖𝑥− 𝑝‖2

2𝜆
⩾

⩾
2(𝑞 − 𝑝, 𝑥− 𝑝) + ‖𝑦 − 𝑞‖2 − ‖𝑥− 𝑝‖2

2𝜆
=

=
‖𝑦 − 𝑞 − (𝑥− 𝑝)‖2 + 2(𝑦 − 𝑥, 𝑥− 𝑝)

2𝜆
⩾

(𝑦 − 𝑥, 𝑥− 𝑝)
𝜆

.
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑓𝜆(𝑦)− 𝑓𝜆(𝑥) ⩽
(𝑦 − 𝑥, 𝑦 − 𝑞)

𝜆
.

Êîìáèíèðóÿ äâå ïîñëåäíèå îöåíêè ñ ó÷åòîì ëåâîé îöåíêè â ôîðìóëå
(1.5.4) ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ⩽ 𝑓𝜆(𝑦)− 𝑓𝜆(𝑥)− (𝑦 − 𝑥, 𝑥− 𝑝)
𝜆

⩽

⩽

(︀
𝑦 − 𝑥, (𝑦 − 𝑞)− (𝑥− 𝑝)

)︀
𝜆

=
‖𝑦 − 𝑥‖2 − (𝑦 − 𝑥, 𝑞 − 𝑝)

𝜆
⩽

⩽
‖𝑦 − 𝑥‖2 − ‖𝑞 − 𝑝‖2

𝜆
⩽

1

𝜆
‖𝑦 − 𝑥‖2.

Îòñþäà

lim
𝑦→𝑥

𝑓𝜆(𝑦)− 𝑓𝜆(𝑥)−
(︀
𝑦 − 𝑥, 𝑥−𝑝𝜆

)︀
‖𝑦 − 𝑥‖

= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑓 ′𝜆(𝑥) = 𝑥−𝑝
𝜆 åñòü ãðàäèåíò Ôðåøå 𝑓𝜆 â òî÷êå 𝑥.

Äëÿ òî÷åê 𝑥𝑖 è 𝑝𝑖 = prox𝜆𝑓 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, èìååì ñ ó÷åòîì (1.5.4)⃦⃦⃦⃦
𝑥1 − 𝑝1

𝜆
− 𝑥2 − 𝑝2

𝜆

⃦⃦⃦⃦2
=

=
‖𝑥1 − 𝑥2‖2

𝜆2
+
‖𝑝1 − 𝑝2‖2

𝜆2
− 2

𝜆2
(𝑥1 − 𝑥2, 𝑝1 − 𝑝2) ⩽

⩽
‖𝑥1 − 𝑥2‖2

𝜆2
+
‖𝑝1 − 𝑝2‖2

𝜆2
− 2

𝜆2
‖𝑝1 − 𝑝2‖2 ⩽

‖𝑥1 − 𝑥2‖2

𝜆2
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè 𝑥 ∈ R𝑛, ãäå 𝜕𝑓(𝑥) ̸= ∅, èìååò ìåñòî
ñõîäèìîñòü 𝑓𝜆(𝑥) → 𝑓(𝑥) ïðè 𝜆 → +0. Ñ îäíîé ñòîðîíû 𝑓𝜆(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥).
Ïóñòü 𝜉 ∈ 𝜕𝑓(𝑥). Òîãäà 𝑓(𝑦) ⩾ 𝑓(𝑥) + (𝜉, 𝑦 − 𝑥) è

𝑓𝜆(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥) + inf
𝑦∈R𝑛

(︂
(𝜉, 𝑦 − 𝑥) +

1

2𝜆
‖𝑦 − 𝑥‖2

)︂
,

à ïîñëåäíèé èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå 𝑦 = 𝑥− 𝜆𝜉 è ðàâåí −𝜆2 ‖𝜉‖
2.

Îòñþäà lim
𝜆→+0

𝑓𝜆(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Упражнение 1.5.12. Пусть 𝒬 ⊂ int dom 𝑓 — непустое выпук-
лое компактное подмножество. Докажите, что lim

𝜆→+0
𝑓𝜆(𝑥) = 𝑓(𝑥)

равномерно на 𝒬.
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Îïåðàöèÿ èíôèìóìà â îïðåäåëåíèè (1.5.2) íàçûâàåòñÿ инфималь-
ной конволюцией ôóíêöèé 𝑓 è 1

2𝜆‖ · ‖
2.

Упражнение 1.5.13. Докажите, что надграфик функции 𝑓𝜆 яв-
ляется с точностью до замыкания суммой Минковского надграфиков
функций 𝑓 и 1

2𝜆‖ · ‖
2 (см. определение суммы Минковского в разделе

Г.1). Отсюда же вытекает выпуклость 𝑓𝜆.

▼

Пример 1.5.8 (Вариационный принцип Экланда).* Åñëè ìè-
íèìèçèðîâàòü ïîëóíåïðåðûâíóþ ñíèçó ôóíêöèþ 𝑓 : R𝑛 ⊃ 𝒬 → R íà
êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå 𝒬, òî â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà À.2 îáÿçà-
òåëüíî íàéäåòñÿ òî÷êà 𝑥* ∈ 𝒬 ìèíèìóìà 𝑓 íà 𝒬, òî åñòü 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥*)
äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝒬. Îäíàêî ýòî íå òàê, åñëè ìíîæåñòâî 𝒬 íå êîìïàêòíî,
íàïðèìåð, 𝒬 = R𝑛. Äàæå åñëè 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞} îãðàíè÷åíà ñíèçó,
òî èíôèìóì 𝑓 ìîæåò íå äîñòèãàòüñÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ èíôèìóìà ìû
ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êè 𝑥𝜀 ∈ R𝑛,
÷òî 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥𝜀)− 𝜀 äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ R𝑛.

Упражнение 1.5.14. Докажите предыдущее утверждение для
ограниченной снизу функции.

Ýòî äîâîëüíî ñêóäíàÿ èíôîðìàöèÿ. Íèæå áóäóò ñôîðìóëèðîâà-
íû è äîêàçàíû ðåçóëüòàòû [18] î íàëè÷èè è ñâîéñòâàõ òî÷åê, â êî-
òîðûõ äîñòèãàåòñÿ áëèçêîå ê èíôèìóìó çíà÷åíèå ïîëóíåïðåðûâíîé
ñíèçó è îãðàíè÷åííîé ñíèçó ôóíêöèè.

Теорема 1.5.3 (Вариационный принцип Экланда). Предпо-
ложим, что функция 𝑓 : R𝑛 → R∪{+∞} собственная, полунепрерыв-
ная снизу и ограниченная снизу. Пусть 𝜀 > 0 и точка 𝑥𝜀 ∈ R𝑛 такая,
что

𝑓(𝑥𝜀) ⩽ inf
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥) + 𝜀.

Тогда для любого 𝜆 > 0 найдется точка 𝑦 = 𝑦(𝜀, 𝜆) ∈ R𝑛 такая, что
1) 𝑓(𝑦) ⩽ 𝑓(𝑥𝜀);
2) ‖𝑦 − 𝑥𝜀‖ ⩽ 𝜆;
3) для всякой точки 𝑥 ∈ R𝑛∖{𝑦} выполнено 𝑓(𝑥) + 𝜀

𝜆‖𝑥− 𝑦‖ > 𝑓(𝑦).

Доказательство. Çàôèêñèðóåì 𝛼 > 0. Ðàññìîòðèì íà R𝑛 × R îò-
íîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà1 ≺ âèäà

(𝑥1, 𝑟1) ≺ (𝑥2, 𝑟2) ⇐⇒ 𝑟2 − 𝑟1 + 𝛼‖𝑥2 − 𝑥1‖ ⩽ 0. (1.5.6)

1Не путать с обозначением отрицательно определенной матрицы.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äàííîå îòíîøåíèå ≺ ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâ-
íî. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî (𝑥1, 𝑟1) ∈ R𝑛 × R ìíîæåñòâî{︀

(𝑥, 𝑟) : (𝑥, 𝑟) ≺ (𝑥1, 𝑟1)
}︀

íåïóñòî è çàìêíóòî â R𝑛 × R.

Упражнение 1.5.15. Докажите предыдущее утверждение.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî 𝒮 ⊂ R𝑛 × R òàêîâî,
÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝜇, ïðè êîòîðîì ëþáîé ýëåìåíò (𝑥, 𝑟) ∈ 𝒮 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ 𝑟 ⩾ 𝜇, òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà (𝑥1, 𝑟1) ∈ 𝒮 íàéäåòñÿ
ýëåìåíò (̃︀𝑥, ̃︀𝑟) ∈ 𝒮, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ (𝑥1, 𝑟1) ≺ (̃︀𝑥, ̃︀𝑟) è
ÿâëÿþùèéñÿ ìàêñèìàëüíûì âî ìíîæåñòâå 𝒮 â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ÷à-
ñòè÷íîãî ïîðÿäêà (1.5.6).

Äëÿ ýëåìåíòà (𝑥1, 𝑟1) ∈ 𝒮 îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê {(𝑥𝑘, 𝑟𝑘)}∞𝑘=1 ⊂ 𝒮. Ïóñòü òî÷êà (𝑥𝑘, 𝑟𝑘) èçâåñòíà. Îïðåäå-
ëèì ìíîæåñòâî

𝒮𝑘 =
{︀

(𝑥, 𝑟) ∈ 𝒮 : (𝑥𝑘, 𝑟𝑘) ≺ (𝑥, 𝑟)
}︀

(1.5.7)

è ÷èñëî
𝜇𝑘 = inf

{︀
𝑟 : (𝑥, 𝑟) ∈ 𝒮𝑘 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑥

}︀
. (1.5.8)

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà 𝒮 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 𝜇𝑘 ⩾ 𝜇. Òåïåðü
îïðåäåëèì (𝑥𝑘+1, 𝑟𝑘+1) êàê ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò 𝒮, äëÿ êîòîðîãî

𝑟𝑘+1 ⩽
𝑟𝑘 + 𝜇𝑘

2
. (1.5.9)

Ìíîæåñòâà 𝒮𝑘 çàìêíóòû è óïîðÿäî÷åíû ïî âêëþ÷åíèþ: 𝒮𝑘+1 ⊂ 𝒮𝑘.
Îòñþäà 𝜇𝑘+1 ⩾ 𝜇𝑘. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è ôîðìóëû (1.5.9) ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâî

0 ⩽ 𝑟𝑘+1 − 𝜇𝑘+1 ⩽
1

2
(𝑟𝑘 − 𝜇𝑘) ⩽ 2−𝑘(𝑟1 − 𝜇).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà (𝑥, 𝑟) ∈ 𝒮𝑘+1 èç îïðåäåëåíèÿ
(1.5.8) ÷èñëà 𝜇𝑘 è îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (1.5.6)
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

|𝑟𝑘+1 − 𝑟| ⩽ |𝑟𝑘+1 − 𝜇𝑘+1| ⩽ 2−𝑘(𝑟1 − 𝜇),

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥‖ ⩽
2−𝑘

𝛼
|𝑟1 − 𝜇|.



1.5. Примеры экстремальных задач 101

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äèàìåòð ìíîæåñòâ 𝒮𝑘 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè 𝑘 → ∞.
Â ñèëó ïîëíîòû R𝑛 × R ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

(̃︀𝑥, ̃︀𝑟) =

∞⋂︁
𝑘=1

𝒮𝑘.

Èç îïðåäåëåíèÿ (1.5.7) ìíîæåñòâ 𝒮𝑘 ñëåäóåò, ÷òî (𝑥𝑘, 𝑟𝑘) ≺ (̃︀𝑥, ̃︀𝑟) äëÿ
âñåõ 𝑘, â ÷àñòíîñòè è äëÿ 𝑘 = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà (𝑥0, 𝑟0) ∈ 𝒮, äëÿ êîòîðîé âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (̃︀𝑥, ̃︀𝑟) ≺ (𝑥0, 𝑟0). Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ≺ ïîëó÷àåì

(𝑥𝑘, 𝑟𝑘) ≺ (𝑥0, 𝑟0) äëÿ âñåõ 𝑘, îòêóäà (𝑥0, 𝑟0) ∈
∞⋂︀
𝑘=1

𝒮𝑘. Îòñþäà âûòåêàåò

ðàâåíñòâî (𝑥0, 𝑟0) = (̃︀𝑥, ̃︀𝑟) è ìàêñèìàëüíîñòü (̃︀𝑥, ̃︀𝑟) äëÿ îòíîøåíèÿ ≺.
Òåïåðü ïîëîæèì 𝒮 = epi 𝑓 , 𝛼 = 𝜀/𝜆 è òî÷êó (𝑥1, 𝑟1) =

(︀
𝑥𝜀, 𝑓(𝑥𝜀)

)︀
. Ïî

äîêàçàííîìó âûøå â 𝒮 ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò (𝑦, 𝑟𝜀) ∈ 𝒮
òàêîé, ÷òî (︀

𝑥𝜀, 𝑓(𝑥𝜀)
)︀
≺ (𝑦, 𝑟𝜀). (1.5.10)

Òàê êàê (𝑦, 𝑟𝜀) ∈ 𝒮, òî (𝑦, 𝑟𝜀) ≺
(︀
𝑦, 𝑓(𝑦)

)︀
, ÷òî, âñëåäñòâèå ìàêñèìàëü-

íîñòè ýëåìåíòà (𝑦, 𝑟𝜀), îçíà÷àåò, ÷òî 𝑟𝜀 = 𝑓(𝑦). Òîãäà èç (1.5.10) èìååì

𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥𝜀) + 𝛼‖𝑦 − 𝑥𝜀‖ ⩽ 0, (1.5.11)

îòêóäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå 1).
Ìàêñèìàëüíîñòü ýëåìåíòà

(︀
𝑦, 𝑓(𝑦)

)︀
âî ìíîæåñòâå 𝒮 îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥 ̸= 𝑦, è òàêîãî, ÷òî 𝑓(𝑥) < +∞, ñîîòíîøåíèå(︀
𝑦, 𝑓(𝑦)

)︀
≺
(︀
𝑥, 𝑓(𝑥)

)︀
íå èìååò ìåñòà. Ýòî â ñèëó îòíîøåíèÿ (1.5.6) îçíà-

÷àåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 3). Íàêîíåö, ïîñêîëüêó 𝑓(𝑥𝜀) ⩽ inf
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥)+𝜀,

èìååì 𝑓(𝑦) ⩾ 𝑓(𝑥𝜀)−𝜀. Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (1.5.11) îòñþäà ïîëó÷àåì
îöåíêó 3). Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî 3) òåîðåìû 1.5.3 îçíà÷àåò, ÷òî ó ôóíêöèè
𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜀

𝜆‖𝑥− 𝑦‖ â òî÷êå 𝑦 äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì.
Ïîÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñâîéñòâà 3). Îïðåäåëèì êîíóñ âðà-

ùåíèÿ 𝒦 =
{︀

(𝑥, 𝑟) : 𝑟 + 𝜀
𝜆‖𝑥‖ < 0

}︀
. Êîíóñ 𝒦 èìååò âåðøèíó (0, 0) è

óãîë 𝜙 ìåæäó îñüþ è îáðàçóþùåé, tg𝜙 = 𝜆
𝜀 . Òîãäà ñäâèíóòûé êîíóñ(︀

𝑦, 𝑓(𝑦)
)︀

+𝒦 =
{︁

(𝑥, 𝑟) : 𝑟 − 𝑓(𝑦) +
𝜀

𝜆
‖𝑥− 𝑦‖ < 0

}︁
ëåæèò íèæå ãðàôèêà 𝑓 , ïðè÷åì êàñàåòñÿ ãðàôèêà òîëüêî ñâîåé âåð-
øèíîé

(︀
𝑦, 𝑓(𝑦)

)︀
, ñì. ðèñ. 1.5.3. ×åì ìåíüøå 𝜀/𝜆, òåì áîëåå ïëîñêèì
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Рис. 1.5.3. Геометрический смысл вариационного принципа.

ÿâëÿåòñÿ êîíóñ 𝒦 è òåì áëèæå ìíîæåñòâî
(︀
𝑦, 𝑓(𝑦)

)︀
+𝒦 ê ãîðèçîíòàëü-

íîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(︀
𝑦, 𝑓(𝑦)

)︀
.

Âûáîðîì êîýôôèöèåíòîâ 𝜀 è 𝜆 ìîæíî íàõîäèòü áàëàíñ ìåæäó óò-
âåðæäåíèÿìè 2) è 3) òåîðåìû â çàâèñèìîñòè îò ïðåñëåäóåìûõ öåëåé.
Åñëè êîýôôèöèåíò 𝜆/𝜀 óâåëè÷èâàòü, òî êîíóñ 𝒦 ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïëîñ-
êèì, à òî÷êà 𝑦 äàåò çíà÷åíèå 𝑓(𝑦), ïðèáëèæàþùååñÿ ê èíôèìóìó. Íî
ïðè ýòîì, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà 2) óâåëè÷èâàåòñÿ, èíôîð-
ìàöèÿ î ïîëîæåíèè òî÷êè 𝑦 áóäåò íåçíà÷èòåëüíîé. Åñëè êîýôôèöèåíò
𝜆/𝜀 óìåíüøàòü, òî òî÷êà 𝑦 áëèçêà ê èñõîäíîé òî÷êå 𝑥𝜀, íî êîíóñ 𝒦
îñòðûé, è èç íåðàâåíñòâà 3) ìîæíî ïîëó÷èòü ìàëî èíôîðìàöèè.

Âûáèðàÿ 𝜆 = 1 è 𝜆 =
√
𝜀, ïîëó÷àåì

Следствие 1.5.1. Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞} собствен-
ная, полунепрерывная снизу и ограниченная снизу. Пусть 𝜀 > 0 и
точка 𝑥𝜀 ∈ R𝑛 такая, что

𝑓(𝑥𝜀) ⩽ inf
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥) + 𝜀.

Для 𝜆 = 1 в теореме 1.5.3 найдется точка 𝑦 = 𝑦(𝜀) ∈ R𝑛 такая, что
1) 𝑓(𝑦) ⩽ 𝑓(𝑥𝜀);
2) для всякой точки 𝑥 ∈ R𝑛∖{𝑦} выполнено 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑦)− 𝜀‖𝑥− 𝑦‖.
Для 𝜆 =

√
𝜀 найдется точка 𝑦 = 𝑦(𝜀) ∈ R𝑛 такая, что

1) 𝑓(𝑦) ⩽ 𝑓(𝑥𝜀);
2) ‖𝑦 − 𝑥𝜀‖ ⩽

√
𝜀;

3) для всякой точки 𝑥 ∈ R𝑛∖{𝑦} выполнено 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑦)−
√
𝜀‖𝑥−𝑦‖.

Упражнение 1.5.16. Пусть выполнено условие теоремы 1.5.3 и
функция 𝑓 дифференцируема по Гато во всех точках. Покажите, что
тогда найдется последовательность точек {𝑥𝑘} такая, что

𝑓(𝑥𝑘)→ inf
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥), 𝑓 ′(𝑥𝑘)→ 0.

▼



Глава 2

Условная оптимизация

2.1. Устойчивость задач минимизации.

Модуль выпуклости

Â çàäà÷å min𝒬 𝑓 � çàäà÷å ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓 íà
âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå 𝒬 � âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû óñ-
òîé÷èâîñòè. Ïóñòü ìíîæåñòâî 𝒬 â íåêîòîðîì ñìûñëå íåìíîãî èçìåíè-
ëè. Êàê ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ ðåøåíèå? Òîò æå âîïðîñ âîçíèêàåò â ñëó-
÷àå ìàëîãî â íåêîòîðîì ñìûñëå èçìåíåíèÿ ôóíêöèè 𝑓 . Êðîìå òîãî, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå íèæå àëãîðèòìû äàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘} ⊂ 𝒬,
êîòîðàÿ ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ êàê ïî ôóíêöèè, òàê è ïî òî÷êå.
Ïóñòü 𝑓* = min𝒬 𝑓 ∈ R è Ω ̸= ∅ � ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ âûïóêëîé
ôóíêöèè 𝑓 íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå 𝒬.

Ñëåäóÿ ñêàçàííîìó â ðàçäåëå 1.1, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {𝑥𝑘} ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïî ôóíêöèè, åñëè 𝑓(𝑥𝑘) → 𝑓*, è
ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïî òî÷êå, åñëè 𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ Ω.

Èç ñõîäèìîñòè ïî òî÷êå îáû÷íî âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî ôóíê-
öèè. Äåëî â òîì, ÷òî â ìåòîäàõ îïòèìèçàöèè îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ
ôóíêöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ õîòÿ áû ëèïøèöåâûìè íà ðàññìàòðèâàå-
ìîé îáëàñòè ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Ëèïøèöà 𝐿 > 0. Åñëè åñòü ñõî-
äèìîñòü ïî òî÷êå: 𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ Ω, òî |𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*)| ⩽ 𝐿 · ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ → 0
è èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ôóíêöèè. Îáðàòíîå, êàê ëåãêî âèäåòü,
íåâåðíî. Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé ïðèìåð.

Пример 2.1.1. Ðàññìîòðèì â R2 ôóíêöèþ 𝑓(𝑥) = −x2 = −(𝑒2, 𝑥)
è ìíîæåñòâî 𝒬, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøè-
íàìè â òî÷êàõ (0; 0), (0; 1), (1; 0) è (1; 1).
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè 𝑓 íà 𝒬 åñòü ïðî-
èçâîëüíàÿ òî÷êà (x1; 1), x1 ∈ [0, 1], è 𝑓(x1, 1) = −1. Çàôèêñèðóåì îäíî
èç ðåøåíèé, íàïðèìåð (0, 1). Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èçìåíåííîå ìíî-
æåñòâî ̂︀𝒬 âèäà

̂︀𝒬 = co{(0; 0), (1; 0), (1; 1 + 𝜀), (0; 1)}, 𝜀 > 0.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà 𝒬 è ̂︀𝒬 áëèçêè ïðè ìàëîì 𝜀 > 0. Â ÷àñòíîñòè, â
ñìûñëå ìåòðèêè Õàóñäîðôà (ñì. ðàçäåë Ã.8) ℎ(𝒬, ̂︀𝒬) ⩽ 𝜀. Îäíàêî ðåøå-
íèå ïî òî÷êå çàäà÷è min ̂︀𝒬 𝑓 åñòü (1; 1+𝜀), ïðè ýòîì 𝑓(1, 1+𝜀) = −1−𝜀.

Ìû âèäèì, ÷òî çíà÷åíèå ìèíèìóìà ïî ôóíêöèè èçìåíèëîñü íà 𝜀.
Îäíàêî òî÷êà ýêñòðåìóìà (1; 1 + 𝜀) âîçìóùåííîé çàäà÷è îêàçàëàñü äà-
ëåêî îò çàôèêñèðîâàííîé òî÷êè ýêñòðåìóìà (0; 1) èñõîäíîé çàäà÷è.
Òåì íå ìåíåå ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è áëèçêî êî ìíîæåñòâó ðå-
øåíèé èñõîäíîé çàäà÷è; íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòî íå ñëó÷àéíî. ▼

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 𝑓* = min𝑥∈𝒬 𝑓 . Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü,
÷òî 𝒬 êîìïàêòíî, à ëåáåãîâû ìíîæåñòâà ℒ𝑓 (𝜇) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝜇}
ëèïøèöåâîé ñ êîíñòàíòîé 𝐿 > 0 ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R èìåþò ãðàíèöó
𝜕ℒ𝑓 (𝜇) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) = 𝜇}, êîòîðàÿ íåïðåðûâíî â ìåòðèêå Õàóñ-
äîðôà çàâèñèò îò óðîâíÿ 𝜇, ñì. ðàçäåë Ã.8.

Ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî 𝜕ℒ𝑓 (𝑓*) ∩ 𝒬. Ïóñòü 𝑥0 �
òî÷êà èç ýòîãî ìíîæåñòâà, 𝑓* = 𝑓(𝑥0). Ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ çà-
äà÷ó ̂︀𝑓* = min𝑥∈ ̂︀𝒬 𝑓 è îáîçíà÷èì ÷åðåç ℎ = ℎ(𝒬, ̂︀𝒬) ðàññòîÿíèå â

ìåòðèêå Õàóñäîðôà ìåæäó êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè 𝒬 è ̂︀𝒬. Ïóñòü̂︀𝑥 ∈ 𝜕ℒ𝑓 ( ̂︀𝑓*) ∩ ̂︀𝒬 è 𝑥1 ∈ ̂︀𝒬 � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî ‖𝑥1 − 𝑥0‖ ⩽ ℎ. Òîãäà

̂︀𝑓* = 𝑓(̂︀𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥1) ⩽ 𝑓(𝑥0) + 𝐿‖𝑥1 − 𝑥0‖ ⩽ 𝑓* + 𝐿ℎ.

Àíàëîãè÷íî 𝑓* ⩽ ̂︀𝑓* + 𝐿ℎ. Òåì ñàìûì |𝑓* − ̂︀𝑓*| ⩽ 𝐿ℎ è

lim
ℎ(𝒬, ̂︀𝒬)→+0

ℎ
(︀
𝜕ℒ𝑓 (𝑓*), 𝜕ℒ𝑓 ( ̂︀𝑓*)

)︀
= 0.

Çíà÷åíèÿìè ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ̂︀𝒬 ↦→ ̂︀𝒬 ∩ 𝜕ℒ𝑓 ( ̂︀𝑓*) ÿâëÿþòñÿ
ïåðåñå÷åíèå çíà÷åíèé íåïðåðûâíîãî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ìíîãîçíà÷-
íîãî îòîáðàæåíèÿ 𝐹 ( ̂︀𝒬) = 𝜕ℒ𝑓 ( ̂︀𝑓*) ñ çàìêíóòûìè çíà÷åíèÿìè è çíà÷å-
íèé íåïðåðûâíîãî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
𝐺( ̂︀𝒬) = ̂︀𝒬 ñ êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðè ýòîì ãðàôèê 𝐹 ( ̂︀𝒬) çà-
ìêíóò, òàê êàê 𝐹 íåïðåðûâíî. Â ñèëó [18, ãë. 3, �1, òåîðåìà 8], à òàêæå
çàìå÷àíèÿ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 1 èç [18, ãë.3, �1], ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿ-
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åòñÿ 𝜀-ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó â òî÷êå 𝒬. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀ ̂︀𝒬 : ℎ(𝒬, ̂︀𝒬) < 𝛿 è ̂︀𝒬− êîìïàêòíî
𝜕ℒ𝑓 ( ̂︀𝑓*) ∩ ̂︀𝒬 ⊂ ℒ𝑓 (𝑓*) ∩𝒬+ ℬ𝜀(0),

(2.1.1)

ãäå ̂︀𝑓* = min𝑥∈ ̂︀𝒬 𝑓 , 𝑓* = min𝑥∈𝒬 𝑓 .
Ôîðìóëà (2.1.1) îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è

áëèçê�î ê íåêîòîðîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è, åñëè âåëè÷èíà ℎ(𝒬, ̂︀𝒬)
äîñòàòî÷íî ìàëà. Îäíàêî êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó áëèçîñòè â îáùåé
ñèòóàöèè ïîëó÷èòü çàòðóäíèòåëüíî.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäóò îáñóæäåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíê-
öèé è ìíîæåñòâ, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò óñòîé÷èâîñòü çàäà÷ ìèíèìèçà-
öèè ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ìíîæåñòâà, à òàêæå ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïî
òî÷êå â ñëó÷àå, åñëè äîêàçàíà åãî ñõîäèìîñòü ïî ôóíêöèè. Ïðè ýòîì
áóäóò ïîëó÷åíû êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè áëèçîñòè.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì áóäåò ñëóæèòü ìîäóëü âûïóêëîñòè ôóíê-
öèè èëè ìíîæåñòâà. Âïåðâûå ìîäóëü âûïóêëîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ìíîæåñòâ è åãî ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè áûëè ðàññìîòðåíû
â ðàáîòå Á.Ò. Ïîëÿêà [62].

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå äàíî Á.Ò. Ïîëÿêîì [62] è îáîáùàåò îïðå-
äåëåíèå ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè øàðà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå [5].

Определение 2.1.1. Ïóñòü 𝒬 ⊂ R𝑛 � âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæå-
ñòâî 𝒬 равномерно выпукло ñ ìîäóëåì 𝛿𝒬(·) : [0,diam𝒬] → [0,+∞),
ãäå 𝛿𝒬(0) = 0, 𝛿𝒬(𝑡) > 0 ïðè 𝑡 > 0 è 𝛿𝒬(𝑡) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ,
åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒬 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

𝑥+ 𝑦

2
+ 𝛿𝒬(‖𝑥− 𝑦‖)ℬ1(0) ⊂ 𝒬.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1 ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2.1.1.
Äàííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåíîñèòü íà íåîãðàíè÷åííûå ìíîæå-

ñòâà, òðåáóÿ, ÷òîáû äëÿ âñÿêîãî 𝑅 > 0 ìíîæåñòâî 𝐵𝑅(0)∩𝒬, åñëè îíî
íåïóñòî, ÿâëÿëîñü ðàâíîìåðíî âûïóêëûì ñ ìîäóëåì 𝛿𝒬,𝑅(·).

Упражнение 2.1.1. Пусть множество 𝒬 ⊂ R𝑛 является равно-
мерно выпуклым с модулем 𝛿𝒬. Докажите, что lim

𝑡→+0
𝛿𝒬(𝑡) = 0.

Упражнение 2.1.2. Покажите, что выпуклый многогранник не
является равномерно выпуклым множеством. Покажите, что непу-
стое множество вида 𝒬 =

⋂︀
𝑥∈𝒳

𝐵𝑅(𝑥), где 𝑅 > 0 и 𝒳 ⊂ R𝑛 есть про-

извольное множество центров шаров, равномерно выпукло с модулем
𝛿𝒬(𝑡) = 𝑡2

8𝑅 .
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Рис. 2.1.1. Модуль выпуклости множества. Заштрихованный шар
радиуса 𝛿𝒬(‖𝑥 − 𝑦‖) с центром в точке 𝑥+𝑦

2
содержится

во множестве 𝒬.

Упражнение 2.1.3. Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — строго выпуклое компакт-
ное подмножество, то есть граница 𝜕𝒬 не содержит отрезков нену-
левой длины. Тогда множество 𝒬 равномерно выпукло с некоторым
модулем выпуклости 𝛿𝒬 со свойствами из определения 2.1.1.

Óïðàæíåíèå 2.1.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî â R𝑛 êëàññû ñòðîãî âûïóêëûõ
êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ è ðàâíîìåðíî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàþò.

Определение 2.1.2. Ïóñòü 𝑓 : R𝑛 → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëîé ñ ìîäó-
ëåì 𝛿𝑓 : [0,+∞) → [0,+∞), ãäå 𝛿𝑓 (𝑡) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî 𝛿𝑓 (0) = 0 è 𝛿𝑓 (𝑡) > 0 ïðè 𝑡 > 0, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑥0, 𝑥 ∈ R𝑛 è
÷èñëà 𝜆 ∈ [0, 1] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

𝑓
(︀
(1−𝜆)𝑥0 +𝜆𝑥

)︀
⩽ (1−𝜆)𝑓(𝑥0) +𝜆𝑓(𝑥)−𝜆(1−𝜆)𝛿𝑓 (‖𝑥0−𝑥‖). (2.1.2)

Îïðåäåëåíèå 2.1.2 ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2.1.2. Àíàëîãè÷íîå
îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü äëÿ ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞}.

Âàæíûì êëàññîì ðàâíîìåðíî âûïóêëûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ êëàññ
ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé ñ ìîäóëåì 𝛿𝑓 (𝑡) = κ

2 𝑡
2, κ > 0, ñì. ðàçäåë

Ã.6, ôîðìóëà (Ã.15).

Упражнение 2.1.4. Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R∪{+∞} является
строго выпуклой, то есть

𝑓
(︀
(1− 𝜆)𝑥0 + 𝜆𝑥

)︀
< (1− 𝜆)𝑓(𝑥0) + 𝜆𝑓(𝑥) ∀𝑥0, 𝑥 ∈ R𝑛 ∀𝜆 ∈ (0, 1),
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Рис. 2.1.2. Модуль выпуклости функции. Кривая, показанная
жирной линией, задается выражением из правой части
неравенства (2.1.2).

и множество dom 𝑓 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) < +∞} является выпуклым
компактом.

Тогда функция 𝑓 равномерно выпукла, то есть для любых то-
чек 𝑥0, 𝑥 ∈ dom 𝑓 выполнено неравенство (2.1.2) для некоторой функ-
ции 𝛿𝑓 со свойствами из определения 2.1.2.

Теорема 2.1.1. Пусть множество 𝒬 ⊂ R𝑛 — равномерно выпук-
лое с модулем 𝛿𝒬, функция 𝑓 : R𝑛 → R выпукла. Пусть также 𝑥* —
минимум функции 𝑓 на множестве 𝒬 и 𝑓 ′(𝑥*) ̸= 0 для субградиента
𝑓 ′(𝑥*) ∈ 𝜕𝑓(𝑥*) такого, что −𝑓 ′(𝑥*) ∈ 𝑁(𝒬, 𝑥*). Тогда если последо-
вательность {𝑥𝑘} ⊂ 𝒬 дает сходимость 𝑓(𝑥𝑘)→ 𝑓(𝑥*), то

𝛿𝒬(‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖) ⩽
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*)

2‖𝑓 ′(𝑥*)‖
. (2.1.3)

Доказательство. Èç îïðåäåëåíèÿ 2.1.1 ìîäóëÿ âûïóêëîñòè

𝑥𝑘 + 𝑥*
2

+ 𝛿𝒬(‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖)ℬ1(0) ⊂ 𝒬.

Ó÷èòûâàÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà −𝑓 ′(𝑥*) ∈ 𝑁(𝒬, 𝑥*), ïîëó-
÷àåì (︁

− 𝑓 ′(𝑥*)

‖𝑓 ′(𝑥*)‖
, 𝑥*

)︁
⩾ 𝛿𝒬(‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖) +

(︁
− 𝑓 ′(𝑥*)

‖𝑓 ′(𝑥*)‖
,
𝑥𝑘 + 𝑥*

2

)︁
,

îòêóäà (︀
𝑓 ′(𝑥*), 𝑥𝑘 − 𝑥*

)︀
⩾ 2‖𝑓 ′(𝑥*)‖ · 𝛿𝒬(‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖). (2.1.4)



108 ГЛАВА 2. УСЛОВНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

Èç ñóáãðàäèåíòíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ 𝑓 èìååì íåðàâåíñòâî

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*) ⩾
(︀
𝑓 ′(𝑥*), 𝑥𝑘 − 𝑥*

)︀
,

÷òî ñ ó÷åòîì (2.1.4) äàåò óòâåðæäåíèå (2.1.3) òåîðåìû. ■

Упражнение 2.1.5. Докажите, что в условиях теоремы 2.1.1
минимум 𝑥* единственен.

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ïî ôóíêöèè íà ðàâíîìåðíî
âûïóêëîì ìíîæåñòâå âëå÷åò åãî ñõîäèìîñòü ïî òî÷êå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è min𝒬 𝑓
ïðè âîçìóùåíèè ìíîæåñòâà 𝒬.

Теорема 2.1.2. Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R равномерно выпукла
с модулем 𝛿𝑓 . Рассмотрим две задачи min𝒫 𝑓 с компактными выпук-
лыми множествами 𝒫 = 𝒬 и 𝒫 = ̂︀𝒬, причем расстояние в метрике
Хаусдорфа между 𝒬 и ̂︀𝒬 есть ℎ = ℎ(𝒬, ̂︀𝒬). Пусть 𝐿 > 0 — констан-
та Липшица 𝑓 на множестве co(𝒬∪ ̂︀𝒬).

Тогда решения 𝑢𝒬 для 𝒬 и 𝑢 ̂︀𝒬 для ̂︀𝒬 связаны оценкой

‖𝑢𝒬 − 𝑢 ̂︀𝒬‖ ⩽ ℎ+ 𝛿−1
𝑓 (𝐿ℎ). (2.1.5)

Îáðàòíóþ ôóíêöèþ 𝛿−1
𝑓 (·) äëÿ 𝜇 ⩾ 0 áóäåì îïðåäåëÿòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
𝛿−1
𝑓 (𝜇) = sup{𝑡 ⩾ 0: 𝛿𝑓 (𝑡) ⩽ 𝜇}.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè 𝑓 ñëåäóåò îäíîòî÷å÷-
íîñòü ðåøåíèé îáåèõ çàäà÷.

Доказательство. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
𝑓(𝑢𝒬) ⩽ 𝑓(𝑢 ̂︀𝒬). Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ôîðìóëû (Ã.16), ïîëó÷àåì

𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥0) +
(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑥− 𝑥0

)︀
+ 𝛿𝑓 (‖𝑥− 𝑥0‖)

äëÿ âñåõ 𝑥, 𝑥0 ∈ R𝑛 è 𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝜕𝑓(𝑥0). Ïóñòü 𝑢 ∈ ̂︀𝒬 � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî
‖𝑢− 𝑢𝒬‖ ⩽ ℎ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ̂︀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ ̂︀𝒬 è ̂︀𝑓(𝑥) = +∞ ïðè
𝑥 /∈ ̂︀𝒬. Ôóíêöèÿ ̂︀𝑓 : R𝑛 → R∪{+∞} ðàâíîìåðíî âûïóêëà ñ ìîäóëåì 𝛿𝑓
è 𝑢 ̂︀𝒬 åñòü åå ãëîáàëüíûé ìèíèìóì íà R𝑛. Îòñþäà 0 ∈ 𝜕 ̂︀𝑓(𝑢 ̂︀𝒬) è

̂︀𝑓(𝑢) ⩾ ̂︀𝑓(𝑢 ̂︀𝒬) + 𝛿𝑓 (‖𝑢− 𝑢 ̂︀𝒬‖),
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𝛿𝑓 (‖𝑢−𝑢 ̂︀𝒬‖) ⩽ ̂︀𝑓(𝑢)− ̂︀𝑓(𝑢 ̂︀𝒬) = 𝑓(𝑢)−𝑓(𝑢 ̂︀𝒬) ⩽ 𝑓(𝑢)−𝑓(𝑢𝒬) ⩽ 𝐿‖𝑢−𝑢𝒬‖,

òî åñòü ‖𝑢 − 𝑢 ̂︀𝒬‖ ⩽ 𝛿−1
𝑓 (𝐿‖𝑢 − 𝑢𝒬‖) ⩽ 𝛿−1

𝑓 (𝐿ℎ). Èç íåðàâåíñòâà òðå-
óãîëüíèêà

‖𝑢𝒬 − 𝑢 ̂︀𝒬‖ ⩽ ‖𝑢− 𝑢𝒬‖+ ‖𝑢− 𝑢 ̂︀𝒬‖
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (2.1.5) òåîðåìû. ■

Упражнение 2.1.6. Пусть 𝜀 > 0. Рассмотрим задачи min𝒬 𝑓 и
min𝒬 ̂︀𝑓 , где 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое компактное подмножество, а 𝑓 и ̂︀𝑓 —
выпуклые на R𝑛 функции, для которых

‖𝑓 − ̂︀𝑓‖𝐶 = sup
𝑥∈R𝑛

|𝑓(𝑥)− ̂︀𝑓(𝑥)| ⩽ 𝜀.

Докажите, что ⃒⃒
min
𝒬

𝑓 −min
𝒬
̂︀𝑓 ⃒⃒ ⩽ 𝜀.

Çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ ìû îòñûëàåì ê ìîíîãðàôèè [36], ãäå
ìîæíî íàéòè äðóãèå ïîäõîäû ê äîêàçàòåëüñòâó óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

2.2. Конечношаговые методы

2.2.1. Линейное программирование

Задача линейного программирования ñîñòîèò â ïîèñêå èíôèìóìà
ëèíåéíîé ôóíêöèè (𝑐, 𝑥) = (𝑐1, 𝑥1) + (𝑐2, 𝑥2) ïðè íàëè÷èè ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé

𝐴11𝑥1 +𝐴12𝑥2 = 𝑏1, 𝐴21𝑥1 +𝐴22𝑥2 ⩽ 𝑏2, 𝑥1 ⩾ 0. (2.2.1)

Çäåñü 𝑐𝑖, 𝑥𝑖 ∈ R𝑛𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑏𝑖 ∈ R𝑚𝑖 , 𝑖 = 1, 2,
ìàòðèöû 𝐴𝑖𝑗 èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìåðû. Íåðàâåíñòâà äëÿ âåê-
òîðîâ ïîíèìàþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî. ×àñòü êîìïîíåíò 𝑥, ñîñòàâëÿþùàÿ
𝑥1, íåîòðèöàòåëüíà, à êîìïîíåíòû, ñîñòàâëÿþùèå 𝑥2, ìîãóò èìåòü ëþ-
áîé çíàê.

Îòìåòèì, ÷òî ïîèñê ñóïðåìóìà (𝑐, 𝑥) ïðè 𝑥, óäîâëåòâîðÿþùåì ñè-
ñòåìå (2.2.1), ýêâèâàëåíòåí ïîèñêó èíôèìóìà: íàäî ëèøü çàìåíèòü
âåêòîð 𝑐 íà −𝑐.

Определение 2.2.1. Ïóñòü 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑏 ∈ R𝑚. Çàäà÷ó ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà

inf(𝑐, 𝑥) ïðè óñëîâèè 𝑥 ∈ 𝒬 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ⩾ 0} (2.2.2)
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ïðèíÿòî íàçûâàòü канонической задачей линейного программирова-
ния.

Ïîêàæåì, ÷òî îáùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè (𝑐, 𝑥)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.2.1) ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å (2.2.2). Îïðåäåëèì
𝑥2 = 𝑢− 𝑣, ãäå 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑛2 è 𝑢, 𝑣 ⩾ 0, à òàêæå ïåðåìåííóþ 𝑧 ∈ R𝑚2 âèäà
𝑧 = 𝑏2−𝐴21𝑥1−𝐴22(𝑢−𝑣) ⩾ 0. Òîãäà ñèñòåìó (2.2.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

inf(𝑐, 𝑥)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

𝐴11𝑥1 +𝐴12(𝑢− 𝑣) = 𝑏1, 𝐴21𝑥1 +𝐴22(𝑢− 𝑣) + 𝑧 = 𝑏2, 𝑥1, 𝑢, 𝑣, 𝑧 ⩾ 0,

ãäå 𝑥 = (𝑥1, 𝑢− 𝑣)T.
Òåì ñàìûì, èìåÿ òåîðèþ è àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2.2),

ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû (Ã.3) äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî çàì-
êíóòîãî ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛 èìååì 𝒬 = co(extr𝒬) + 𝑂+𝒬, ãäå 𝑂+𝒬 �
àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ (Ã.2). Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â çàäà÷å (2.2.2)
𝑚 ⩽ 𝑛 è rank𝐴 = 𝑟 ⩽ 𝑚.

Ðàññìîòðèì, êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà 𝒬
â (2.2.2).

Теорема 2.2.1. Пусть 𝑚 ⩽ 𝑛 и в (2.2.2) матрица 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛

имеет ранг rank𝐴 = 𝑟 ⩽ 𝑚. Точка 𝑥0 =
(︀
(x0)1, . . . , (x0)𝑛

)︀T ∈ 𝒬 в
(2.2.2) крайняя тогда и только тогда, когда система (2.2.2) может
быть переписана в виде

𝑟∑︁
𝑘=1

𝐴𝑖𝑘(x0)𝑖𝑘 +

𝑛∑︁
𝑗=1, 𝑗 /∈{𝑖𝑘}𝑟

𝑘=1

𝐴𝑗(x0)𝑗 = 𝑏, (2.2.3)

где столбцы {𝐴𝑖𝑘}𝑟𝑘=1 линейно независимы, компоненты (x0)𝑖𝑘 ⩾ 0
для всех 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑟, а во второй сумме все (x0)𝑗 = 0.

Доказательство. Ïóñòü 𝑥0 ∈ 𝒬 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.2.3).

Îáîçíà÷èì ̃︀𝐴 = (𝐴𝑖1 , . . . , 𝐴𝑖𝑟 ), ̃︀𝑥0 =
(︀
(x0)𝑖1 , . . . , (x0)𝑖𝑟

)︀T
. Ìàòðèöà ̃︀𝐴

íåâûðîæäåíà.
Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êà 𝑥0 íå êðàéíÿÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé

âåêòîð 𝑦 ∈ R𝑛 è 𝜀 > 0 òàêèå, ÷òî 𝐴(𝑥0 ± 𝜀𝑦) = 𝑏 è 𝑥0 ± 𝜀𝑦 ⩾ 0. Â
ñèëó (x0)𝑗 = 0 âî âòîðîé ñóììå ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑦𝑗 = 0 ïðè 𝑗 ̸= 𝑖𝑘 äëÿ



2.2. Конечношаговые методы 111

1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑟. Îáîçíà÷èâ ̃︀𝑦 = (y𝑖1 , . . . , y𝑖𝑟 )T, ïîëó÷àåì ̃︀𝐴(̃︀𝑥 ± 𝜀̃︀𝑦) = 𝑏 è̃︀𝑥 ± 𝜀̃︀𝑦 ⩾ 0. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà ̃︀𝐴̃︀𝑥 = 𝑏 ñëåäóåò, ÷òî ̃︀𝐴̃︀𝑦 = 0 è̃︀𝑦 ̸= 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ̃︀𝐴. Ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷êà 𝑥0 � êðàéíÿÿ.

Ïóñòü 𝑥0 � êðàéíÿÿ òî÷êà. Åñëè 𝑥0 = 0, òî â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ
ìàòðèöû ̃︀𝐴 âîçüìåì ëþáûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû 𝐴.

Ïóñòü 𝑥0 ∈ extr𝒬∖{0}. Ïåðåíóìåðóåì êîìïîíåíòû òî÷êè 𝑥0 òàê,
÷òîáû (x0)1 > 0, . . . , (x0)𝑙 > 0, à x𝑘 = 0 ïðè ëþáîì 𝑘: 𝑙+1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. Ïî-
êàæåì, ÷òî 𝑙 ⩽ 𝑟 è ÷òî ïîñëå óêàçàííîé ïåðåñòàíîâêè êîìïîíåíò òî÷êè
𝑥0 è ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ ìàòðèöû 𝐴 â âûðàæåíèè

𝐴𝑥0 =

𝑙∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘(x0)𝑘

ñòîëáöû {𝐴𝑘}𝑙𝑘=1 áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ÷òî è çàâåðøèò äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû.

Äîïóñòèì, ÷òî ñòîëáöû {𝐴𝑘}𝑙𝑘=1 ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà íàéäåòñÿ
íåíóëåâîé âåêòîð 𝑎 ∈ R𝑛 âèäà 𝑎 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑙, 0, . . . , 0)T òàêîé, ÷òî
𝑙∑︀

𝑘=1

𝐴𝑘𝛼𝑘 = 0. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝜀 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íîìåðà

𝑘 îò 1 äî 𝑙 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (x0)𝑘 ± 𝜀𝛼𝑘 ⩾ 0. Òîãäà

𝐴(𝑥0 ± 𝜀𝑎) =

𝑙∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘
(︀
(x0)𝑘 ± 𝜀𝛼𝑘

)︀
+

𝑛∑︁
𝑘=𝑙+1

𝐴𝑘(x0)𝑘 =

=

𝑙∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘(x0)± 𝜀
𝑙∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘𝛼𝑘 = 𝑏.

Ñëåäîâàòåëüíî, [𝑥0 − 𝜀𝑎, 𝑥0 + 𝜀𝑎] ⊂ 𝒬, òî åñòü 𝑥0 /∈ extr𝒬, è ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå. ■

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó

sup(𝑏, 𝑥), 𝐴T𝑥 ⩽ 𝑐, 𝑏, 𝑥 ∈ R𝑚, 𝑐 ∈ R𝑛, 𝑚 ⩽ 𝑛. (2.2.4)

Çàäà÷à (2.2.4) íàçûâàåòñÿ основной задачей ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, ñì. ðèñ. 2.2.1. Ïóñòü 𝑥 � ðåøåíèå (2.2.4), à 𝜆 � ðåøåíèå (2.2.2)
ñ âåêòîðîì 𝜆 âìåñòî 𝑥. Ïîêàæåì, ÷òî (𝑏, 𝑥) = (𝑐, 𝜆).

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (2.2.4), ñì. ðàçäåë Ä.3, ñ
ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèåé −(𝑏, 𝑥):

𝐿(𝑥, 𝜆) = −(𝑏, 𝑥) + 𝜆(𝐴T𝑥− 𝑐) = (𝐴𝜆− 𝑏)𝑥− (𝑐, 𝜆).
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Рис. 2.2.1. Основная задача линейного программирования.

Ïîñêîëüêó (2.2.4) åñòü çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî íåîá-
õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà (ñì. ïîäðîáíåå ðàçäåë
Ä.1) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

0 ∈ 𝜕𝑥𝐿(𝑥, 𝜆) = 𝐴𝜆− 𝑏.

Ñ ó÷åòîì ïîëèýäðàëüíîñòè ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å (2.2.4),
òåîðåìû Ä.3 è çàìå÷àíèÿ ïîñëå ýòîé òåîðåìû î ïîëèýäðàëüíûõ ìíî-
æåñòâàõ ïîëó÷àåì

−(𝑏, 𝑥) = 𝐿(𝑥, 𝜆) = −(𝑏, 𝑥) + (𝐴T𝑥− 𝑐)𝜆 = −(𝑐, 𝜆) + (𝐴𝜆− 𝑏)𝑥 = −(𝑐, 𝜆),

ïðè÷åì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü ìàêñèìóì (−𝑐, 𝜆) ïî âñåì 𝜆 ⩾ 0
òàêèì, ÷òî 𝐴𝜆− 𝑏 = 0.

Â ñèëó ýòîãî ãîâîðÿò, ÷òî çàäà÷è (2.2.2) è (2.2.4) ÿâëÿþòñÿ двой-
ственными. Ðåøåíèå ëþáîé èç íèõ àâòîìàòè÷åñêè ðåøàåò è äâîé-
ñòâåííóþ çàäà÷ó.

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ sup(𝑐, 𝑥) ïðè óñëîâèè 𝑥 ∈ 𝒬. Ìíîæåñòâî 𝒬 ìîæåò áûòü çàäàíî ëè-
íåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (2.2.2), (2.2.4) èëè ñàìîãî îáùåãî âèäà. Åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð 𝑣 ∈ 𝑂+𝒬, ÷òî (𝑐, 𝑣) < 0, òî inf𝒬(𝑐, 𝑥) = −∞.
Åñëè äëÿ êàæäîãî âåêòîðà 𝑣 ∈ 𝑂+𝒬 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (𝑐, 𝑣) ⩾ 0,
òî â ñèëó òåîðåìû Ã.12 ðåøåíèå çàäà÷è äîñòèãàåòñÿ â íåêîòîðîé êðàé-
íåé òî÷êå ìíîæåñòâà 𝒬.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Â ñâåòå ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ äàëåå áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü çàäà÷ó â îñíîâíîé ôîðìå (2.2.4), òî åñòü â âèäå

inf(𝑐, 𝑥) ïðè óñëîâèè 𝑥 ∈ 𝒬 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐴𝑥 ⩽ 𝑏}, 𝑏 ∈ R𝑚. (2.2.5)
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Óñëîâèå inf(𝑐, 𝑥) ýêâèâàëåíòíî sup(−𝑐, 𝑥). Íèæå ìû áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî 𝒬 íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ, òî åñòü äëÿ 𝒬 âûïîëíåíà
òåîðåìà Ã.10 Êðåéíà �Ìèëüìàíà �Êëè.

Теорема 2.2.2. Пусть множество 𝒬 в задаче (2.2.5) не содер-
жит прямых и ‖𝑐‖ = 1. Пусть 𝒬 ⊃ Ω ̸= ∅ — множество решений
задачи (2.2.5) и 𝑓0 = 𝑓(Ω) ∈ R. Тогда найдется такое число 𝛼 > 0,
что для всякого 𝑥 ∈ 𝒬

𝛼𝜚(𝑥,Ω) ⩽ (𝑐, 𝑥)− 𝑓0.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî 𝛼 çàâèñèò îò ìàòðèöû 𝐴 è âåêòîðîâ 𝑏, 𝑐.

Доказательство. Â ñèëó ôîðìóëû (Ã.3) 𝒬 = co extr𝒬 + 𝑂+𝒬.
Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ω âûïóêëî è çàìêíóòî, à òàêæå íå ñîäåðæèò
ïðÿìûõ, òî Ω = co extr Ω + 𝑂+Ω. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà extr𝒬 è
extr Ω êîíå÷íû.

Шаг 1. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 𝛼0 ∈ (0, 1), ÷òî äëÿ
âñåõ 𝑥 ∈ co extr𝒬 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

𝛼0𝜚(𝑥, co extr Ω) ⩽ (𝑐, 𝑥)− 𝑓0. (2.2.6)

Упражнение 2.2.1. Докажите, что ∅ ̸= extr Ω ⊂ extr𝒬.

Упражнение 2.2.2. Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое замкнутое под-
множество. Докажите, что функция R𝑛 ∋ 𝑥 ↦→ 𝜚(𝑥,𝒬) выпукла.

Ïóñòü {𝑥𝑖}𝐼𝑖=1 = extr𝒬 è {𝑥𝑖}𝑖∈𝐽 = extr Ω, ãäå 𝐽 � íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî {1, . . . , 𝐼}. Åñëè {1, . . . , 𝐼} = 𝐽 , òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè
â (2.2.6) ðàâíû íóëþ è 𝛼0 > 0 ìîæíî âçÿòü ëþáûì. Äàëåå ñ÷èòàåì
{1, . . . , 𝐼} ≠ 𝐽 . Îïðåäåëèì

𝛼0 = min

{︂
1, min

1⩽𝑖⩽𝐼,𝑖/∈𝐽

(𝑐, 𝑥𝑖)− 𝑓0
𝜚(𝑥𝑖, co extr Ω)

}︂
> 0,

òàê êàê äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ 𝑖 ÷èñëèòåëü (𝑐, 𝑥𝑖)− 𝑓0 è çíàìåíà-
òåëü 𝜚(𝑥𝑖, co extr Ω) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû.

Ïóñòü co extr𝒬 ∋ 𝑥 =
𝐼∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖, 𝜆𝑖 ⩾ 0,
𝐼∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1. Òîãäà, ñ ó÷åòîì
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óïðàæíåíèÿ 2.2.2,

𝜚(𝑥, co extr𝒬) = 𝜚
(︁ 𝐼∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖, co extr𝒬
)︁
⩽

𝐼∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝜚 (𝑥𝑖, co extr𝒬) =

=

𝐼∑︁
𝑖=1, 𝑖/∈𝐽

𝜆𝑖𝜚 (𝑥𝑖, co extr𝒬) ⩽ 𝛼−1
0

𝐼∑︁
𝑖=1, 𝑖/∈𝐽

𝜆𝑖
(︀
(𝑐, 𝑥𝑖)− 𝑓0

)︀
=

= 𝛼−1
0

𝐼∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖
(︀
(𝑐, 𝑥𝑖)− 𝑓0

)︀
= 𝛼−1

0

(︀
(𝑐, 𝑥)− 𝑓0

)︀
.

Упражнение 2.2.3. Пусть 𝒫,𝒬 — замкнутые подмножества
и 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛. Тогда

𝜚(𝑥+ 𝑦,𝒫 +𝒬) ⩽ 𝜚(𝑥,𝒫) + 𝜚(𝑦,𝒬).

Шаг 2. Îïðåäåëèì

𝐻𝑐 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑐, 𝑥) = 0

}︀
, 𝐻+

𝑐 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑐, 𝑥) > 0

}︀
.

Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝒬 = co extr𝒬+𝑂+𝒬 � ïðîèçâîëüíûé. Òîãäà 𝑥 = 𝑧 + 𝑣, ãäå
𝑧 ∈ co extr𝒬, à 𝑣 ∈ 𝑂+𝒬. Ïîñêîëüêó êîíóñ 𝑂+𝒬 ïîëèýäðàëüíûé, òî îí
êîíå÷íîïîðîæäåííûé è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

𝑂+𝒬 =

{︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑢𝑖 + 𝑢 : 𝜆𝑖 ⩾ 0, 𝑢𝑖 ∈ 𝐻+
𝑐 , 𝑢 ∈ 𝑂+Ω

}︃
.

Åñëè 𝑣 ∈ 𝑂+Ω, òî (𝑐, 𝑣) = 0 è ñ ó÷åòîì óïðàæíåíèÿ 2.2.3 è ðàâåíñòâà
𝜚(𝑣,𝑂+Ω) = 0 çàêëþ÷àåì, ÷òî

(𝑐, 𝑧 + 𝑣)− 𝑓0
𝜚(𝑧 + 𝑣, co extr Ω +𝑂+Ω)

⩾
(𝑐, 𝑧)− 𝑓0

𝜚(𝑧, co extr Ω)
,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü â ñèëó øàãà 1 íå ìåíüøå ÷åì 𝛼0.
Ïóñòü 𝑣 ∈ 𝑂+𝒬∖𝑂+Ω. Òîãäà (𝑐, 𝑣) > 0 è

(𝑐, 𝑧 + 𝑣)− 𝑓0
𝜚(𝑧 + 𝑣, co extr Ω +𝑂+Ω)

⩾
(𝑐, 𝑧)− 𝑓0 + (𝑐, 𝑣)

𝜚(𝑧, co extr Ω) + 𝜚(𝑣,𝑂+Ω)
.

Îïðåäåëèì 𝜚𝑖 = (𝑐, 𝑢𝑖) = 𝜚(𝑢𝑖, 𝐻𝑐) > 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, 𝜚0 = min
1⩽𝑖⩽𝑚

𝜚𝑖 > 0,

à òàêæå 𝑑0 = max
1⩽𝑖⩽𝑚

‖𝑢𝑖‖ > 0. Èìååì äëÿ 𝑣 =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖𝑢𝑖 + 𝑢 ∈ 𝑂+𝒬,

𝑢 ∈ 𝑂+Ω

(𝑐, 𝑣) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑐, 𝑢𝑖) ⩾ 𝜚0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖,
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𝜚(𝑣,𝑂+Ω) ⩽
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖‖𝑢𝑖‖ ⩽ 𝑑0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖.

Îòñþäà (𝑐, 𝑣)/𝜚(𝑣,𝑂+Ω) ⩾ 𝜚0/𝑑0 = 𝛽0 ∈ (0, 1].
Èç îöåíêè øàãà 1 èìååì

(𝑐, 𝑧)− 𝑓0
𝜚(𝑧, co extr Ω)

⩾ 𝛼0.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ îöåíîê ïîëó÷àåì, ÷òî

(𝑐, 𝑥)− 𝑓0
𝜚(𝑥, co extr Ω +𝑂+Ω)

=
(𝑐, 𝑧 + 𝑣)− 𝑓0

𝜚(𝑧 + 𝑣, co extr Ω +𝑂+Ω)
⩾

⩾ min{𝛼0, 𝛽0} =: 𝛼,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ■

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ îöåíêà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2.2 âû-
òåêàåò èç òîãî, ÷òî åñëè äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëå 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝛼, 𝛽
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 𝑎

𝑏 ⩾ 𝛼, 𝑐𝑑 ⩾ 𝛽, òî 𝑎+𝑐
𝑏+𝑑 ⩾ min{𝛼, 𝛽}.

Èç òåîðåìû 2.2.2 â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðåøåíèå {𝑥0} = Ω
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ åäèíñòâåííîå, òî îíî óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ îñòðîãî ìèíèìóìà 𝑓(𝑥)− 𝑓0 ⩾ 𝛼‖𝑥−𝑥0‖ äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝒬.

Теорема 2.2.3 (Хоффман). Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 есть множество ви-
да (2.2.5), которое не содержит прямых. Тогда найдется число 𝛼 > 0
такое, что

𝛼𝜚(𝑥,𝒬) ⩽
𝑚∑︁
𝑖=1

(︀
(𝑎𝑖, 𝑥)− b𝑖

)︀
+

∀𝑥 ∈ R𝑛, (2.2.7)

где 𝑏T = (b1, . . . , b𝑚).

Íàïîìíèì, ÷òî (·)+ � ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíîé ñðåçêè, ñì. ñ. 87.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëî 𝛼 çàâèñèò îò âåêòîðîâ 𝑎𝑖 è âåêòîðà 𝑏.

Доказательство. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ

min

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖 ïðè (𝑎𝑖, 𝑥)− b𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑧𝑖, 𝑡𝑖 ⩾ 0, 𝑧𝑖 ⩾ 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚.

Çäåñü 𝑡𝑖 è 𝑧𝑖 � äîïîëíèòåëüíûå ñêàëÿðû. Äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ R𝑛 âåêòîð
(𝑥, 𝑡, 𝑧), ãäå 𝑡𝑖 =

(︀
(𝑎𝑖, 𝑥) − b𝑖

)︀
+
, 𝑧𝑖 =

(︀
b𝑖 − (𝑎𝑖, 𝑥)

)︀
+
, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, ÿâëÿ-

åòñÿ äîïóñòèìîé òî÷êîé â ýòîé çàäà÷å, à ðåøåíèÿ çàäà÷è èìåþò âèä(︀
𝑥, 0, (𝑏−𝐴𝑥)+

)︀
, 𝑥 ∈ 𝒬. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.2.2, ïîëó÷àåì (2.2.7). ■
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Òåîðåìà 2.2.3 óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè â êàêîé-ëèáî òî÷êå íåâÿçêà â íà-
ðóøåíèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ìàëà, òî ýòà òî÷êà áëèçêà êî ìíîæåñòâó
äîïóñòèìûõ òî÷åê. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.2.3 ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îä-
íî óòâåðæäåíèå îá óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.

Теорема 2.2.4. Предположим, что 𝒬 ⊂ R𝑛 — множество вида
(2.2.5), которое не содержит прямых, множество решений Ω непу-
сто и 𝑓0 = min𝒬 𝑓 . Тогда найдется число 𝛼 > 0 (зависящее от век-
торов 𝑎𝑖, 𝑏, 𝑐) такое, что

𝛼𝜚(𝑥,Ω) ⩽
𝑚∑︁
𝑖=1

(︀
(𝑎𝑖, 𝑥)− b𝑖

)︀
+

+
(︀
(𝑐, 𝑥)− 𝑓0

)︀
+

∀𝑥 ∈ R𝑛. (2.2.8)

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàïèøåì

Ω = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐴𝑥 ⩽ 𝑏, (𝑐, 𝑥) ⩽ 𝑓0}

è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.2.3. ■

Èç (2.2.8) ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {𝑥𝑘} âèäà (𝑐, 𝑥𝑘) → 𝑓0,

(︀
(𝑎𝑖, 𝑥𝑘) − b𝑖

)︀
+
→ 0 ñõîäèòñÿ êî ìíî-

æåñòâó ðåøåíèé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â òîì ñìûñëå,
÷òî 𝜚(𝑥𝑘,Ω)→ +0.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìû 2.2.2, 2.2.3, 2.2.4 ìîæíî äîêàçàòü è äëÿ ìíî-
æåñòâà 𝒬 âèäà (2.2.5), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì. Äëÿ ýòîãî íàäî
ðàññìîòðåòü (𝑛 − 1)-ìåðíîå ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç èññëåäóåìóþ
òî÷êó 𝑥 è ïåðïåíäèêóëÿðíîå îáðàçóþùåé 𝒬. Åñëè ñå÷åíèå íå ñîäåð-
æèò ïðÿìûõ, òî ïðèìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó. Åñëè ñå÷åíèå
ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì, òî ðàññìîòðåòü (𝑛− 2)-ìåðíîå ñå÷åíèå, ïðîõîäÿ-
ùåå ÷åðåç èññëåäóåìóþ òî÷êó, è ò. ä.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Õîôôìàíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëó÷àÿ ìî-
æåò áûòü íàéäåíî â [6, òåîðåìà 6.4].

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîñòèãà-
åòñÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ è èç òåîðåìû 2.2.1 ñëåäóåò èõ ïðîñòîå îïèñàíèå
êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî èç êîíå÷íîñòè ÷èñëà
âåðøèí ñëåäóåò âîçìîæíîñòü íàéòè ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
ïóòåì èõ ïåðåáîðà. Симплекс-метод èñïîëüçóåò ïåðåáîð âåðøèí ñ ìî-
íîòîííûì óáûâàíèåì çíà÷åíèé ôóíêöèè. Êðîìå ýòîãî, ïåðåáîð èäåò
ïî ñîñåäíèì âåðøèíàì, ïîýòîìó ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòî-
ðóþ òðåáóåòñÿ ðåøàòü, ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé.



2.2. Конечношаговые методы 117

Ñèìïëåêñ-ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ôîðìå (2.2.2).

Â âåðøèíå ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé 𝒬 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ⩾ 0}
íå áîëåå𝑚 êîìïîíåíò âåêòîðà 𝑥 ìîãóò áûòü ïîëîæèòåëüíû. Âåðøèíà 𝑥
íàçûâàåòñÿ невырожденной, åñëè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò â
íåé ðàâíî 𝑚. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî íåïóñòî, à
âñå åãî âåðøèíû íåâûðîæäåíû. Èç òåîðåìû 2.2.1 cëåäóåò, ÷òî òàêèå
ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò ðàíãó ìàòðèöû 𝐴, ðàâíîìó 𝑚, òî åñòü åå ñòðîêè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòîòó ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé ìîæíî ïðîâå-
ðèòü ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñî âñïîìîãà-
òåëüíîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé 𝑤:

inf
𝑥,𝑤

𝑤 ïðè 𝐴𝑥 ⩽ 𝑏+ 1𝑛 · 𝑤,

ãäå 1𝑛 � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö. Åñëè ðåøåíèå íå îãðàíè÷åíî
ñíèçó èëè ìåíüøå íóëÿ, òî ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé íåïóñòî.

Îïèøåì îäíó èòåðàöèþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Ïóñòü íà 𝑘-ì øàãå ïîëó-
÷åíà òî÷êà 𝑥𝑘, ÿâëÿþùàÿñÿ âåðøèíîé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, è

𝐼𝑘 = {𝑖 : 𝑥𝑘,𝑖}.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ íåâûðîæäåííîñòè 𝐼𝑘 ñîäåðæèò 𝑚 ýëåìåíòîâ.
Ðàçîáúåì âåêòîð 𝑥 ∈ R𝑛 íà äâå ãðóïïû: 𝑥 = (𝑢, 𝑣), ãäå 𝑢 ∈ R𝑚 îòâå÷àåò
êîìïîíåíòàì èç 𝐼𝑘, à 𝑣 ∈ R𝑛−𝑚 � îñòàâøèìñÿ êîìïîíåíòàì.

Òîãäà ñèñòåìà 𝐴𝑥 = 𝑏 ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

𝐴1𝑢+𝐴2𝑣 = 𝑏

ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé 𝐴1. Èç óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè è òåîðå-
ìû 2.2.1 ìàòðèöà 𝐴1 èìååò îáðàòíóþ, ïîýòîìó ìîæíî âûðàçèòü îäíè
ïåðåìåííûå ÷åðåç äðóãèå:

𝑢 = 𝐴−1
1 (𝑏−𝐴2𝑣).

Ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä

(𝑐, 𝑥) = (𝑐1, 𝑢) + (𝑐2, 𝑣) =
(︀
𝑐2 −𝐴T

2 (𝐴−1
1 )

T
𝑐1, 𝑣

)︀
+ (𝑐1, 𝐴

−1
1 𝑏),

à èñõîäíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

min
(︀
𝑐2 −𝐴T

2 (𝐴−1
1 )

T
𝑐1, 𝑣

)︀
ïðè 𝐴−1

1 (𝑏−𝐴2𝑣) ⩾ 0, 𝑣 ⩾ 0. (2.2.9)

Ïðè ýòîì òî÷êå 𝑥𝑘 ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð 𝑢𝑘 > 0, 𝑣𝑘 = 0. Òàêèì îáðàçîì,
îãðàíè÷åíèå 𝐴−1

1 (𝑏−𝐴2𝑣𝑘) ⩾ 0 âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî,
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ïîñêîëüêó 𝐴−1
1 (𝑏−𝐴2𝑣𝑘) = 𝑢𝑘 > 0. Òåì ñàìûì îíî ìîæåò áûòü îòáðî-

øåíî (êàê íåàêòèâíîå) ïðè ïðîâåðêå 𝑣𝑘 íà îïòèìàëüíîñòü. Íî â çàäà÷å
min(𝑑, 𝑣) ïðè 𝑣 ⩾ 0 ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â íóëå òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà 𝑑 = 𝑐2 − 𝐴T
2 (𝐴−1

1 )
T
𝑐1 ⩾ 0. Â ýòîì ñëó÷àå 𝑣𝑘 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

(2.2.9), à 𝑥𝑘 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.2.2).
Åñëè æå ñðåäè êîìïîíåíò 𝑑 åñòü îòðèöàòåëüíûå (íàïðèìåð, íàè-

áîëüøåå ïî ìîäóëþ 𝑑𝑗 < 0), òî 𝑣 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.2.9), è,
óâåëè÷èâàÿ 𝑣𝑗 , ìîæíî óìåíüøèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè (𝑑, 𝑣). Äåëàåòñÿ
øàã

𝑣𝑘+1 = 𝛼𝑘𝑒𝑗 , 𝑗 : 𝑑𝑗 < 0.

Âûáîð äëèíû øàãà 𝛼𝑘 ïðîèçâîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íå íàðóøåíèÿ îãðàíè-
÷åíèÿ 𝐴−1

1 (𝑏− 𝐴2𝑣𝑘+1) ⩾ 0, êîòîðîå â òî÷êå 𝑣𝑘 = 0 áûëî íåàêòèâíûì,
òî åñòü

𝛼𝑘 = max{𝛼 ⩾ 0} ïðè 𝐴−1
1 (𝑏− 𝛼𝐴2𝑒𝑗) ⩾ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛−𝑚.

Åñëè 𝛼𝑘 = ∞, òî çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ (𝑑, 𝑣) íå
îãðàíè÷åíà ñíèçó íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå. Åñëè æå 𝛼𝑘 < ∞, òî ïî-
ëó÷àåì íîâóþ òî÷êó 𝑥𝑘+1 = {𝑢𝑘+1, 𝑣𝑘+1}, ãäå 𝑢𝑘+1 = 𝐴−1

1 (𝑏−𝐴2𝑣𝑘+1),
𝑣𝑘+1 = 𝛼𝑘𝑒𝑗 .

Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, òàê êàê îíà
äîïóñòèìà è èìååò𝑚 ïîëîæèòåëüíûõ êîìïîíåíò, 𝑗-ÿ êîìïîíåíòà ñòàëà
ïîëîæèòåëüíîé, à îäíà èç êîìïîíåíò 𝑢𝑘+1 îáðàòèëàñü â íóëü. Ïðè ýòîì

(𝑐, 𝑥𝑘+1) = (𝑑, 𝑣𝑘+1) + (𝑐1, 𝐴
−1
1 𝑏) < (𝑑, 𝑣𝑘) + (𝑐1, 𝐴

−1
1 𝑏) = (𝑐, 𝑥𝑘),

òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ôîðìèðóåò ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçâðàùåíèå â êàêóþ-ëèáî èç ðàíåå ïðîé-
äåííûõ âåðøèí íåâîçìîæíî, è â ñèëó êîíå÷íîñòè ÷èñëà âåðøèí äîïó-
ñòèìîãî ìíîæåñòâà ñèìïëåêñ-ìåòîä êîíå÷åí.

Â îáùåì ñëó÷àå áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î íåâûðîæäåííîñòè âñåõ âåð-
øèí äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïåðåáîð âåðøèí ìîæíî îðãàíèçîâàòü òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû èçáåæàòü çàöèêëèâàíèÿ.

Íåñìîòðÿ íà êîíå÷íîñòü ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ñóùåñòâóþò ïðèìåðû, â
êîòîðûõ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáõîäèò âñå âåðøèíû
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Â. Êëè è Äæ. Ìèíòè ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ äîïó-
ñòèìîãî ìíîæåñòâà â âèäå íåçíà÷èòåëüíî ìîäèôèöèðîâàííîãî åäèíè÷-
íîãî 𝑛-ìåðíîãî êóáà ñèìïëåêñ-ìåòîä îáõîäèò âñå åãî 2𝑛 âåðøèí [100].
Ïðèâåäåì åãî â ôîðìå [92]:

max

𝑛∑︁
𝑗=1

2𝑛−𝑗𝑥𝑗 ïðè 𝑥 ⩾ 0, 2

𝑖−1∑︁
𝑗=1

2𝑖−𝑗𝑥𝑗 + 𝑥𝑖 ⩽ 5𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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Â ¾òèïè÷íûõ¿ çàäà÷àõ ñèìïëåêñ-ìåòîä ñõîäèòñÿ î÷åíü áûñòðî, è
ïîýòîìó îí ðåàëèçîâàí êàê áàçîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè â êàæäîì ïàêåòå ïðîãðàìì äëÿ ðåøå-
íèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

2.2.2. Квадратичное программирование

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

min
𝑥

1

2
(𝑄𝑥, 𝑥)− (𝑐, 𝑥) (2.2.10)

ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ

𝐴𝑥 ⩽ 𝑏 (2.2.11)

íàçûâàåòñÿ задачей квадратичного программирования. Çäåñü 𝑥 ∈ R𝑛,
𝑄 ∈ S𝑛, 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑏 ∈ R𝑚. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (𝑄𝑥, 𝑥) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà 𝑄 ≽ 0; áåç ýòîãî óñëîâèÿ
çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ìíîãîýêñòðåìàëüíîé. Â äàëüíåé-
øåì áóäåì âñåãäà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 𝑄 ≽ 0.

Ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ â (2.2.11) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó 𝐴1̃︀𝑥 = 𝑏1,̃︀𝑥 ⩾ 0, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ â çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Â çàäà÷å ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåí-
ñòâà 𝐴2𝑥 = 𝑏2, ïî êîòîðûì ìîæíî èñêëþ÷èòü ÷àñòü ïåðåìåííûõ.

Îáùèå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷ ìîæíî êîíêðåòè-
çèðîâàòü.

Теорема 2.2.5 ([20, глава 10, §4, теорема 1]). Необходимым
и достаточным условием экстремума для задачи (2.2.10), (2.2.11) в
точке 𝑥0, 𝐴𝑥0 ⩽ 𝑏, является существование 𝑦0 такого, что

𝑄𝑥0 − 𝑐+𝐴T𝑦0 = 0,

𝑦0 ⩾ 0,

(𝑦0)𝑖(𝐴𝑥0 − 𝑏)𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå (òàê íàçûâàåìîå условие дополняющей нежест-
кости) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëèáî ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà (𝑦0)𝑖 ðàâåí íó-
ëþ, ëèáî ñîîòâåòñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå-íåðàâåíñòâî íàõîäèòñÿ íà ñâî-
åé ãðàíèöå (ëèáî âûïîëíÿþòñÿ îáà ýòè óñëîâèÿ îäíîâðåìåííî).

Äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà îïðåäåëèì äâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ 𝑑(𝑦):

𝐿(𝑥, 𝑦) =
1

2
(𝑄𝑥, 𝑥)− (𝑐, 𝑥) + (𝑦,𝐴𝑥− 𝑏),

𝑑(𝑦) = inf
𝑥
𝐿(𝑥, 𝑦).
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

𝒟 = {𝑦 : 𝑑(𝑦) ̸= −∞}.

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó íà R𝑛 (íàïðèìåð, ïðè
𝑄 ≻ 0), òî îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà. Ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî 𝑦 ∈ 𝒟
íàéäåòñÿ 𝑥 = 𝑥(𝑦) òàêîé, ÷òî 𝐿′

𝑥(𝑥, 𝑦) = 0, òî åñòü

𝑄𝑥− 𝑐+𝐴T𝑦 = 0.

Ïðè ýòîì

𝑑(𝑦) = 𝐿
(︀
𝑥(𝑦), 𝑦

)︀
= −1

2
(𝑄𝑥, 𝑥)− (𝑏, 𝑦).

Òàêèì îáðàçîì, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

min
𝑦

1

2
(𝑄𝑥, 𝑥) + (𝑏, 𝑦),

𝑄𝑥+𝐴T𝑦 = 𝑐,

𝑦 ⩾ 0.

Â äâóõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñêëþ÷èòü ñâîáîäíóþ ïåðåìåí-
íóþ 𝑥: ïðè 𝑐 = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
è ïðè 𝑄 ≻ 0; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå

𝑥(𝑦) = 𝑄−1(𝑐−𝐴T𝑦),

à äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âåçäå: 𝒟 = R𝑚. Äâîéñòâåííàÿ
çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä

min
𝑦⩾0

1

2

(︀
𝑄−1(𝑐−𝐴T𝑦), 𝑐−𝐴T𝑦

)︀
+ (𝑏, 𝑦) =

= min
𝑦⩾0

1

2
(𝐴𝑄−1𝐴T𝑦, 𝑦) + (𝑏−𝐴𝑄−1𝑐, 𝑦). (2.2.12)

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå î äâîéñòâåííûõ çàäà÷àõ â
âèäå òåîðåìû.

Теорема 2.2.6. При 𝑄 ≻ 0 задача (2.2.10), (2.2.11) двойственна
задаче (2.2.12): их решения 𝑥0, 𝑦0 существуют или не существуют
одновременно и связаны соотношением

𝑥0 = 𝑄−1(𝑐−𝐴T𝑦0).



2.2. Конечношаговые методы 121

При этом выполняются неравенства

1

2
(𝑄𝑥, 𝑥)− (𝑐, 𝑥) ⩾

1

2

(︀
𝑄−1(𝑐−𝐴T𝑦), 𝑐−𝐴T𝑦

)︀
+ (𝑏, 𝑦)

для всех 𝐴𝑥 ⩽ 𝑏, 𝑦 ⩾ 0, и равенство возможно лишь при 𝑥 = 𝑥0,
𝑦 = 𝑦0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 𝑄 ≻ 0 çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà R𝑚+ , ÷òî
ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ìåòîäû òèïà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà è ïð.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàä-
ðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, òàê êàê ìèíè-
ìèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó, ïîñëåäîâàòåëüíî
ðåøàÿ çàäà÷è íà ãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêà îãðàíè÷åíèé, ìîæíî íàéòè ðå-
øåíèå.

Íàïðèìåð, ïóñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à (2.2.10), (2.2.11), íà 𝑘-ì øàãå íàé-
äåíà äîïóñòèìàÿ òî÷êà 𝑥𝑘 è âûäåëåíî ìíîæåñòâî àêòèâíûõ îãðàíè÷å-
íèé 𝐼𝑘 = {𝑖 : (𝑎𝑖, 𝑥𝑘) = 𝑏𝑖}, ãäå 𝑎𝑖 ∈ R𝑛 � òðàíñïîíèðîâàííàÿ 𝑖-ÿ ñòðîêà
ìàòðèöû 𝐴. Íàéäåì ðåøåíèå çàäà÷è

min
𝑥

1

2
(𝑄𝑥, 𝑥)− (𝑐, 𝑥), (𝑎𝑖, 𝑥) = b𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼𝑘.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé

𝑄𝑥− 𝑐+
∑︁
𝑗∈𝐼𝑘

𝑦𝑗𝑎𝑗 = 0,

(𝑎𝑖, 𝑥) = 𝑏𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼𝑘.

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è 𝑥, 𝑦 òàêîâî, ÷òî 𝑥 óäîâëåòâî-
ðÿåò âñåì îñòàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì (𝑎𝑖, 𝑥) ⩽ 𝑏𝑖, 𝑖 ̸∈ 𝐼𝑘, à 𝑦 ⩾ 0, 𝑖 ∈ 𝐼𝑘,
òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2.6, 𝑥 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.

Åñëè æå òî÷êà 𝑥 íå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì îãðàíè÷åíèÿì, òî áåðåòñÿ
òî÷êà 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝜆(𝑥 − 𝑥𝑘), 𝜆 ∈ (0, 1), íà îòðåçêå [𝑥𝑘, 𝑥], óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ âñåì îãðàíè÷åíèÿì. Òàê êàê èñõîäíî òî÷êà 𝑥𝑘 óäîâëåòâîðÿëà
âñåì îãðàíè÷åíèÿì, òî

𝜆 = max
𝑖 ̸∈ 𝐼𝑘

(𝑎𝑖, 𝑥− 𝑥𝑘) ̸= 0

𝑏𝑖 − (𝑎𝑖, 𝑥𝑘)

(𝑎𝑖, 𝑥− 𝑥𝑘)
.
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Ïîñëå ýòîãî îáíîâëÿþòñÿ àêòèâíûå îãðàíè÷åíèÿ 𝐼𝑘+1 è âû÷èñëåíèÿ
ïîâòîðÿþòñÿ. Åñëè òî÷êà 𝑥 � äîïóñòèìàÿ, íî åñòü îòðèöàòåëüíûå 𝑦𝑖,
𝑖 ∈ 𝐼𝑘, òî 𝑥𝑘+1 = 𝑥, à íàáîð àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé îáíîâëÿåòñÿ ïî
ìíîæèòåëÿì Ëàãðàíæà: 𝐼𝑘+1 = {𝑖 ∈ 𝐼𝑘 : 𝑦𝑖 < 0}. Ïðè óñëîâèè, ÷òî
îïèñàííûé ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ äîïóñòèìîé òî÷êè:

𝐴𝑥1 ⩽ 𝑏, 𝐼1 = {𝑖 : (𝑎𝑖, 𝑥1) = 𝑏𝑖},

çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ðåøåíèå áóäåò íàéäåíî.

2.3. Методы первого порядка

2.3.1. Метод проекции градиента

Ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥). (2.3.1)

Ïóñòü ìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 çàìêíóòî, à ôóíêöèÿ 𝑓 èìååò ëèïøèöåâ
ãðàäèåíò ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà 𝐿1 > 0. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî
ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé ìåòîä, íàçûâàåìûé методом проекции гради-
ента.

Çàôèêñèðóåì 𝑥1 ∈ 𝒬, ÷àñòî âûáèðàåòñÿ 𝑥1 ∈ 𝜕𝒬. Ïîëîæèì 𝑘 = 1.
Åñëè 𝑓 ′(𝑥𝑘) = 0, òî òî÷êà 𝑥𝑘 îêàçàëàñü ñòàöèîíàðíîé, à â ñëó÷àå
âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓 � ðåøåíèåì çàäà÷è (2.3.1). Åñëè 𝑓 ′(𝑥𝑘) ̸= 0,
òî âûáåðåì íåêîòîðûé øàã 𝛼𝑘 > 0 è îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ òî÷êó
𝑥𝑘+1 ∈ 𝑃𝒬

(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
. Äàëåå ïåðåîïðåäåëÿåì 𝑘 := 𝑘 + 1 è ïðîäîë-

æàåì èòåðàöèè.
Ïåðåä äàëüíåéøèì ðàññìîòðåíèåì àëãîðèòìà ñäåëàåì îäíî çàìå-

÷àíèå. Èòåðàöèè ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà ìîæíî îñóùåñòâèòü íà
ïðàêòèêå, åñëè â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü ýôôåêòèâíûé ñïîñîá íà-
õîæäåíèÿ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè òî÷êè íà ìíîæåñòâî 𝒬. Äëÿ ìíî-
æåñòâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû, íàïðèìåð åäèíè÷íîé åâêëèäîâîé ñôåðû ñ
öåíòðîì â íóëå 𝒮1 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1}, ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ ëþáîé
òî÷êè 𝑥 ∈ R𝑛∖{0} ëåãêî èùåòñÿ è ðàâíà 𝑃𝒮1

𝑥 = 𝑥
‖𝑥‖ . Åñëè ìíîæåñòâî

𝒬 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì, òî ïðîåêöèþ ìîæíî íàõîäèòü ñ ïîìî-
ùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñì. ðàçäåë
2.2.2. Ñóùåñòâóþò êëàññû íåâûïóêëûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ëåãêî
èùåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè. Ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü ìàòðè÷íûå
ìíîãîîáðàçèÿ, ñì. ïðèëîæåíèå Á.4. Ìàòðè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ àêòèâíî
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èññëåäóþòñÿ ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíè-
ÿìè [28].

Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó íàñ
èìååòñÿ ïðîñòîå (îòíîñèòåëüíî îñòàëüíûõ øàãîâ àëãîðèòìà) âû÷èñ-
ëèòåëüíîå ñðåäñòâî, êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàéòè ìåòðè÷åñêóþ ïðîåêöèþ
òî÷êè íà ìíîæåñòâî 𝒬. Òàêîé âñïîìîãàòåëüíûé àëãîðèòì â îïòèìè-
çàöèè ïðèíÿòî íàçûâàòü оракулом. Èòàê, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåçäå
íèæå èìååòñÿ îðàêóë, êîòîðûé äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ R𝑛 ìîæåò âû÷èñ-
ëèòü õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ìíîæåñòâà 𝑃𝒬𝑥.

Òàêæå ìû õîòèì îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà òî, ÷òî âî ìíîãèõ
òåîðåìàõ ìû íå òðåáóåì âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà 𝒬, à èíîãäà è âûïóê-
ëîñòè ôóíêöèè 𝑓 .

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà èçëîæåííîãî àëãîðèòìà. Îïðåäåëåíèå ñëàáî
âîãíóòîé ôóíêöèè è ñóïåðãðàäèåíòà Ôðåøå äàíû â ðàçäåëå Ã.7. Ôóíê-
öèÿ ñ 𝐿1-ëèïøèöåâûì ãðàäèåíòîì ÿâëÿåòñÿ ñëàáî âîãíóòîé ñ êîíñòàí-
òîé 𝐿1, à åå ñóïåðäèôôåðåíöèàë Ôðåøå â ëþáîé òî÷êå 𝑥 ∈ R𝑛 ñîñòîèò
èç îäíîãî ýëåìåíòà � ãðàäèåíòà 𝑓 ′(𝑥).

Лемма 2.3.1. Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R слабо вогнута с кон-
стантой 𝐿1 > 0, множество 𝒬 замкнуто, 𝑥1 ∈ 𝒬, 𝛼 ∈

(︀
0, 1

𝐿1

)︀
, су-

перградиент Фреше 𝑓 ′(𝑥1) ∈ 𝜕+𝐹 𝑓(𝑥1) и 𝑥2 ∈ 𝑃𝒬
(︀
𝑥1 − 𝛼𝑓 ′(𝑥1)

)︀
произ-

вольны. Тогда

𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2) ⩾
1

2

(︂
1

𝛼
− 𝐿1

)︂
‖𝑥2 − 𝑥1‖2.

Çàìåòèì, ÷òî â ëåììå 2.3.1 ìíîæåñòâî 𝒬, êàê è ôóíêöèÿ 𝑓 , íåâû-
ïóêëî, ïîýòîìó ïðîåêöèÿ 𝑃𝒬

(︀
𝑥1 −𝛼𝑓 ′(𝑥1)

)︀
, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäíîòî-

÷å÷íà, ñì. ðèñ. 2.3.1.

Доказательство. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ñóïåðãðà-
äèåíò Ôðåøå 𝑓 ′(𝑥1) ∈ 𝜕+𝐹 𝑓(𝑥1). Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

𝜓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) +
(︀
𝑓 ′(𝑥1), 𝑥− 𝑥1

)︀
+

1

2𝛼
‖𝑥− 𝑥1‖2.

Â ñèëó óñëîâèÿ ñëàáîé âîãíóòîñòè 𝑓 ñ êîíñòàíòîé 𝐿1 èç êâàäðàòè÷íîé
àïïðîêñèìàöèè 𝑓 âèäà (Ã.22) äëÿ âñÿêîãî 𝑥 ∈ R𝑛 âûïîëíåíà îöåíêà

𝜓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥) +
1

2

(︂
1

𝛼
− 𝐿1

)︂
‖𝑥− 𝑥1‖2.

Äëÿ ôóíêöèè 𝜓(𝑥) òî÷êà 𝑥1 − 𝛼𝑓 ′(𝑥1) ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíè-
ìóìîì. Èç òîãî, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ 𝜓(𝑥) = 𝐶 åñòü ñôåðû ñ öåíòðîì
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𝑥1 − 𝛼𝑓 ′(𝑥1), ïîëó÷àåì 𝜓(𝑥2) ⩽ 𝜓(𝑥1). Îòñþäà

𝑓(𝑥1) = 𝜓(𝑥1) ⩾ 𝜓(𝑥2) ⩾ 𝑓(𝑥2) +
1

2

(︁ 1

𝛼
− 𝐿1

)︁
‖𝑥2 − 𝑥1‖2,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Ëåììà 2.3.1 óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäûé íåòðèâèàëüíûé øàã ìåòî-
äà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà (êîãäà 𝑥𝑘+1 ̸= 𝑥𝑘) ñòðîãî óìåíüøàåò çíà÷åíèå
ôóíêöèè 𝑓 .

Рис. 2.3.1. Один шаг метода проекции градиента в лемме
2.3.1. Точка 𝑥𝑘+1 есть один из элементов проекции
𝑃𝒬

(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
: либо 𝑥𝑘+1 = 𝑎, либо 𝑥𝑘+1 = 𝑏.

Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì ëåììû 2.3.1 ôóíêöèÿ 𝑓 èìååò
ëèïøèöåâ ãðàäèåíò ñ êîíñòàíòîé 𝐿1 > 0. Òîãäà ïðè äîïîëíèòåëüíîì
óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè 𝑓 íà 𝒬 ñíèçó (𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓inf ∈ R äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝒬)
è âûïóêëîñòè 𝒬 êàæäàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {𝑥𝑘} ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà c 𝛼𝑘 = 𝛼 ∈ (0, 1/𝐿1)
èìååò ïðåäåë âî ìíîæåñòâå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê çàäà÷è (2.3.1). Òî÷êó
𝑥0 ∈ 𝒬 òàêóþ, ÷òî −𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝑁(𝒬, 𝑥0), áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàð-
íîé â çàäà÷å (2.3.1), ãäå 𝑁(𝒬, 𝑥0) � íîðìàëüíûé êîíóñ ê âûïóêëîìó
çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó 𝒬 â òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒬. Îïðåäåëèì

𝜓𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑘) +
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥− 𝑥1

)︀
+

1

2𝛼
‖𝑥− 𝑥𝑘‖2.

Ïóñòü {𝑥𝑘𝑚} � ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, 𝑥𝑘𝑚 → 𝑥* ∈ 𝒬.
Çàïèøåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â òî÷êå 𝑥𝑘𝑚+1 äëÿ 𝜓𝑘𝑚 :

𝜓′
𝑘𝑚(𝑥𝑘𝑚+1) ∈ −𝑁(𝒬, 𝑥𝑘𝑚+1).

Äëÿ ëþáîãî 𝑚 ∈ N èìååì
𝑚∑︁
𝑘=1

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1)

)︀
= 𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥𝑚+1) ⩽ 𝑓(𝑥1)− 𝑓inf = 𝐶 ⩾ 0,
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òî åñòü
1

2

(︂
1

𝛼
− 𝐿1

)︂ 𝑚∑︁
𝑘=1

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 ⩽ 𝐶.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑︀
𝑘=1

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 ñõîäèòñÿ è lim
𝑘→∞

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 0.

Ðàñïèñûâàÿ 𝜓′
𝑘𝑚

(𝑥𝑘𝑚+1) ∈ −𝑁(𝒬, 𝑥𝑘𝑚+1) ÷åðåç 𝑓 â âèäå

𝑓 ′(𝑥𝑘𝑚) +
1

𝛼
(𝑥𝑘𝑚+1 − 𝑥𝑘𝑚) ∈ −𝑁(𝒬, 𝑥𝑘𝑚+1),

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó 𝑚 → ∞ è ïîëüçóÿñü ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ ñâåðõó
íîðìàëüíîãî êîíóñà 𝒬 ∋ 𝑥→ 𝑁(𝒬, 𝑥), ïîëó÷àåì

𝑓 ′(𝑥*) ∈ −𝑁(𝒬, 𝑥*).

Åñëè ìíîæåñòâî 𝒬 íåâûïóêëî, òî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî äî-
êàçàòü ñ çàìåíîé íîðìàëüíîãî êîíóñà ê âûïóêëîìó ìíîæåñòâó íà ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà 𝒬 íîðìàëüíûé êîíóñ. Íàïðèìåð,
ðåçóëüòàò äëÿ ïðîêñèìàëüíî ãëàäêîãî ìíîæåñòâà 𝒬 ìîæíî íàéòè â
ïðèëîæåíèè Ä.4.

Â ñëó÷àå âûïóêëîé ôóíêöèè ìîæíî óòî÷íèòü ðåçóëüòàò î ñõîäèìî-
ñòè èòåðàöèé ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà.

Теорема 2.3.1. Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R выпукла с непрерыв-
ным по Липшицу градиентом 𝑓 ′ с константой Липшица 𝐿1, множе-
ство 𝒬 выпукло и компактно, 𝛼𝑘 = 𝛼 ∈

(︀
0, 1

𝐿1

)︀
. Если 𝑓* = min

𝑥∈𝒬
𝑓(𝑥),

то существует такая константа 𝐶 > 0, что при всех 𝑘 ∈ N

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓* ⩽
𝐶

𝑘
.

Доказательство. Ïóñòü 𝑥* ∈ 𝒬 � íåêîòîðîå ðåøåíèå. Òîãäà

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*) ⩽
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥*

)︀
=
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1

)︀
+

+
1

𝛼

(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑥𝑘+1, 𝑥* − 𝑥𝑘+1

)︀
− 1

𝛼
(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1, 𝑥* − 𝑥𝑘+1).

Ïîñêîëüêó

𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑃𝒬
(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
∈ 𝑁(𝒬, 𝑥𝑘+1),

òî (︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑥𝑘+1, 𝑥* − 𝑥𝑘+1

)︀
⩽ 0
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è

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*) ⩽
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1

)︀
− 1

𝛼
(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1, 𝑥* − 𝑥𝑘+1) ⩽

⩽

(︂
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖+

1

𝛼
‖𝑥* − 𝑥𝑘+1‖

)︂
‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1‖.

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé
𝐵 > 0 â ñèëó êîìïàêòíîñòè 𝒬, à ‖𝑥𝑘−𝑥𝑘+1‖ → 0. Èòàê, 𝑓(𝑥𝑘)→ 𝑓(𝑥*).

Ïóñòü 𝜙𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*). Èç ïîñëåäíåé îöåíêè 𝜙𝑘 ⩽ 𝐵‖𝑥𝑘−𝑥𝑘+1‖.
Èç ëåììû 2.3.1 𝜙𝑘−𝜙𝑘+1 ⩾ 𝐷‖𝑥𝑘−𝑥𝑘+1‖2, ãäå𝐷 = 1

2

(︀
1
𝛼 − 𝐿1

)︀
. Îòñþäà

𝜙𝑘 − 𝜙𝑘+1 ⩾
𝐷

𝐵2
𝜙2
𝑘.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.3.7 ïóíêò 2) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîé êîíñòàíòû 𝐶 > 0 âûïîëíåíà îöåíêà 𝜙𝑘 ⩽ 𝐶

𝑘 . ■

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû î ëèíåéíîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîåêöèè ãðà-
äèåíòà.

Рис. 2.3.2. Иллюстрация к теореме 2.3.2: изображены лебеговы
множества {𝑥 : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥1)} и {𝑥 : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥*)}.
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Теорема 2.3.2 ([74]). Пусть функция 𝑓 сильно выпукла с кон-
стантой κ > 0 и имеет непрерывный по Липшицу градиент 𝑓 ′ с
константой Липшица 𝐿1. Пусть множество 𝒬 ⊂ R𝑛 — проксималь-
но гладкое с константой 𝑅 > 0, 𝑥1 ∈ 𝒬 и функция 𝑓 удовлетворяет
условию Липшица на множестве ℒ𝑓

(︀
𝑓(𝑥1)

)︀
= {𝑥 ∈ 𝒬 : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥1)}

с константой 𝐿 > 0. Предположим, что 𝐿
κ < 𝑅 и 𝑥* ∈ 𝒬 — решение

задачи min𝑥∈𝒬 𝑓(𝑥). Зафиксируем достаточно малое положительное
число 𝛼 < min

{︀
𝑅
𝐿 ,

2
𝐿1

}︀
. Пусть 𝑥𝑘+1 = 𝑃𝒬

(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
, 𝑘 = 1, 2, . . .

Тогда последовательности {𝑥𝑘} и {𝑓(𝑥𝑘)} линейно сходятся к 𝑥* и
𝑓(𝑥*), при этом решение 𝑥* единственно.

Доказательство. Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ 𝐿 äëÿ âñÿêîé òî÷-
êè 𝑥 ∈ ℒ𝑓

(︀
𝑓(𝑥1)

)︀
èìååò ìåñòî îöåíêà

‖𝑓 ′(𝑥)‖ ⩽ 𝐿.

Ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè 𝑥0 ñóùåñòâóåò â ñèëó ñâåðõëèíåéíîãî
ðîñòà 𝑓 , ñì. (Ã.16). Èç ïóíêòà 3) ñâîéñòâ ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèõ ìíî-
æåñòâ íà ñ. 406, îöåíêè ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ ⩽ 𝐿 è íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðå-
ìóìà 𝑃𝒬

(︀
𝑥* − 𝛼𝑓 ′(𝑥*)

)︀
= 𝑥* (ñì. ðàçäåë Ä.4, óñëîâèå (Ä.8)) èìååì

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ = ‖𝑃𝒬
(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
− 𝑃𝒬

(︀
𝑥* − 𝛼𝑓 ′(𝑥*)

)︀
‖ ⩽

⩽
𝑅

𝑅− 𝛼𝐿
‖𝑥𝑘 − 𝑥* −

(︀
𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝛼𝑓 ′(𝑥*)

)︀
‖.

Îòñþäà

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 ⩽

(︂
𝑅

𝑅− 𝛼𝐿

)︂2 (︁
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2−

− 2𝛼
(︀
𝑥𝑘 − 𝑥*, 𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥*)

)︀
+ 𝛼2‖𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥*)‖2

)︁
.

Èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ 𝑓 ′ è âûïóêëîñòè 𝑓 ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà
(À.7)

𝐿1

(︀
𝑥𝑘 − 𝑥*, 𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥*)

)︀
⩾ ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥*)‖2

ïîëó÷àåì

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 ⩽

⩽

(︂
𝑅

𝑅− 𝛼𝐿

)︂2 (︁
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2 − 𝛼(2− 𝛼𝐿1)

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥*), 𝑥𝑘 − 𝑥*

)︀)︁
.
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Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî ñèëüíîé âûïóêëîñòè (Ã.17), òî åñòü(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥*), 𝑥𝑘 − 𝑥*

)︀
⩾ κ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2,

èìååì

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽ ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖
1

1− 𝛼𝐿
𝑅

√︀
1− 2𝛼κ + 𝛼2κ𝐿1. (2.3.2)

Â ñèëó ëåììû 2.3.1 èìååì îöåíêó 𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘) ⩽ 𝑓(𝑥1), ïîýòîìó
𝑥𝑘+1 ∈ ℒ𝑓 (𝑓(𝑥1)).

Ïðè ìàëûõ 𝛼 > 0

1

1− 𝛼𝐿
𝑅

√︀
1− 2𝛼κ + 𝛼2κ𝐿1 ∼ 1 + 𝛼

(︂
𝐿

𝑅
− κ

)︂
< 1, 𝛼→ +0.

Ëèíåéíàÿ ñõîäèìîñòü {𝑥𝑘} ê 𝑥* äîêàçàíà.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñòü åùå ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà 𝑤0 ∈ 𝒬, òî,

ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ñ 𝑤0 âìåñòî 𝑥𝑘, ïî ôîðìóëå (2.3.2)
ïîëó÷àåì

‖𝑤0 − 𝑥*‖ ⩽ ‖𝑤0 − 𝑥*‖
1

1− 𝛼𝐿
𝑅

√︀
1− 2𝛼κ + 𝛼2κ𝐿1,

ïðè÷åì 1
1−𝛼𝐿

𝑅

√
1− 2𝛼κ + 𝛼2κ𝐿1 < 1. Îòñþäà ‖𝑤0 − 𝑥*‖ = 0.

Îïðåäåëèì 𝐷 = max𝑘∈N ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖. Èç âåðõíåé êâàäðàòè÷íîé àï-
ïðîêñèìàöèè

𝑓(𝑥𝑘)−𝑓(𝑥*) ⩽
(︀
𝑓 ′(𝑥*), 𝑥𝑘−𝑥*

)︀
+
𝐿1

2
‖𝑥𝑘−𝑥*‖2 ⩽ ‖𝑥𝑘−𝑥*‖

(︂
𝐿+

𝐿1

2
𝐷

)︂
ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñõîäèìîñòü 𝑓(𝑥𝑘)→ 𝑓(𝑥*). ■

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ñèëüíîé âûïóêëîñòè 𝑓 ìîæíî òðåáîâàòü â ñëó-
÷àå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà ðåøåíèé Ω âûïîëíåíèå óñëîâèÿ1(︀

𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑃Ω𝑥), 𝑥− 𝑃Ω𝑥
)︀
⩾ κ‖𝑥− 𝑃Ω𝑥‖2

äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝒬 è äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû κ > 0. Â êà÷åñòâå
𝑃Ω𝑥 â ýòîì óñëîâèè ìîæåò âûñòóïàòü êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ìåòðè÷åñêîé
ïðîåêöèè 𝑥 íà Ω.

1В англоязычной литературе подобное условие принято называть restricted

secant inequality [99].
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Упражнение 2.3.1. Докажите, что при условии теоремы 2.3.2,
кроме существования точки 𝑥*, множество минимумов 𝑓 на 𝒬 не-
пусто. Таким образом, можно не требовать существование решения
𝑥*.

Упражнение 2.3.2. При 0 ⩽ 𝛼 ⩽ min
{︁
𝑅
𝐿 ,

2
𝐿1

}︁
найти минимум

функции

𝜙(𝛼) =
1

1− 𝛼𝐿
𝑅

√︀
1− 2𝛼κ + 𝛼2κ𝐿1.

Следствие 2.3.1. Если в теореме 2.3.2 множество 𝒬 выпукло,
то 𝑅 = +∞ и для любого 𝛼 ∈

(︀
0, 2

𝐿1

)︀
‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽ ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖

√︀
1− 2𝛼κ + 𝛼2κ𝐿1,

√︀
1− 2𝛼κ + 𝛼2κ𝐿1 < 1.

Èòàê, ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü ôóíêöèè, èëè óñëîâèå restricted secant
inequality, îáåñïå÷èâàåò ëèíåéíóþ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäè-
åíòà. Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ëèíåéíîé ñõîäèìîñòè ïðè íåâûïóêëîñòè 𝒬
è óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 íå ëó÷øå, ÷åì âûïóêëàÿ. Ïðè ýòîì ïîòðå-
áóåòñÿ íåêîòîðîå íîâîå óñëîâèå âìåñòî âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà 𝒬.

Определение 2.3.1 ([48]). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïàêòíîå ìíî-
æåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 óäîâëåòâîðÿåò опорному условию сильной выпуклости
äëÿ âåêòîðà 𝑝 ̸= 0 ñ ðàäèóñîì 𝑅 > 0, åñëè

𝒬 ⊂ ℬ𝑅
(︂
𝒬(𝑝)−𝑅 𝑝

‖𝑝‖

)︂
. (2.3.3)

Çäåñü 𝒬(𝑝) ∈ 𝒬 òàêàÿ òî÷êà, ÷òî
(︀
𝑝,𝒬(𝑝)

)︀
= 𝑠(𝑝,𝒬).

Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ‖𝑝‖ = 1, õîòÿ ýòî óñëîâèå è íåîáÿçàòåëüíî.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî 𝒬 â îïðåäåëåíèè 2.3.1 ìîæåò áûòü äàæå

íå ñòðîãî âûïóêëûì.
Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé ïðèìåð. Ïóñòü 𝒬 = co{±𝑒𝑛} � îòðåçîê äëè-

íû 2. Ïóñòü åäèíè÷íûé âåêòîð 𝑝 ∈ R𝑛 îáðàçóåò óãîë 𝛼 ∈ (0, 12𝜋) ñ
âåêòîðîì 𝑒𝑛 ñòàíäàðòíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà. Èç ýëåìåíòàð-
íîé ïëàíèìåòðèè ëåãêî âèäåòü, ÷òî 𝒬(𝑝) = 𝑒𝑛 è âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
𝒬 ⊂ ℬ𝑅(𝑒𝑛 − 𝑅𝑝) äëÿ 𝑅 = 1

cos𝛼 . Äëÿ âñÿêîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà 𝑝
òàêîãî, ÷òî 𝛼 = 𝜋

2 , ìíîæåñòâî 𝒬 íå óäîâëåòâîðÿåò îïîðíîìó óñëîâèþ
ñèëüíîé âûïóêëîñòè.

Теорема 2.3.3 ( [48]). Пусть компактное множество 𝒬 ⊂ R𝑛
удовлетворяет опорному условию сильной выпуклости в направлении
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Рис. 2.3.3. Иллюстрация к определению 2.3.1.

вектора ‖𝑝0‖ = 1 с радиусом 𝑅. Допустим, что 𝑟 > 0, 𝑥0 = 𝒬(𝑝0)+𝑟𝑝0
и 𝑥 ∈ R𝑛 — точка такая, что 𝜚(𝑥,𝒬) = 𝜌 > 0. Определим проекцию
𝑎0 = 𝑃𝒬𝑥0 = 𝒬(𝑝0) и зафиксируем произвольную точку 𝑎 ∈ 𝑃𝒬𝑥.
Пусть множество 𝒬 проксимально гладкое с константой 𝐾 > 0.
Тогда

‖𝑎0 − 𝑎‖ ⩽
2𝑅

2𝑅+ 𝑟 − 𝑅
𝐾 𝜌
‖𝑥0 − 𝑥‖. (2.3.4)

Доказательство. Çàïèøåì îïîðíîå óñëîâèå 1) ñèëüíîé âûïóêëî-
ñòè, ñì. ñ. 404 ⃦⃦⃦⃦

𝑎0 −
𝑥0 − 𝑎0

𝑟
𝑅− 𝑎

⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝑅.

Âîçâîäÿ íåðàâåíñòâî â êâàäðàò, ïîëó÷àåì

‖𝑎0−𝑎‖2−
2𝑅

𝑟
(𝑥0−𝑎0, 𝑎0−𝑎) = ‖𝑎0−𝑎‖2−

2𝑅

𝑟
(𝑥0−𝑎0+𝑎−𝑎, 𝑎0−𝑎) ⩽ 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(2𝑅+ 𝑟)‖𝑎0 − 𝑎‖2 ⩽ 2𝑅(𝑥0 − 𝑎, 𝑎0 − 𝑎). (2.3.5)
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Çàïèøåì òåïåðü îïîðíîå óñëîâèå 1) äëÿ ïðîêñèìàëüíîé ãëàäêîñòè, ñì.
ñòð. 406 ⃦⃦⃦⃦

𝑎+
𝑥− 𝑎
𝜌

𝐾 − 𝑎0
⃦⃦⃦⃦
⩾ 𝐾.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì

‖𝑎0 − 𝑎‖2 +
2𝐾

𝜌
(𝑥− 𝑎, 𝑎− 𝑎0) ⩾ 0,

îòêóäà
(𝑥− 𝑎, 𝑎0 − 𝑎) ⩽

𝜌

2𝐾
‖𝑎0 − 𝑎‖2. (2.3.6)

Èç íåðàâåíñòâà (2.3.5) ñëåäóåò, ÷òî

(2𝑅+𝑟)‖𝑎0−𝑎‖2 ⩽ 2𝑅(𝑥0−𝑎, 𝑎0−𝑎) ⩽ 2𝑅(𝑥0−𝑥, 𝑎0−𝑎)+2𝑅(𝑥−𝑎, 𝑎0−𝑎),

à ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (2.3.6) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

(2𝑅+𝑟)‖𝑎0−𝑎‖2 ⩽ 2𝑅(𝑥0−𝑎, 𝑎0−𝑎) ⩽ 2𝑅(𝑥0−𝑥, 𝑎0−𝑎)+
𝑅𝜌

𝐾
‖𝑎0−𝑎‖2,

îòêóäà(︂
2𝑅+ 𝑟 − 𝑅𝜌

𝐾

)︂
‖𝑎0 − 𝑎‖2 ⩽ 2𝑅(𝑥0 − 𝑥, 𝑎0 − 𝑎) ⩽ 2𝑅‖𝑥0 − 𝑥‖‖𝑎0 − 𝑎‖.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

Замечание 2.3.1. Åñëè â óñëîâèè òåîðåìû 𝜌 = 0, òî 𝑥 = 𝑎 è èç
ôîðìóëû (2.3.5) ñëåäóåò, ÷òî

(2𝑅+ 𝑟)‖𝑎0 − 𝑎‖2 ⩽ 2𝑅(𝑥0 − 𝑎, 𝑎0 − 𝑎) =

= 2𝑅(𝑥0 − 𝑥, 𝑎0 − 𝑎) ⩽ 2𝑅‖𝑥0 − 𝑥‖ · ‖𝑎0 − 𝑎‖.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 𝜌 = 0 îöåíêà (2.3.4) òàêæå âåðíà. ▼

Замечание 2.3.2. Åñëè â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ìíîæå-
ñòâî 𝒬 âûïóêëî, òî 𝐾 = +∞ è îöåíêà ïðèîáðåòàåò âèä

‖𝑎0 − 𝑎‖ ⩽
2𝑅

2𝑅+ 𝑟
‖𝑥0 − 𝑥‖. ▼

Замечание 2.3.3. Ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé òåîðåìû íå èçìåíèòñÿ,
åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ‖𝑥0 − 𝑎0‖ ⩾ 𝑟

(︀
è 𝑥0−𝑎0

‖𝑥0−𝑎0‖ = 𝑝0
)︀
è 𝜚(𝑥,𝒬) ⩽ 𝜌. Ýòî

íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îöåíêè (2.3.4). ▼
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Îòìåòèì, ÷òî àïðèîðè ïðîâåðèòü óñëîâèÿ ïðèâåäåííûõ íèæå òåî-
ðåì îáû÷íî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ñìûñë ýòèõ òåîðåì ñëåäóþùèé. Â
ñèëó ëåììû 2.3.1, àëãîðèòì ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà ÿâëÿåòñÿ ìî-
íîòîííûì. Îäíàêî åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî â òî÷êå, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì,
âûïîëíåíî óñëîâèå îäíîé èç òåîðåì, òî íàø àëãîðèòì áóäåò ñõîäèòüñÿ
ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Теорема 2.3.4. Пусть точка 𝑥* ∈ 𝜕𝒬 — решение в задаче (2.3.1).
Пусть функция 𝑓 : R𝑛 → R выпукла с липшицевым градиентом 𝑓 ′ с
константой Липшица 𝐿1 > 0 и 𝑓 ′(𝑥*) ̸= 0, а компактное множество
𝒬 удовлетворяет опорному условию сильной выпуклости в направле-
нии вектора −𝑓 ′(𝑥*) с радиусом 𝑅 > 0. Кроме того, пусть множе-
ство 𝒬 — проксимально гладкое с константой 𝐾 > 0. Пусть также
𝐿 = max

𝑥∈𝒬
‖𝑓 ′(𝑥)‖ и ‖𝑓 ′(𝑥*)‖ > 𝑅𝐿

𝐾 . Тогда алгоритм проекции градиента

с 𝛼𝑘 = 𝛼 ∈
(︀
0, 2

𝐿1

)︀
сходится с линейной скоростью:

‖𝑥* − 𝑥𝑘+1‖ ⩽
2𝑅

2𝑅+ 𝛼‖𝑓 ′(𝑥0)‖ − 𝛼𝐿𝑅
𝐾

‖𝑥* − 𝑥𝑘‖.

Если функция 𝑓 не выпуклая, то при условии 2𝑅𝐿1 + 𝑅𝐿
𝐾 < ‖𝑓 ′(𝑥*)‖

и 𝛼𝑘 = 𝛼 > 0 имеет место линейная сходимость:

‖𝑥* − 𝑥𝑘+1‖ ⩽
2𝑅(1 + 𝛼𝐿1)

2𝑅+ 𝛼‖𝑓 ′(𝑥*)‖ − 𝛼𝐿𝑅
𝐾

‖𝑥* − 𝑥𝑘‖.

Доказательство. Îáîçíà÷èì

𝛽𝑘 =
2𝑅

2𝑅+ 𝛼‖𝑓 ′(𝑥*)‖ − 𝑅
𝐾 𝜚
(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘),𝒬

)︀ .
Òîãäà ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (2.3.4) àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.3.2 èìååì îöåíêó

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 ⩽ 𝛽2
𝑘

(︁
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2 − 𝛼(2− 𝛼𝐿1)

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥*), 𝑥𝑘 − 𝑥*

)︀)︁
.

Èç ìîíîòîííîñòè ñóáäèôôåðåíöèàëà âûïóêëîé ôóíêöèè (Ã.4) è óñëî-
âèÿ 0 < 𝛼 < 2

𝐿1
âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

𝛼(2− 𝛼𝐿1)
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥0), 𝑥𝑘 − 𝑥0

)︀
⩾ 0,

îòêóäà

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽ 𝛽𝑘‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ ⩽
2𝑅

2𝑅+ 𝛼‖𝑓 ′(𝑥*)‖ − 𝛼𝐿𝑅
𝐾

‖𝑥* − 𝑥𝑘‖.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 íå âûïóêëàÿ. Èç îöåíêè

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 ⩽ 𝛽2
𝑘

(︁
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2−

− 2𝛼
(︀
𝑥𝑘 − 𝑥*, 𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥*)

)︀
+ 𝛼2‖𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑓 ′(𝑥*)‖2

)︁
â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 ⩽ 𝛽2
𝑘(1 + 𝛼𝐿1)2‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2 ⩽ 𝛽2(1 + 𝛼𝐿1)2‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2,

ãäå 𝛽 = 2𝑅
2𝑅+𝛼‖𝑓 ′(𝑥*)‖−𝛼𝐿 𝑅

𝐾

. Èç óñëîâèÿ 2𝑅𝐿1 + 𝑅𝐿
𝐾 < ‖𝑓 ′(𝑥*)‖ ïîëó÷àåì

𝛽(1 + 𝛼𝐿1) < 1. ■

Ïóñòü â çàäà÷å (2.3.1) ìíîæåñòâî 𝒬 è ôóíêöèÿ 𝑓 âûïóêëû, ôóíê-
öèÿ 𝑓 èìååò íåïðåðûâíûé ïî Ëèïøèöó ãðàäèåíò ñ êîíñòàíòîé 𝐿1, à
òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êâàäðàòè÷íîãî ðîñòà íà ìíîæåñòâî 𝒬,
òî åñòü äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû 𝛽 > 0 è âñÿêîãî 𝑥 ∈ 𝒬

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑃Ω𝑥) ⩾ 𝛽‖𝑥− 𝑃Ω𝑥‖2,

ãäå Ω � ìíîæåñòâî ðåøåíèé (2.3.1). Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [116],
ïðè âûáîðå îïðåäåëåííîãî øàãà 𝛼𝑘 = 𝛼 ∈

(︀
0, 1

𝐿1

]︀
ìåòîä ïðîåêöèè ãðà-

äèåíòà ñõîäèòñÿ ïî òî÷êå ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ.
Ïðèâåäåì îäíó òåîðåìó î ìåòîäå àëüòåðíàòèâíûõ ïðîåêöèé.

Теорема 2.3.5 ( [50]). Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклый компакт, а
𝒫 ⊂ R𝑛 — проксимально гладкое множество с константой 𝐾 > 0.
Допустим, что 𝒬 ∩ 𝒫 = ∅, inf

𝑥∈𝒫, 𝑦∈𝒬
‖𝑥 − 𝑦‖ = ‖𝑥* − 𝑦*‖ = 𝑟0 > 0,

𝑥* ∈ 𝒫, 𝑦* ∈ 𝒬. Пусть множество 𝒬 удовлетворяет опорному усло-
вию сильной выпуклости для вектора 𝑝0 = 𝑥*−𝑦*

‖𝑥*−𝑦*‖ с радиусом 𝑅 > 0.

Предположим, что 𝐾 > 2𝑅+ 𝑟0 и в задаче inf
(𝑥,𝑦)∈𝒫×𝒬

‖𝑥− 𝑦‖ нет дру-

гих, кроме (𝑥*, 𝑦*), стационарных точек при условии 𝑥 ∈ 𝒫, 𝑦 ∈ 𝒬 и
‖𝑥−𝑦‖ ⩽ 𝑟0

𝐾
2𝑅+𝑟0

. Тогда при произвольном выборе 𝑥1 ∈ 𝒫, таком, что
𝜚(𝑥1,𝒬) ⩽ 𝑟 < 𝑟0

𝐾
2𝑅+𝑟0

, альтернативные проекции {(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)}𝑘⩾1 вида
𝑦𝑘 = 𝑃𝒬𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1 = 𝑃𝒫𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , сходятся к (𝑥*, 𝑦*) с линейной
скоростью.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, äàäèì ñëåäóþ-
ùåå

Определение 2.3.2. Стационарной точкой â çàäà÷å

inf
(𝑥,𝑦)∈𝒫×𝒬

‖𝑥− 𝑦‖
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áóäåì íàçûâàòü òàêóþ òî÷êó (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒫 ×𝒬, ÷òî 𝑃𝒬𝑥 = 𝑦 è 𝑃𝒫𝑦 = 𝑥.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî 𝒫 ïðîñòî âûïóêëî, òî â
óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.3.5 òî÷êà (𝑥*, 𝑦*), ãäå äîñòèãàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ìíîæåñòâàìè 𝒬 è 𝒫, � åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà â çàäà÷å

inf
(𝑥,𝑦)∈𝒫×𝒬

‖𝑥− 𝑦‖, 𝐾 = +∞, è 𝑥1 ∈ 𝒫 ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî.

Доказательство. Åñëè 𝜚(𝑥1,𝒬) = ‖𝑥1−𝑦1‖ ⩽ 𝑟, òî èç îïðåäåëåíèÿ
ïðîåêöèè 𝜚(𝑦1,𝒫) = ‖𝑦1 − 𝑥2‖ ⩽ ‖𝑦1 − 𝑥1‖ ⩽ 𝑟 è ò. ä., ‖𝑥𝑘 − 𝑦𝑘‖ ⩽ 𝑟,
‖𝑥𝑘+1 − 𝑦𝑦‖ ⩽ 𝑟 äëÿ âñåõ 𝑘.

Çàïèøåì óñëîâèå Ëèïøèöà èç çàìå÷àíèÿ 2.3.2

‖𝑦* − 𝑦𝑘‖ ⩽
2𝑅

2𝑅+ 𝑟0
‖𝑥* − 𝑥𝑘‖. (2.3.7)

Èç ïðîêñèìàëüíîé ãëàäêîñòè 𝒫 ïîëó÷àåì

‖𝑥* − 𝑥𝑘+1‖ ⩽
𝐾

𝐾 − 𝑟
‖𝑦* − 𝑦𝑘‖. (2.3.8)

Ñîâìåñòíî ôîðìóëû (2.3.7) è (2.3.8) äàþò

‖𝑥* − 𝑥𝑘+1‖ ⩽
𝐾

𝐾 − 𝑟
2𝑅

2𝑅+ 𝑟0
‖𝑥* − 𝑥𝑘‖.

Â ñèëó óñëîâèé íà êîíñòàíòû 𝐾
𝐾−𝑟

2𝑅
2𝑅+𝑟0

< 1.
Îöåíêà äëÿ ‖𝑦𝑘 − 𝑦*‖ óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. ■

2.3.2. Метод проекции субградиента

Ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (2.3.1) ñ âûïóêëîé ôóíê-
öèåé 𝑓 : R𝑛 → R íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå 𝒬 ⊂ R𝑛:

𝑓* = min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥), 𝑓* ∈ R, Ω = Arg min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥) ̸= ∅.

Ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî-ëèáî î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíê-
öèè 𝑓 . Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî âåëè÷èíà 𝑓* èçâåñòíà. Ðàññìîòðèì ñóáãðà-
äèåíòíûé ñïóñê â äóõå (1.3.32):

𝑥𝑘+1 = 𝑃𝒬𝑦𝑘, 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 −
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑓 ′(𝑥𝑘) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘). (2.3.9)

Îòëè÷èå îò ôîðìóëû (1.3.32) ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷êà 𝑦𝑘 ïðîåêòèðó-
åòñÿ íà ìíîæåñòâî 𝒬. Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè
(2.3.9) ñõîäèòñÿ ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è àëãîðèòì (1.3.32).
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Теорема 2.3.6. Пусть 𝑓 : R𝑛 → R — выпуклая функция и мно-
жество точек Ω минимумов 𝑓 на 𝒬 непусто. Тогда в методе (2.3.9)
𝑥𝑘 → 𝑥* ∈ Ω, причем скорость сходимости задается равенством

lim inf
𝑘→∞

√
𝑘
(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
= 0.

Если выполнено условие острого минимума (1.3.33), то есть для
некоторого 𝛼 > 0

𝑓(𝑥)− 𝑓* ⩾ 𝛼𝜚(𝑥,Ω) ∀𝑥 ∈ 𝒬,

то

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖ ⩽
√︂

1− 𝛼2

𝑐2
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖,

где 𝑐 = sup
𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)∈𝜕𝑓(𝑥𝑘)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖.

Доказательство. Ïóñòü ̃︀𝑥 ∈ Ω ⊂ 𝒬 ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî 𝑓 ′(𝑥𝑘) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘) èìååì

‖𝑥𝑘+1 − ̃︀𝑥‖2 = ‖𝑃𝒬𝑦𝑘 − 𝑃𝒬̃︀𝑥‖2 ⩽ ‖𝑦𝑘 − ̃︀𝑥‖2 =

= ‖𝑥𝑘 − ̃︀𝑥‖2 − 2

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − ̃︀𝑥)︀(︀𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

+

+

(︀
𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*

)︀2
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2

⩽ ‖𝑥𝑘 − ̃︀𝑥‖2 − (︀𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*
)︀2

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2
.

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.9. ■

2.3.3. Метод условного градиента

Ñíîâà ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (2.3.1)

min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥).

Ìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 åñòü âûïóêëûé êîìïàêò, à ôóíêöèÿ 𝑓 èìååò
ëèïøèöåâ ãðàäèåíò ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà 𝐿1 > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìååòñÿ îðàêóë, ïîçâî-
ëÿþùèé âû÷èñëÿòü îïîðíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà 𝒬 â íàïðàâëåíèè ëþ-
áîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà 𝑝 ∈ R𝑛, òî åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà

𝒬(𝑝) = 𝜕𝑠(𝑝,𝒬) = {𝑥 ∈ 𝒬 : (𝑝, 𝑥) = 𝑠(𝑝,𝒬)}.
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Åñëè ìíîæåñòâî 𝒬(𝑝) íå îäíîòî÷å÷íî, òî ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ìíîæå-
ñòâà 𝒬(𝑝) òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝒬(𝑝). Ïðèìåðîì òàêèõ ìíî-
æåñòâ ìîæåò ñëóæèòü êîíå÷íàÿ ñóììà ýëëèïñîèäîâ:

𝒬 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘ℬ1(0),

ãäå 𝐴𝑘 ∈ R𝑛×𝑛 � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà äëÿ âñåõ 𝑘. Â ýòîì ñëó÷àå
äëÿ ‖𝑝‖ = 1

𝑠(𝑝,𝒬) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑠
(︀
𝑝,𝐴𝑘ℬ1(0)

)︀
=

𝑚∑︁
𝑘=1

‖𝐴T
𝑘 𝑝‖, 𝒬(𝑝) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝐴
T
𝑘 𝑝

‖𝐴T
𝑘 𝑝‖

.

Äðóãèì ïðèìåðîì ìíîæåñòâà 𝒬, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî ýôôåêòèâíî
âû÷èñëÿòü 𝒬(𝑝), ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ëèíåéíîé óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñèñòåìû �̇� ∈ 𝐴𝑥 + 𝒰 , 𝑥(0) = 0,
ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ℛ0(𝑡) è îïîðíûé ýëåìåíò

(︀
ℛ0(𝑡)

)︀
(𝑝) ìíîæå-

ñòâà äîñòèæèìîñòè â íàïðàâëåíèè ‖𝑝‖ = 1 åñòü

ℛ0(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑒𝐴(𝑡−𝑠)𝒰 𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝑒𝐴𝑠𝒰 𝑑𝑠, (2.3.10)

(︀
ℛ0(𝑡)

)︀
(𝑝) =

𝑡∫︁
0

(︀
𝑒𝐴𝑠𝒰

)︀
(𝑝) 𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
0

𝑒𝐴𝑠𝒰
(︀
𝑒𝐴

T𝑠𝑝
)︀
𝑑𝑠.

Èíòåãðàë â (2.3.10) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Àóìàíà:

𝑡∫︁
0

𝑒𝐴𝑠𝒰 𝑑𝑠 =

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

𝑒𝐴𝑠𝑢(𝑡) 𝑑𝑠 : 𝑢(·) ∈ 𝐿1([0,+∞), 𝒰)

⎫⎬⎭,
òî åñòü èíòåãðàë â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ áåðåòñÿ ïî âñåì èçìåðèìûì
ôóíêöèÿì 𝑢(𝑡) ñî çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå 𝒰 .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Çàôèêñèðóåì 𝑥1 ∈ 𝒬, îáû÷íî âûáèðàåòñÿ òî÷êà íà ãðàíèöå:
𝑥1 ∈ 𝜕𝒬. Ïîëîæèì 𝑘 = 1. Îïðåäåëèì 𝑧𝑘 ∈ 𝒬 êàê ðåøåíèå âñïîìîãà-
òåëüíîé çàäà÷è min

𝑧∈𝒬

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑧

)︀
, òî åñòü 𝑧𝑘 ∈ 𝒬

(︀
−𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
.

Åñëè 𝑓 ′(𝑥𝑘) = 0, òî òî÷êà 𝑥𝑘 � ñòàöèîíàðíàÿ, à â ñëó÷àå âûïóêëîé
ôóíêöèè 𝑓 � ðåøåíèå çàäà÷è (2.3.1). Åñëè 𝑓 ′(𝑥𝑘) ̸= 0, òî âûáèðàåì
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íåêîòîðûé øàã 𝛼𝑘 ∈ [0, 1] è òî÷êó 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘(𝑧𝑘 − 𝑥𝑘). Äàëüøå
ïåðåîïðåäåëÿåì 𝑘 := 𝑘 + 1 è ïðîäîëæàåì èòåðàöèè, ñì. ðèñ. 2.3.4.

Ïîëó÷åííûé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ методом условного градиента,
èëè методом Франк –Вульфа. Ïðèâåäåì òåîðåìó î ñõîäèìîñòè ìåòîäà
óñëîâíîãî ãðàäèåíòà.

Рис. 2.3.4. Один шаг метода условного градиента. Изображены
линии уровня {𝑥 : 𝑓(𝑥) = 𝑓*} и {𝑥 : 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑘)}.

Теорема 2.3.7. Пусть в задаче (2.3.1) градиент функции 𝑓 удо-
влетворяет условию Липшица с константой 𝐿1 > 0, 𝒬 ⊂ R𝑛 — вы-
пуклое компактное подмножество. Пусть 𝑓* = min

𝑥∈𝒬
𝑓(𝑥). Рассмот-

рим итерации метода условного градиента при

𝛼𝑘 = min

{︂
1, 𝛾𝑘

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

}︂
, 0 < 𝜀1 ⩽ 𝛾𝑘 ⩽

2− 𝜀2
𝐿1

,

для некоторых фиксированных чисел 𝜀1, 𝜀2 > 0.
Тогда:
1) lim

𝑘→∞

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
= 0 и последовательность {𝑓(𝑥𝑘)} моно-

тонно убывает;
2) если дополнительно к предыдущим условиям функция 𝑓 выпук-

ла, то 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓* ⩽ 𝐶
𝑘 для некоторой константы 𝐶 > 0;

3) если множество 𝒬 сильно выпукло, функция 𝑓 выпукла и вы-
полнено условие inf𝑥∈𝒬 ‖𝑓 ′(𝑥)‖ ⩾ 𝜀 > 0, то сходимость {𝑓(𝑥𝑘)} и {𝑥𝑘}
к решению линейная.

Доказательство. Èç 𝐿1-ëèïøèöåâîñòè ãðàäèåíòà 𝑓 ′ èìååì âåðõ-



138 ГЛАВА 2. УСЛОВНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ

íþþ êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ 𝑓(𝑥𝑘+1) âèäà (À.5):

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ⩽
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
+
𝐿1

2
‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 =

= −𝛼𝑘
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
+
𝐿1𝛼

2
𝑘

2
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Случай 1:

𝛾𝑘

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

⩾ 1.

Òîãäà 𝛼𝑘 = 1 è

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ⩽ −
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
+
𝐿1

2
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2 ⩽

⩽
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀(︃𝐿1

2

‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀ − 1

)︃
⩽

⩽
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀(︂𝐿1𝛾𝑘
2
− 1

)︂
⩽ −𝜀2

2

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
⩽ 0.

Случай 2:

𝛾𝑘

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

< 1.

Òîãäà 𝛼𝑘 = 𝛾𝑘

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

è

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ⩽ −𝛾𝑘
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀2
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

+
𝐿1𝛾𝑘

2

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀2
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

⩽

⩽

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀2
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

(︂
−𝛾𝑘 +

𝐿1𝛾
2
𝑘

2

)︂
⩽ −𝜀1𝜀2

2

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀2
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

⩽ 0.

Ñîâìåñòíî ñëó÷àè 1 è 2 äàþò îöåíêó 𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘), òî åñòü ìîíî-
òîííîå óáûâàíèå {𝑓(𝑥𝑘)}. Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 îãðàíè-
÷åíà íà êîìïàêòå 𝒬, òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î ïðåäåëå ìîíîòîí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

𝑘→∞
𝑓(𝑥𝑘) ∈ R.

Îïðåäåëèì íåâÿçêó 𝛿𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1), èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷-
íîãî ïðåäåëà {𝑓(𝑥𝑘)} ñëåäóåò 𝛿𝑘 → 0. Ïðè âûïîëíåíèè ñëó÷àÿ 1 èìååì(︀

𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘
)︀
⩽

2

𝜀2
𝛿𝑘. (2.3.11)
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Îïðåäåëèâ 𝐷 = diam 𝒬, 𝐷 ⩾ ‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖, ïîëó÷àåì äëÿ ñëó÷àÿ 2

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
⩽

√︂
2

𝜀1𝜀2
𝐷2𝛿𝑘. (2.3.12)

Èç (2.3.11), (2.3.12) è óñëîâèÿ 𝛿𝑘 → 0 èìååì

lim
𝑘→∞

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
= 0.

Ïóíêò 1) äîêàçàí.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 2). Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 âûïóê-

ëà. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ 𝑥* ∈ 𝒬 çàäà÷è (2.3.1) è 𝑓* = 𝑓(𝑥*) ñ ó÷åòîì
íåðàâåíñòâà

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑧𝑘 − 𝑥*

)︀
⩽ 0 èìååì 0 ⩽ 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓* è

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓* ⩽
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥*

)︀
=

=
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
+
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑧𝑘 − 𝑥*

)︀
⩽

⩽
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
→ 0, (2.3.13)

îòêóäà 𝑓(𝑥𝑘)→ 𝑓*.
Îöåíèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ïóñòü 𝜙𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘)−𝑓*, 𝛿𝑘 = 𝜙𝑘−𝜙𝑘+1.

Èç ôîðìóë (2.3.11), (2.3.12) ïîëó÷àåì. ÷òî

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
⩽ max

⎧⎨⎩2𝛿𝑘
𝜀2
,

√︃
2𝐷2

𝜀1𝜀2
𝛿𝑘

⎫⎬⎭ ⩽ 𝐾
√︀
𝜙𝑘 − 𝜙𝑘+1

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 𝑘 è íåêîòîðîãî 𝐾 > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
âûïóêëîñòè 𝑓 (ñì. (2.3.13)) èìååì 𝜙𝑘 ⩽

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
. Îòñþäà

𝜙𝑘+1 ⩽ 𝜙𝑘 −
𝜙2
𝑘

𝐾2
.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà íà 𝜙𝑘𝜙𝑘+1, íàõîäèì

1

𝜙𝑘
+

1

𝐾2
⩽

1

𝜙𝑘
+

𝜙𝑘
𝐾2𝜙𝑘+1

⩽
1

𝜙𝑘+1
.

Ñêëàäûâàÿ ïðåäûäóùèå íåðàâåíñòâà ñ íîìåðàìè îò 1 äî 𝑘 è ñîêðàùàÿ
îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì

1

𝜙1
− 1

𝐾2
+
𝑘 + 1

𝐾2
⩽

1

𝜙𝑘+1
,
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÷òî è îçíà÷àåò óòâåðæäåíèå ïóíêòà 2).
Äîêàæåì ïóíêò 3). Ïóñòü ìíîæåñòâî 𝒬 ñèëüíî âûïóêëî ñ ðàäèóñîì

𝑅 > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîäóëü âûïóêëîñòè 𝒬 åñòü 𝛿𝒬(𝑡) = 𝜆𝑡2, ãäå
𝜆 = 1

8𝑅 , ñì. ýêâèâàëåíòíûå ñâîéñòâà ñèëüíî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â
ïðèëîæåíèè Ã.7.

Äëÿ ñëó÷àÿ 1 èìååì ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (2.3.13)

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1) = 𝜙𝑘 − 𝜙𝑘+1 ⩾
𝜀2
2

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
⩾
𝜀2
2
𝜙𝑘,

òî åñòü 𝜙𝑘+1 ⩽
(︀
1− 𝜀2

2

)︀
𝜙𝑘.

Äëÿ ñëó÷àÿ 2 èìååì

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1) = 𝜙𝑘 − 𝜙𝑘+1 ⩾
𝜀1𝜀2

2

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀2
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

.

Ïîñêîëüêó 𝑥𝑘+𝑧𝑘
2 + ℬ𝛿𝒬(‖𝑥𝑘−𝑧𝑘‖)(0) ⊂ 𝒬 è 𝛿𝒬(𝑡) = 𝜆𝑡2, òî(︁

−𝑓 ′(𝑥𝑘),
𝑥𝑘 + 𝑧𝑘

2

)︁
+ ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ · 𝜆‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2 ⩽

⩽ 𝑠
(︀
−𝑓 ′(𝑥𝑘),𝒬

)︀
=
(︀
−𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑧𝑘

)︀
,

òàê ÷òî (︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
⩾ 2𝜆𝜀‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2. (2.3.14)

Îòñþäà

𝜙𝑘 − 𝜙𝑘+1 ⩾
𝜀1𝜀2

2

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀2
‖𝑥𝑘 − 𝑧𝑘‖2

⩾

⩾ 𝜆𝜀1𝜀2𝜀
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑧𝑘

)︀
⩾ 𝜆𝜀1𝜀2𝜀𝜙𝑘,

òî åñòü â ñëó÷àå 2 èìååì 𝜙𝑘+1 ⩽ (1− 𝜆𝜀𝜀1𝜀2)𝜙𝑘.
Îáúåäèíÿÿ îáà ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî

𝜙𝑘+1 ⩽ max
{︁

1− 𝜀2
2
, 1− 𝜆𝜀𝜀1𝜀2

}︁
𝜙𝑘, 𝜙𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓*.

Èç âûïóêëîñòè 𝑓 èìååì äëÿ òî÷êè-ðåøåíèÿ 𝑥* îöåíêó, àíàëîãè÷-
íóþ (2.3.14):

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*) ⩾
(︀
𝑓 ′(𝑥*), 𝑥𝑘 − 𝑥*

)︀
⩾ 2𝜆𝜀‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2,

îòêóäà ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ ⩽
√︁

𝑓(𝑥𝑘)−𝑓*
2𝜆𝜀 . ■
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 рав-
номерно выпукло â òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝜕𝒬, åñëè ñóùåñòâóåò ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíàÿ ïðè 𝑡 > 0 ôóíêöèÿ 𝛿𝒬,𝑥0

: [0,diam𝒬]→ [0,+∞), 𝛿𝒬,𝑥0
(0) = 0,

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝒬 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

𝑥0 + 𝑥

2
+ 𝛿𝒬,𝑥0

(‖𝑥0 − 𝑥‖)ℬ1(0) ⊂ 𝒬.

Îòëè÷èå îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè â òî÷êå ìíîæåñòâà
𝒬 îò ðàâíîìåðíîé âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà 𝒬 ñîñòîèò â òîì, ÷òî îäíà èç
òî÷åê â îïðåäåëåíèè ìîäóëÿ âûïóêëîñòè � òî÷êà 𝑥0 ∈ 𝜕𝒬 � ôèêñèðó-
åòñÿ. Ïîðÿäîê ôóíêöèè 𝛿𝒬,𝑥0

(𝑡) ≍ 𝑡𝜎 ïðè 𝑡 → +0 � íå ìåíåå âòîðîãî:
𝜎 ⩾ 2.

Утверждение 2.3.1 ([132, §5]). Пусть точка 𝑥* ∈ 𝒬 являет-
ся решением в задаче (2.3.1), 𝑓* = 𝑓(𝑥*), функция 𝑓 выпукла, име-
ет липшицев градиент с константой 𝐿1 и inf𝑥∈𝒬 ‖𝑓 ′(𝑥)‖ ⩾ 𝜀 > 0.
Пусть множество 𝒬 равномерно выпукло в точке 𝑥* ∈ 𝜕𝒬 с моду-
лем 𝛿𝒬,𝑥*(𝑡) ≍ 𝑡𝜎 при 𝑡→ +0. Тогда метод условного градиента вида

𝑥1 ∈ 𝜕𝒬, 𝑧𝑘 ∈ Arg min
𝑧∈𝒬

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑧

)︀
,

𝛼𝑘 ∈ Arg min
𝛼∈[0,1]

𝑓
(︀
𝑥𝑘 + 𝛼(𝑧𝑘 − 𝑥𝑘)

)︀
, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘(𝑧𝑘 − 𝑥𝑘)

сходится со скоростью

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓* ⩽
𝐶

𝑘
𝜎

𝜎−2
, 𝐶 > 0,

при 𝜎 > 2 и с линейной скоростью при 𝜎 = 2.

Äðóãèå ñëó÷àè â çàäà÷å (2.3.1), äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ëèíåéíàÿ
ñõîäèìîñòü ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà, � âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè
è ñèëüíî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Çà äåòàëÿìè ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê
îáçîðó [81].

Â ðÿäå ñëó÷àåâ â ìåòîäå óñëîâíîãî ãðàäèåíòà â çàäà÷å (2.3.1) äëÿ
ñèëüíî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà 𝒬 ìîæíî îáîéòèñü áåç ïðîìåæóòî÷íîé
îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè 𝑓 íà îòðåçêå [𝑥𝑘, 𝑧𝑘] è ðàññìàòðèâàòü àëãî-
ðèòì óñëîâíîãî ãðàäèåíòà âèäà 𝑥1 ∈ 𝜕𝒬, 𝑥𝑘+1 ∈ Arg max

𝑥∈𝒬

(︀
−𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥

)︀
.

Лемма 2.3.2. Пусть выпуклое компактное множество 𝒬 ⊂ R𝑛
удовлетворяет условию (2.3.3) в направлении 𝑝, ‖𝑝‖ = 1, с радиусом
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𝑅. Тогда для всякого единичного вектора 𝑞 ∈ R𝑛 и произвольного эле-
мента опорного множества 𝒬(𝑞) (который также обозначим через
𝒬(𝑞)) выполнено неравенство

‖𝒬(𝑝)−𝒬(𝑞)‖ ⩽ 2𝑅‖𝑝− 𝑞‖.

Доказательство. Çàôèêñèðóåì åäèíè÷íûé âåêòîð 𝑞 ∈ R𝑛 è ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà 𝒬(𝑞). Áóäåì ïîëàãàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî
𝒬(𝑝)−𝑅𝑝 = 0.

Ïóñòü (𝑝, 𝑞) ⩾ 0. Òî÷êà𝒬(𝑞) íàõîäèòñÿ âî ìíîæåñòâå 𝑆 = ℬ𝑅(0)∩𝐻+
𝑞

(ãäå 𝐻+
𝑞 =

{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑞, 𝑥) ⩾

(︀
𝑞,𝒬(𝑝)

)︀}︀
), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷å-

ñêèì ñåãìåíòîì. Ïóñòü 𝜉 = [0, 𝑅𝑞] ∩ 𝜕𝐻+
𝑞 . Òîãäà ‖𝜉 − 𝑅𝑝‖ ⩽ 𝑅‖𝑞 − 𝑝‖

(òàê êàê 𝜉 � ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ 𝑅𝑞 íà 𝜕𝐻+
𝑞 ) è

‖𝒬(𝑞)−𝒬(𝑝)‖ ⩽ diam𝑆 = 2‖𝜉 −𝑅𝑝‖,

ïîñêîëüêó (𝑝, 𝑞) ⩾ 0 è äèàìåòð 𝑆 ðåàëèçóåòñÿ íà îñíîâàíèè ñåãìåíòà.
Åñëè (𝑝, 𝑞) < 0, òî ‖𝑝− 𝑞‖2 = 2− 2(𝑝, 𝑞) > 2, ‖𝑝− 𝑞‖ >

√
2 è

‖𝒬(𝑝)−𝒬(𝑞)‖
‖𝑝− 𝑞‖

⩽
2𝑅√

2
=
√

2𝑅.

Ëåììà äîêàçàíà. ■

Теорема 2.3.8. ([48]) Ïóñòü òî÷êà 𝑥* ∈ 𝜕𝒬 � ðåøåíèå â çàäà÷å
(2.3.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ‖𝑓 ′(𝑥)‖ ⩾ 𝑚 > 0 äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝒬, ãðàäèåíò
𝑓 ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 𝐿1 > 0 è ìíîæåñòâî
𝒬 óäîâëåòâîðÿåò îïîðíîìó óñëîâèþ ñèëüíîé âûïóêëîñòè äëÿ âåêòîðà
−𝑓 ′(𝑥0) ñ êîíñòàíòîé 𝑅. Ïóñòü òàêæå 2𝑅𝐿1

𝑚 < 1.
Òîãäà èòåðàöèè

𝑥1 ∈ 𝒬, 𝑥𝑘+1 ∈ Arg max
𝑥∈𝒬

(︀
−𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥

)︀
ñõîäÿòñÿ ê 𝑥* ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ:

‖𝑥* − 𝑥𝑘+1‖ ⩽
2𝑅𝐿1

𝑚
‖𝑥* − 𝑥𝑘‖.

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëûé êîìïàêò co𝒬 òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò îïîðíîìó óñëîâèþ ñèëüíîé âûïóêëîñòè äëÿ âåêòîðà
−𝑓 ′(𝑥0) ñ êîíñòàíòîé 𝑅. Äëÿ âåêòîðà 𝑝 ̸= 0 ÷åðåç 𝒬(𝑝) áóäåì îáî-
çíà÷àòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó èç 𝒬 òàêóþ, ÷òî

(︀
𝑝,𝒬(𝑝)

)︀
= 𝑠(𝑝,𝒬), ñì.

ðàçäåë Ã.1. ×åðåç (co𝒬)(𝑝) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî òî÷åê{︀
𝑥 ∈ co𝒬 : (𝑝, 𝑥) = 𝑠(𝑝, co𝒬)

}︀
.
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Упражнение 2.3.3. Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — произвольное множество.
Докажите, что 𝑠(𝑝, co𝒬) = 𝑠(𝑝,𝒬) для любого 𝑝 ∈ R𝑛.

Èç ðàâåíñòâà

‖𝑥* − 𝑥𝑘+1‖ =
⃦⃦
𝒬
(︀
−𝑓 ′(𝑥*)

)︀
−𝒬

(︀
−𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀⃦⃦
,

ñîîòíîøåíèé

𝒬
(︀
−𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
∈ (co𝒬)

(︀
−𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
, 𝒬

(︀
−𝑓 ′(𝑥*)

)︀
= (co𝒬)

(︀
−𝑓 ′(𝑥*)

)︀
(ñì. óïðàæíåíèå 2.3.4) è ëåììû 2.3.2 èìååì⃦⃦
𝒬
(︀
−𝑓 ′(𝑥*)

)︀
−𝒬

(︀
−𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀⃦⃦
⩽

⩽ 2𝑅

⃦⃦⃦⃦
𝑓 ′(𝑥*)

‖𝑓 ′(𝑥*)‖
− 𝑓 ′(𝑥𝑘)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖

⃦⃦⃦⃦
⩽

2𝑅

𝑚
‖𝑓 ′(𝑥*)− 𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ ⩽

⩽
2𝑅𝐿1

𝑚
‖𝑥* − 𝑥𝑘‖.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ â òåîðåìå
2.3.8 íè ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥), íè ìíîæåñòâî 𝒬 íå ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïóêëû-
ìè.

Упражнение 2.3.4. Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — компактное подмноже-
ство и 𝑝 ∈ R𝑛 — единичный вектор. Докажите, что 𝒬(𝑝) ⊂ (co𝒬)(𝑝).

2.4. Метод отсекающей гиперплоскости.

Метод эллипсоидов

Ïóñòü 𝒬 ⊂ R𝑛 � âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ñ íåïóñòîé
âíóòðåííîñòüþ è 𝑓 : R𝑛 → R � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Êàê îáû÷íî, ìû
õîòèì íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè 𝑓 íà ìíîæåñòâå 𝒬. Â ýòîì ðàçäåëå
äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè 𝑓 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Îäíàêî, êàê èç-
âåñòíî (ñì. òåîðåìó Ã.13), ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R åñòü
âûïóêëûé êîìïàêò äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ R𝑛.

Îïðåäåëèì öåíòð ìàññ ìíîæåñòâà 𝒬:

𝑥𝒬 =

∫︀
𝒬
𝑥 𝑑𝜇

𝜇𝒬
,
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ãäå 𝜇 � ìåðà Ëåáåãà (â äàííîé ñèòóàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ìåðó
Æîðäàíà) â R𝑛. Â ñèëó íåïóñòîòû âíóòðåííîñòè 𝒬 èìååì 𝜇𝒬 > 0.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ñóáãðàäèåíò 𝑓 ′(𝑥𝒬) ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝒬). Èç ñóá-
ãðàäèåíòíîãî íåðàâåíñòâà, ñì. îïðåäåëåíèå Ã.9, äëÿ âñÿêîãî 𝑥 ∈ 𝒬
âûïîëíåíà îöåíêà

𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥𝒬) +
(︀
𝑓 ′(𝑥𝒬), 𝑥− 𝑥𝒬

)︀
. (2.4.1)

Åñëè 𝑓 ′(𝑥𝒬) = 0, òî òî÷êà 𝑥𝒬 ∈ 𝒬 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Äàëåå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑓 ′(𝑥𝒬) ̸= 0.

Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü

𝐻𝑥𝒬 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 :

(︀
𝑓 ′(𝑥𝒬), 𝑥− 𝑥𝒬

)︀
= 0
}︀

è ïîëóïðîñòðàíñòâà

𝐻+
𝑥𝒬

=
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 :

(︀
𝑓 ′(𝑥𝒬), 𝑥− 𝑥𝒬

)︀
> 0
}︀
,

𝐻−
𝑥𝒬

=
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 :

(︀
𝑓 ′(𝑥𝒬), 𝑥− 𝑥𝒬

)︀
⩽ 0
}︀
.

Èç íåðàâåíñòâà (2.4.1) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ âî
ìíîæåñòâå 𝒬∩𝐻+

𝑥𝒬
. Çíà÷èò, îíî íàõîäèòñÿ âî ìíîæåñòâå ̃︀𝒬 = 𝒬∩𝐻−

𝑥𝒬
.

Теорема 2.4.1 (Грюнбаум –Хаммер [4]). Пусть в принятых
выше обозначениях ̃︀𝒬 = 𝒬∩𝐻−

𝑥𝒬
. Тогда

𝜇 ̃︀𝒬
𝜇𝒬

⩽ 1− 1

𝑒
.

Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì, êîòîðûé èíîãäà íàçûâàåòñÿ ме-
тодом отсекающей гиперплоскости.

Ïîëîæèì 𝒬0 = 𝒬 è ðàññìîòðèì èòåðàòèâíóþ ïðîöåäóðó:

𝑥𝑘 = 𝑥𝒬𝑘
,

𝜉𝑘 ∈ {𝑥𝑖}𝑘𝑖=0 : 𝑓(𝜉𝑘) = min
0⩽𝑖⩽𝑘

𝑓(𝑥𝑖), 𝑘 = 0, 1, . . . , (2.4.2)

𝒬𝑘+1 = 𝒬𝑘 ∩𝐻−
𝑥𝑘
.

Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ 𝑓(𝜉𝑘), ïîëó÷åííûå â àëãîðèòìå (2.4.2), ñõî-
äÿòñÿ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ê çíà÷åíèþ 𝑓* ìèíèìóìà ôóíêöèè 𝑓 íà
ìíîæåñòâå 𝒬. Îïðåäåëèì Var 𝑓

.
= max𝒬 𝑓 − 𝑓*.
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Теорема 2.4.2. В результате работы алгоритма (2.4.2) имеет
место оценка

𝑓(𝜉𝑘) ⩽ 𝑓* + 2 Var 𝑓 ·
(︂

1− 1

𝑒

)︂𝑘/𝑛
.

Доказательство. Ñëó÷àé 𝑛 = 1 î÷åâèäåí, ïîýòîìó ðàññìîòðèì
ðàçìåðíîñòü 𝑛 ⩾ 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
òî÷êà 0 ∈ 𝒬𝑘 åñòü òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà 𝑓 íà 𝒬𝑘 è òåì ñàìûì
íà 𝒬0. Äëÿ 𝑘 > 0 âûáåðåì 𝛼 ∈ (0, 1) òàê, ÷òî

𝛼 >

(︂
𝜇𝒬𝑘
𝜇𝒬0

)︂1/𝑛

⩾
𝛼

2
. (2.4.3)

Ïîñêîëüêó ÷èñëî
(︁
𝜇𝒬𝑘

𝜇𝒬0

)︁1/𝑛
< 1, òî òàêîå 𝛼 ñóùåñòâóåò.

Èç ëåâîé ÷àñòè äâîéíîãî íåðàâåíñòâà â (2.4.3) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
𝛼𝑛𝜇𝒬0 > 𝜇𝒬𝑘, òî åñòü 𝛼𝒬0 ̸⊂ 𝒬𝑘. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òî÷êà ̃︀𝑥 ∈ 𝛼𝒬0

òàêàÿ, ÷òî ̃︀𝑥 /∈ 𝒬𝑘. Îïðåäåëèì òàêæå òàêóþ òî÷êó 𝜉 ∈ 𝒬0, ÷òî ̃︀𝑥 = 𝛼𝜉.
Òàê êàê 0 ∈ 𝒬𝑘 è 𝛼𝜉 /∈ 𝒬𝑘, òî èç âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà 𝒬𝑘 ñëåäóåò,

÷òî 𝜉 /∈ 𝒬𝑘. Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà 𝑓* = 𝑓(0) è ïðàâîé îöåíêè â
(2.4.3), ïîëó÷àåì

𝑓(𝜉𝑘) ⩽ 𝑓(̃︀𝑥) = 𝑓
(︀
𝛼𝜉 + (1− 𝛼) · 0

)︀
⩽

⩽ 𝛼𝑓(𝜉) + (1− 𝛼)𝑓(0) = 𝑓* + 𝛼
(︀
𝑓(𝜉)− 𝑓*

)︀
⩽

⩽ 𝑓* + 2 Var 𝑓 · 𝛼
2
⩽ 𝑓* + 2 Var 𝑓 ·

(︂
𝜇𝒬𝑘
𝜇𝒬𝑘−1

· 𝜇𝒬𝑘−1

𝜇𝒬𝑘−2
· . . . · 𝜇𝒬1

𝜇𝒬0

)︂1/𝑛

.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.4.1, ïîëó÷àåì èñêîìîå óòâåðæäåíèå. ■

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.4.2 áûë ïîëó÷åí À.Þ. Ëåâèíûì [56] è Ä. Íüþ-
ìàíîì [119]. Îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì â ïðàêòè÷åñêîé ïðèìåíèìîñòè
òåîðåìû 2.4.2 ñîñòîèò â òîì, ÷òî âû÷èñëåíèå öåíòðà ìàññ 𝑥𝒬 âûïóê-
ëîãî òåëà 𝒬 ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Â òî æå âðåìÿ ìíîãèå äðóãèå
òî÷êè, ñâÿçàííûå ñî ìíîæåñòâîì 𝒬, íå ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óò-
âåðæäåíèÿ 2.4.1.

Í.Ç. Øîðîì áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîëó-
÷èë íàçâàíèå ¾ìåòîä ýëëèïñîèäîâ¿. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé åâêëèäîâ
øàð 𝐵0 ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑥0 ∈ R𝑛, êîòîðûé ñîäåðæèò ìíîæåñòâî
𝒬0 = 𝒬. Åñëè 𝑥0 /∈ 𝒬0, òî ïîëîæèì 𝑦0 = 𝑃𝒬0

𝑥0, 𝑝0 = 𝑥0−𝑦0
‖𝑥0−𝑦0‖ , è ðàñ-

ñìîòðèì ïîëóøàð

𝐵0,5
0 = 𝐵0 ∩ {𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑝0, 𝑥− 𝑥0) ⩽ 0},
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êîòîðûé ñîäåðæèò öåëèêîì ìíîæåñòâî 𝒬0.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 𝑥0 ∈ 𝒬0. Åñëè 𝑓 ′(𝑥0) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ñóá-

ãðàäèåíòà 𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝜕𝑓(𝑥0), òî çàäà÷à ðåøåíà. Åñëè 𝑓 ′(𝑥0) ̸= 0 äëÿ
âñÿêîãî ýëåìåíòà ñóáäèôôåðåíöèàëà 𝜕𝑓(𝑥0), òî çàôèêñèðóåì ñóáãðà-
äèåíò 𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝜕𝑓(𝑥0) è ðàññìîòðèì ïîëóøàð

𝐵0,5
0 = 𝐵0 ∩

{︀
𝑥 ∈ R𝑛 :

(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑥− 𝑥0

)︀
⩽ 0
}︀
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ 𝐵0,5
0 ∩ 𝒬0 ̸= ∅ è ìèíèìóì 𝑓 íà

𝒬0 ñîäåðæèòñÿ â 𝐵
0,5
0 ∩𝒬0 ⊂ 𝐵0,5

0 . Ïîêàæåì, ÷òî ïîëóøàð 𝐵0,5
0 ìîæíî

ïîìåñòèòü â ýëëèïñîèä 𝐵1, îáúåì êîòîðîãî ìåíüøå, ÷åì îáúåì 𝐵0. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝐵0 = ℬ1(0), à 𝐵0,5

0 çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

𝐵0,5
0 =

{︂
𝑥 ∈ R𝑛 :

𝑛∑︁
𝑖=1

x2𝑖 ⩽ 1, x𝑛 ⩾ 0

}︂
.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî 𝐵0,5
0 ìîæíî âïèñàòü â ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì(︀

0; 0; . . . ; 0; 1
𝑛+1

)︀
è ïîëóîñÿìè 𝛼 > 0 ïî êîîðäèíàòàì x𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1, è

𝑛
𝑛+1 ïî x𝑛. Îòìåòèì, ÷òî òàêîé ýëëèïñîèä ñîäåðæèò òî÷êó (0; . . . ; 0; 1).
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ãðàíèöà ýëëèïñîèäà 𝜕𝐵1 ñîäåðæàëà òàêæå òî÷êè
åäèíè÷íîé ñôåðû 𝜕ℬ1(0) ∩ {𝑥 ∈ R𝑛 : x𝑛 = 0}.

Íàéäåì 𝛼. Ðàññìàòðèâàÿ äâóìåðíîå ñå÷åíèå ýëëèïñîèäà 𝐵1 ïëîñ-
êîñòüþ 𝑂x1x𝑛 = {𝑥 ∈ R𝑛 : x𝑖 = 0, 𝑖 ̸= 1, 𝑖 ̸= 𝑛}, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ýëëèïñà x2
1

𝛼2 +
(︀
x𝑛 − 1

𝑛+1

)︀2(︀𝑛+1
𝑛

)︀2
= 1. Ýëëèïñ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

x1 = 1, x𝑛 = 0, îòêóäà 𝛼 = 𝑛√
𝑛2−1

.
Îáúåì ïîëó÷åííîãî ýëëèïñîèäà ðàâåí

𝜇𝐵1 = 𝜇ℬ1(0)𝜎𝑛, ãäå 𝜎𝑛 =
𝑛𝑛

(𝑛− 1)(𝑛−1)/2(𝑛+ 1)(𝑛+1)/2
.

Упражнение 2.4.1. Исследуйте функцию

𝑓(𝑥) =
𝑥𝑥

(𝑥− 1)(𝑥−1)/2(𝑥+ 1)(𝑥+1)/2

и докажите, что при 𝑥 ⩾ 2 выполнено неравенство 𝑓(𝑥) < 1.

Òàêèì îáðàçîì, öåíòðû ýëëèïñîèäîâ 𝐵0, 𝐵1 è ò. ä. âûñòóïàþò âìå-
ñòî öåíòðîâ ìàññ 𝑥𝒬𝑖 . Ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæàòü: çà ñ÷åò ëèíåéíîé
çàìåíû êîîðäèíàò ïðåâðàòèòü 𝐵1 â åäèíè÷íûé øàð è ò. ä. Ïîâòîðÿÿ
ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2.4.2, ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñî çíàìåíàòåëåì 𝜎𝑛
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ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà (2.4.2) ñ îïèñàííûìè ýëëèïñîèäàìè è èõ öåí-
òðàìè 𝑥𝑖 ïî ôóíêöèè.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî â îïèñàííîì ìåòîäå âåëè÷èíà 𝜎𝑛 ñòðå-
ìèòñÿ ê 1 ñíèçó ïðè 𝑛→∞. Òàê, ïðè 𝑛 = 50 âåëè÷èíà 𝜎50 ñòàíîâèòñÿ
áîëüøå 0,99. Ýòî äåëàåò ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî àëãîðèòìà ìàëîýô-
ôåêòèâíûì â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

2.5. Метод Ньютона в задачах

условной минимизации

Èäåÿ øàãà ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èç
òåêóùåé òî÷êè 𝑥1 ∈ 𝒬 ìíîæåñòâà 𝒬 îòñòóïèòü â òî÷êó 𝑥1 − 𝛼𝑓 ′(𝑥1),
ãäå 𝑓 ′(𝑥1) � ãðàäèåíò ôóíêöèè 𝑓 â òî÷êå 𝑥1, à 𝛼 > 0 � øàã ìåòîäà.
Äëÿ ôóíêöèè

𝜓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) +
(︀
𝑓 ′(𝑥1), 𝑥− 𝑥1

)︀
+

1

2𝛼
‖𝑥− 𝑥1‖2

òî÷êà 𝑥1 − 𝛼𝑓 ′(𝑥1) ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì íà R𝑛, ñì. ëåì-
ìó 2.3.1, à ëèíèè óðîâíÿ 𝜓(𝑥) = 𝐶 ÿâëÿþòñÿ øàðàìè, òàê êàê ãðàôèê
𝜓 � ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ. Äàëåå, ïðîåêòèðîâàíèå íà 𝒬, òî åñòü ïîèñê
ñëåäóþùåé òî÷êè 𝑥2 = 𝑃𝒬

(︀
𝑥1−𝛼𝑓 ′(𝑥1)

)︀
, àíàëèòè÷åñêè åñòü ïîèñê ìè-

íèìóìà ôóíêöèè 𝜓(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ 𝒬. Ïðè ýòîì ëîêàëüíîå ïðèáëèæåíèå
èñõîäíîé ôóíêöèè 𝑓 ôóíêöèåé 𝜓 â îêðåñòíîñòè 𝑥1 îáû÷íî ÿâëÿåò-
ñÿ äîñòàòî÷íî íåòî÷íûì, îñîáåííî â ñëó÷àå, êîãäà ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû 𝑓 ′′(𝑥1) ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, à ëèíèè óðîâíÿ 𝑓 èìåþò ¾îâðàæ-
íûé¿ õàðàêòåð.

Âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ èäåÿ. Åñëè ïîçâîëÿåò ãëàäêîñòü ôóíêöèè 𝑓 ,
òî âìåñòî ïðèáëèæåíèÿ íà òåêóùåì øàãå 𝑓 ïàðàáîëîèäîì 𝜓 â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè 𝑥1 ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå 𝑓 ïî ôîðìóëå Òåéëîðà
äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè è àïïðîêñèìèðîâàòü 𝑓 â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè 𝑥1 ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥1) +
(︀
𝑓 ′(𝑥1), 𝑥− 𝑥1

)︀
+

1

2

(︀
𝑓 ′′(𝑥1)(𝑥− 𝑥1), 𝑥− 𝑥1

)︀
.

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåé òî÷êè èòåðàöèé âûáèðàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè
𝜙(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ 𝒬. Íàëè÷èå êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà 1

2

(︀
𝑓 ′′(𝑥1)(𝑥−𝑥1), 𝑥−𝑥1

)︀
âìåñòî 1

2𝛼‖𝑥−𝑥1‖
2 ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷íî ó÷åñòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñïå-

öèôèêó ôóíêöèè 𝑓 . Îïèñàííàÿ èäåÿ âïåðâûå áûëà ðåàëèçîâàíà â ðà-
áîòå [57].
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Ïóñòü 𝑥𝑘 ∈ 𝒬. Îïðåäåëèì

𝑓𝑘(𝑥) =
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥− 𝑥𝑘

)︀
+

1

2

(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)(𝑥− 𝑥𝑘), 𝑥− 𝑥𝑘

)︀
, (2.5.1)

à ñëåäóþùóþ òî÷êó 𝑥𝑘+1 ∈ 𝑄 îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ

𝑓𝑘(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓𝑘(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝒬.

Теорема 2.5.1. Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое замкнутое подмноже-
ство, 𝑥1 ∈ 𝒬, и 𝑓 : R𝑛 → R — дважды дифференцируемая функция,
причем для всех 𝑥, 𝑧 ∈ 𝒬 и 𝑦 ∈ R𝑛 выполнены условия

𝑚‖𝑦‖2 ⩽
(︀
𝑓 ′′(𝑥)𝑦, 𝑦

)︀
⩽𝑀‖𝑦‖2, 𝑚 > 0,

‖𝑓 ′′(𝑥)− 𝑓 ′′(𝑧)‖ ⩽ 𝐿2‖𝑥− 𝑧‖, 𝐿2 > 0. (2.5.2)

Пусть также 𝛿 = (2𝐿2/𝑚)‖𝑥2 − 𝑥1‖ < 1, где 𝑥2 есть минимум 𝑓1
(2.5.1) на 𝒬. Тогда последовательность {𝑥𝑘}, 𝑥𝑘+1 ∈ Arg min

𝑥∈𝒬
𝑓𝑘(𝑥),

сходится к точке 𝑥* ∈ 𝒬 минимума 𝑓 на 𝒬, причем для всякого
𝑙 ∈ N

‖𝑥𝑙 − 𝑥*‖ ⩽
𝑚

2𝐿2

∞∑︁
𝑘=𝑙

𝛿2
𝑘−1

.

Доказательство. Òàê êàê 𝑓𝑘(𝑥) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà 𝒬 â òî÷êå
𝑥𝑘+1, òî çàïèøåì êðèòåðèé ýêñòðåìóìà äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓 íà
âûïóêëîì ìíîæåñòâå 𝒬 âèäà

(︀
𝑓 ′𝑘(𝑥𝑘+1), 𝑥− 𝑥𝑘+1

)︀
⩾ 0 äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝒬.

Упражнение 2.5.1. Докажите приведенный выше критерий.

Ñëåäîâàòåëüíî,(︀
𝑓 ′𝑘(𝑥𝑘+1), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
=
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘) + 𝑓 ′′(𝑥𝑘)(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
⩽ 0.

Ïîýòîìó

𝑓𝑘(𝑥𝑘+1) =
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
+

1

2

(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
⩽

⩽ −1

2

(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
⩽ −𝑚

2
‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2.

Òàêèì îáðàçîì,

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 ⩽ − 2

𝑚
𝑓𝑘(𝑥𝑘+1). (2.5.3)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

𝑓𝑘(𝑥𝑘+1) =
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
+

+
1

2

(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)(𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
⩾ (𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘).

Äàëåå, â ñèëó (2.5.2),

𝑓 ′(𝑥𝑘) = 𝑓 ′(𝑥𝑘−1)+𝑓 ′′(𝑥𝑘−1)(𝑥𝑘−𝑥𝑘−1)+𝑟, ãäå ‖𝑟‖ ⩽ 𝐿2‖𝑥𝑘−𝑥𝑘−1‖2.

Ïîýòîìó

− 𝑓𝑘(𝑥𝑘+1) ⩽ −
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
=

= −
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘−1) + 𝑓 ′′(𝑥𝑘−1)(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) + 𝑟, 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
=

= −
(︀
𝑓 ′𝑘−1(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

)︀
+ (𝑟, 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘) ⩽ (𝑟, 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘) ⩽

⩽ ‖𝑟‖‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽ 𝐿2‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖2‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó ñ íåðàâåíñòâîì (2.5.3), ïîëó÷àåì

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽
2𝐿2

𝑚
‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1‖2.

Îòñþäà ïî èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ ⩽
𝑚

2𝐿2
𝛿2

𝑘−1

,

ïîýòîìó ïðè 𝑙 > 𝑘 èìååì

‖𝑥𝑙 − 𝑥𝑘‖ ⩽
𝑙−1∑︁
𝑖=𝑘

‖𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖‖ ⩽
𝑚

2𝐿2

𝑙−1∑︁
𝑖=𝑘

𝛿2
𝑖−1

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘} ôóíäàìåíòàëüíà. Ñëåäîâà-
òåëüíî lim

𝑘→∞
𝑥𝑘 = 𝑥* ∈ 𝒬 è

‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖ ⩽
𝑚

2𝐿2

∞∑︁
𝑖=𝑘

𝛿2
𝑖−1

.

Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 𝑓𝑘 (2.5.1) ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî

min
𝑥∈𝒬

(︁
𝑓(𝑥*)+

(︀
𝑓 ′(𝑥*), 𝑥−𝑥*

)︀
+

1

2

(︀
𝑓 ′′(𝑥*)(𝑥−𝑥*), 𝑥−𝑥*

)︀)︁
= 𝑓(𝑥*), (2.5.4)

÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è, â ñèëó âûïóêëîñòè çàäà÷è, äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ìèíèìóìà 𝑥* ïðè ìèíèìèçàöèè 𝑓 íà 𝒬. ■
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Упражнение 2.5.2. Докажите, что условие (2.5.4) необходимо
для того, чтобы точка 𝑥* ∈ 𝒬 была решением задачи min𝒬 𝑓 .

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå 𝛿 = (2𝐿2/𝑚)‖𝑥2 − 𝑥1‖ < 1, õàðàêòåðèçóþùåå
áëèçîñòü 𝑥1 ê òî÷êå ìèíèìóìà 𝑥0, äîïóñêàåò êîíñòðóêòèâíóþ ïðîâåð-
êó, â îòëè÷èå îò âû÷èñëåíèÿ ‖𝑥1 − 𝑥*‖ ïðè íåèçâåñòíîé òî÷êå 𝑥*.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Äëÿ çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ
ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

min 𝑓(𝑥) ïðè óñëîâèè 𝐴𝑥 ⩽ 𝑏, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑏 ∈ R𝑚,

ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïî 𝑘 ∈ N
ðåøåíèþ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
𝐴𝑥⩽𝑏

(︁(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥− 𝑥𝑘

)︀
+

1

2

(︀
𝑓 ′′(𝑥𝑘)(𝑥− 𝑥𝑘), 𝑥− 𝑥𝑘

)︀)︁
;

ñì. ðàçäåë 2.2.2.

2.6. Метод штрафных функций

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè âèäà

min
𝑔(𝑥)⩽0, ℎ(𝑥)=0

𝑓(𝑥), (2.6.1)

ãäå 𝑓 : R𝑛 → R, 𝑔 : R𝑛 → R𝑚, ℎ : R𝑛 → Rℓ.
Íà ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïîñìîòðåòü ñ ïîçèöèé áåçóñëîâíîé îïòèìèçà-

öèè, äîáàâèâ îãðàíè÷åíèÿ 𝑔(𝑥) ⩽ 0 è ℎ(𝑥) = 0 òåì èëè èíûì îáðàçîì
ê ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥) â âèäå штрафных членов, ïîñòðîèâ
òàê íàçûâàåìóþ штрафную функцию.

Ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé � øòðàôíóþ ôóíêöèþ ñ квад-
ратичным штрафом âèäà

𝑓(𝑥) +𝑀‖𝑔+(𝑥)‖2 +𝑁‖ℎ(𝑥)‖2. (2.6.2)

Çäåñü𝑀 è 𝑁 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû (коэффициенты
штрафа), à 𝑔+,𝑖(𝑥) = max{0, 𝑔𝑖(𝑥)} � ïîêîìïîíåíòíàÿ ôóíêöèÿ ïîëî-
æèòåëüíîé ñðåçêè. Ââåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ øòðàôíûõ ÷ëåíîâ ïîçâî-
ëÿåò ñîõðàíèòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè (êî-
íå÷íî, ïðè óñëîâèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé 𝑔(𝑥) è ℎ(𝑥)), îäíàêî
â îáùåì ñëó÷àå øòðàôíûå ÷ëåíû ìîãóò áûòü ëèíåéíûìè èëè èíû-
ìè ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè, îáðàùàþùèìèñÿ â íóëü íà äîïóñòèìîì
ìíîæåñòâå.
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Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî çàäà÷

min
𝑥∈𝒬0

𝑓𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . ,

𝑓𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) +𝑀𝑘‖𝑔+(𝑥)‖2 +𝑀𝑘‖ℎ(𝑥)‖2,
(2.6.3)

ïðè îáùåì êîýôôèöèåíòå øòðàôà 𝑀𝑘 → ∞. Çäåñü 𝒬0 � íåêîòîðîå
îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ëîêàëèçàöèè ìèíèìóìà ôóíêöèè
𝑓(𝑥) (íàïðèìåð, øàð äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà).

Теорема 2.6.1. Пусть функции 𝑓 , 𝑔 и ℎ непрерывны, а множе-
ство Ω решений задачи (2.6.1) непусто. Тогда всякая предельная точ-
ка последовательности

𝑥𝑘 = arg min
𝑥∈𝒬0

𝑓𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . ,

где множество 𝒬0 ограничено и замкнуто, 𝒬0 ∩ Ω ̸= ∅, а функции
𝑓𝑘(𝑥) задаются соотношениями (2.6.3), является решением задачи
(2.6.1).

Доказательство. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ìåòîä (2.6.3) êîð-
ðåêòíî îïðåäåëåí, òàê êàê ôóíêöèè 𝑓𝑘(𝑥) íåïðåðûâíû, à ìíîæåñòâî
𝒬0 îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî. Ïîñêîëüêó 𝑥𝑘 ∈ 𝒬0, òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû
îäíà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ̃︀𝑥 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑥𝑘}.

Ïóñòü 𝑥* ∈ 𝒬0 ∩ Ω � òî÷êà ìèíèìóìà â çàäà÷å (2.6.1), òîãäà èç
(2.6.3) èìååì

𝑓𝑘(𝑥𝑘) ⩽ 𝑓𝑘(𝑥*) = 𝑓(𝑥*).

Îòñþäà

‖𝑔+(𝑥𝑘)‖2 + ‖ℎ(𝑥𝑘)‖2 ⩽
1

𝑀𝑘

(︀
𝑓(𝑥*)− 𝑓(𝑥𝑘)

)︀
,

è èç îãðàíè÷åííîñòè 𝑓(𝑥*)− 𝑓(𝑥𝑘) íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ïðè âçÿ-
òèè ïðåäåëà 𝑘 →∞ ñëåäóåò ‖𝑔+(̃︀𝑥)‖ = ‖ℎ(̃︀𝑥)‖ = 0, òî åñòü

𝑔𝑖(̃︀𝑥) ⩽ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, ℎ𝑗(̃︀𝑥) = 0, 𝑗 = 1, . . . , ℓ.

Òàêèì îáðàçîì ̃︀𝑥 � äîïóñòèìàÿ òî÷êà çàäà÷è (2.6.1).
C äðóãîé ñòîðîíû,

𝑓(𝑥𝑘) ⩽ 𝑓𝑘(𝑥*)−𝑀𝑘(‖𝑔+(𝑥𝑘)‖2 + ‖ℎ(𝑥𝑘)‖2) =

= 𝑓(𝑥*)−𝑀𝑘(‖𝑔+(𝑥𝑘)‖2 + ‖ℎ(𝑥𝑘)‖2),

îòêóäà â ïðåäåëå èìååì 𝑓(̃︀𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥*), ïîýòîìó ̃︀𝑥 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è (2.6.1). ■
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Â îáùåì ñëó÷àå âìåñòî çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè

min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥) (2.6.4)

ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñî øòðàôíûì
÷ëåíîì:

min
𝑥∈R𝑛

(︀
𝑓(𝑥) +𝑀𝑔𝒬(𝑥)

)︀
, (2.6.5)

ãäå êîýôôèöèåíò 𝑀 äîñòàòî÷íî âåëèê. Ôóíêöèÿ 𝑔𝒬(𝑥) èãðàåò ðîëü
ëèáî внешнего штрафа, óâåëè÷èâàÿñü ïðè îòäàëåíèè îò 𝒬:

𝑔𝒬(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 ∈ 𝒬,
→∞, 𝜚(𝑥,𝒬)→∞,

(ê òàêîâûì îòíîñÿòñÿ øòðàôíûå ÷ëåíû â (2.6.2)), ëèáî ðîëü внутрен-
него штрафа, ¾çàïðåùàÿ¿ ïðèáëèæàòüñÿ ê ãðàíèöàì 𝒬:

𝑔𝒬(𝑥) =

{︃
∞, 𝑥 ̸∈ 𝒬,
→∞, 𝑥 ∈ 𝒬, 𝜚(𝑥, 𝜕𝒬)→ 0.

Âíóòðåííèå øòðàôû èíîãäà íàçûâàþò барьерами, à ôóíêöèþ 𝑔𝒬(𝑥)
� барьерной функцией.

Îñîáåííîñòü âíåøíèõ øòðàôîâ â òîì, ÷òî åñëè ðåøåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è (2.6.4) íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå 𝒬, òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.6.5) ñî
øòðàôíûì ÷ëåíîì, êàê ïðàâèëî, íàõîäèòñÿ âíå 𝒬. Àíàëîãè÷íî òåîðå-
ìå 2.6.1 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà øòðàôà 𝑀𝑘

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

𝑥𝑘 = arg min
𝑥∈R𝑛

(︀
𝑓(𝑥) +𝑀𝑘𝑔𝒬(𝑥)

)︀
áóäåò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó 𝒬. Ïîýòîìó ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìå-
íåíèè âíåøíèõ øòðàôîâ âàæíî èìåòü âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü ðàññòî-
ÿíèå 𝜚(𝑥,𝒬) äî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è âû÷èñëÿòü ïðîåêöèþ 𝑃𝒬(𝑥)
íà íåãî.

Îñîáåííîñòü âíóòðåííèõ øòðàôîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ïðèìå-
íåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîðîæäàåìàÿ ñ èõ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê {𝑥𝑘} âñåãäà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó 𝒬; ýòî íàëàãàåò òðå-
áîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîé íà÷àëüíîé òî÷êè 𝑥1 ∈ 𝒬.

Íà ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé îñíîâàí метод внутренней точки
(ñì. ïîäðîáíåå [13, 42]), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñðåäñòâîì ðåøå-
íèÿ âàæíîãî êëàññà çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, ðàññìàòðèâàåìîãî â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå, � çàäà÷ ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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2.7. Полуопределенное программирование

2.7.1. Линейные матричные неравенства

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ìàòðè÷íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ 𝐹 : Rℓ → R𝑛×𝑛
âåêòîðíîãî àðãóìåíòà 𝑥 = (x1 · · · xℓ)

T ∈ Rℓ:

𝐹 (𝑥) = 𝐹0 +

ℓ∑︁
𝑖=1

x𝑖𝐹𝑖, (2.7.1)

ãäå 𝐹𝑖 ∈ S𝑛×𝑛, 𝑖 = 0, . . . , ℓ, � èçâåñòíûå ìàòðèöû, íàçûâàåìûå èíîãäà
коэффициентами, à x𝑖, 𝑖 = 1, . . . , ℓ, � ñêàëÿðíûå ïåðåìåííûå.

Çàïèñü
𝐹 (𝑥) ≺ 0, (2.7.2)

â êîòîðîé íåðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå çíàêîîïðåäåëåííîñòè ìàò-
ðèöû, íàçûâàåòñÿ линейным матричным неравенством в канониче-
ской форме îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1, . . . , xℓ. Ñòðîãàÿ çíàêîîïðå-
äåëåííîñòü ìàòðèöû 𝐹 (𝑥) ≺ 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åé êâà-
äðàòè÷íîé ôîðìîé:

𝐹 (𝑥) ≺ 0⇐⇒
(︀
𝐹 (𝑥)𝑦, 𝑦

)︀
= 𝑦T𝐹 (𝑥)𝑦 < 0 ∀𝑦 ∈ R𝑛, 𝑦 ̸= 0.

Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî:

𝐹 (𝑥) ≼ 0⇐⇒
(︀
𝐹 (𝑥)𝑦, 𝑦

)︀
= 𝑦T𝐹 (𝑥)𝑦 ⩽ 0 ∀𝑦 ∈ R𝑛.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (2.7.2) ýêâèâàëåíòíî ÷èñ-
ëîâîìó íåðàâåíñòâó 𝜆max

(︀
𝐹 (𝑥)

)︀
< 0, íî ôóíêöèÿ 𝜆max

(︀
𝐹 (𝑥)

)︀
íåëè-

íåéíà ïî 𝑥 ïðè 𝑛 > 1. Ïðè åäèíè÷íîé ðàçìåðíîñòè ìàòðèö (𝑛 = 1)
ôóíêöèÿ (2.7.1) ëèíåéíàÿ.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðàâèëüíåå áûëî áû èñïîëüçîâàòü òåðìèí ¾àôôèí-
íîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî¿, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ (2.7.1) àôôèííà, íî
ïî ñëîæèâøåéñÿ òðàäèöèè ïðèíÿòî íàèìåíîâàíèå ¾ëèíåéíîå ìàòðè÷-
íîå íåðàâåíñòâî¿ (ËÌÍ).

Íåñìîòðÿ íà êàæóùèéñÿ ñïåöèàëüíûé âèä ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ, îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåñüìà áîãàòûé êëàññ îãðàíè÷å-
íèé, â òîì ÷èñëå âñòðå÷àþùèõñÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ïðèíöèïèàëüíî
âàæíûì ñâîéñòâîì ËÌÍ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà åãî ðåøåíèé
(îíà äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ), êîòîðàÿ ïîçâî-
ëÿåò ôîðìóëèðîâàòü ìíîãèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå
çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ËÌÍ, íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóþùèõ èç ñâîéñòâ çíàêîîïðåäåëåííûõ ìàòðèö.

Íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî îáðàòíîãî çíàêà ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó âè-
äà (2.7.2) î÷åâèäíûì îáðàçîì: 𝐹 (𝑥) ≻ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
−𝐹 (𝑥) ≺ 0, à çàïèñü

𝐹 (𝑥) ≺ 𝐺(𝑥)

äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé 𝐹 (𝑥), 𝐺(𝑥) âèäà (2.7.1) ýêâèâàëåíòíà ìàòðè÷-
íîìó íåðàâåíñòâó

𝐹 (𝑥)−𝐺(𝑥) ≺ 0.

Äàëåå, íåñêîëüêî ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ

𝐹𝑗(𝑥) ≺ 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚,

ýêâèâàëåíòíû îäíîìó áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó ËÌÍ⎛⎜⎝𝐹1(𝑥)
. . .

𝐹𝑚(𝑥)

⎞⎟⎠ ≺ 0.

Åùå îäíî ÷àñòî èñïîëüçóåìîå ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ñîõðàíåíèè
çíàêà ñòðîãîãî ËÌÍ ïðè óìíîæåíèè ñëåâà è ñïðàâà íà ïðîèçâîëüíóþ
íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó 𝑀 :

𝐹 (𝑥) ≺ 0 =⇒ 𝑀𝐹 (𝑥)𝑀T ≺ 0, det𝑀 ̸= 0.

Äëÿ íåñòðîãîãî ËÌÍ ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò âûðîæ-
äåííîñòè èëè íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû 𝑀 , â òîì ÷èñëå äëÿ íåêâàä-
ðàòíûõ ìàòðèö (ñð. ñî ñâîéñòâàìè çíàêîîïðåäåëåííûõ ìàòðèö â ïðè-
ëîæåíèè Á.1).

Êàê ïðàâèëî, ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè
íåðàâåíñòâàìè, â êîòîðûõ ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ íå ñêàëÿðû, êàê
â (2.7.2), à ìàòðèöû. Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè òàêèõ ËÌÍ ÿâëÿþòñÿ
óñëîâèå íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû: 𝑄 ≻ 0, à òàêæå êëàññè÷å-
ñêîå íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà âèäà

𝐴T𝑄+𝑄𝐴 ≺ 0

èëè
𝐴T𝑄+𝑄𝐴+𝑅 ≼ 0, (2.7.3)

ãäå ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà 𝑄.
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Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ËÌÍ â ìàòðè÷íîé ôîðìå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âîçíèêàþò â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìàò-
ðè÷íàÿ ôîðìà ëåãêî ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.
Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ËÌÍ (2.7.3), è ïóñòü

𝐸1, . . . , 𝐸ℓ, ℓ =
𝑛(𝑛+ 1)

2
,

åñòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå S𝑛. Òîãäà, èìåÿ ïðåäñòàâëåíèå 𝑄 =
ℓ∑︀
𝑖=1

x𝑖𝐸𝑖

äëÿ 𝑄 ∈ S𝑛, âìåñòî (2.7.3) ïîëó÷àåì

𝑅⏟ ⏞ 
𝐹0

+

ℓ∑︁
𝑖=1

x𝑖 (𝐸𝑖𝐴+𝐴T𝐸𝑖)⏟  ⏞  
𝐹𝑖

≼ 0.

Ââåäåì ñëåäóþùåå âàæíîå ïîíÿòèå.

Определение 2.7.1. Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê

𝒟feas =
{︀
𝑥 ∈ Rℓ : 𝐹 (𝑥) ≼ 0

}︀
íàçûâàåòñÿ допустимой областью ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà
𝐹 (𝑥) ≼ 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî 𝒟feas, êàê ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé ËÌÍ, ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé âûïóêëóþ îáëàñòü, âîçìîæíî íåîãðàíè÷åííóþ, âîçìîæíî
ïóñòóþ.

Ñäåëàåì äâà âàæíûõ çàìå÷àíèÿ.

Замечание 2.7.1. Â äàëüíåéøåì èíîãäà ïðèäåòñÿ ðåøàòü çàäà÷è
îòûñêàíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ôóíêöèè íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå, çà-
äàííîì строгими ËÌÍ-îãðàíè÷åíèÿìè, ïðè÷åì ýòî ìíîæåñòâî áóäåò
çàâåäîìî íåïóñòî (òî åñòü 𝒟feas ñîäåðæèò âíóòðåííþþ òî÷êó). Áóäåì
çàìåíÿòü òàêóþ çàäà÷ó íà çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè
íà çàìûêàíèè îãðàíè÷èâàþùåãî ìíîæåñòâà. ▼

Замечание 2.7.2. Êàê ïðàâèëî, â ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàþò èìåííî
нестрогие íåðàâåíñòâà âèäà 𝐹 (𝑥) ≼ 0, è òîìó åñòü íåñêîëüêî ïðè÷èí.
Ïðåæäå âñåãî, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòàáèëèçàöèè (â òåîðèè àâòîìàòè-
÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ) îáû÷íî òðåáóåòñÿ íå òîëüêî îáåñïå÷èòü óñòîé÷è-
âîñòü, òî åñòü âûïîëíåíèå строгого íåðàâåíñòâà

−Re𝜆𝑖(𝐴𝑐) > 0
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äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû, íî è ãàðàíòè-
ðîâàòü íåêîòîðóþ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè, òî åñòü âûïîëíåíèå нестро-
гого íåðàâåíñòâà

−Re𝜆𝑖(𝐴𝑐) ⩾ 𝜎 > 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî÷òè âñåãäà îò ðåøåíèÿ 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 ñèñòåìû
ËÌÍ òðåáóåòñÿ íå ïðîñòî ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü (𝑃 ≻ 0), íî
âûïîëíåíèå ýòîãî ñâîéñòâà ñ íåêîòîðûì ¾çàïàñîì¿: 𝑃 ≽ 𝛿𝐼, ãäå 𝛿 > 0
çàäàíî. Ýòî óñëîâèå, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ýëëèïñîèä

ℰ =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥T𝑃−1𝑥 ⩽ 1

}︀
,

îïðåäåëÿåìûé ìàòðèöåé 𝑃 , ñîäåðæèò øàð ðàäèóñà 𝛿1/2, òî åñòü èìååò
çàäàííóþ ïàðàìåòðîì 𝛿 ¾ñòåïåíü íåâûðîæäåííîñòè¿.

Íàêîíåö, ÷óòü íèæå áóäåò ñôîðìóëèðîâàíà îäíà èç îñíîâíûõ çà-
äà÷ òåîðèè ËÌÍ � òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, â ñàìîì íàçâàíèè êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ óêàçàíèå íà
íåñòðîãîñòü ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà. ▼

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

Пример 2.7.1. Ïóñòü

𝐹 (𝑥) =

(︂
−1 0
0 −1

)︂
+ x1

(︂
−1 0
0 1

)︂
+ x2

(︂
0 1
1 0

)︂
.

Âèäèì, ÷òî òî÷êà 𝑥0 =
(︀
0 0

)︀T
ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó

è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 𝐹 (𝑥0) ñòðîãî îòðèöàòåëüíû. Íàðó-
øåíèå çíàêîîïðåäåëåííîñòè ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ìîæåò ïðîèçîéòè
ëèøü åñëè îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îáðàòèòñÿ â íóëü, òî åñòü

det𝐹 (𝑥) = 0 (2.7.4)

ïðè íåêîòîðîì 𝑥. Ðåøàÿ ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî äî-
ïóñòèìîå ìíîæåñòâî

𝒟feas =
{︀(︀
x1 x2

)︀T
: x21 + x22 ⩽ 1

}︀
ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì êðóãîì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Èç (2.7.4) âèäíî, ÷òî ïðè ℓ = 2, 𝑛 = 2, äîïóñòèìàÿ îáëàñòü ìî-
æåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëþáîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â R2, çàäàâàåìîå
êðèâûìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàê íàïðèìåð, äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì
íåðàâåíñòâà

𝐹 (𝑥) =

(︂
0 −1
−1 0

)︂
+ x1

(︂
1 0
0 0

)︂
+ x2

(︂
0 0
0 −1

)︂
≺ 0
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ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííîñòü âåòâè ãèïåðáîëû x1x2 = −1, ðàñïîëîæåííîé âî
âòîðîé êîîðäèíàòîé ÷åòâåðòè. ▼

2.7.2. Задача полуопределенного программирования

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì äâå îñíîâíûå ïðîáëåìû òåîðèè ëèíåéíûõ
ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.

Определение 2.7.2. Çàäà÷à разрешимости (допустимости) çà-
êëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè íåêîòîðîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝒟feas èëè â äîêàçàòåëü-
ñòâå òîãî, ÷òî òàêîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò.

Çàáåãàÿ âïåðåä (ñì. ðàçäåë 3.1.1) îòìåòèì, ÷òî òèïè÷íûì ïðèìåðîì
çàäà÷è äîïóñòèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îòûñêàíèå îáùåé êâàäðàòè÷íîé ôóíê-
öèè Ëÿïóíîâà äëÿ ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì

�̇� = 𝐴𝑖𝑥, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

÷òî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðàçðåøèìîñòè êîíå÷íîãî ÷èñëà ËÌÍ

𝐴T
𝑖 𝑄+𝑄𝐴𝑖 ≼ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé 𝑄 ≻ 0.
Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ çàäà÷à ËÌÍ-òåîðèè � îïòèìèçàöèÿ ëèíåéíîãî

êðèòåðèÿ íà ìíîæåñòâå, çàäàííîì ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåí-
ñòâàìè.

Определение 2.7.3. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè

min 𝑐T𝑥, 𝑐 ∈ R𝑛,

ïðè ËÌÍ-îãðàíè÷åíèÿõ

𝐹𝑖(𝑥) ≼ 0, 𝑖 = 1, . . . , ℓ,

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé 𝑥 ∈ R𝑛 íàçûâàåòñÿ задачей полуопределен-
ного программирования, èëè задачей SDP (îò Semi-Definite Program-
ming).

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à максимизации ëèíåéíîé ôóíêöèè 𝑐T𝑥 ýêâè-
âàëåíòíî ñâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé SDP çàìåíîé åå çíàêà.

Замечание 2.7.3. Ïðàâèëüíåå áûëî áû îïðåäåëèòü çàäà÷ó SDP
êàê îòûñêàíèå íå ìèíèìóìà, à точной нижней грани ëèíåéíîé öå-
ëåâîé ôóíêöèè íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè (äà-
æå è çàìêíóòîì) íåîãðàíè÷åííîì 𝐷feas îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé
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ôóíêöèè ìîæåò áûòü êîíå÷íûì, íî ïðè ýòîì íå äîñòèãàòüñÿ â êîíå÷-
íîé òî÷êå. Íàïðèìåð, ËÌÍ èç ïðèìåðà 2.7.1 çàäàåò äîïóñòèìîå ìíî-
æåñòâî êàê âíóòðåííîñòü âåòâè ãèïåðáîëû, è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ëèíåéíîé ôóíêöèè 𝑔(x1, x2) = x2, ðàâíîå íóëþ, íå äîñòèãàåòñÿ â êî-
íå÷íîé òî÷êå 𝐷feas. Ðàçóìååòñÿ, òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà è äëÿ çàäà÷
ñ ìàòðè÷íûìè ïåðåìåííûìè, íî, êàê ïðàâèëî, òàêèå ïðîáëåìû äàëåå
âñòðå÷àòüñÿ íå áóäóò. ▼

ßñíî, ÷òî çàäà÷à äîïóñòèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è
SDP. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

𝐹 (𝑥) ≼ 0 (2.7.5)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ̂︀𝛾, ̂︀𝑥 � ðåøåíèå çàäà÷è SDP

min 𝛾 ïðè îãðàíè÷åíèè 𝐹 (𝑥) ≼ 𝛾𝐼,

ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííûì 𝛾 ∈ R è 𝑥 ∈ Rℓ. Î÷åâèäíî,
÷òî ËÌÍ (2.7.5) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ̂︀𝛾 ⩽ 0; ïðè
ýòîì ̂︀𝑥 ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òî÷êîé.

Äëÿ çàäà÷è SDP ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ çàïèñü:

min 𝛾 ïðè 𝐹 (𝑥, 𝛾) ≼ 0,

ãäå ôóíêöèÿ 𝐹 (𝑥, 𝛾) àôôèííà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ 𝑥, 𝛾. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â çàäà÷å èç îïðåäåëåíèÿ 2.7.3 ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ ñêà-
ëÿðíóþ ïåðåìåííóþ 𝛾 è ñîñòàâèì íåðàâåíñòâî

𝑐T𝑥 ⩽ 𝛾.

Ïîñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì ñî ñêà-
ëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝑐𝑖, äîáàâèì åãî ê èñõîäíîìó íàáîðó ËÌÍ-
îãðàíè÷åíèé 𝐹 (𝑥) ≼ 0. Ìèíèìèçàöèÿ âåëè÷èíû 𝛾 íà ìíîæåñòâå, çà-
äàâàåìîì òàêîé ðàñøèðåííîé ñèñòåìîé ËÌÍ, ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé
çàäà÷å SDP.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñïåöèôèêîé çàäà÷è SDP â ñðàâíåíèè ñ îáùåé
çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè выпуклой ôóíêöèè íà выпуклом ìíîæåñòâå ÿâ-
ëÿåòñÿ âèä îãðàíè÷åíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ËÌÍ-îãðàíè÷åíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþò âåñüìà øèðîêèé êëàññ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Êàê áûëî ïî-
êàçàíî âûøå, â ýòîò êëàññ âõîäÿò ìíîæåñòâà, çàäàâàåìûå ëèíåéíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè (òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ìîæåò ôîðìóëèðîâàòüñÿ êàê SDP), âûïóêëûìè êâàäðàòè÷íûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè (êàê â ýëåìåíòàðíîì ïðèìåðå 2.7.1), ìàòðè÷íûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà. Â òåðìèíàõ ËÌÍ ìîæíî ôîðìó-
ëèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòðè÷íóþ íîðìó, âûïóêëûå êâàäðàòè÷íûå
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ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà, óñëîâèÿ íà âçàèìíî-îáðàòíûå ìàòðèöû, à òàê-
æå îïèñûâàòü øèðîêèå êëàññû íåîïðåäåëåííîñòåé, ïðèñóòñòâóþùèõ â
ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ.

Çàäà÷à ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
îñíîâíûõ ôîðìàòîâ, ê êîòîðîìó áóäóò ñâîäèòüñÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ,
ïîäàâëåíèÿ âîçìóùåíèé, ôèëüòðàöèè è ò. ä., ðàññìàòðèâàåìûå â ãëà-
âå 3.

Îïèøåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ òåõíè÷åñêèõ ïðèåìîâ, êîòîðûå ïîç-
âîëÿþò ñôîðìèðîâàòü çàäà÷ó ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïåðâûé èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â óïðîùåíèè öåëåâîé ôóíêöèè.

Лемма 2.7.1. Задача

min tr𝐿1(𝑃 ) при ограничении 𝐿2(𝑃 ) ≼ 0,

где 𝑃 = 𝑃T — матричная переменная, а 𝐿1(𝑃 ), 𝐿2(𝑃 ) — некоторые
линейные функции, эквивалентна задаче SDP

min tr𝑍 при ограничениях 𝐿2(𝑃 ) ≼ 0, 𝐿1(𝑃 ) ≼ 𝑍, (2.7.6)

где оптимизация проводится по матричным переменным 𝑃 = 𝑃T и
𝑍 = 𝑍T той же размерности, что и 𝐿1(𝑃 ).

Доказательство. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ñëåäà ìàòðèöû èìååì

tr𝑍 ⩾ tr𝐿1(𝑃 ).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (2.7.6) äàåò îöåíêó ñâåðõó äëÿ ðåøå-
íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ̂︀𝑃 � ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, òî, ïîëàãàÿ

𝑍 = 𝐿1( ̂︀𝑃 ),

ïîëó÷àåì tr𝑍 = tr𝐿1( ̂︀𝑃 ), è ïðè ýòîì âòîðîå íåðàâåíñòâî â (2.7.6) âû-
ïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, ̂︀𝑃 , 𝑍 � ðåøåíèå çàäà÷è (2.7.6). ■

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò áóäåò ñïðàâåäëèâ íå
òîëüêî äëÿ ôóíêöèè ñëåäà, íî è äëÿ ëþáîé ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè 𝜙(·), òî åñòü òàêîé, ÷òî

𝐹 ≼ 𝐺 =⇒ 𝜙(𝐹 ) ⩽ 𝜙(𝐺),

íàïðèìåð, 𝜙(·) = ‖ · ‖.
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2.7.3. Лемма Шура и ее применение

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ â
ðàìêàõ ËÌÍ-òåîðèè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ лемма Шура,
ïîçâîëÿþùàÿ ñâîäèòü íåêîòîðûå íåëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà
ê ëèíåéíûì, â ÷àñòíîñòè, òèïîâûå çàäà÷è ñ îáðàòíûìè ìàòðèöàìè è
êâàäðàòè÷íûìè ÷ëåíàìè. Ïðèâåäåì åå â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.

Лемма 2.7.2 (Шур [127]). Пусть

𝑀 =

(︂
𝑀11 𝑀12

𝑀T
12 𝑀22

)︂
∈ R(𝑛+𝑚)×(𝑛+𝑚),

где 𝑀11 ∈ S𝑛, 𝑀12 ∈ R𝑛×𝑚, 𝑀22 ∈ S𝑚.
Тогда

𝑀 ≺ 0 ⇐⇒ 𝑀22 ≺ 0, 𝑀11 −𝑀12𝑀
−1
22 𝑀

T
12 ≺ 0.

Доказательство. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð

𝑥 =

(︂
x1
x2

)︂
∈ R𝑛+𝑚,

ðàçáèåíèå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ìàòðèöû 𝑀 . Òîãäà

𝑥T𝑀𝑥 =

(︂
𝑥1
𝑥2

)︂T(︂
𝑀11 𝑀12

𝑀T
12 𝑀22

)︂(︂
𝑥1
𝑥2

)︂
=

= 𝑥1
T𝑀11𝑥1 + 𝑥T1𝑀12𝑥2 + 𝑥T2𝑀

T
12𝑥1 + 𝑥T2𝑀22𝑥2 =

= (𝑀−1
22 𝑀

T
12𝑥1 + 𝑥2)

T
𝑀22(𝑀−1

22 𝑀
T
12𝑥1 + 𝑥2)+

+ 𝑥T1 (𝑀11 −𝑀12𝑀
−1
22 𝑀

T
12)𝑥1.

Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî 𝑀 ≺ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
𝑀22 ≺ 0 è 𝑀11 −𝑀12𝑀

−1
22 𝑀

T
12 ≺ 0. ■

Ìàòðèöà 𝑀11 −𝑀12𝑀
−1
22 𝑀

T
12 íàçûâàåòñÿ дополнением по Шуру ê

áëîêó 𝑀22 â ìàòðèöå 𝑀 .

Замечание 2.7.4. Ëåììà Øóðà ñïðàâåäëèâà â ñëåäóþùåé ¾ñèì-
ìåòðè÷íîé¿ ôîðìóëèðîâêå:

𝑀 ≺ 0 ⇐⇒ 𝑀11 ≺ 0, 𝑀22 −𝑀T
12𝑀

−1
11 𝑀12 ≺ 0,

êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ â ðàâíîé ìåðå ïîëåçíîé. ▼
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Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ëåììû
Øóðà äëÿ нестрогого ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà.

Лемма 2.7.3. Пусть

𝑀 =

(︂
𝑀11 𝑀12

𝑀T
12 𝑀22

)︂
∈ R(𝑛+𝑚)×(𝑛+𝑚),

где 𝑀11 ∈ S𝑛, 𝑀12 ∈ R𝑛×𝑚, 𝑀22 ∈ S𝑚.
Если 𝑀22 ≺ 0, то

𝑀 ≼ 0 ⇐⇒ 𝑀11 −𝑀12𝑀
−1
22 𝑀

T
12 ≼ 0.

Èç ëåììûØóðà äëÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ è ñâîéñòâ îïðåäåëåííûõ
ìàòðèö âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå ñëåäñòâèå.

Следствие 2.7.1. Пусть матрица(︂
𝑀11 𝑀12

𝑀T
12 𝑀22

)︂
≼ 0,

причем 𝑀22 ≺ 0, а 𝑀12 — матрица максимального ранга. Тогда

𝑀11 ≺ 0.

Упражнение 2.7.1. Сформулируйте утверждение, аналогичное
лемме 2.7.2, для случая положительно определенной матрицы 𝑀 и
утверждение, аналогичное лемме 2.7.3, для случая неотрицательно
определенной матрицы 𝑀 . Дайте им обоснование.

Îñíîâíîå ïðèìåíåíèå ëåììû Øóðà � ñâåä�åíèå íåëèíåéíûõ ìàò-
ðè÷íûõ íåðàâåíñòâ ê ëèíåéíûì, â ÷àñòíîñòè ïåðåõîä îò îáðàòíûõ ìàò-
ðèö ê ïðÿìûì; ïðèâåäåì íàèáîëåå âàæíûå ïðèìåðû.

Пример 2.7.2 (Неравенство Риккати). Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå
неравенство Риккати

𝐴T𝑄+𝑄𝐴−𝑄𝐵𝑆−1𝐵T𝑄+𝑅 ≻ 0, 𝑆 ≻ 0,

îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé 𝑄 ≻ 0; îíî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ
â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ïî 𝑄.
¾Ðàçâîðà÷èâàÿ¿ ýòî ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ ëåììû Øó-
ðà (èíûìè ñëîâàìè, ïðèìåíÿÿ åå â ¾îáðàòíóþ ñòîðîíó¿), ïðèõîäèì ê
ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè â âèäå ËÌÍ:(︂

𝐴T𝑄+𝑄𝐴+𝑅 𝑄𝐵
𝐵T𝑄 𝑆

)︂
≻ 0,
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îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà Ðèê-
êàòè âûïóêëî (÷òî ñîâñåì íå î÷åâèäíî!).

Âîîáùå, ïóñòü ìàòðè÷íîçíà÷íûå ôóíêöèè 𝐹𝑖𝑗(𝑥), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, àô-
ôèííû ïî âåêòîðíîé ïåðåìåííîé 𝑥 ∈ Rℓ, ïðè÷åì

𝐹11(𝑥) = 𝐹T
11(𝑥), 𝐹22(𝑥) = 𝐹T

22(𝑥),

è òðåáóåòñÿ óäîâëåòâîðèòü íåðàâåíñòâàì

𝐹22(𝑥) ≺ 0, 𝐹11(𝑥)− 𝐹12(𝑥)𝐹−1
22 (𝑥)𝐹T

12(𝑥) ≺ 0,

âòîðîå èç êîòîðûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíî ïî 𝑥.
Ïî ëåììå Øóðà ïîëó÷àåì, ÷òî îíè ýêâèâàëåíòíû îäíîìó ëèíåéíî-

ìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

𝐹 (𝑥) =

(︂
𝐹11(𝑥) 𝐹12(𝑥)
𝐹T
12(𝑥) 𝐹22(𝑥)

)︂
≺ 0.

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ËÌÍ 𝐹 (𝑥) ≺ 0 âûïóêëî, òî è èñõîäíîå íåðà-
âåíñòâî îêàçûâàåòñÿ âûïóêëûì. ▼

Пример 2.7.3 (Ограничение на норму матрицы). Ïóñòü èìå-
åòñÿ îãðàíè÷åíèå

‖𝐹 (𝑥)‖2 ⩽ 1

íà ñïåêòðàëüíóþ íîðìó àôôèííîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèè 𝐹 : Rℓ → R𝑛×𝑛
âåêòîðíîé ïåðåìåííîé 𝑥 ∈ Rℓ.

Ïî ëåììå Á.1 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó íå-
ðàâåíñòâó

𝐹T(𝑥)𝐹 (𝑥) ≼ 𝐼,

êîòîðîå ïî ëåììå Øóðà ýêâèâàëåíòíî ËÌÍ(︂
𝐼 𝐹 (𝑥)

𝐹T(𝑥) 𝐼

)︂
≽ 0

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé 𝑥.
Â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå ‖𝑥‖ ⩽ 1 íà âåëè÷èíó åâêëèäîâîé íîðìû

âåêòîðà 𝑥 ∈ R𝑛 ìîæíî çàïèñàòü â ëèíåéíî-ìàòðè÷íîì âèäå(︂
1 𝑥T

𝑥 𝐼

)︂
≽ 0. ▼
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Ïðèâåäåííûé ïðèìåð èìååò âàæíûå ïðèìåíåíèÿ. Òàê, åñëè ïåðå-
ìåííûìè ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû, òî, ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè
ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 𝑃 ≻ 0 (èëè, ÷òî òî
æå ñàìîå, åå ñïåêòðàëüíîé íîðìû) ïðè íåêîòîðîì ËÌÍ-îãðàíè÷åíèè
𝐿(𝑃 ) ≼ 0, âèäèì, ÷òî ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å SDP:

min 𝛾 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 𝑃 ≼ 𝛾𝐼, 𝑃 ≻ 0, 𝐿(𝑃 ) ≼ 0

ñ ïåðåìåííûìè 𝑃 ∈ S𝑛 è 𝛾 ∈ R.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

𝑥T0 𝑃
−1𝑥0 (èíûìè ñëîâàìè, íîðìó âåêòîðà 𝑃−1/2𝑥0, ãäå 𝑥0 ôèêñèðî-

âàíî) íà ðåøåíèÿõ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà 𝐿(𝑃 ) ≼ 0, òî
ââîäÿ ñêàëÿðíóþ ïåðåìåííóþ 𝛾 èç ðàñ÷åòà

𝑥T0 𝑃
−1𝑥0 ⩽ 𝛾 (2.7.7)

âèäèì, ÷òî ïî ëåììå Øóðà ýòî íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå ËÌÍ(︂
𝛾 𝑥T0
𝑥0 𝑃

)︂
≽ 0

îòíîñèòåëüíî 𝑃 = 𝑃T è 𝛾 ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçàöèÿ âåëè÷èíû
𝑥T0 𝑃

−1𝑥0 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å SDP

min 𝛾 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
(︂
𝛾 𝑥T0
𝑥0 𝑃

)︂
≽ 0, 𝑃 ≻ 0, 𝐿(𝑃 ) ≼ 0.

(2.7.8)

Пример 2.7.4 (Оценка обратной матрицы). Ïóñòü èìååòñÿ
íåëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå

𝐹 (𝑥) ≼ 𝐺−1(𝑥) ≺ 0,

ãäå 𝐹 , 𝐺 � ñèììåòðè÷íûå àôôèííûå ìàòðè÷íîçíà÷íûå ôóíêöèè îò
𝑥 ∈ Rℓ. Ïî ëåììå Øóðà ïîëó÷àåì, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî ËÌÍ(︂

𝐹 (𝑥) 𝐼
𝐼 𝐺(𝑥)

)︂
≼ 0. ▼

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè ìèíè-
ìèçàöèþ íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé íåëèíåéíîé ôóíêöèè ìàòðè÷íîãî àð-
ãóìåíòà ïðè ËÌÍ-îãðàíè÷åíèÿõ ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å SDP.
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Лемма 2.7.4. Задача

min tr𝑌 𝑃−1𝑌 T при ограничении 𝐿(𝑃, 𝑌 ) ≼ 0,

где 𝑃 = 𝑃T, 𝑌 — матричные переменные соответствующей размер-
ности, а 𝐿(𝑃, 𝑌 ) — некоторая линейная функция, эквивалентна за-
даче SDP

min tr𝑍 при ограничениях 𝐿(𝑃, 𝑌 ) ≼ 0,

(︂
𝑍 𝑌
𝑌 T 𝑃

)︂
≽ 0, (2.7.9)

где оптимизация проводится по матричным переменным 𝑃 = 𝑃T,
𝑌 , 𝑍 = 𝑍T.

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî àðãóìåíò 𝑌 𝑃−1𝑌 T öåëåâîé ôóíê-
öèè èìååò ñòðóêòóðó äîïîëíåíèÿ ïî Øóðó ê áëîêó 𝑍 â ìàòðèöå(︂

𝑍 𝑌
𝑌 T 𝑃

)︂
,

ïîýòîìó, ââîäÿ íîâóþ ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ 𝑍 = 𝑍T ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ðàçìåðíîñòè è òðåáóÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ â (2.7.9),
ïî ëåììå Øóðà èìååì â ñèëó ìîíîòîííîñòè ñëåäà ìàòðèöû:

tr𝑍 ⩾ tr𝑌 𝑃−1𝑌 T.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (2.7.9) äàñò îöåíêó ñâåðõó äëÿ ðåøå-
íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ̂︀𝑃 , ̂︀𝑌 � ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, òî, ïî-
ëàãàÿ 𝑍 = ̂︀𝑌 ̂︀𝑃−1 ̂︀𝑌 T, ïîëó÷àåì tr𝑍 = tr ̂︀𝑌 ̂︀𝑃−1 ̂︀𝑌 T, è ïðè ýòîì âòîðîå
íåðàâåíñòâî â (2.7.9) âûïîëíåíî, òî åñòü ̂︀𝑃 , ̂︀𝑌 , 𝑍 � ðåøåíèå çàäà-
÷è (2.7.9). ■

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè âìåñòî
ñëåäà èñïîëüçóåòñÿ ëþáàÿ èíàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ.

Èç ëåììû 2.7.4 âûòåêàåò âàæíîå ñëåäñòâèå.

Следствие 2.7.2. Задача

min tr𝑃−1 при ограничениях 𝐿(𝑃 ) ≼ 0, 𝑃 ≻ 0

относительно матричной переменной 𝑃 ∈ S𝑛, где 𝐿(𝑃 ) — некоторая
линейная функция, эквивалентна задаче SDP

min tr𝑍 при ограничениях 𝐿(𝑃 ) ≼ 0,

(︂
𝑍 𝐼
𝐼 𝑃

)︂
≽ 0, 𝑃 ≻ 0,

где оптимизация проводится по матричным переменным 𝑃,𝑍 ∈ S𝑛.



2.7. Полуопределенное программирование 165

2.7.4. Лемма Питерсена

Ïóñòü 𝐺 ∈ S𝑛 � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà; ðàññìîòðèì åå âîçìóùåíèå
âèäà

𝐺+𝑀∆𝑁 +𝑁T∆T𝑀T, (2.7.10)

ãäå ∆ ∈ R𝑝×𝑞 � âîçìóùàþùàÿ ìàòðèöà, à 𝑀 ∈ R𝑛×𝑝 è 𝑁 ∈ R𝑞×𝑛
� ïîñòîÿííûå ¾îáðàìëÿþùèå¿ ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíî-
ñòåé, çàäàþùèå ñòðóêòóðó íåîïðåäåëåííîñòè. Â ýòîé ñõåìå ñèììåòðè÷-
íîå âîçìóùåíèå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ∆, êîòîðàÿ íå îáÿçàíà
áûòü ñèììåòðè÷íîé è äàæå êâàäðàòíîé.

Ìû õîòèì îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âîçìó-
ùåííàÿ ìàòðèöà (2.7.10) ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé ïðè âñåõ îãðà-
íè÷åííûõ ïî íîðìå âîçìóùåíèÿõ ∆:

𝐺+𝑀∆𝑁 +𝑁T∆T𝑀T ≼ 0 ïðè âñåõ ∆: ‖∆‖ ⩽ 1.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòè óñëîâèÿ леммой Питерсена; ïðèâåäåì ýòîò
ðåçóëüòàò â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.

Лемма 2.7.5 (Питерсен [122]). Пусть 𝐺 ∈ S𝑛, а 𝑀 ∈ R𝑛×𝑝 и
𝑁 ∈ R𝑞×𝑛 — ненулевые матрицы. Неравенство

𝐺+𝑀∆𝑁 +𝑁T∆T𝑀T ≼ 0

справедливо для всех ∆ ∈ R𝑝×𝑞 : ‖∆‖ ⩽ 1 тогда и только тогда, когда
существует число 𝜀 > 0 такое, что(︂

𝐺+ 𝜀𝑀𝑀T 𝑁T

𝑁 −𝜀𝐼

)︂
≼ 0.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìàòðè÷íàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ∆ íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé; åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå � åå îãðà-
íè÷åííîñòü ïî íîðìå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò è åãî
ïðèâîäèìûå íèæå ìîäèôèêàöèè ñïðàâåäëèâû è äëÿ íåñòàöèîíàðíîé
íåîïðåäåëåííîñòè ∆(𝑡) : ‖∆(𝑡)‖ ⩽ 1.

Ñëåäóþùèé âàðèàíò ëåììû Ïèòåðñåíà � äëÿ ñëó÷àÿ строгого ìàò-
ðè÷íîãî íåðàâåíñòâà.

Лемма 2.7.6. Пусть 𝐺 ∈ S𝑛, 𝑀 ∈ R𝑛×𝑝, 𝑁 ∈ R𝑞×𝑛. Неравенство

𝐺+𝑀∆𝑁 +𝑁T∆T𝑀T ≺ 0

справедливо для всех ∆ ∈ R𝑝×𝑞 : ‖∆‖ ⩽ 1 тогда и только тогда, когда
существует число 𝜀 > 0 такое, что(︂

𝐺+ 𝜀𝑀𝑀T 𝑁T

𝑁 −𝜀𝐼

)︂
≺ 0.
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Èòàê, ëåììà Ïèòåðñåíà ñâîäèò ïðîâåðêó çíàêîïðåäåëåííîñòè ñå-
ìåéñòâà (2.7.10) ê çàäà÷å ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðà-
âåíñòâà îòíîñèòåëüíî îäíîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé 𝜀.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåêîòîðûå ïîëåçíûå òåõíè÷åñêèå ìîäèôèêàöèè è
ñëåäñòâèÿ èç ýòîé ëåììû.

Следствие 2.7.3. Пусть 𝛾 > 0, 𝐺 ∈ S𝑛, а 𝑀 ∈ R𝑛×𝑝 и 𝑁 ∈ R𝑞×𝑛
— ненулевые матрицы. Следующие утверждения эквивалентны:

1) неравенство

𝐺+𝑀∆𝑁 +𝑁T∆T𝑀T ≼ 0

справедливо для всех ∆ ∈ R𝑝×𝑞 : ‖∆‖ ⩽ 𝛾;
2) существует число 𝜀 такое, что(︂

𝐺+ 𝜀𝑀𝑀T 𝛾𝑁T

𝛾𝑁 −𝜀𝐼

)︂
≼ 0;

3) существует число 𝜀 такое, что⎛⎝ 1

𝛾
𝐺+ 𝜀𝑀𝑀T 𝑁T

𝑁 −𝜀𝐼

⎞⎠ ≼ 0;

4) существует число 𝜀 такое, что(︂
𝐺+ 𝛾2𝜀𝑀𝑀T 𝑁T

𝑁 −𝜀𝐼

)︂
≼ 0.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëåììà Ïèòåðñåíà ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó
è â òîì ñëó÷àå, êîãäà âîçìóùåíèå ∆ îãðàíè÷åíî âî ôðîáåíèóñîâîé
íîðìå.

Ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå äî-
ñòàòî÷íîé ÷àñòè ëåììû Ïèòåðñåíà.

Лемма 2.7.7. Пусть 𝐺 ∈ S𝑛, 𝑀 ∈ R𝑛×𝑝, 𝑁 ∈ R𝑞×𝑛. Тогда

𝑀∆𝑁 +𝑁T∆T𝑀T ≼ 𝜀𝑀𝑀T +
1

𝜀
𝑁T𝑁

для любого 𝜀 > 0 и всех

∆ ∈ R𝑝×𝑞 : ‖∆‖ ⩽ 1 или ‖∆‖𝐹 ⩽ 1.
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2.8. Примеры экстремальных задач

в условной минимизации

Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû 2 ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ çàäà÷ óñ-
ëîâíîé ìèíèìèçàöèè. Âñå çàäà÷è ðàçäåëà ðåøåíû, òàêæå ñôîðìóëè-
ðîâàíû íåêîòîðûå óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Íàè-
áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è îòìå÷åíû ñèìâîëîì ¾*¿.

Пример 2.8.1. Ðàññìîòðèì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî-
÷åê â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè, ñì. ðàçäåë Ä.2:

min 𝑓0(𝑥) ïðè óñëîâèè 𝑓𝑖(𝑥) = 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 < 𝑛, 𝑥 ∈ R𝑛.

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè 𝑓𝑖 ∈ 𝐶2, ïðè÷åì âòîðàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ 𝑓 ′′𝑖 íåïðåðûâíà ïî Ëèïøèöó ïðè âñåõ 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚. Òàêæå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëíîãî ðàíãà

rank
(︀
𝑓 ′1(𝑥), . . . , 𝑓 ′𝑚(𝑥)

)︀
= 𝑚

äëÿ âñåõ 𝑥. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

𝐿(𝑥, 𝜆) = 𝑓0(𝑥) +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓𝑖(𝑥),

âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)T ∈ R𝑚, à òàêæå ôóíê-
öèþ 𝑓(𝑥) =

(︀
𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑚(𝑥)

)︀T
.

Òî÷êà 𝑥, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèÿì, ñòàöèîíàðíàÿ, åñëè 𝑓 ′0(𝑥)
åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ {𝑓 ′𝑖(𝑥)}𝑚𝑖=1. Íàïîìíèì, ÷òî íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â òî÷êå 𝑥 â ïðèâåäåííîé âûøå çàäà÷å åñòü
ñòàöèîíàðíîñòü òî÷êè 𝑥.

Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ

𝐹 (𝑥, 𝜆) =
(︀
𝐿′
𝑥(𝑥, 𝜆), 𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑚(𝑥)

)︀T ∈ R𝑛+𝑚,

ãäå 𝐿′
𝑥

(︀
𝑥, 𝜆

)︀
= 𝑓 ′0(𝑥) +

𝑚∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓
′
𝑖(𝑥).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè äàëåå ìîæíî ïûòàòüñÿ ðå-
øàòü ñèñòåìó 𝐹 (𝑥, 𝜆) = 0 ìåòîäîì Íüþòîíà, ñì. òåîðåìó 1.4.2. Çàìå-
òèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ 𝐹 ïî (𝑥, 𝜆) åñòü

𝐹 ′(𝑥, 𝜆) =

⎛⎝𝑓 ′′0 (𝑥) +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓
′′
𝑖 (𝑥) 𝑓 ′T(𝑥)

𝑓 ′(𝑥) 0

⎞⎠,
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è èòåðàöèîííûé ïðîöåññ èìååò âèä(︂
𝑥𝑘+1

𝜆𝑘+1

)︂
=

(︂
𝑥𝑘
𝜆𝑘

)︂
−
(︀
𝐹 ′(𝑥𝑘, 𝜆𝑘)

)︀−1
𝐹 (𝑥𝑘, 𝜆𝑘).

Åñëè íà÷àëüíóþ òî÷êó (𝑥1, 𝜆1)T èòåðàöèé çàäàòü íå óäàåòñÿ (òî
åñòü ïðîöåññ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (𝑥1, 𝜆1)T íå ñõîäèòñÿ), òî ìîæíî íà-
÷àòü ñ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà äëÿ ôóíêöèè ‖𝐹 (𝑥, 𝜆)‖.

Упражнение 2.8.1. Докажите, что для фиксированного 𝑥

𝜆(𝑥) = arg min
𝜆∈R𝑚

‖𝐹 (𝑥, 𝜆)‖ =

= arg min
𝜆∈R𝑚

‖𝑓 ′0(𝑥) + 𝑓 ′T(𝑥)𝜆‖ =

= −
(︀
𝑓 ′(𝑥)𝑓 ′T(𝑥)

)︀−1
𝑓 ′(𝑥)𝑓 ′0(𝑥).

Ïîýòîìó ïðè ãðàäèåíòíîì ñïóñêå ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíê-
öèþ ‖𝐹

(︀
𝑥, 𝜆(𝑥)

)︀
‖. Êîãäà òî÷êà (𝑥, 𝜆(𝑥)) îêàæåòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèè 𝐹 , íóæíî ïåðåêëþ÷èòüñÿ íà ìåòîä Íüþòî-
íà. ▼

Пример 2.8.2 (Максимальный вписанный шар). Áóäåì èñ-
êàòü åâêëèäîâ øàð ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà, âïèñàííûé â îãðàíè÷åí-
íûé ìíîãîãðàííèê, çàäàííûé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

𝒬 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐴𝑥 ⩽ 𝑏}, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑏 ∈ R𝑚,

ãäå 𝑚 > 𝑛.
Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå òàêîé øàð íå åäèíñòâåííûé.

Упражнение 2.8.2. Как численно проверить, что многогранник
𝒬 является ограниченным?

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑖-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû 𝐴 åñòü âåêòîð äëèíû 1:
‖𝐴𝑖‖ = 1. Ýòî óñëîâèå âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü, äåëÿ 𝑖-å íåðàâåíñòâî
(𝐴𝑖, 𝑥) ⩽ b𝑖 ñèñòåìû íåðàâåíñòâ íà ‖𝐴𝑖‖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚.

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè 𝒬 ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò. Ïóñòü ℬ𝑟(𝑥0)
� èñêîìûé øàð. Òîãäà ðàññòîÿíèå îò 𝑥0 äî îãðàíè÷åíèÿ (𝐴𝑖, 𝑥) = b𝑖,
1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, ðàâíî

ℎ𝑖 =
1

‖𝐴𝑖‖
|(𝐴𝑖, 𝑥0)− b𝑖| = b𝑖 − (𝐴𝑖, 𝑥0).

Упражнение 2.8.3. Докажите указанную выше формулу для ℎ𝑖.
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Òåïåðü çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðîñòî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 𝑟 åñòü ìèíè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïî âñåì 𝑖, 𝑟 = min

1⩽𝑖⩽𝑚
ℎ𝑖. Ïîýòîìó çàäà÷ó ìîæíî

ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ:

max 𝑟 ïðè óñëîâèè (𝐴𝑖, 𝑥) + 𝑟 ⩽ b𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚. (2.8.1)

Упражнение 2.8.4. Докажите, что любое решение задачи (2.8.1)
дает радиус 𝑟 и центр максимального вписанного шара 𝑥.

Çàäà÷ó (2.8.1) ìîæíî ñ÷èòàòü çàäà÷åé ñ ðàñøèðåííîé ôàçîâîé ïå-
ðåìåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 𝑧 = (𝑥, 𝑟)T ∈ R𝑛+1 (𝑥 ∈ R𝑛, 𝑟 ∈ R),
𝑐 = (0, . . . , 0, 1)T ∈ R𝑛+1, 𝑎𝑖 = (𝐴𝑖, 1)T ∈ R𝑛+1. Òîãäà çàäà÷à ïîèñêà
ìàêñèìàëüíîãî âïèñàííîãî øàðà åñòü

max(𝑐, 𝑧) ïðè óñëîâèè (𝑎𝑖, 𝑧) ⩽ b𝑖, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚.

Упражнение 2.8.5. Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — строго выпуклое компакт-
ное множество, то есть его граница не содержит отрезков. Дока-
жите, что максимальный вписанный во множество 𝒬 шар един-
ственен.

Èíîãäà ìàêñèìàëüíûé âïèñàííûé â êîìïàêòíîå âûïóêëîå ïîäìíî-
æåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 øàð íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêèì. Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ
äðóãîé òåðìèíîëîãèè è ðàññìîòðèì ÷åáûøåâñêèé øàð â êîíöå ðàçäå-
ëà, â ïðèìåðå 2.8.4. ▼

Пример 2.8.3 (Квазивыпуклые функции в задаче условно-
го экстремума). Îïðåäåëåíèå êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè äàíî â ðàçäå-
ëå 1.5.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓
íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå 𝒬 ⊂ R𝑛. Ïðèâåäåì óñëîâèÿ ìåòîäà
ïðîåêöèè ãðàäèåíòà.

Теорема 2.8.1. Для выпуклого замкнутого множества 𝒬 ⊂ R𝑛 и
квазивыпуклой функции 𝑓 : R𝑛 → R с непрерывным по Липшицу гра-
диентом с константой Липшица 𝐿1 рассмотрим алгоритм метода
проекции градиента:

𝑥1 ∈ 𝒬, 𝑥𝑘+1 = 𝑃𝒬
(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
, 𝛼 > 0.

Пусть min
𝑥∈ℒ𝑓 (𝑓(𝑥1))∩𝒬

‖𝑓 ′(𝑥)‖ ⩾ 𝑙 > 0, лебеговы множества ℒ𝑓 (𝑡) для

всех min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑓(𝑥1) сильно выпуклы с радиусом 𝑅 > 0. Пусть в
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решении 𝑥* ∈ 𝜕𝒬 для некоторого 𝐾 > 𝑅 выполнено включение

intℬ𝐾
(︂
𝑥* +

𝑓 ′(𝑥*)

‖𝑓 ′(𝑥*)‖
𝐾

)︂
⊂ 𝒬.

Предположим, что 𝑙
𝑅 > ‖𝑓 ′(𝑥*)‖

𝐾 .
Тогда при выборе достаточно малого шага метода 𝛼 < 1

𝐿1
описан-

ный градиентный метод сходится к 𝑥* с линейной скоростью.

Доказательство. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

𝑥* = 𝑃𝒬
(︀
𝑥* − 𝛼𝑓 ′(𝑥*)

)︀
âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî 𝛼 > 0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî è â ñèëó óñëîâèÿ Ëèï-
øèöà äëÿ ãðàäèåíòà 𝑓 ′ ñ êîíñòàíòîé 𝐿1 èìååì

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 =
⃦⃦
𝑃𝒬
(︀
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
− 𝑃𝒬

(︀
𝑥* − 𝛼𝑓 ′(𝑥*)

)︀⃦⃦2
⩽

⩽
⃦⃦
𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘)−

(︀
𝑥* − 𝛼𝑓 ′(𝑥*)

)︀⃦⃦2
⩽

⩽ ‖𝑥𝑘−𝑥*‖2−2𝛼
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘)−𝑓 ′(𝑥*), 𝑥𝑘−𝑥*

)︀
+𝛼2𝐿2

1‖𝑥𝑘−𝑥*‖2.
Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ 𝛼 < 1/𝐿1 â ñèëó ëåììû 2.3.1 äëÿ âñåõ 𝑘
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 𝑓(𝑥𝑘+1) ⩽ 𝑓(𝑥𝑘) ⩽ 𝑓(𝑥1).

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖ ⩾ 𝑙 > 0. Èç ñèëüíîé
âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà ℒ𝑓

(︀
𝑓(𝑥𝑘)

)︀
àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.5.1 ïîëó÷àåì⃦⃦⃦⃦

𝑥𝑘 −𝑅
𝑓 ′(𝑥𝑘)

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
− 𝑥*

⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝑅

è
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖

2𝑅
‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2 ⩽

(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥*

)︀
.

Åñëè 𝑥𝑘 ∈ int𝒬, òî ìèíèìèçàöèÿ íà 𝑘-ì øàãå àíàëîãè÷íà øàãó
ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà áåç îãðàíè÷åíèé. Ïðè ýòîì èç ôîðìóëû (1.3.2)
ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑓(𝑥𝑘−1)− 𝑓(𝑥𝑘) ⩾

(︂
𝛼− 𝛼2

2
𝐿1

)︂
‖𝑓 ′(𝑥𝑘−1)‖2 ⩾

(︂
𝛼− 𝛼2

2
𝐿1

)︂
𝑙2 > 0,

òî åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè óìåíüøèëîñü íà ôèêñèðîâàííóþ ïîëîæè-
òåëüíóþ âåëè÷èíó. Åñëè óñëîâèå 𝑥𝑘 ∈ int𝒬 âûïîëíÿåòñÿ íà êàæäîì
øàãå, òî ìèíèìóì áóäåò äîñòèãíóò íå áîëåå ÷åì çà[︃

𝑓(𝑥1)− 𝑓0(︀
𝛼− 𝛼2

2 𝐿1

)︀
𝑙2

]︃
+ 1
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øàãîâ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 𝑥𝑘 ∈ 𝜕𝒬. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

𝑥𝑘 /∈ intℬ𝐾
(︁
𝑥* + 𝑓 ′(𝑥*)

‖𝑓 ′(𝑥*)‖𝐾
)︁
. Ýòî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó⃦⃦⃦⃦

𝑥* +
𝑓 ′(𝑥*)

‖𝑓 ′(𝑥*)‖
𝐾 − 𝑥𝑘

⃦⃦⃦⃦
⩾ 𝐾,

÷òî ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé äàåò

‖𝑓 ′(𝑥*)‖
2𝐾

‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2 ⩾ (𝑓 ′(𝑥*), 𝑥𝑘 − 𝑥*).

Ïîäñòàâëÿÿ äâå ïîñëåäíèå îöåíêè â îöåíêó äëÿ ‖𝑥𝑘+1−𝑥*‖2, ïîëó÷àåì

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 ⩽

⩽ ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2
(︂

1− 𝛼
(︂
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖

𝑅
− ‖𝑓

′(𝑥*)‖
𝐾

)︂
+ 𝛼2𝐿2

1

)︂
⩽

⩽ ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2
(︂

1− 𝛼
(︂
𝑙

𝑅
− ‖𝑓

′(𝑥*)‖
𝐾

)︂
+ 𝛼2𝐿2

1

)︂
.

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì 𝛼 > 0 âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ñòðîãî
ìåíüøå 1. ■

Упражнение 2.8.6. Докажите, что решение 𝑥* в теореме 2.8.1
единственно.

▼

Пример 2.8.4 (Чебышевский центр множества). * Èññëåäó-
åì ñâîéñòâà åâêëèäîâà øàðà ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà, êîòîðûé ñîäåð-
æèò çàäàííîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛. Òàêîé øàð
ℬ𝑅(𝑥0) íàçûâàåòñÿ ÷åáûøåâñêèì, åãî öåíòð 𝑥0 = 𝑥0(𝒬) íàçûâàåòñÿ ÷å-
áûøåâñêèì öåíòðîì ìíîæåñòâà 𝒬, à ðàäèóñ 𝑅 = 𝑅(𝒬) � ÷åáûøåâñêèì
ðàäèóñîì ìíîæåñòâà 𝒬. ×åáûøåâñêèé öåíòð ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàê-
òåðèñòèêîé ìíîæåñòâà â ðàçíûõ çàäà÷àõ.

Упражнение 2.8.7. Докажите, что для любого выпуклого ком-
пактного подмножества 𝒬 ⊂ R𝑛 чебышевский шар существует.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷åáûøåâñêèé øàð åäèíñòâåííûé. Äîïóñòèì, ñóùå-
ñòâóåò äâà ðàçíûõ øàðà ℬ𝑅(𝑥𝑖), 𝑖 = 0, 1, êàæäûé èç êîòîðûõ ÷åáûøåâ-
ñêèé. Òîãäà 𝒬 ⊂ ℬ𝑅(𝑥0) ∩ ℬ𝑅(𝑥1). Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà ñëåäóåò, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå øàðîâ ñîäåðæèòñÿ â øàðå ñ öåíòðîì â òî÷êå 1

2 (𝑥0 + 𝑥1)
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è ðàäèóñà
√︁
𝑅2 − 1

4‖𝑥0 − 𝑥1‖2 < 𝑅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè
ðàäèóñà 𝑅. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ åâêëèäîâà øàðà ÷åáûøåâñêèé öåíòð
åäèíñòâåííûé.

×åáûøåâñêèé öåíòð èíòåðåñíûì äåëàåò òî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñèëüíî âûïóêëûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

Лемма 2.8.1. Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое компактное множе-
ство 𝒬 ⊂ R𝑛. Определим функцию 𝑔𝒬(𝑎) = max

𝑥∈𝒬
‖𝑥− 𝑎‖2. Тогда чебы-

шевский центр множества 𝒬 есть решение задачи

min
𝑎∈𝒬

𝑔𝒬(𝑎), (2.8.2)

а также задачи
min
𝑎∈R𝑛

𝑔𝒬(𝑎). (2.8.3)

Доказательство. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.8.2). Ìèíèìóì
ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè κ = 2
äîñòèãàåòñÿ íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå 𝒬 â åäèíñòâåííîé òî÷-
êå 𝑎0 ∈ 𝒬. Îïðåäåëèì 𝑅 =

√︀
𝑔𝒬(𝑎0). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝒬

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖𝑥 − 𝑎0‖ ⩽ 𝑅, òî åñòü 𝒬 ⊂ ℬ𝑅(𝑎0). Ïðè ýòîì
äëÿ ëþáîãî 𝑟 < 𝑅 íàéäåòñÿ òî÷êà 𝑥𝑟 ∈ 𝒬 òàêàÿ, ÷òî ‖𝑥𝑟 − 𝑎0‖ > 𝑟.

Ïîêàæåì, ÷òî ÷åáûøåâñêèé öåíòð 𝑢 äëÿ 𝒬, òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è
(2.8.3), åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (2.8.2). Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî 𝑢 = 𝑎0 è
ℬ𝑅(𝑎0) � ÷åáûøåâñêèé øàð äëÿ 𝒬.

Â ñèëó ñèëüíîé âûïóêëîñòè 𝑔𝒬 ðåøåíèå çàäà÷è (2.8.3) ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî 𝑢 ∈ 𝒬.

Äîïóñòèì, ÷òî 𝑢 /∈ 𝒬. Òîãäà îïðåäåëèì 𝑣 = 𝑃𝒬𝑢 è 𝑝 = (𝑢−𝑣)/‖𝑢−𝑣‖
� âíåøíÿÿ íîðìàëü êî ìíîæåñòâó 𝒬 â òî÷êå 𝑣 ∈ 𝒬. Çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑥 ∈ 𝒬. Òîãäà 𝒬 ⊂ {𝑧 ∈ R𝑛 : (𝑝, 𝑧 − 𝑣) ⩽ 0}, ñì.
òåîðåìó Ã.3. Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ (𝑢− 𝑣, 𝑥− 𝑣) ⩽ 0, îòêóäà

‖𝑥−𝑢‖2 = ‖(𝑥−𝑣)− (𝑢−𝑣)‖2 = ‖𝑥−𝑣‖2−2(𝑢−𝑣, 𝑥−𝑣) +‖𝑢−𝑣‖2 ⩾

⩾ ‖𝑥− 𝑣‖2− (𝑢− 𝑣, 𝑥− 𝑣) + ‖𝑢− 𝑣‖2 =
⃦⃦
𝑥− 𝑣− 𝑢− 𝑣

2

⃦⃦2
+

3

4
‖𝑢− 𝑣‖2.

Òàêèì îáðàçîì,

𝑔𝒬(𝑢) ⩾ 𝑔𝒬

(︂
𝑢+ 𝑣

2

)︂
+

3

4
‖𝑢− 𝑣‖2 > 𝑔𝒬

(︂
𝑢+ 𝑣

2

)︂
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî 𝑢 ∈ R𝑛 åñòü ðåøåíèå
çàäà÷è (2.8.3). Çíà÷èò, 𝑢 ∈ 𝒬 è 𝑢 � ÷åáûøåâñêèé öåíòð 𝒬. ■



2.8. Примеры экстремальных задач в условной минимизации 173

×åáûøåâñêèé öåíòð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà êàê ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ℎ, ñì. ðàçäåë Ã.8, ñ ïîêàçàòåëåì 1

2 .
Áîëåå òî÷íî, åñëè 𝒬1,𝒬2 � âûïóêëûå êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà è
äëÿ íåêîòîðîãî 𝑀 > 0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

𝒬1 ∪𝒬2 ⊂ ℬ𝑀 (0),

òî äëÿ ÷åáûøåâñêèõ öåíòðîâ 𝑥1 è 𝑥2 ýòèõ ìíîæåñòâ âûïîëíåíà îöåíêà

‖𝑥1 − 𝑥2‖ ⩽ 2
√︀

3𝑀ℎ(𝒬1,𝒬2) + ℎ(𝒬1,𝒬2).

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [19, òåîðåìà 2.1.1].
Ïîêàæåì, ÷òî ïîðÿäîê

√︀
ℎ(𝒬1,𝒬2) íåóëó÷øàåì. Çàäàäèì 𝑅 > 0 è

𝜀 ∈ (0, 𝑅). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè R2:

𝒬1 =
{︀
𝑥 ∈ R2 : 0 ⩽ x2 ⩽ 𝜀, x21 + x22 ⩽ 𝑅2

}︀
,

à 𝒬2 ñèììåòðè÷íî 𝒬1 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x2 = 𝜀/2. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ÷åáûøåâñêèå öåíòðû ýòèõ ìíîæåñòâ åñòü 𝑥1 = (0; 0), 𝑥2 = (0; 𝜀) è
‖𝑥1 − 𝑥2‖ = 𝜀. Ïðè ýòîì õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå åñòü

ℎ(𝒬1,𝒬2) =
√︀
𝑅2 + 𝜀2 −𝑅 ⩽

𝜀2

2𝑅
.

Îöåíêè ïîêàçûâàþò òî÷íîñòü ïîðÿäêà
√︀
ℎ(𝒬1,𝒬2).

Ïóñòü òî÷êà 𝑎 ∈ R𝑛 ÿâëÿåòñÿ ÷åáûøåâñêèì öåíòðîì âûïóêëîãî
êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛. Ïîëîæèì 𝑓(𝑧) = max

𝑥∈𝒬
‖𝑥 − 𝑧‖. Ïî-

ñêîëüêó 𝑧 = 𝑎 ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì 𝑓 , òî 0 ∈ 𝜕𝑓(𝑎). Îáî-
çíà÷èì ÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ 𝒬 ÷åðåç 𝑅 = 𝑓(𝑎). Â ñèëó òåîðåìû Ã.17
îá î÷èñòêå

0 ∈ 𝜕𝑓(𝑎) = co
⋃︁

𝑥∈𝒬, ‖𝑥−𝑎‖=𝑅

𝑎− 𝑥
‖𝑎− 𝑥‖

,

ïðè÷åì èç ïîñëåäíåé âûïóêëîé îáîëî÷êè ìîæíî âçÿòü 𝑘 ⩽ 𝑛+ 1 òî÷åê
𝑥 ∈ 𝒬, ‖𝑥 − 𝑎‖ = 𝑅, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ ñîäåðæèò 0. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî íàéäóòñÿ òî÷êè {𝑥𝑖}𝑘𝑖=1 ⊂ 𝒬, ‖𝑥𝑖 − 𝑎‖ = 𝑅 è ÷èñëà 𝜆𝑖 > 0,
𝑘∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1, òàêèå, ÷òî

0 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖
𝑎− 𝑥𝑖
‖𝑎− 𝑥𝑖‖

=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖
𝑎− 𝑥𝑖
𝑅

.
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Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò 𝑎 =
𝑘∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖𝑥𝑖. Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà íàéäåòñÿ ñèì-

ïëåêñ (ìîæåò áûòü, íå ïîëíîðàçìåðíûé) ñ âåðøèíàìè {𝑥𝑖}𝑘𝑖=1 ⊂ 𝒬
òàêîé, ÷òî ‖𝑥𝑖 − 𝑎‖ = 𝑅. Ïðè ýòîì ýòîò ñèìïëåêñ ñîäåðæèò òî÷êó 𝑎.

Ïîêàæåì, ÷òî 𝑅 � ÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ äëÿ óêàçàííîãî ñèìïëåêñà,
à 𝑎 � åãî ÷åáûøåâñêèé öåíòð. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑎 = 0. Äîïó-
ñòèì, ñóùåñòâóåò âåêòîð 𝑝 ̸= 0 òàêîé, ÷òî ñäâèã âäîëü âåêòîðà 𝑝 íå
âûâîäèò ñèìïëåêñ èç ℬ𝑅(0). Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäåòñÿ 𝛼 > 0 òàêîå, ÷òî
𝑥𝑖 + 𝛼𝑝 ∈ ℬ𝑅(0) äëÿ âñåõ 𝑖.

Èç ðàâåíñòâà

0 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖(𝑥𝑖, 𝑝)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 𝑖 âûïîëíåíî óñëîâèå (𝑝, 𝑥𝑖) ⩾ 0. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðè âñÿêîì 𝛼 > 0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå 𝑥𝑖 + 𝛼𝑝 /∈ ℬ𝑅(0),
êîòîðîå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ 𝑥𝑖 + 𝛼𝑝 ∈ {𝑧 ∈ R𝑛 : (𝑥𝑖, 𝑧) ⩾ 𝑅}.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü 𝑑 � äèàìåòð ñèìïëåêñà, à ÷åáûøåâñêèé öåíòð 𝑎 = 0. Äëÿ
êàæäîãî 𝑖 îò 1 äî 𝑘 èìååì

(1− 𝜆𝑖)𝑑2 ⩾
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝜆𝑗‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖2 =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖2.

Â ñèëó ðàâåíñòâà

‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖2 = ‖𝑥𝑖‖2 + ‖𝑥𝑗‖2 − 2(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 2𝑅2 − 2(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)

ïîëó÷àåì

(1− 𝜆𝑖)𝑑2 ⩾

(︂∑︁
�̸�=𝑗

𝜆𝑗

)︂
· 2𝑅2 − 2

(︂
𝑥𝑖,

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝑥𝑗

)︂
=

= 2𝑅2 − 2(𝑥𝑖, 0) = 2𝑅2.

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïî 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘, èìååì

𝑘∑︁
𝑖=1

(1− 𝜆𝑖)𝑑2 = (𝑘 − 1)𝑑2 ⩾ 2𝑘𝑅2,

îòêóäà, ñ ó÷åòîì 𝑘 ⩽ 𝑛+ 1,

𝑅 ⩽

√︂
𝑘 − 1

2𝑘
𝑑 ⩽

√︂
𝑛

2(𝑛+ 1)
𝑑. (2.8.4)
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ неравенством Юнга. Ñîâìåñò-
íî ñ ïðåäûäóùèìè ðàññóæäåíèÿìè îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
âûïóêëîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà èç R𝑛 äèàìåòðà 𝑑 > 0 ÷åáû-
øåâñêèé ðàäèóñ 𝑅 îöåíèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.8.4), ñì. ðèñ. 2.8.1.

Рис. 2.8.1. Чебышевский центр 𝑥0. Жирными линиями показан
симплекс, содержащий точку 𝑥0.

Упражнение 2.8.8. Покажите, что равенство в (2.8.4) дости-
гается только в случае правильного симплекса с вершинами на сфере
радиуса 𝑅.

▼



Глава 3

Оптимизация в теории

автоматического управления

Â ýòîé ãëàâå áóäåò ðàññìîòðåí ðÿä âàæíåéøèõ çàäà÷ òåîðèè àâ-
òîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ñèíòåçîì ñòàáèëèçèðóþùèõ
è ðîáàñòíî ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ, ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûì óï-
ðàâëåíèåì ïî ñîñòîÿíèþ è ïî âûõîäó, ïîäàâëåíèåì íåñëó÷àéíûõ âíåø-
íèõ âîçìóùåíèé, íàñòðîéêîé ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ è äð. Âñå îíè áóäóò
ñâåäåíû ê êîíå÷íîìåðíûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè � ýòî ïîçâîëèò èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ èäåè è ìåòîäû îïòèìèçàöèè, ðàññìîòðåí-
íûå â ïðåäûäóùèõ äâóõ ãëàâàõ.

3.1. Линейные матричные неравенства

в задачах управления

3.1.1. Квадратичная устойчивость

Îáñóäèì âàæíåéøåå ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì. Äëÿ íåëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì èìååòñÿ ìíî-
æåñòâî îïðåäåëåíèé óñòîé÷èâîñòè: óñòîé÷èâîñòü òî÷êè ðàâíîâåñèÿ è
óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ; óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó è àñèìïòîòè÷åñêàÿ
óñòîé÷èâîñòü; óñòîé÷èâîñòü ¾â ìàëîì¿ è ¾â áîëüøîì¿; óñòîé÷èâîñòü
ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è ïî âîçìóùåíèþ [23].

Äëÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì êàðòèíà íàìíîãî ïðîùå è áó-
äåì ãîâîðèòü ïðîñòî îá устойчивости, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì ñòðåìëåíèå
ê íóëþ òðàåêòîðèé ñèñòåìû áåç âíåøíèõ âîçìóùåíèé, òî åñòü асимп-
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тотическую устойчивость.
Ñèñòåìà ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâîé; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïûòàòüñÿ

стабилизировать ñèñòåìó: äîáèòüñÿ óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòå-
ìû ïóòåì ââåäåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè. Â ýòîì ðàçäåëå îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì ëèíåéíîé ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè. Çà ïîäðîáíîñòÿìè
è ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè ïðèâîäèìûõ äàëåå óòâåðæäåíèé ìû îò-
ñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ìîíîãðàôèè [22].

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé.

Определение 3.1.1. Ëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòå-
ìà

�̇� = 𝐴𝑥, (3.1.1)

ãäå 𝑡 � âðåìÿ, 𝑥 = 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, �̇� = 𝑑𝑥
𝑑𝑡 , 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, íàçûâàåòñÿ (асимп-

тотически) устойчивой, åñëè äëÿ ëþáîãî åå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
𝑥(0) = 𝑥0 âûïîëíåíî óñëîâèå

𝑥(𝑡) −−−→
𝑡→∞

0.

Âàæíåéøèì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ вто-
рой (прямой) метод Ляпунова, èëè метод функций Ляпунова.

Определение 3.1.2. Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

𝑉 : R𝑛 → R,

íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íàçûâàåòñÿ
функцией Ляпунова äëÿ ñèñòåìû (3.1.1), åñëè îíà îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

1) 𝑉 (𝑥) ⩾ 0 äëÿ âñåõ 𝑥, ïðè÷åì 𝑉 (𝑥) = 0 ëèøü äëÿ 𝑥 = 0;

2) �̇�
(︀
𝑥(𝑡)

)︀ .
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑉
(︀
𝑥(𝑡)

)︀
< 0, ãäå 𝑥(𝑡) � ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå

ðåøåíèå ñèñòåìû (3.1.1).

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â óáûâàíèè ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû; èíûìè ñëîâàìè, åå ïðîèçâîäíàÿ, âû-
÷èñëåííàÿ â ñèëó ñèñòåìû, îòðèöàòåëüíà. Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà
ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, ñóùåñòâîâà-
íèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑄𝑥, 𝑄 ≻ 0, (3.1.2)

è íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíà áóäåò ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ
ñèñòåìû (3.1.1).
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Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû 𝑄 èìååì 𝑉 (𝑥) > 0
äëÿ âñåõ 𝑥 ̸= 0, òàê ÷òî ïåðâîå ñâîéñòâî èç îïðåäåëåíèÿ 3.1.2 âûïîë-
íåíî. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè 𝑉 (𝑥) íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòå-
ìû (3.1.1):

�̇� (𝑥) = �̇�T𝑄𝑥+ 𝑥T𝑄�̇� = 𝑥T𝐴T𝑄𝑥+ 𝑥T𝑄𝐴𝑥 = 𝑥T(𝐴T𝑄+𝑄𝐴)𝑥.

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå ñâîéñòâî èç îïðåäåëåíèÿ 3.1.2 ýêâèâàëåíòíî óñ-
ëîâèþ

𝑥T(𝐴T𝑄+𝑄𝐴)𝑥 < 0 ïðè âñåõ 𝑥 ̸= 0,

òî åñòü âûïîëíåíèþ ìàòðè÷íîãî неравенства Ляпунова

𝐴T𝑄+𝑄𝐴 ≺ 0 (3.1.3)

(ýòî íåðàâåíñòâî óæå âñòðå÷àëîñü â ðàçäåëå 2.7.1).

Упражнение 3.1.1. Пользуясь леммой Шура (раздел 2.7.3) пока-
жите, что неравенство Ляпунова (3.1.3) эквивалентно ЛМН

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T ≺ 0, 𝑃 = 𝑄−1,

также называемому неравенством Ляпунова.

Определение 3.1.3. Ôóíêöèþ (3.1.2), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ
(3.1.3), áóäåì íàçûâàòü квадратичной функцией Ляпунова äëÿ ñèñòå-
ìû (3.1.1).

Ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå.

Замечание 3.1.1. Ïóñòü 𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑄𝑥 � êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (3.1.1). Ðàññìîòðèì ýëëèïñîèä

ℰ =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑉 (𝑥) ⩽ 1

}︀
=
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥T𝑃−1𝑥 ⩽ 1

}︀
(3.1.4)

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðè-
öåé 𝑃 = 𝑄−1. Êàê íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 3.1.2, åñ-
ëè íà÷àëüíîå óñëîâèå 𝑥0 ñèñòåìû (3.1.1) ëåæèò â ýëëèïñîèäå ℰ , òî åå
òðàåêòîðèÿ áóäåò îñòàâàòüñÿ â íåì äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Ýòî
ñâîéñòâî áóäåì íàçûâàòü инвариантностью ýëëèïñîèäà (3.1.4) îòíî-
ñèòåëüíî íà÷àëüíûõ óñëîâèé (à ñàì ýëëèïñîèä áóäåì íàçûâàòü инва-
риантным).

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà äëÿ
ëèíåéíûõ ñèñòåì (â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ âîçìóùåíèé)
áóäåò íåîäíîêðàòíî âñòðå÷àòüñÿ. Êîíñòðóêöèè, îáîáùàþùèå ïîíÿòèå
èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà è ñâÿçàííûå ñ êîíöåïöèåé выживаемости
ðåøåíèé, îáñóæäàþòñÿ â ïðèëîæåíèè Ã.9. ▼
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Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè äëÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû.

Теорема 3.1.1 ([22]). Система (3.1.1) устойчива тогда и только
тогда, когда ее матрица 𝐴 гурвицева.1

Замечание 3.1.2. Â ëåììå Á.4 óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ãóðâèöåâîé
ìàòðèöû 𝐴 óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T = −𝑅, 𝑅 ≻ 0,

èìååò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå 𝑃 ; èíûìè ñëîâàìè, óñòîé-
÷èâàÿ ñèñòåìà �̇� = 𝐴𝑥 ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáëàäàåò êâàäðàòè÷íîé ôóíê-
öèåé Ëÿïóíîâà 𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃−1𝑥. Ñ ó÷åòîì òåîðåìû 3.1.1 çàêëþ÷àåì,
÷òî íåïðåðûâíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ó íåå èìååòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà. ▼

Òåïåðü ìîæíî îöåíèòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè
íàëè÷èè îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé.

Теорема 3.1.2. Для того чтобы любое решение 𝑥(𝑡) системы

�̇� = 𝐴𝑥+ 𝑤 (3.1.5)

было ограниченным для всех ограниченных внешних возмущений

‖𝑤(𝑡)‖ ⩽ 𝛾 ∀𝑡 ⩾ 0,

где 𝛾 > 0 — заданное число, необходимо и достаточно, чтобы ма-
трица 𝐴 была гурвицевой.

Ãóðâèöåâîñòü ìàòðèöû 𝐴 íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ðåøåíèå íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ñòðåìèëîñü ê íóëþ ïðè ëþáîì
íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè è ÷òîáû ðåøåíèå âîçìóùåííîé ñèñòåìû îñòà-
âàëîñü îãðàíè÷åííûì äëÿ îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé. Ïåðâîå ñâîéñòâî
èíîãäà íàçûâàåòñÿ устойчивостью по начальному приближению, âòî-
ðîå � устойчивостью по входу.

Â äàëüíåéøåì íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èé ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ
ñèñòåìû è óñòîé÷èâîñòüþ åå ìàòðèöû 𝐴; ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíó
𝜎 = 𝜎(𝐴) > 0 åñòåñòâåííî òàêæå íàçûâàòü степенью устойчивости
системы (3.1.1) èëè ñèñòåìû (3.1.5). Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì ýêâèâàëåíò-
íîñòü óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû è ñóùåñòâîâàíèÿ
ó íåå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

1Определение гурвицевой матрицы приведено в приложении Б.3.
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Замечание 3.1.3. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëü-
ñòâî: ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ 𝑃 ≻ 0 íå-
ðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 2𝜎𝑃 ≼ 0

ïðè íåêîòîðîì çàäàííîì 𝜎 > 0 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñòåïåíü óñòîé-
÷èâîñòè (ñì. ïðèëîæåíèå Á.3) ìàòðèöû 𝐴 íå ìåíüøå ÷åì 𝜎. ▼

Упражнение 3.1.2. Дайте обоснование предыдущему утвержде-
нию, используя результаты, приведенные в приложении Б.3.

Îáðàòèìñÿ ê äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ íåâîçìóùåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû â äèñêðåòíîì âðåìåíè
èìååò âèä

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (3.1.6)

ãäå 𝑥𝑘 ∈ R𝑛, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛. Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó (3.1.6) (дискретно)
устойчивой, åñëè

𝑥𝑘 −−−−→
𝑘→∞

0

äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî 𝑥0.
Êàê è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ÿâëÿþòñÿ ýôôåê-

òèâíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Определение 3.1.4. Íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

𝑉 : R𝑛 → R

íàçûâàåòñÿ функцией Ляпунова äëÿ ñèñòåìû (3.1.6), åñëè îíà îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) 𝑉 (𝑥) ⩾ 0 äëÿ âñåõ 𝑥, ïðè÷åì 𝑉 (𝑥) = 0 ëèøü äëÿ 𝑥 = 0;
2) 𝑉 (𝑥𝑘+1) < 𝑉 (𝑥𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . ., ãäå 𝑥𝑘 ̸= 0 � ïðîèçâîëüíîå ðåøå-

íèå ñèñòåìû (3.1.6).

Äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïó-
íîâà ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî íåïðåðûâíîìó ñëó÷àþ. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑄𝑥, 𝑄 ≻ 0; (3.1.7)

äëÿ íåå ïåðâîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî î÷åâèäíûì îáðàçîì. ×òîáû óäîâëå-
òâîðèòü âòîðîìó ñâîéñòâó, âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ 𝑉 (𝑥) íà òðàåêòîðèÿõ
ñèñòåìû (3.1.6):

𝑉 (𝑥𝑘+1) = 𝑥T𝑘+1𝑄𝑥𝑘+1 = 𝑥T𝑘𝐴
T𝑄𝐴𝑥𝑘.
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Ñâîéñòâî 2) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ

𝑥T(𝐴T𝑄𝐴−𝑄)𝑥 < 0 ïðè âñåõ 𝑥 ̸= 0,

òî åñòü âûïîëíåíèþ дискретного неравенства Ляпунова

𝐴T𝑄𝐴−𝑄 ≺ 0. (3.1.8)

Упражнение 3.1.3. Пользуясь леммой Шура (раздел 2.7.3) пока-
жите, что дискретное неравенство Ляпунова (3.1.8) эквивалентно
ЛМН

𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 ≺ 0, 𝑃 = 𝑄−1,

также называемому дискретным неравенством Ляпунова.

Ôóíêöèÿ âèäà (3.1.7)�(3.1.8) íàçûâàåòñÿ квадратичной функцией
Ляпунова äëÿ ñèñòåìû (3.1.6).

Теорема 3.1.3 ([22]). Для устойчивости линейной дискретной
системы (3.1.6) необходимо и достаточно, чтобы матрица 𝐴 была
шуровской.

Íàïîìíèì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâûõ ïî Øóðó è ïî Ãóðâèöó
ìàòðèö äàíû â ïðèëîæåíèè Á.3. Ðàçóìååòñÿ, çàìå÷àíèå 3.1.2 îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå; ïðè ýòîì (äèñêðåòíîå) óðàâíå-
íèå Ëÿïóíîâà áóäåò èìåòü âèä

𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 = −𝑅, 𝑅 ≻ 0.

Òåïåðü îöåíèì ïîâåäåíèå ðåøåíèé äèñêðåòíîé ñèñòåìû ïðè íàëè-
÷èè îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåò-
ñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì òåîðåìû 3.1.2.

Теорема 3.1.4. Для того чтобы произвольное решение 𝑥𝑘 систе-
мы

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + 𝑤𝑘

было ограниченным для всех ограниченных внешних возмущений

‖𝑤𝑘‖ ⩽ 𝛾 ∀𝑘 = 0, 1, . . . ,

где 𝛾 > 0 — заданное число, необходимо и достаточно, чтобы ма-
трица 𝐴 была шуровской.
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3.1.2. Квадратичная стабилизация

Òåïåðü ïåðåéäåì ê òàê íàçûâàåìîé квадратичной стабилизации;
îíà îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû ýêâèâà-
ëåíòíà íàëè÷èþ ó íåå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âèäà

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑄𝑥, 𝑄 ≻ 0. (3.1.9)

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, (3.1.10)

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 è óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝, ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛,
𝐵 ∈ R𝑛×𝑝; ïàðà (𝐴,𝐵) ïðåäïîëàãàåòñÿ óïðàâëÿåìîé (ñì. ïðèëîæå-
íèå Â.7).

Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ åå ñòàáèëèçàöèè ïðè ïîìîùè ñòàòè÷åñêîé
ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ

𝑢 = 𝐾𝑥, 𝐾 ∈ R𝑝×𝑛. (3.1.11)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Теорема 3.1.5. Пусть матрицы ̂︀𝑃 и ̂︀𝑌 удовлетворяют линейным
матричным неравенствам

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T ≺ 0, 𝑃 ≻ 0. (3.1.12)

Тогда регулятор (3.1.11) с матрицей

̂︀𝐾 = ̂︀𝑌 ̂︀𝑃−1

стабилизирует систему (3.1.10), а квадратичная форма

𝑉 (𝑥) = 𝑥T ̂︀𝑃−1𝑥

является функцией Ляпунова для замкнутой системы.

Доказательство. Çàìêíóâ ñèñòåìó (3.1.10) ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé
îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî ñîñòîÿíèþ (3.1.11), ïðèõîäèì ê çàìêíóòîé ñèñòåìå

�̇� = 𝐴𝑐𝑥 (3.1.13)

ñ ìàòðèöåé 𝐴𝑐 = 𝐴+𝐵𝐾.
Êàê ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåííîãî, ôóíêöèÿ (3.1.9) ÿâëÿåòñÿ ôóíê-

öèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (3.1.13) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

𝐴T
𝑐 𝑄+𝑄𝐴𝑐 ≺ 0,
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òî åñòü êîãäà íàéäóòñÿ ìàòðèöû 𝐾 è 𝑄 ≻ 0 òàêèå, ÷òî

(𝐴+𝐵𝐾)
T
𝑄+𝑄(𝐴+𝐵𝐾) ≺ 0. (3.1.14)

Íåðàâåíñòâî (3.1.14) íåëèíåéíî (è íåâûïóêëî!) îòíîñèòåëüíî ìà-
òðè÷íûõ ïåðåìåííûõ 𝑄 è 𝐾. Åãî ìîæíî ñâåñòè ê ëèíåéíîìó ñ ïî-
ìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðèåìà, êîòîðûé áóäåò ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçî-
âàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Äîìíîæèâ ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (3.1.14) ñëåâà è ñïðàâà íà ìà-
òðèöó 𝑃 = 𝑄−1, ïîëó÷èì

(𝐴+𝐵𝐾)𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾)
T ≺ 0,

èëè
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝐾𝑃 + 𝑃𝐾T𝐵T ≺ 0.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ

𝑌 = 𝐾𝑃 ∈ R𝑝×𝑛,

èñêëþ÷àÿ 𝐾. Â ñèëó 𝑃 ≻ 0, ìàòðèöà 𝐾 âîññòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì:

𝐾 = 𝑌 𝑃−1.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T ≺ 0,

ëèíåéíîìó ïî ïåðåìåííûì 𝑌 è 𝑃 . ■

Çàäà÷à èç òåîðåìû 3.1.5 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ðàçðåøèìîñòè
ËÌÍ, ðàññìîòðåííóþ â ðàçäåëå 2.7.2. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî
äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ðàçðåøèìîñòü ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðà-
âåíñòâ (3.1.12) эквивалентна âîçìîæíîñòè ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó
ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ. Áîëåå òîãî, òåîðå-
ìà ïðåäëàãàåò ïðîñòóþ ïàðàìåòðèçàöèþ âñåõ ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãó-
ëÿòîðîâ ÷åðåç ðåøåíèÿ ýòîãî ËÌÍ è ñëóæèò îñíîâîé ñèíòåçà. Ïîíÿò-
íî, ÷òî íèêàêèõ âûâîäîâ î степени устойчивости çàìêíóòîé ñèñòåìû
â óòâåðæäåíèè òåîðåìû 3.1.5 íå äåëàåòñÿ; îíà çàâèñèò îò òîãî, êàêîå
èìåííî äîïóñòèìîå ðåøåíèå ËÌÍ (3.1.12) áóäåò âûáðàíî.

Замечание 3.1.4. Èíîãäà íóæíî íå ïðîñòî ñòàáèëèçèðîâàòü ñè-
ñòåìó, à ãàðàíòèðîâàòü æåëàåìóþ ñòåïåíü 𝜎 > 0 åå óñòîé÷èâîñòè.
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Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (3.1.12) çàìåíèòñÿ íà íåñòðîãîå
ËÌÍ

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T ≼ −2𝜎𝑃

â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3.1.5. ▼

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Следствие 3.1.1. Пусть матрицы ̂︀𝑃 и ̂︀𝑌 удовлетворяют линей-
ным матричным неравенствам

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T ≼ −2𝜎𝑃, 𝑃 ≻ 0 (3.1.15)

при некотором фиксированном значении параметра 𝜎 > 0.
Тогда регулятор (3.1.11) с матрицей

̂︀𝐾 = ̂︀𝑌 ̂︀𝑃−1

стабилизирует систему (3.1.10) со степенью устойчивости 𝜎, а ква-
дратичная форма

𝑉 (𝑥) = 𝑥T ̂︀𝑃−1𝑥

является функцией Ляпунова для замкнутой системы.

Упражнение 3.1.4. Докажите следствие 3.1.1, используя заме-
чание 3.1.3.

Èç òåîðåìû 3.1.5 âûòåêàåò, ÷òî ýëëèïñîèä

ℰ =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥T ̂︀𝑃−1𝑥 ⩽ 1

}︀
(3.1.16)

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ìàòðèöåé ̂︀𝑃 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì
îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (3.1.10), ñì.
çàìå÷àíèå 3.1.1.

Åñëè ïðè ýòîì íà÷àëüíîå óñëîâèå 𝑥(0) = 𝑥0 ñèñòåìû (3.1.10) çà-
äàíî, òî åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýëëèïñîèä (3.1.16) ñîäåðæàë
íà÷àëüíóþ òî÷êó, òî åñòü

𝑥T0 𝑃
−1𝑥0 ⩽ 1,

èëè â ËÌÍ-ôîðìå: (︂
1 𝑥T0
𝑥0 𝑃

)︂
≽ 0, (3.1.17)

è ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò äîáàâèòü ê îãðàíè÷åíèÿì (3.1.12) â òåîðå-
ìå 3.1.5.
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Îáû÷íî íà ïðàêòèêå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ
áûëè òåì èëè èíûì îáðàçîì îãðàíè÷åíû. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ó÷èòû-
âàòü îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíó óïðàâëåíèÿ â ðàìêàõ îïèñàííîé âûøå
êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè.

Áóäåì íàêëàäûâàòü ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå, êîòî-
ðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû:

‖𝑢(𝑡)‖ ⩽ 𝜇 ∀𝑡 ⩾ 0, (3.1.18)

ãäå 𝜇 > 0 � óðîâåíü äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.
Â ñëåäóþùåé ëåììå äàåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ âûïîëíåíèÿ

ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ëèíåéíîãî ìàòðè÷-
íîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ 𝑃 è 𝑌 , ôè-
ãóðèðóþùèõ â òåîðåìå 3.1.5. Ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
è äàëåå, ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì ñ âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè.

Лемма 3.1.1. Пусть матрицы 𝑃 и 𝑌 удовлетворяют линейным
матричным неравенствам (3.1.12) (или (3.1.15)) и (3.1.17). Тогда вы-
полнение ЛМН (︂

𝑃 𝑌 T

𝑌 𝜇2𝐼

)︂
≽ 0 (3.1.19)

гарантирует выполнение ограничения (3.1.18) на траектории систе-
мы (3.1.10), замкнутой обратной связью 𝐾 = 𝑌 𝑃−1, с начальным
условием 𝑥(0) = 𝑥0.

Доказательство. Ïîñêîëüêó 𝑢 = 𝐾𝑥, îãðàíè÷åíèå (3.1.18) ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

𝑥T𝐾T𝐾𝑥 ⩽ 𝜇2.

Ðàññìîòðèì ýëëèïñîèä

ℰ =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥T𝑄𝑥 ⩽ 1

}︀
(3.1.20)

ñ ìàòðèöåé 𝑄 = 𝑃−1 ≻ 0, óäîâëåòâîðÿþùåé (3.1.12) è (3.1.17), è ïî-
òðåáóåì âûïîëíåíèÿ

𝑥T𝐾T𝐾𝑥 ⩽ 𝜇2 ïðè 𝑥T𝑄𝑥 ⩽ 1. (3.1.21)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ýëëèïñîèäû ℰ1 è ℰ2 çàäàíû âûðàæåíèåì âè-
äà (3.1.20) ñ ìàòðèöàìè 𝑄1 è 𝑄2, òî âëîæåííîñòü ℰ1 ⊆ ℰ2 ýêâèâàëåíòíà
ñîîòíîøåíèþ 𝑄1 ≽ 𝑄2. Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ (3.1.21) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

1

𝜇2
𝐾T𝐾 ≼ 𝑄.
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Äàëåå, ïîñêîëüêó 𝐾 = 𝑌 𝑃−1, òî ïîëó÷åííîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî
ïðèìåò âèä

1

𝜇2
𝑃−1𝑌 T𝑌 𝑃−1 ≼ 𝑃−1.

Äîìíîæèâ åãî ñëåâà è ñïðàâà íà ìàòðèöó 𝑃 , ïîëó÷àåì

1

𝜇2
𝑌 T𝑌 ≼ 𝑃,

èëè, ïî ëåììå Øóðà, (︂
𝑃 𝑌 T

𝑌 𝜇2𝐼

)︂
≽ 0,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Äîñòàòî÷íîñòü ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò èç (3.1.21): âûïîëíåíèå îãðà-
íè÷åíèÿ (3.1.18) òðåáóåòñÿ íå òîëüêî âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû, íî è â
ëþáîé òî÷êå ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé 𝑃 , ñîäåðæàùåãî òðàåêòîðèþ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòè÷íî ñòàáèëèçèðóþùåãî
ðåãóëÿòîðà ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå òåîðåìà 3.1.5 ìî-
äèôèöèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ê íåðàâåíñòâàì (3.1.12), ãàðàíòè-
ðóþùèì ñòàáèëèçàöèþ, äîáàâëÿþòñÿ ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñò-
âà (3.1.17) è (3.1.19). Ïðè ýòîì ýëëèïñîèä ñ ïîëó÷åííîé ìàòðèöåé 𝑃*
áóäåò èíâàðèàíòíûì, ñîäåðæàùèì íà÷àëüíîå óñëîâèå 𝑥0, à îãðàíè÷åí-
íîñòü óïðàâëåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèåì (3.1.19).

ßñíî, ÷òî íå äëÿ âñÿêîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ 𝑥0 ñèñòåìó ìîæíî
ñòàáèëèçèðîâàòü óïðàâëåíèåì çàäàííîãî óðîâíÿ. Âîïðîñ î ìèíèìàëü-
íî âîçìîæíîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû 𝜇 ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
î÷åâèäíîãî ðàçâèòèÿ ëåììû 3.1.1 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 3.1.4.

Лемма 3.1.2. Пусть 𝛾* — решение задачи

min 𝛾

при ограничениях

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T ≼ −2𝜎𝑃, 𝑃 ≻ 0,(︂
1 𝑥T0
𝑥0 𝑃

)︂
≽ 0,

(︂
𝑃 𝑌 T

𝑌 𝛾𝐼

)︂
≽ 0

относительно матричных переменных 𝑃 ∈ S𝑛, 𝑌 ∈ R𝑝×𝑛 и скаляр-
ной переменной 𝛾 при некотором фиксированном значении параметра
𝜎 > 0.
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Тогда при
𝜇 ⩾ 𝜇min =

√
𝛾*

существует линейный регулятор 𝑢 = 𝐾𝑥, стабилизирующий систе-
му (3.1.10) со степенью устойчивости 𝜎 и удовлетворяющий ограни-
чению (3.1.18).

Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ëåììå 3.1.2, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � SDP;
ñì. ðàçäåë 2.7. Âîîáùå ãîâîðÿ, âòîðîå èç îãðàíè÷åíèé (𝑃 ≻ 0) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñòðîãîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî, îäíàêî â ñèëó çàìå÷à-
íèÿ 2.7.2 áóäåì åãî ïîíèìàòü êàê 𝑃 ≽ 𝛿𝐼 ïðè íåêîòîðîì (íåáîëüøîì)
𝛿 > 0.

Ê çàäà÷àì SDP áóäóò ñâîäèòüñÿ ìíîãèå èç çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ
â äàííîé ãëàâå.

Замечание 3.1.5. Â êà÷åñòâå ïðîãðàììíîé ñðåäû äëÿ ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ âî âñåõ ïðèìåðàõ íàìè èñïîëüçîâàëàñü ñðåäà Matlab. Ïðè
ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçðåøèìîñòè ËÌÍ, ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è ïàðàìåòðèçîâàííûõ çàäà÷ ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, ñ êîòîðûìè ÷èòàòåëü âñòðåòèòñÿ â ýòîì è ñëåäóþ-
ùåì ðàçäåëå, ïðèâëåêàëèñü äâà ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûõ ïàêåòà �
SeDuMi [128] è YALMIP [107].

Ïåðâûé èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøàòåëü äëÿ øèðîêîãî êðóãà
çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò ìåòîäû âíóò-
ðåííåé òî÷êè (ñì. ðàçäåë 2.6). Âòîðîé ïàêåò ÿâëÿåòñÿ èíòåðôåéñîì �
ïðîñòûì è ãèáêèì ÿçûêîì îáðàùåíèÿ ê ðåøàòåëÿì. Óäîáíîé àëüòåðíà-
òèâîé ïîñëåäíåìó ìîæåò ñëóæèòü òàêæå ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûé
ïàêåò cvx [91]. ▼

Пример 3.1.1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëå-
íèÿ двухмассовой системой � ñèñòåìîé èç äâóõ òâåðäûõ òåë ñ ìàññà-
ìè 𝑚1 è 𝑚2, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíîé ñ êîýôôèöèåíòîì óïðóãîñòè 𝑘,
ñêîëüçÿùèõ áåç òðåíèÿ âäîëü íåïîäâèæíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ñòåðæíÿ
(ðèñ. 3.1.1); ê ëåâîìó òåëó ïðèëîæåíî óïðàâëåíèå 𝑢.

Рис. 3.1.1. Двухмассовая система из примера 3.1.1.
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Ýòà çàäà÷à ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êàê òåñòîâàÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòî-
äîâ ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ, ÷åìó ñïîñîáñòâóþò åå ðåàëüíîå ïðîèñõîæ-
äåíèå è ðàçóìíàÿ ðàçìåðíîñòü ìîäåëè; â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ îíà
áóäåò ïðèâëåêàòüñÿ íèæå äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè è ýô-
ôåêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑥1, 𝑣1 êîîðäèíàòó è ñêîðîñòü ëåâîãî òåëà, à ÷åðåç
𝑥2, 𝑣2 � ïðàâîãî òåëà. Òîãäà

𝑥 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
𝑣1
𝑣2

⎞⎟⎟⎠
åñòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîë-
íîñòüþ îïèñûâàþùèé åå ïîâåäåíèå.

Íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü êîëåáàíèé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

�̇�1 = 𝑣1,

�̇�2 = 𝑣2,

�̇�1 = − 𝑘

𝑚1
𝑥1 +

𝑘

𝑚2
𝑥2 +

1

𝑚1
𝑢,

�̇�2 =
𝑘

𝑚2
𝑥1 −

𝑘

𝑚2
𝑥2.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå âèäà (3.1.10) ñ ìàòðèöàìè

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1

− 𝑘

𝑚1

𝑘

𝑚1
0 0

𝑘

𝑚2
− 𝑘

𝑚2
0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
0
1

𝑚1
0

⎞⎟⎟⎟⎠.

Ïóñòü ïàðàìåòðû ñèñòåìû åäèíè÷íû:

𝑘1 = 𝑘2 = 𝑚1 = 𝑚2 = 1,

à â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè âîçüìåì

𝑥0 =

⎛⎜⎜⎝
−1
1
1
−1

⎞⎟⎟⎠.
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Çàäàäèìñÿ òàêæå æåëàåìîé ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòå-
ìû:

−max
𝑖

Re𝜆(𝐴𝑐) = 𝜎 = 1.

Ðåøàÿ çàäà÷ó äîïóñòèìîñòè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íå-
ðàâåíñòâ

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T ≼ −2𝜎𝑃,

(︂
1 𝑥T0
𝑥0 𝑃

)︂
≽ 0, 𝑃 ≻ 0,

ïîëó÷àåì

̂︀𝑃 =

⎛⎜⎜⎝
97,4738 17,0132 −107,4174 −43,8841
17,0132 12,5907 7,2590 −14,3540
−107,4174 7,2590 440,7313 13,6781
−43,8841 −14,3540 13,6781 27,0149

⎞⎟⎟⎠
è ̂︀𝑌 =

(︀
−145,4358 −23,7736 −589,3107 57,7900

)︀
,

÷òî äàåò ðåãóëÿòîð̂︀𝐾 =
(︀
−22,3342 −11,0404 −5,4426 −37,2519

)︀
,

ñòàáèëèçèðóþùèé çàìêíóòóþ ñèñòåìó ñî ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè

𝜎 = 𝜎(𝐴+𝐵 ̂︀𝐾) = 1,2165.

Ýòà âåëè÷èíà îêàçûâàåòñÿ çàìåòíî áîëüøå æåëàåìîé 𝜎 = 1, ïîñêîëüêó,
ïîâòîðèìñÿ, ðåãóëÿòîð ̂︀𝐾 áûë ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è
допустимости.

Â ïðèâåäåííîì ðåøåíèè íèêàê íå ó÷èòûâàëàñü âåëè÷èíà óïðàâ-
ëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ; ðåøèì òåïåðü çàäà÷ó çàíîâî, íàëîæèâ íà íåãî
ÿâíûå îãðàíè÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îïðåäåëèì âåëè÷èíó 𝜇min ìè-
íèìàëüíî äîïóñòèìîãî ðåñóðñà óïðàâëåíèÿ, êàê ýòî ïðåäïèñàíî ëåì-
ìîé 3.1.2:

𝜇min = 32,2736.

Ïîëîæèì òåïåðü

̃︀𝜇 = 1,2𝜇min = 38,7284

è âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3.1.1 ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 3.1.4. Â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ çàäà÷è äîïóñòèìîñòè

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T ≼ −2𝜎𝑃,
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(︂
1 𝑥T0
𝑥0 𝑃

)︂
≽ 0,

(︂
𝑃 𝑌 T

𝑌 ̃︀𝜇2

)︂
≽ 0, 𝑃 ≻ 0

ïîëó÷àåì

̃︀𝑃 =

⎛⎜⎜⎝
139,9102 35,8094 −146,2256 −69,0944
35,8094 24,1731 −6,0969 −25,4615
−146,2256 −6,0969 349,1403 40,4163
−69,0944 −25,4615 40,4163 41,7251

⎞⎟⎟⎠
è ̃︀𝑌 =

(︀
58,0144 −14,9543 −505,0770 12,1049

)︀
,

÷òî äàåò ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð

̃︀𝐾 =
(︀
−10,1007 0,9545 −4,3082 −11,6806

)︀
,

íîðìà êîòîðîãî ïî÷òè â÷åòâåðî ìåíüøå íîðìû ðåãóëÿòîðà ̂︀𝐾. Ïðè ýòîì
ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

̃︀𝜎 = 𝜎(𝐴+𝐵 ̃︀𝐾) = 1,0676,

ïðè÷åì âåçäå âíóòðè èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé ̃︀𝑃 ãàðàí-
òèðîâàíî ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå:

|𝑢| = | ̃︀𝐾𝑥| ⩽ 38,7284.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè óïðàâëåíèå íå ïðåâûøàåò çàìåòíî ìåíüøåé âå-
ëè÷èíû 18,4277, ïîñêîëüêó ëåììà 3.1.1 äàåò ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ; ñì. ðèñ. 3.1.2, íà êîòîðîì ïðèâåäåíû ãðàôèêè óïðàâëåíèÿ äëÿ
ñèñòåìû, çàìêíóòîé ðåãóëÿòîðàìè ̂︀𝐾 (ïóíêòèð) è ̃︀𝐾 (ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ).

Íà ðèñ. 3.1.3 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì ∞-íîðìû ðåøåíèÿ
ñèñòåìû, çàìêíóòîé ðåãóëÿòîðàìè ̂︀𝐾 (ïóíêòèð) è ̃︀𝐾 (ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ÿâíî âûðàæåííûé эффект всплеска òðàåê-
òîðèè ñèñòåìû, çàìêíóòîé ðåãóëÿòîðîì ̂︀𝐾: íîðìà ðåøåíèÿ âîçðàñòàåò
áîëåå ÷åì â ñåìü ðàç, ïðåæäå ÷åì íà÷àòü óáûâàòü, � äîâîëüíî áîëü-
øàÿ âåëè÷èíà äëÿ èññëåäóåìîé ìàëîìåðíîé ñèñòåìû. Â òî æå âðåìÿ
ïðè ðåãóëÿòîðå ̃︀𝐾 íàáëþäàåòñÿ ïî÷òè âäâîå ìåíüøèé âñïëåñê.

Èòàê, ââåäåíèå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå â äàííîì ïðèìåðå ïðè-
âîäèò ê ãîðàçäî ìåíüøèì êîýôôèöèåíòàì óñèëåíèÿ, ïðèäàåò çàìêíó-
òîé ñèñòåìå ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè, ñóùåñòâåííî áîëåå áëèçêóþ ê æå-
ëàåìîé, è çàìåòíî îñëàáëÿåò ýôôåêò âñïëåñêà. ▼
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Рис. 3.1.2. Управление в системе из примера 3.1.2 при различных
регуляторах.

Òàêèì îáðàçîì, îòûñêàíèå ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà ìîæåò
ôîðìóëèðîâàòüñÿ â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è ñâî-
äèòüñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è äîïóñòèìîñòè.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñëó÷àþ äèñêðåòíîãî âðåìåíè; äëÿ íåãî ñïðà-
âåäëèâ ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 3.1.5. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîò-
ðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ â äèñêðåòíîì âðåìåíè

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘, (3.1.22)

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑝×𝑛, ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥𝑘 ∈ R𝑛 è óïðàâëåíèåì 𝑢𝑘 ∈ R𝑝,
âûáèðàåìûì â âèäå

𝑢𝑘 = 𝐾𝑥𝑘. (3.1.23)

Ïàðà (𝐴,𝐵) ïðåäïîëàãàåòñÿ óïðàâëÿåìîé, ñì. ðàçäåë Â.7.
Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.1.1, ôóíêöèÿ

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃−1𝑥, 𝑃 ≻ 0,

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ìàòðèöåé 𝐴𝑐
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

𝐴𝑐𝑃𝐴
T
𝑐 − 𝑃 ≺ 0.
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Рис. 3.1.3. Норма решения системы из примера 3.1.2 для различных
регуляторов.

Ïðåîáðàçóÿ ýòî ËÌÍ ñ ïîìîùüþ ëåììû Øóðà (ëåììà 2.7.2) è ââî-
äÿ, êàê è âûøå, íîâóþ ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ 𝑌 = 𝐾𝑃 , ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Теорема 3.1.6. Пусть матрицы ̂︀𝑃 и ̂︀𝑌 удовлетворяют линейным
матричным неравенствам(︂

𝑃 𝐴𝑃 +𝐵𝑌
𝑃𝐴T + 𝑌 T𝐵T 𝑃

)︂
≻ 0, 𝑃 ≻ 0.

Тогда регулятор (3.1.23) с матрицей̂︀𝐾 = ̂︀𝑌 ̂︀𝑃−1

стабилизирует систему (3.1.22), а квадратичная форма

𝑉 (𝑥) = 𝑥T ̂︀𝑃−1𝑥

является функцией Ляпунова для замкнутой системы.

Òàêèì îáðàçîì, è â äèñêðåòíîì, è â íåïðåðûâíîì âðåìåíè îòûñ-
êàíèå ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé
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îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ ìîæåò ôîðìóëèðîâàòüñÿ â òåðìèíàõ ëè-
íåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è ñâîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðàçðå-
øèìîñòè.

Îïèñàííûé âûøå ïîäõîä ê ñòàáèëèçàöèè, îñíîâàííûé íà ïîèñêå
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (è ïîòîìó íàçûâàåìûé квадратич-
ной стабилизацией) íå äàåò ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå, à ñâîäèò çàäà÷ó
ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Òàêàÿ òåõíèêà îêàçûâà-
åòñÿ îñîáåííî ýôôåêòèâíîé äëÿ çàäà÷ ðîáàñòíîé ñòàáèëèçàöèè, êîãäà
òðåáóåòñÿ ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè (à
òàêæå ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ âîçìóùåíèé è â ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷àõ
îïòèìèçàöèè), ÷åìó è ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ðàçäåëû.

3.1.3. Линейно-квадратичное управление
по состоянию

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð
ìîæåò ñòðîèòüñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì ËÌÍ. Êàæäàÿ òà-
êàÿ ñèñòåìà èìååò ìíîæåñòâî ðåøåíèé, è ñðåäè íèõ ìîæíî âûáèðàòü
òî, êîòîðîå îïòèìèçèðóåò òîò èëè èíîé ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà. Â ýòîì
ðàçäåëå ïðîäåìîíñòðèðóåì ýôôåêòèâíîñòü òåõíèêè ËÌÍ è ïðîñòîòó
åå ïðèìåíåíèÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ è ïîêàæåì, êàê ýòè çàäà÷è ìîãóò ñâîäèòüñÿ ê ôîðìàòó
ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ íåïðåðûâíûìè
ñèñòåìàìè; äèñêðåòíûå àíàëîãè ïðèâîäèìûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ ëåãêî
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïî òîé æå ñõåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì òîé æå ËÌÍ-
òåõíèêè.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì:

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, (3.1.24)

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝, ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 è óïðàâëåíèåì
𝑢(𝑡) ∈ R𝑝; ïàðà (𝐴,𝐵) óïðàâëÿåìà (ñì. ïðèëîæåíèå Â.7).

Áóäåì èñêàòü çàêîí óïðàâëåíèÿ â ôîðìå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè
ïî ñîñòîÿíèþ

𝑢 = 𝐾𝑥, 𝐾 ∈ R𝑝×𝑛, (3.1.25)

ìèíèìèçèðóþùèé ñëåäóþùèé квадратичный критерий качества:

𝐽 =

∞∫︁
0

(𝑥T𝑅𝑥+ 𝑢T𝑆𝑢) 𝑑𝑡. (3.1.26)
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Çäåñü 𝑅 ∈ S𝑛 è 𝑆 ∈ S𝑝 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìà-
òðèöû, òàê ÷òî 𝐽 ⩾ 0.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â ýòîé çàäà÷å ðàñøèðåíèå êëàññà óïðàâëåíèé
äî ïðîãðàììíûõ íå ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ èñïîëüçóåìîãî êðèòåðèÿ
êà÷åñòâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèîíàë 𝐽 áûë êîíå÷åí, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà (3.1.24), çàìêíóòàÿ îáðàòíîé ñâÿ-
çüþ (3.1.25), áûëà óñòîé÷èâà. Ïðè ýòîì óïðàâëÿåìîñòü ïàðû (𝐴,𝐵)
ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ñòàáèëèçèðóþùèõ îáðàòíûõ ñâÿçåé.

Êðèòåðèé (3.1.26) ãàðàíòèðóåò ìàëîñòü êàê ñîñòîÿíèé çàìêíóòîé
ñèñòåìû, òàê è ïðèìåíÿþùèõñÿ óïðàâëåíèé (çà ñ÷åò áîëüøèõ óïðàâ-
ëåíèé ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû 𝑥(𝑡) áûñòðî óáûâàë, îäíàêî òîãäà ÷ëåí
𝑢T𝑆𝑢 áóäåò î÷åíü âåëèê). Ìàòðèöû 𝑅 è 𝑆 èãðàþò ðîëü весовых коэф-
фициентов, ó÷èòûâàþùèõ îáà óêàçàííûõ ôàêòîðà.

Ïðèâåäåííàÿ âûøå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ â òåîðèè
óïðàâëåíèÿ; â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå îíà èíîãäà íàçûâàåòñÿ зада-
чей об аналитическом конструировании регуляторов, à â çàïàäíîé �
задачей о линейно-квадратичном регуляторе.

Ñòàíäàðòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (ñì. ïîäðîáíåå [9, 29])
îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè алгебраического уравнения Риккати

𝐴T𝑄+𝑄𝐴−𝑄𝐵𝑆−1𝐵T𝑄+𝑅 = 0 (3.1.27)

îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû 𝑄. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð çàäàåòñÿ
âûðàæåíèåì

𝐾* = −𝑆−1𝐵T𝑄*,

à çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà 𝐽 ðàâíî

𝐽* = 𝑥T0𝑄*𝑥0,

ãäå 𝑄* � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1.27).
Îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðèìåíèòü òåõíèêó, èñ-

ïîëüçóþùóþ àïïàðàò ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Â ýòîì ðàçäå-
ëå è äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, èçâåñòíûé ïîä
íàçâàíèåì лемма Беллмана.

Лемма 3.1.3 (Беллман [76]). Значение функционала

𝐽 =

∞∫︁
0

𝑥T𝑅𝑥𝑑𝑡, 𝑅 ≻ 0,
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на решениях системы

�̇� = 𝐴𝑥, 𝑥(0) = 𝑥0, (3.1.28)

с устойчивой матрицей 𝐴 равно

𝐽 = 𝑥T0𝑄𝑥0,

где матрица 𝑄 удовлетворяет уравнению Ляпунова

𝐴T𝑄+𝑄𝐴 = −𝑅. (3.1.29)

Доказательство. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà 𝐴 óñòîé÷èâà è 𝑅 ≻ 0, òî ïî
ëåììå Á.4 óðàâíåíèå (3.1.29) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 𝑄 ≻ 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑄𝑥

íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (3.1.28). Ïîñêîëüêó 𝑄 ≻ 0, òî 𝑉 (𝑥) > 0 ïðè 𝑥 ̸= 0;
ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 𝑉 (𝑥) â ñèëó ñèñòåìû èìååò âèä

�̇� (𝑥) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑉
(︀
𝑥(𝑡)

)︀
= 𝑥T(𝐴T𝑄+𝑄𝐴)𝑥 = −𝑥T𝑅𝑥 < 0,

îòêóäà
∞∫︁
0

𝑥T𝑅𝑥𝑑𝑡 = −
∞∫︁
0

�̇� (𝑥) 𝑑𝑡 = −𝑉 (𝑥)
⃒⃒⃒∞
0

= 𝑥T0𝑄𝑥0,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Замечание 3.1.6. Ïóñòü ìàòðèöà 𝑄 ≻ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìà-
òðè÷íîãî íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà

𝐴T𝑄+𝑄𝐴 ≼ −𝑅. (3.1.30)

Â ñèëó ëåììû Á.5 èìååì 𝑄 ≽ 𝑄*, ãäå 𝑄* � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïó-
íîâà (3.1.29), ïîýòîìó

𝐽* = 𝑥T0𝑄*𝑥0 ⩽ 𝑥T0𝑄𝑥0.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà 𝐽 ìîæíî èñêàòü êàê ðå-
øåíèå çàäà÷è SDP

min
𝑄

𝑥T0𝑄𝑥0 ïðè îãðàíè÷åíèè (3.1.30).



196 ГЛАВА 3. ОПТИМИЗАЦИЯ В ТАУ

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å. Ñèñòåìà (3.1.24), çàìêíóòàÿ îáðàòíîé
ñâÿçüþ (3.1.25), ïðèíèìàåò âèä

�̇� = (𝐴+𝐵𝐾)𝑥,

è íà åå ðåøåíèÿõ èìååì

𝐽 =

∞∫︁
0

(𝑥T𝑅𝑥+ 𝑥T𝐾T𝑆𝐾𝑥) 𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

𝑥T(𝑅+𝐾T𝑆𝐾)𝑥 𝑑𝑡.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé Áåëëìàíà 3.1.3 (òî÷íåå, çàìå÷àíèåì ê
íåé), ïîëó÷àåì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà 𝐽 îáåñïå÷è-
âàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

min𝑥T0𝑄𝑥0

ïðè îãðàíè÷åíèè

(𝐴+𝐵𝐾)
T
𝑄+𝑄(𝐴+𝐵𝐾) ≼ −𝑅−𝐾T𝑆𝐾.

Äîìíîæèâ ïîñëåäíåå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî ñëåâà è ñïðàâà íà ìà-
òðèöó 𝑃 = 𝑄−1, ïîëó÷àåì

(𝐴+𝐵𝐾)𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾)
T

+ 𝑃𝑅𝑃 + 𝑃𝐾T𝑆𝐾𝑃 ≼ 0,

èëè, äâàæäû ïðèìåíÿÿ ëåììó Øóðà,⎛⎝(𝐴+𝐵𝐾)𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾)
T

𝑃 𝑃𝐾T

𝑃 −𝑅−1 0
𝐾𝑃 0 −𝑆−1

⎞⎠ ≼ 0.

Îêîí÷àòåëüíî, ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ

𝑌 = 𝐾𝑃,

ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó⎛⎝𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T 𝑃 𝑌 T

𝑃 −𝑅−1 0
𝑌 0 −𝑆−1

⎞⎠ ≼ 0. (3.1.31)

Òàêèì îáðàçîì, íà ðåøåíèÿõ ïîëó÷åííîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà
ñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

𝑥T0𝑄𝑥0 = 𝑥T0 𝑃
−1𝑥0,



3.1. ЛМН в задачах управления 197

êîòîðàÿ íåëèíåéíà ïî ïåðåìåííîé 𝑃 . Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñêàëÿðíóþ ïå-
ðåìåííóþ 𝛾 è, èñïîëüçóÿ ïðèåì (2.7.7)�(2.7.8) èç ðàçäåëà 2.7.3, çàïè-
øåì íåðàâåíñòâî

𝑥T0 𝑃
−1𝑥0 ⩽ 𝛾

â âèäå ËÌÍ (︂
𝛾 𝑥T0
𝑥0 𝑃

)︂
≽ 0.

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó âåñîâàÿ ìàòðèöà 𝑅 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà,
â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.7.1 èìååì

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T ≺ 0

äëÿ âñåõ 𝑃 è 𝑌 , óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.1.31). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóþùèé ðåãóëÿòîð 𝐾 = 𝑌 𝑃−1 áóäåò ñòàáèëèçèðóþùèì (ñì. ðàç-
äåë 3.1.1).

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Теорема 3.1.7. Пусть 𝑃*, 𝑌* — решение задачи SDP

min 𝛾

при ограничениях⎛⎝𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T 𝑃 𝑌 T

𝑃 −𝑅−1 0
𝑌 0 −𝑆−1

⎞⎠ ≼ 0, (3.1.32)

(︂
𝛾 𝑥T0
𝑥0 𝑃

)︂
≽ 0, 𝑃 ≻ 0

относительно матричных переменных 𝑃 ∈ S𝑛, 𝑌 ∈ R𝑝×𝑛 и скалярной
переменной 𝛾.

Тогда регулятор (3.1.25) с матрицей

𝐾* = 𝑌*𝑃
−1
*

стабилизирует систему (3.1.24). При этом квадратичная форма

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃−1
* 𝑥

является функцией Ляпунова для замкнутой системы, а величина
𝐽* = 𝑥T0 𝑃

−1
* 𝑥0 дает минимальное значение функционала (3.1.26) на

решениях системы (3.1.24) с начальным условием 𝑥0.
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Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â òåîðåìå 3.1.7, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòíîñè-
òåëüíî äâóõ ìàòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ 𝑃 è 𝑌 è îäíîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåí-
íîé 𝛾. Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîì
ðåãóëÿòîðå ñâåäåíà ê ôîðìàòó SDP. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó âåñîâûå
ìàòðèöû 𝑅 è 𝑆 (òî÷íåå, ìàòðèöû, îáðàòíûå ê íèì) âõîäÿò â ìàòðè÷-
íîå íåðàâåíñòâî (3.1.32) ëèíåéíî, òî ïðè íåîáõîäèìîñòè è îíè ìîãóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïåðåìåííûå.

Пример 3.1.2. Âåðíåìñÿ ê äâóõìàññîâîé ñèñòåìå, ðàññìîòðåííîé
â ïðèìåðå 3.1.1, è ïîñòðîèì äëÿ íåå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûé ðåãóëÿòîð,
ïîëàãàÿ âåñîâûå ìàòðèöû åäèíè÷íûìè:

𝑅 = 𝑆 = 𝐼.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 3.1.7, äëÿ íà÷àëüíîé òî÷êè

𝑥0 =

⎛⎜⎜⎝
−1
1
1
−1

⎞⎟⎟⎠
íàõîäèì

𝑃* =

⎛⎜⎜⎝
0,5847 0,2782 −0,2891 −0,2743
0,2782 0,4491 −0,0784 −0,1546
−0,2891 −0,0784 0,6993 −0,0005
−0,2743 −0,1546 −0,0005 0,3745

⎞⎟⎟⎠,
𝑌* =

(︀
0 0 −1 0

)︀
,

îòêóäà
𝐾* =

(︀
−1,7212 0,3070 −2,1078 −1,1366

)︀
è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

𝐽* = 16,6635.

Ïðè ýòîì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èìååò âïîëíå ðàçóìíóþ ñòåïåíü óñòîé-
÷èâîñòè

𝜎(𝐴𝑐) = −max
𝑖

Re𝜆𝑖(𝐴+𝐵𝐾*) = 0,3738. ▼
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Замечание 3.1.7. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó î ëèíåéíî-êâàä-
ðàòè÷íîì ðåãóëÿòîðå â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, êîãäà ìèíèìèçèðóå-
ìûé ôóíêöèîíàë èìååò ñòðóêòóðó

𝐽 =

∞∫︁
0

(𝑥T𝑅𝑥+ 2𝑢T𝐿T𝑥+ 𝑢T𝑆𝑢) 𝑑𝑡,

ãäå 𝑅 ∈ S𝑛, 𝐿 ∈ R𝑛×𝑝 è 𝑆 ∈ S𝑝 � çàäàííûå ìàòðèöû òàêèå, ÷òî(︂
𝑅 𝐿
𝐿T 𝑆

)︂
≻ 0.

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîé âûøå ñ ïîìîùüþ çà-
ìåíû

𝑢 = ̃︀𝑢− 𝑆−1𝐿T𝑥. ▼

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3.1.7 ÿâíî ïðèñóò-
ñòâóþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 𝑥0 ñèñòåìû, ïîýòîìó ïîëó÷åííûé ðåãóëÿ-
òîð, áóäó÷è îïòèìàëüíûì ïî êðèòåðèþ, çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ 𝑥0, è äëÿ
äðóãèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷ó ïðèäåòñÿ ðåøàòü çàíîâî. Ýòèì ïî-
ëó÷åííîå ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî (èñïîëüçóþùåãî óðàâ-
íåíèå Ðèêêàòè), êîòîðîå ïðèâîäèò ê ¾óíèâåðñàëüíîìó¿ ðåãóëÿòîðó,
äàþùåìó îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ для любого начального усло-
вия.

Òàêîé íåïðèÿòíîñòè ìîæíî èçáåæàòü, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå
ñëåäñòâèå Á.4, ñîãëàñíî êîòîðîìó, îïòèìèçèðóÿ след ìàòðèöû íà ðå-
øåíèÿõ неравенства Ëÿïóíîâà èëè Ðèêêàòè, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñî-
îòâåòñòâóþùåãî уравнения. Èíûìè ñëîâàìè, ðåøàÿ çàäà÷ó SDP âèäà
max tr𝑃 ïðè îãðàíè÷åíèè (3.1.32), ïðèõîäèì ê ðåãóëÿòîðó, ñîâïàäàþ-
ùåìó ñ êëàññè÷åñêèì, ïîëó÷åííûì ÷åðåç ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.

3.1.4. 𝐻∞-оптимизация

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+𝐷𝑤, 𝑥(0) = 0,

𝑦 = 𝐶𝑥,
(3.1.33)

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ Rℓ×𝑛 ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, âõîäîì
(âíåøíèì âîçìóùåíèåì) 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚 è âûõîäîì 𝑦(𝑡) ∈ Rℓ.
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Íàïîìíèì (ñì. ïðèëîæåíèå Â.3), ÷òî ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòå-
ìû (3.1.33) îò âõîäà 𝑤 ê âûõîäó 𝑦 èìååò âèä

𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐷.

Ïðè ýòîì âûðàæåíèå

‖𝐺(𝑠)‖∞ = sup
𝜔
‖𝐶(𝑗𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐷‖2

îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìóþ 𝐻∞-норму передаточной функции 𝐺(𝑠)
(ñì. ïðèëîæåíèå Â.4); äëÿ óñòîé÷èâîé ñèñòåìû ýòà âåëè÷èíà êîíå÷íà
è ðàâíà êîýôôèöèåíòó

sup
‖𝑤‖2 ̸=0

‖𝑦‖2
‖𝑤‖2

óñèëåíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ñèñòåìó (âõîäíîé
è âûõîäíîé ñèãíàë èçìåðÿþòñÿ â íîðìå 𝐿2).

Ïîñòðîåíèå ñèñòåì, îïòèìàëüíûõ ïî êðèòåðèþ 𝐻∞-íîðìû, ñîñòàâ-
ëÿåò ïðåäìåò 𝐻∞-оптимизации � áîëüøîãî ðàçäåëà òåîðèè àâòîìà-
òè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Лемма 3.1.4. Рассмотрим систему, заданную с помощью пере-
даточной функции:

𝑧 = 𝐺(𝑠)𝑤, 𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑗𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐷,

где матрица 𝐴 гурвицева, 𝑧 — выход системы, а 𝑤 — внешнее возму-
щение, ограниченное в 𝐿2-норме:

‖𝑤‖22 =

∞∫︁
0

𝑤T(𝑡)𝑤(𝑡) 𝑑𝑡 ⩽ 1. (3.1.34)

Тогда
‖𝐺(𝑠)‖∞ = sup

𝑤
‖𝑧‖2,

где супремум берется по всем входным возмущениям, удовлетворя-
ющим (3.1.34).

Îäíîé èç çàäà÷ òåîðèè 𝐻∞-îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà-
÷åíèÿ 𝐻∞-íîðìû ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè óñòîé÷èâîé ñèñòåìû. Ñïîñî-
áû âû÷èñëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû ïðè îïèñàíèè ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïå-
ðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé õîðîøî èçâåñòíû. Ðàññìîòðèì àëüòåðíàòèâíûé
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ñïîñîá, ïðåäïîëàãàþùèé îïèñàíèå ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé
è îñíîâàííûé íà òåõíèêå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Îí ÷èñ-
ëåííî óñòîé÷èâ è äàåò òî÷íûé ðåçóëüòàò ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ ôîðìóëèðîâêó, à èìåííî, äëÿ
ñèñòåìû

�̇� = 𝐴𝑥+𝐷𝑤, 𝑥(0) = 0,

ñ ãóðâèöåâîé ìàòðèöåé 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 è 𝐿2-îãðàíè-
÷åííûì âíåøíèì âîçìóùåíèåì 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè-
÷åíèþ (3.1.34), áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ âåëè÷èíîé

𝐽 =

∞∫︁
0

𝑥T𝑅𝑥𝑑𝑡, 𝑅 ≻ 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝑅 = 𝐼 ýòîò ïîêàçàòåëü ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì 𝐿2-
íîðìû ðåøåíèÿ:

∞∫︁
0

𝑥T𝑥 𝑑𝑡 = ‖𝑥‖22.

Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ôóíêöèîíàë 𝐽 íà ðåøåíèÿõ ñè-
ñòåìû ïðè âñåâîçìîæíûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèÿõ ‖𝑤‖2 ⩽ 1? ßñíî, ÷òî
𝐽min = 0 ïðè 𝑤(𝑡) ≡ 0 (òîãäà 𝑥(𝑡) ≡ 0), ïîýòîìó âàæíî íàéòè âåëè÷èíó
𝐽max = max

‖𝑤‖2⩽1
𝐽 .

Теорема 3.1.8. Для функционала

𝐽 =

∞∫︁
0

𝑥T𝑅𝑥𝑑𝑡, 𝑅 ≻ 0,

на решениях системы

�̇� = 𝐴𝑥+𝐷𝑤, 𝑥(0) = 0, (3.1.35)

с гурвицевой матрицей 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑚, состоянием 𝑥(𝑡) и
𝐿2-ограниченным внешним возмущением 𝑤(𝑡) : ‖𝑤‖2 ⩽ 1 справедлива
оценка

𝐽 ⩽ 𝛾*,

где 𝛾* — решение задачи SDP

min 𝛾 при

(︂
𝐴T𝑄+𝑄𝐴+𝑅 𝑄𝐷

𝐷T𝑄 −𝛾𝐼

)︂
≼ 0, 𝑄 ≻ 0 (3.1.36)
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относительно матричной переменной 𝑄 ∈ S𝑛 и скалярной перемен-
ной 𝛾.

Доказательство. Ïóñòü ËÌÍ (3.1.36) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòî-
ðîãî 𝛾 > 0 è 𝑄 ≻ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑤 ∈ R𝑚
âåðíî (︂

𝑥
𝑤

)︂T(︂
𝐴T𝑄+𝑄𝐴+𝑅 𝑄𝐷

𝐷T𝑄 −𝛾𝐼

)︂(︂
𝑥
𝑤

)︂
⩽ 0,

èëè

𝑥T(𝐴T𝑄+𝑄𝐴+𝑅)𝑥+ 𝑥T𝑄𝐷𝑤 + 𝑤T𝐷T𝑄𝑥− 𝛾𝑤T𝑤 ⩽ 0. (3.1.37)

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑄𝑥

ñ íåêîòîðîé ìàòðèöåé 𝑄 ≻ 0. Íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (3.1.35) èìååì

�̇� (𝑥) = �̇�T𝑄𝑥+ 𝑥T𝑄�̇� = (𝐴𝑥+𝐷𝑤)
T
𝑄𝑥+ 𝑥T𝑄(𝐴𝑥+𝐷𝑤),

îòêóäà ñ ó÷åòîì (3.1.37)

�̇� (𝑥) ⩽ −𝑥T𝑅𝑥+ 𝛾𝑤T𝑤.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî 𝑡 îò 0 äî 𝑇 , ñ ó÷åòîì 𝑉
(︀
𝑥(0)

)︀
= 0

ïîëó÷àåì

𝑉
(︀
𝑥(𝑇 )

)︀
⩽ −

𝑇∫︁
0

𝑥T𝑅𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

𝑇∫︁
0

𝑤T𝑤 𝑑𝑡.

Ïîñêîëüêó 𝑉
(︀
𝑥(𝑇 )

)︀
⩾ 0, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè 𝑇 →∞ (÷òî âîçìîæ-

íî â ñèëó ãóðâèöåâîñòè ìàòðèöû 𝐴) èìååì

∞∫︁
0

𝑥T𝑅𝑥𝑑𝑡 ⩽ 𝛾

∞∫︁
0

𝑤T𝑤 𝑑𝑡 ⩽ 𝛾.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 𝛾 äàåò âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ôóíêöèîíàëà 𝐽 . ■

Êàê âèäèì, ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ñâåäåíà ê çàäà÷å ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî
ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé 𝑄 è ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé 𝛾.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïàðà (𝐴,𝐷) óïðàâëÿåìà (ñì. ïðèëîæåíèå Â.7), òî
îöåíêà ñâåðõó äëÿ ôóíêöèîíàëà 𝐽 , ïðåäîñòàâëÿåìàÿ âåëè÷èíîé 𝛾*, ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòèæèìîé. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò âîçìóùåíèå (3.1.34),
äëÿ êîòîðîãî 𝐽 = 𝛾*.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.1.8 îñòàåòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûì è â òîì ñëó÷àå, êîãäà 𝑅 = 𝐶T𝐶 è ïàðà (𝐴,𝐶) íàáëþäàåìà (ñì.
ïðèëîæåíèå Â.9). Òîãäà ôóíêöèîíàë 𝐽 ìîæåò ïîíèìàòüñÿ êàê êâàä-
ðàò 𝐿2-íîðìû âûõîäà 𝑧 = 𝐶𝑥 ñèñòåìû (3.1.35) ïðè 𝐿2-îãðàíè÷åííîì
âíåøíåì âîçìóùåíèè, à âåëè÷èíà 𝛾*, ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå (3.1.8),
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå êàê êâàäðàò 𝐻∞-íîðìû ïåðåäàòî÷-
íîé ôóíêöèè îò âõîäà 𝑤 ê âûõîäó 𝑧. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà (3.1.8)
ïðåäëàãàåò åùå îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ 𝐻∞-íîðìû.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å ñèíòåçà è ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòå-
ìó óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵1𝑢+𝐷𝑤, 𝑥(0) = 0,

𝑧 = 𝐶𝑥+𝐵2𝑢,
(3.1.38)

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵1 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ Rℓ×𝑛, 𝐵2 ∈ Rℓ×𝑝, ñ ñîñòîÿíè-
åì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, ðåãóëèðóåìûì âûõîäîì 𝑧(𝑡) ∈ Rℓ, óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝
è âíåøíèì âîçìóùåíèåì 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚, îãðàíè÷åííûì â 𝐿2-íîðìå.

Â ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à 𝐻∞-оптимизации çàêëþ÷àåòñÿ â
âûáîðå ðåãóëÿòîðà â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî
ñîñòîÿíèþ

𝑢 = 𝐾𝑥, 𝐾 ∈ R𝑝×𝑛, (3.1.39)

êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíó 𝐻∞-íîðìû ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè
ñèñòåìû (3.1.38).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.1.4 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàë

𝐽 =

∞∫︁
0

𝑧T𝑧 𝑑𝑡 = ‖𝑧‖22

è áóäåì èñêàòü åãî ìèíèìóì ïî âñåì ñòàáèëèçèðóþùèì ðåãóëÿòîðàì
âèäà (3.1.39); ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è äàåò𝐻∞-îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â (3.1.38) óïðàâëåíèå 𝑢 âêëþ÷åíî â óðàâíå-
íèå äëÿ âûõîäà 𝑧 äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷èòü âåëè÷èíó èñïîëüçóåìîãî
óïðàâëåíèÿ. Ñ òîé æå ñàìîé öåëüþ óïðàâëåíèå áûëî ââåäåíî â êðèòå-
ðèé 𝐽 â çàäà÷å î ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîì ðåãóëÿòîðå, ñì. (3.1.26).

Ñóùåñòâóþò ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, èñõîäÿùèå èç îïèñàíèÿ
ñèñòåìû â ÷àñòîòíîé îáëàñòè (òî åñòü ñ ïîìîùüþ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíê-
öèé). Îíè èñïîëüçóþò äîâîëüíî ñëîæíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
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è íåïðîñòû ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ìû æå ñíîâà âîñïîëü-
çóåìñÿ òåõíèêîé ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è ñâåäåì çàäà÷ó ê
ïîëóîïðåäåëåííîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ.

Ïðåîáðàçóåì âåëè÷èíó ‖𝑧‖22:

‖𝑧‖22 =

∞∫︁
0

(𝐶𝑥+𝐵2𝑢)
T

(𝐶𝑥+𝐵2𝑢) 𝑑𝑡 =

=

∞∫︁
0

(𝑥T𝐶T𝐶𝑥+ 2𝑢T𝐵T
2 𝐶𝑥+ 𝑢T𝐵T

2 𝐵2𝑢) 𝑑𝑡.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü1, ÷òî 𝐵T
2 𝐶 = 0, òîãäà

‖𝑧‖22 =

∞∫︁
0

(𝑥T𝐶T𝐶𝑥+ 𝑢T𝐵T
2 𝐵2𝑢) 𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

𝑥T(𝐶T𝐶 +𝐾T𝐵T
2 𝐵2𝐾)𝑥 𝑑𝑡.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.1.8 çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè ìàòðè÷íîå íåðà-
âåíñòâî(︂

𝐴T
𝑐 𝑄+𝑄𝐴𝑐 + 𝐶T𝐶 +𝐾T𝐵T

2 𝐵2𝐾 𝑄𝐷
𝐷T𝑄 −𝛾𝐼

)︂
≼ 0, (3.1.40)

ãäå 𝐴𝑐 = 𝐴+𝐵1𝐾, èìååò ðåøåíèå 𝑄 ≻ 0, òî 𝐽 ⩽ 𝛾.
Óìíîæèâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî (3.1.40) ñëåâà è ñïðàâà íà áëî÷-

íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó diag
{︀
𝑃 0

}︀
, ãäå 𝑃 = 𝑄−1, èìååì(︂

Ω 𝐷
𝐷T −𝛾𝐼

)︂
≼ 0,

ãäå

Ω = 𝑃 (𝐴+𝐵1𝐾)
T

+ (𝐴+𝐵1𝐾)𝑃 + 𝑃𝐶T𝐶𝑃 + 𝑃𝐾T𝐵T
2 𝐵2𝐾𝑃,

èëè, äâàæäû ïðèìåíÿÿ ëåììó Øóðà,⎛⎜⎜⎝
𝑃 (𝐴+𝐵1𝐾)

T
+ (𝐴+𝐵1𝐾)𝑃 𝐷 𝑃𝐶T 𝑃𝐾T𝐵T

2

𝐷T −𝛾𝐼 0 0
𝐶𝑃 0 −𝐼 0

𝐵2𝐾𝑃 0 0 −𝐼

⎞⎟⎟⎠ ≼ 0.

1Это предположение непринципиально и вводится исключительно для упроще-
ния выкладок. В общем случае можно воспользоваться соответствующей заменой
переменных, см. замечание 3.1.7.
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Ïîñëå çàìåíû 𝑌 = 𝐾𝑃 îêîí÷àòåëüíî èìååì⎛⎜⎜⎝
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵1𝑌 + 𝑌 T𝐵T

1 𝐷 𝑃𝐶T 𝑌 T𝐵T
2

𝐷T −𝛾𝐼 0 0
𝐶𝑃 0 −𝐼 0
𝐵2𝑌 0 0 −𝐼

⎞⎟⎟⎠ ≼ 0. (3.1.41)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (3.1.41) âû-
ïîëíÿåòñÿ ïðè íåêîòîðûõ 𝑃 ≻ 0, 𝑌 è 𝛾, òî 𝐽 ⩽ 𝛾, à ñîîòâåòñòâóþùèé
ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð ïîëó÷àåòñÿ êàê 𝐾 = 𝑌 𝑃−1.

Замечание 3.1.8. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áóäó÷è 𝐻∞-îïòèìàëü-
íûì, ïîëó÷åííûé ðåãóëÿòîð 𝐾 = 𝑌 𝑃−1 ìîæåò îáëàäàòü íåêîòîðûìè
íåäîñòàòêàìè. Â ÷àñòíîñòè, èç-çà íåñòðîãîñòè ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñò-
âà (3.1.41) îí ìîæåò íå îêàçàòüñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì (çàìêíóòàÿ ñèñòå-
ìà áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè, òî åñòü 𝜎(𝐴+𝐵1𝐾) = 0).
×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïðîñòåéøèé
ñïîñîá: â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 3.1.4 çàìåíèì ëåâûé âåðõíèé áëîê
â (3.1.41) íà

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵1𝑌 + 𝑌 T𝐵T
1 + 2𝜎𝑃,

ãäå 𝜎 > 0 � æåëàåìàÿ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû. ▼

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Теорема 3.1.9. Пусть 𝑃*, 𝑌*, 𝛾* — решение задачи SDP

min 𝛾

при ограничениях⎛⎜⎜⎝
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵1𝑌 + 𝑌 T𝐵T

1 + 2𝜎𝑃 𝐷 𝑃𝐶T 𝑌 T𝐵T
2

𝐷T −𝛾𝐼 0 0
𝐶𝑃 0 −𝐼 0
𝐵2𝑌 0 0 −𝐼

⎞⎟⎟⎠ ≼ 0,

𝑃 ≻ 0

относительно матричных переменных 𝑃 ∈ S𝑛, 𝑌 ∈ R𝑝×𝑛 и скаляр-
ной переменной 𝛾 при некотором фиксированном значении парамет-
ра 𝜎 > 0.

Тогда стабилизирующий регулятор (3.1.39) с матрицей

𝐾* = 𝑌*𝑃
−1
*
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будет минимизировать функционал 𝐽 = sup
𝑤
‖𝑧‖22 на решениях систе-

мы (3.1.38) со степенью устойчивости 𝜎:

𝐽min = 𝛾*,

а квадратичная форма 𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃−1
* 𝑥 будет являться функцией Ля-

пунова для замкнутой системы.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âíîâü ñâåäåíà ê ôîðìàòó SDP.

Пример 3.1.3. Âíîâü îáðàòèìñÿ ê äâóõìàññîâîé ñèñòåìå èç ïðè-
ìåðà 3.1.1 è áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà ëåâîå è ïðàâîå òåëî âîçäåéñòâóþò
êîìïîíåíòû 𝐿2-îãðàíè÷åííîãî âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ

𝑤 =

(︂
𝑤1

𝑤2

)︂
,

ñì. ðèñ. 3.1.4.

Рис. 3.1.4. Двухмассовая система из примера 3.1.3.

Ïðè ýòîì ìàòðèöû ñèñòåìû (3.1.38) (ïðè åäèíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 1 0 0
1 −1 0 0

⎞⎟⎟⎠, 𝐵1 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
1
0

⎞⎟⎟⎠, 𝐷 =

⎛⎜⎜⎝
0 0
0 0
1 0
0 1

⎞⎟⎟⎠.
Â êà÷åñòâå ðåãóëèðóåìîãî âûõîäà ñèñòåìû ïðèìåì âåêòîð

𝑧 =

⎛⎝𝑣1𝑣2
𝑢

⎞⎠,
òàê ÷òî

𝐶 =

⎛⎝0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞⎠, 𝐵2 =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠.
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Çàäàâøèñü öåëåâîé ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè 𝜎 = 0,1 çàìêíóòîé ñè-
ñòåìû è ðåøàÿ çàäà÷ó SDP èç òåîðåìû 3.1.9, ïîëó÷àåì

𝑃* =

⎛⎜⎜⎝
2,3458 2,1908 −0,4298 −0,4536
2,1908 2,2804 −0,2048 −0,2915
−0,4298 −0,2048 0,4778 0,0694
−0,4536 −0,2915 0,0694 0,2289

⎞⎟⎟⎠,
𝑌* =

(︀
0 0 −1 0

)︀
.

Ýòîé ïàðå ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿòîð

𝐾* =
(︀
−1,7182 1,4064 −0,7433 −1,3887

)︀
· 103,

äîñòàâëÿþùèé ôóíêöèîíàëó 𝐽 = sup
𝑤
‖𝑧‖22 íà ðåøåíèÿõ çàìêíóòîé ñè-

ñòåìû çíà÷åíèå 4,5200. Ïðè ýòîì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èìååò ñòåïåíü
óñòîé÷èâîñòè 𝜎(𝐴 + 𝐵1𝐾*) = 0,1672. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 2.7.2 ñòðîãîå ËÌÍ 𝑃 ≻ 0 çàìåíåíî íà íåñòðîãîå
𝑃 ≽ 𝑃0 ïðè 𝑃0 = 0,0001𝐼. ▼

3.2. Робастная стабилизация и управление

Â ðàçäåëå 3.1.4 ðàññìîòðåí îäèí èç èñòî÷íèêîâ íåîïðåäåëåííîñòè
â îïèñàíèè ñèñòåìû � íåèçâåñòíûå âíåøíèå âîçìóùåíèÿ; â îñòàëüíîì
âåçäå âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äîñòóïíî òî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïè-
ñàíèå ñèñòåìû. Ýòà ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçèðîâàííîé: â ðåàëüíûõ
çàäà÷àõ íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóåò íåîïðåäåëåííîñòü â îïèñàíèè ñèñòå-
ìû è èñïîëüçóåìîå óïðàâëåíèå äîëæíî áûòü ðàáîòîñïîñîáíî â ýòèõ
óñëîâèÿõ. Òàêîå óïðàâëåíèå íàçûâàåòñÿ робастным.

3.2.1. Структурированная матричная
неопределенность

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìàòðèö ñî ñòðóêòóðèðîâàííîé ìàòðè÷íîé
íåîïðåäåëåííîñòüþ âèäà

𝐴(∆) = 𝐴+ 𝐹∆𝐻, (3.2.1)

ãäå ìàòðèöà 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 óñòîé÷èâà, 𝐹 ∈ R𝑛×𝑞1 ,𝐻 ∈ R𝑞2×𝑛, à âîçìóùåíèå
∆ ∈ R𝑞1×𝑞2 (âîçìîæíî, çàâèñÿùåå îò âðåìåíè) îãðàíè÷åíî ïî íîðìå:

‖∆‖ ⩽ 𝛾.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî 𝛾 = 1; ýòîãî ëåãêî
äîáèòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ìàñøòàáèðîâàíèåì ìàòðèöû 𝐹 èëè 𝐻.

Îáðàòèìñÿ ê èäåÿì êâàäðàòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè è ïîêàæåì, ÷òî
ïîñòðîåíèå îáùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ линейных
ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, çíà÷èòåëüíî óïðîùàÿ âû÷èñëåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì ñïåðâà çàäà÷ó ïðîâåðêè êâàäðàòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè ïðè ‖∆‖ ⩽ 1.

Êàê ïîêàçàíî ðàíåå, âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà

(𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑃 + 𝑃 (𝐴+ 𝐹∆𝐻)
T ≺ 0,

òî åñòü
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 𝐹∆𝐻𝑃 + 𝑃𝐻T∆T𝐹T ≺ 0

ñ íåêîòîðîé ìàòðèöåé 𝑃 ≻ 0 ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ íåîïðåäåëåííîñòÿõ
îçíà÷àåò, ÷òî ó ñåìåéñòâà (3.2.1) åñòü îáùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà 𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃−1𝑥. Òåïåðü îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé
Ïèòåðñåíà (â ôîðìå ëåììû 2.7.6) ñ

𝐺 = 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T, 𝑀 = 𝐹, 𝑁 = 𝐻𝑃

è çàïèñàòü ïîñëåäíåå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî â âèäå ýêâèâàëåíòíîãî
åìó ËÌÍ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé 𝜀 > 0 è ìàòðè÷íîé ïå-
ðåìåííîé 𝑃 ≻ 0: (︂

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 𝜀𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝜀𝐼

)︂
≺ 0. (3.2.2)

Åñëè ýòî ËÌÍ ðàçðåøèìî, òî ñåìåéñòâî (3.2.1) ðîáàñòíî êâàäðàòè÷íî
óñòîé÷èâî, è íàîáîðîò.

Îêîí÷àòåëüíî, ïðèäàâ ËÌÍ (3.2.2) âèä(︂
𝐴( 1

𝜀𝑃 ) + ( 1
𝜀𝑃 )𝐴T + 𝐹𝐹T ( 1

𝜀𝑃 )𝐻T

𝐻( 1
𝜀𝑃 ) −𝐼

)︂
≺ 0

è ïåðåîáîçíà÷èâ

𝑃
.
=

1

𝜀
𝑃,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Теорема 3.2.1. Разрешимость линейных матричных неравенств(︂
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝐼

)︂
≺ 0, 𝑃 ≻ 0

относительно матричной переменной 𝑃 ∈ S𝑛 эквивалентна квадра-
тичной устойчивости семейства (3.2.1) при всех ‖∆‖ ⩽ 1, причем
решение ̂︀𝑃 определяет общую квадратичную функцию Ляпунова.
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Òåïåðü íåòðóäíî âû÷èñëèòü радиус квадратичной устойчивости
ñåìåéñòâà (3.2.1):

𝛾max
.
= sup

{︀
𝛾 : (𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑃 + 𝑃 (𝐴+ 𝐹∆𝐻)

T ≺ 0

ïðè íåêîòîðîì 𝑃 ≻ 0 è âñåõ ‖∆‖ ⩽ 𝛾
}︀
, (3.2.3)

òî åñòü ìàêñèìàëüíûé ðàçìàõ 𝛾max íåîïðåäåëåííîñòè ∆, òàêîé, ÷òî
ïðè âñåõ 0 < 𝛾 < 𝛾max ó ñåìåéñòâà èìååòñÿ îáùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ Ëÿïóíîâà.

Èòàê, ïóñòü ‖∆‖ ⩽ 𝛾; ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 𝛾(𝐹∆𝐻𝑃 + 𝑃𝐻T∆T𝐹T) ≺ 0

ïðè íåêîòîðîé ìàòðèöå 𝑃 ≻ 0 è âñåõ íåîïðåäåëåííîñòÿõ ‖∆‖ ⩽ 1.
Ïîëüçóÿñü ëåììîé Ïèòåðñåíà (â ôîðìå ëåììû 2.7.6) ñ

𝐺 = 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T, 𝑀 = 𝛾𝐹, 𝑁 = 𝐻𝑃

è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îäíîðîäíîñòü íåðàâåíñòâà (3.2.2), ïîëó÷àåì(︂
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 𝛾2𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝐼

)︂
≺ 0, 𝑃 ≻ 0.

Ñ ó÷åòîì çàìå÷àíèÿ 2.7.1 ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Теорема 3.2.2. Пусть 𝛾* — решение задачи SDP

min(−𝛾)

при ограничениях(︂
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 𝛾𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝐼

)︂
≼ 0, 𝑃 ≻ 0,

относительно матричной переменной 𝑃 ∈ S𝑛 и скалярной перемен-
ной 𝛾. Тогда радиус квадратичной устойчивости семейства (3.2.1)
равен

√
𝛾*.

Замечание 3.2.1. Òåîðåìà 3.2.2 óòâåðæäàåò, ÷òî âåëè÷èíà 𝛾* ðàâ-
íà ðàäèóñó êâàäðàòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè (3.2.3). Ïðè ýòîì â ñèëó íå-
ñòðîãîñòè ËÌÍ-îãðàíè÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà 𝑃*, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå îïðåäåëÿåò îáùåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Îäíà-
êî, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà êâàäðàòè÷íîé óñòîé÷èâîñòè,
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äëÿ ëþáîãî ̃︀𝛾 < 𝛾*, ñêîëü óãîäíî áëèçêîãî ê 𝛾*, íàéäåòñÿ 𝑃 ≻ 0 òàêîå,
÷òî âûïîëíåíî строгое ËÌÍ-óñëîâèå.

Ïðè ýòîì îáùåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ñåìåéñòâà (3.2.1) ïðè âñåõ
‖∆‖ ⩽ ̃︀𝛾 áóäåò îòâå÷àòü ðåøåíèå 𝑃* çàäà÷è SDP

min(−𝜀)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ(︂
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 𝜀𝐼 + ̃︀𝛾2𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝐼

)︂
≼ 0, 𝑃 ≻ 0

îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé 𝑃 ∈ S𝑛 è ñêàëÿðíîé ïåðåìåí-
íîé 𝜀 > 0. ▼

3.2.2. Робастная квадратичная стабилизация

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè â ðîáàñòíîì âàðè-
àíòå. À èìåííî, äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

�̇� = (𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑥+𝐵𝑢 (3.2.4)

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 è óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝, ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛,
𝐹 ∈ R𝑛×𝑞1 , 𝐻 ∈ R𝑞2×𝑛, ïàðà (𝐴,𝐵) óïðàâëÿåìà, à ìàòðè÷íàÿ íåîï-
ðåäåëåííîñòü ∆ ∈ R𝑞1×𝑞2 óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

‖∆‖ ⩽ 1,

áóäåì èñêàòü îáùèé ðåãóëÿòîð âèäà

𝑢 = 𝐾𝑥 (3.2.5)

òàêîé, ÷òîáû ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó (3.2.4) ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ
íåîïðåäåëåííîñòÿõ.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.1.5 èç ðàçäåëà 3.1.1 è áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèö 𝑃 ≻ 0 è 𝑌 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ìàòðè÷íîìó
íåðàâåíñòâó

(𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑃 + 𝑃 (𝐴+ 𝐹∆𝐻)
T

+𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T ≺ 0,

èëè

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T + 𝐹∆𝐻𝑃 + 𝑃𝐻T∆T𝐹T ≺ 0.
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Â ñèëó ëåììû Ïèòåðñåíà (â ôîðìå ëåììû 2.7.6) ñ

𝐺 = 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T, 𝑀 = 𝐹, 𝑁 = 𝐻𝑃

ïîëó÷åííîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ
çíà÷åíèÿõ ìàòðè÷íîé íåîïðåäåëåííîñòè ∆ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝜀 òàêîå, ÷òî(︂

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T + 𝜀𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝜀𝐼

)︂
≺ 0,

èëè(︂
𝐴( 1

𝜀𝑃 ) + ( 1
𝜀𝑃 )𝐴T +𝐵( 1

𝜀𝑌 ) + ( 1
𝜀𝑌 )

T
𝐵T + 𝐹𝐹T ( 1

𝜀𝑃 )𝐻T

𝐻( 1
𝜀𝑃 ) −𝐼

)︂
≺ 0.

Ïåðåîáîçíà÷àÿ

𝑃
.
=

1

𝜀
𝑃, 𝑌

.
=

1

𝜀
𝑌,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Теорема 3.2.3. Пусть матрицы ̂︀𝑃 и ̂︀𝑌 удовлетворяют линейным
матричным неравенствам(︂

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T + 𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝐼

)︂
≺ 0, 𝑃 ≻ 0. (3.2.6)

Тогда регулятор (3.2.5) с матрицей̂︀𝐾 = ̂︀𝑌 ̂︀𝑃−1

робастно квадратично стабилизирует систему (3.2.4) при всех нео-
пределенностях ‖∆‖ ⩽ 1, а квадратичная форма

𝑉 (𝑥) = 𝑥T ̂︀𝑃−1𝑥

является общей функцией Ляпунова для замкнутой системы (при
всех неопределенностях ‖∆‖ ⩽ 1).

Òåîðåìà 3.2.3 äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ робастной
квадратичной стабилизируемости íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû.

Упражнение 3.2.1. Используя замечание 3.1.4 покажите, что
в случае заданной степени устойчивости 𝜎 > 0 замкнутой систе-
мы первое из условий (3.2.6) теоремы 3.2.3 заменяется на нестрогое
матричное неравенство(︂

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T + 2𝜎𝑃 + 𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝐼

)︂
≼ 0.
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Ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæå è ñëó÷àé, êîãäà ñòðóêòóðèðîâàííàÿ íå-
îïðåäåëåííîñòü ñîäåðæèòñÿ è â ìàòðèöå 𝐵 ñèñòåìû:

�̇� = (𝐴+ 𝐹𝐴∆𝐴𝐻𝐴)𝑥+ (𝐵 + 𝐹𝐵∆𝐵𝐻𝐵)𝑢,

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐹𝐴 ∈ R𝑛×𝑞𝐴1 , 𝐻𝐴 ∈ R𝑞𝐴2 ×𝑛, 𝐹𝐵 ∈ R𝑛×𝑞𝐵1 ,
𝐻𝐵 ∈ R𝑞𝐵2 ×𝑚, ∆𝐴 ∈ R𝑞𝐴1 ×𝑞𝐴2 , ∆𝐵 ∈ R𝑞𝐵1 ×𝑞𝐵2 , ïðè÷åì

‖∆𝐴‖ ⩽ 1, ‖∆𝐵‖ ⩽ 1.

Îäíàêî ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã òåîðåìû 3.2.3 ïðåäîñòàâèò
ëèøü достаточные óñëîâèÿ ðîáàñòíîé êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçèðóå-
ìîñòè, ïîñêîëüêó ëåììà Ïèòåðñåíà äëÿ íåñêîëüêèõ íåîïðåäåëåííî-
ñòåé ñïðàâåäëèâà òîëüêî â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè. Íåîáõîäèìîñòü èìå-
åò ìåñòî ëèøü åñëè 𝐴 è 𝐵 ïîäâåðæåíû âîçäåéñòâèþ îäíîé è òîé æå
âîçìóùàþùåé ìàòðèöû: ∆𝐴 = ∆𝐵 (ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, âîçìîæíî
𝐹𝐴 ̸= 𝐹𝐵 , 𝐻𝐴 ̸= 𝐻𝐵).

Çàêîí÷èì ýòîò ðàçäåë èçó÷åíèåì åùå îäíîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòå-
ìû (3.2.4) � радиуса квадратичной стабилизируемости, êîòîðûé îï-
ðåäåëèì êàê âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî ðàçìàõà íåîïðåäåëåííîñòè, ïðè
êîòîðîì åùå âîçìîæíà ðîáàñòíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ñòàáèëèçàöèÿ:

𝛾stmax = sup
{︀
𝛾 : (𝐴+𝐵𝐾 + 𝐹∆𝐻)𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾 + 𝐹∆𝐻)

T ≺ 0

ïðè íåêîòîðîì 𝑃 ≻ 0, ðåãóëÿòîðå 𝐾 è âñåõ ‖∆‖ ⩽ 𝛾
}︀
.

Îòâåò äàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Теорема 3.2.4. Пусть 𝛾* — решение задачи SDP

min(−𝛾)

при ограничениях(︂
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T + 𝛾𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝐼

)︂
≼ 0, 𝑃 ≻ 0

относительно матричных переменных 𝑃 ∈ S𝑛, 𝑌 ∈ R𝑝×𝑛 и скалярной
переменной 𝛾. Тогда радиус квадратичной стабилизируемости систе-
мы (3.2.4) равен

√
𝛾*.

Упражнение 3.2.2. Дайте обоснование теореме 3.2.4, используя
утверждения теорем 3.2.2 и 3.2.3.
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Ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå.

Замечание 3.2.2. Â ñèñòåìå

�̇� = (𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑥+𝐵𝑢

ðàäèóñ êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçèðóåìîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò è íå
áûòü êîíå÷íûì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî çàâåäîìî èìååò ìåñòî ïðè 𝐹 = 𝐵. ▼

Â íèæåñëåäóþùåì ïðèìåðå ðàäèóñ êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçèðóåìî-
ñòè ñèñòåìû òàêæå áåñêîíå÷åí.

Пример 3.2.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

�̇� = (𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑥+𝐵𝑢,

ãäå

𝐴 =

(︂
−1 0
0 1

)︂
, 𝐵 =

(︂
0
1

)︂
,

𝐹 =

(︂
1
0

)︂
, 𝐻 =

(︀
0 1

)︀
, ∆ ∈ R.

Áóäåì èñêàòü ìàòðèöó óñèëåíèÿ â âèäå

𝐾 =
(︀
0 𝑘

)︀
;

òîãäà ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðèîáðåòàåò âèä

𝐴𝑐(∆) = 𝐴+ 𝐹∆𝐻 +𝐵𝐾 =

(︂
−1 ∆
0 𝑘 + 1

)︂
.

Î÷åâèäíî, ÷òî îíà óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑘 < −1,
ïðè÷åì óñòîé÷èâîñòü ñîõðàíÿåòñÿ при всех ∆ ∈ R.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé óðîâåíü íåîïðåäåëåííîñòè 𝛾 > 0
è íàéäåì îáùóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ ñåìåéñòâà
óñòîé÷èâûõ ñèñòåì �̇� = 𝐴𝑐(∆)𝑥 ïðè âñåõ |∆| < 𝛾. Áóäåì èñêàòü ìà-
òðèöó ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â âèäå

𝑃 =

(︂
𝑝1 0
0 𝑝2

)︂
≻ 0.

Ïðåäñòàâèì 𝑘 = −1− 𝜀, 𝜀 > 0; òîãäà

𝐴𝑐(∆)𝑃 + 𝑃𝐴T
𝑐 (∆) =

(︂
−2𝑝1 ∆𝑝2
∆𝑝2 −2𝜀𝑝2

)︂
.
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Äëÿ îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ýòîé ìàòðèöû ïîëó÷àåì (íàïðè-
ìåð, èç ëåììû Øóðà) ñëåäóþùåå óñëîâèå:

𝑝1 >
∆2

4𝜀
𝑝2,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ |∆| < 𝛾 ïðè âûáîðå

𝑝1 >
𝛾2

4𝜀
𝑝2,

íàïðèìåð, ïðè 𝑝2 = 𝜀, 𝑝1 = 𝛾2.
Èòîãî, êàêîâ áû íè áûë ðàçìàõ íåîïðåäåëåííîñòè 𝛾, ðîáàñòíî ñòà-

áèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð ìîæåò áûòü âûáðàí â âèäå 𝐾 =
(︀
0 −𝜀

)︀
,

𝜀 > 0, à â êà÷åñòâå ìàòðèöû îáùåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà
âçÿòà ìàòðèöà 𝑃 = diag

{︀
𝛾2 𝜀

}︀
. ▼

Èäåè è òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà, èñïîëüçîâàâøèåñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
(ðîáàñòíî) êâàäðàòè÷íî ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ ñàìûì ñóùå-
ñòâåííûì îáðàçîì áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè. Îñ-
íîâíûìè ñðåäè òàêèõ ñðåäñòâ ÿâëÿþòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ, ââåäåííàÿ
â òåîðåìå 3.1.5, è èñïîëüçîâàíèå ëåììû Ïèòåðñåíà äëÿ ó÷åòà ñòðóêòó-
ðèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòè ïðè ðîáàñòíîì ñèíòåçå.

Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû ðîáàñòíûå âàðèàíòû ëèíåéíî-êâàäðàòè÷-
íîé çàäà÷è è çàäà÷è 𝐻∞-îïòèìèçàöèè. Åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî ìû
îãðàíè÷èâàåìñÿ ïîñòðîåíèåì êâàäðàòè÷íî ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿ-
òîðîâ; ýôôåêòèâíàÿ òåõíèêà ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, îñíîâàííàÿ íà ëè-
íåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâàõ, áûëà îáñóæäåíà â ðàçäåëå 3.1. Ñî-
îòâåòñòâåííî, ãîâîðÿ î ìèíèìèçàöèè òîãî èëè èíîãî êðèòåðèÿ, ïîäðà-
çóìåâàåì, ÷òî îíà ïðîèçâîäèòñÿ â êëàññå ðîáàñòíî квадратично ñòà-
áèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ.

3.2.3. Робастный линейно-квадратичный
регулятор

Ïîñòðîèì îïòèìàëüíûé ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûé ðåãóëÿòîð â ñèòóà-
öèè, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû ñîäåðæèò ñòðóêòóðèðîâàííóþ ìàòðè÷íóþ
íåîïðåäåëåííîñòü. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ

�̇� = (𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑥+𝐵𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, (3.2.7)

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 è óïðàâëåíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑝, ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛,
𝐵 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐹 ∈ R𝑛×𝑞1 , 𝐻 ∈ R𝑞2×𝑛, à ìàòðè÷íàÿ íåîïðåäåëåííîñòü
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∆ ∈ R𝑞1×𝑞2 óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

‖∆‖ ⩽ 1. (3.2.8)

Áóäåì èñêàòü çàêîí óïðàâëåíèÿ â ôîðìå ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè
ïî ñîñòîÿíèþ

𝑢 = 𝐾𝑥, 𝐾 ∈ R𝑝×𝑛, (3.2.9)

ìèíèìèçèðóÿ êâàäðàòè÷íûé êðèòåðèé êà÷åñòâà

𝐽 = max
‖Δ‖⩽1

∞∫︁
0

(𝑥T𝑅𝑥+ 𝑢T𝑆𝑢) 𝑑𝑡, 𝑅, 𝑆 ≻ 0, (3.2.10)

ïî âñåì êâàäðàòè÷íî ñòàáèëèçèðóþùèì ðåãóëÿòîðàì.
Èíûìè ñëîâàìè, âñòàíåì íà ïîçèöèè ìèíèìàêñà è áóäåì îïòèìè-

çèðîâàòü êà÷åñòâî çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðîòèâ ¾íàèõóäøåé¿ íåîïðåäå-
ëåííîñòè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.7, áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèö
𝑃 ≻ 0 è 𝑌 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó⎛⎝(𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑃 + 𝑃 (𝐴+ 𝐹∆𝐻)

T
+𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T 𝑃 𝑌 T

𝑃 −𝑅−1 0
𝑌 0 −𝑆−1

⎞⎠ ≼ 0,

êîòîðîå ïðåäñòàâèìî â âèäå⎛⎝𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T 𝑃 𝑌 T

𝑃 −𝑅−1 0
𝑌 0 −𝑆−1

⎞⎠+

+

⎛⎝𝐹0
0

⎞⎠∆
(︀
𝐻𝑃 0 0

)︀
+

⎛⎝𝑃𝐻T

0
0

⎞⎠∆T
(︀
𝐹T 0 0

)︀
≼ 0.

Âíîâü âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé Ïèòåðñåíà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëó-
÷åííîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèÿõ ìàòðè÷íîé íåîïðåäåëåííîñòè ∆ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝜀 òàêîå, ÷òî⎛⎜⎜⎝

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T + 𝜀𝐹𝐹T 𝑃 𝑌 T 𝑃𝐻T

𝑃 −𝑅−1 0 0
𝑌 0 −𝑆−1 0
𝐻𝑃 0 0 −𝜀𝐼

⎞⎟⎟⎠ ≼ 0.

(3.2.11)
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Äàëåå, ïîñêîëüêó âåñîâàÿ ìàòðèöà 𝑅 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, â
ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.7.1 èìååì(︂

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T + 𝜀𝐹𝐹T 𝑃𝐻T

𝐻𝑃 −𝜀𝐼

)︂
≺ 0

äëÿ âñåõ 𝑃 è 𝑌 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ËÌÍ (3.2.11). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóþùèé ðåãóëÿòîð 𝐾 = 𝑌 𝑃−1 áóäåò ðîáàñòíî ñòàáèëèçèðîâàòü
ñèñòåìó (ñì. ðàçäåë 3.2.2).

Íàêîíåö, ìèíèìèçèðóÿ íà ðåøåíèÿõ ïîëó÷åííîãî ëèíåéíîãî ìà-
òðè÷íîãî íåðàâåíñòâà âåëè÷èíó 𝑥T0 𝑃

−1𝑥0 (ïåðåïèñàâ åå â âèäå ëèíåé-
íîé ôóíêöèè, òàê æå êàê è â íåðîáàñòíîì ñëó÷àå), ïðèõîäèì ê ñëåäó-
þùåìó óòâåðæäåíèþ.

Теорема 3.2.5. Пусть 𝑃*, 𝑌* — решение задачи SDP

min 𝛾

при ограничениях⎛⎜⎜⎝
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝑌 + 𝑌 T𝐵T + 𝜀𝐹𝐹T 𝑃 𝑌 T 𝑃𝐻T

𝑃 −𝑅−1 0 0
𝑌 0 −𝑆−1 0
𝐻𝑃 0 0 −𝜀𝐼

⎞⎟⎟⎠ ≼ 0,

(︂
𝛾 𝑥T0
𝑥0 𝑃

)︂
≽ 0, 𝑃 ≻ 0

относительно матричных переменных 𝑃 ∈ S𝑛, 𝑌 ∈ R𝑝×𝑛 и скалярных
переменных 𝛾 и 𝜀 > 0.

Тогда регулятор (3.2.9) с матрицей

𝐾* = 𝑌*𝑃
−1
*

будет робастно квадратично стабилизировать систему (3.2.7). При
этом квадратичная форма

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃−1
* 𝑥

является общей функцией Ляпунова для замкнутой системы при
всех неопределенностях (3.2.8), а минимальное значение функциона-
ла (3.2.10) на решениях системы (3.2.7) с начальным условием 𝑥0
равно

𝐽* = 𝑥T0 𝑃
−1
* 𝑥0.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå íåîïðåäåëåííîñòè
‖∆‖ ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è îòñóòñòâóåò. Âïðî÷åì, â òåîðåìå 3.2.4 áûë
ïðåäñòàâëåí ïðîñòîé ñïîñîá îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ 𝛾stmax,
äîïóñêàþùåãî êâàäðàòè÷íóþ ñòàáèëèçàöèþ, òàê ÷òî â ïðåäûäóùåé
òåîðåìå ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò óðîâåíü íå ïðåâûøåí.

3.2.4. 𝐻∞-оптимизация: робастный вариант

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðîáàñòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è𝐻∞-îïòèìèçàöèè
è ðàññìîòðèì ñèñòåìó

�̇� = (𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑥+𝐵1𝑢+𝐷𝑤, 𝑥(0) = 0,

𝑧 = 𝐶𝑥+𝐵2𝑢,
(3.2.12)

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵1 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ Rℓ×𝑛, 𝐵2 ∈ Rℓ×𝑝, ñ ñîñòîÿíè-
åì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝, ðåãóëèðóåìûì âûõîäîì 𝑧(𝑡) ∈ Rℓ
è îãðàíè÷åííûì â 𝐿2-íîðìå âíåøíèì âîçìóùåíèåì 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚.

Êàê è ðàíåå, ïîëàãàåì, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü â ñèñòåìå èìååò ñòðóê-
òóðèðîâàííóþ ìàòðè÷íóþ ôîðìó: 𝐹 ∈ R𝑛×𝑞1 è 𝐻 ∈ R𝑞2×𝑛 � ïîñòîÿí-
íûå ìàòðèöû, à ìàòðè÷íàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ∆ ∈ R𝑞1×𝑞2 óäîâëåòâî-
ðÿåò îãðàíè÷åíèþ

‖∆‖ ⩽ 1. (3.2.13)

Áóäåì èñêàòü ðåãóëÿòîð â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé
ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ

𝑢 = 𝐾𝑥, (3.2.14)

êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíó

𝐽 = max
‖Δ‖⩽1

sup
‖𝑤‖⩽1

‖𝑧‖22

íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (3.2.12) ïî âñåì êâàäðàòè÷íî ñòàáèëèçèðóþùèì
ðåãóëÿòîðàì.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1.9, áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèö
𝑃 ≻ 0, 𝑌 è ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé 𝛾, óäîâëåòâîðÿþùèõ ìàòðè÷íîìó
íåðàâåíñòâó ⎛⎜⎜⎝

Φ 𝐷 𝑃𝐶T 𝑌 T𝐵T
2

𝐷T −𝛾𝐼 0 0
𝐶𝑃 0 −𝐼 0
𝐵2𝑌 0 0 −𝐼

⎞⎟⎟⎠ ≼ 0,

ãäå
Φ = (𝐴+ 𝐹∆𝐻)𝑃 + 𝑃 (𝐴+ 𝐹∆𝐻)

T
+𝐵1𝑌 + 𝑌 T𝐵T

1 .
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Ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå⎛⎜⎜⎝
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵1𝑌 + 𝑌 T𝐵T

1 𝐷 𝑃𝐶T 𝑌 T𝐵T
2

𝐷T −𝛾𝐼 0 0
𝐶𝑃 0 −𝐼 0
𝐵2𝑌 0 0 −𝐼

⎞⎟⎟⎠+

+

⎛⎜⎜⎝
𝐹
0
0
0

⎞⎟⎟⎠∆
(︀
𝐻𝑃 0 0 0

)︀
+

⎛⎜⎜⎝
𝑃𝐻T

0
0
0

⎞⎟⎟⎠∆T
(︀
𝐹T 0 0 0

)︀
≼ 0

è âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé Ïèòåðñåíà, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëó÷åííîå
ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ
ìàòðè÷íîé íåîïðåäåëåííîñòè ∆ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-
åò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝜀 òàêîå, ÷òî⎛⎜⎜⎜⎜⎝

Ω 𝐷 𝑃𝐶T 𝑌 T𝐵T
2 𝑃𝐻T

𝐷T −𝛾𝐼 0 0 0
𝐶𝑃 0 −𝐼 0 0
𝐵2𝑌 0 0 −𝐼 0
𝐻𝑃 0 0 0 −𝜀𝐼

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ≼ 0, (3.2.15)

ãäå
Ω = 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵1𝑌 + 𝑌 T𝐵T

1 + 𝜀𝐹𝐹T.

Êàê è â íåðîáàñòíîì ñëó÷àå, èç-çà íåñòðîãîñòè ìàòðè÷íîãî íåðà-
âåíñòâà (3.2.15) ðåãóëÿòîð 𝐾 = 𝑌 𝑃−1 ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ñòàáèëèçè-
ðóþùèì. Ïðè ýòîì, äåéñòâóÿ ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â çàìå÷àíèè 3.1.8,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Теорема 3.2.6. Пусть 𝑃*, 𝑌*, 𝛾* — решение задачи SDP

min 𝛾

при ограничениях⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Ω 𝐷 𝑃𝐶T 𝑌 T𝐵T

2 𝑃𝐻T

𝐷T −𝛾𝐼 0 0 0
𝐶𝑃 0 −𝐼 0 0
𝐵2𝑌 0 0 −𝐼 0
𝐻𝑃 0 0 0 −𝜀𝐼

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ≼ 0, 𝑃 ≻ 0,

где
Ω = 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵1𝑌 + 𝑌 T𝐵T

1 + 2𝜎𝑃 + 𝜀𝐹𝐹T,
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относительно матричных переменных 𝑃 ∈ S𝑛, 𝑌 ∈ R𝑝×𝑛 и скаляр-
ных переменных 𝛾 и 𝜀 > 0 при некотором фиксированном значении
параметра 𝜎 > 0.

Тогда регулятор (3.2.14) с матрицей

𝐾* = 𝑌*𝑃
−1
*

робастно квадратично стабилизирует систему (3.2.12) со степенью
устойчивости 𝜎. При этом минимальное значение функционала 𝐽 на
ее решениях равно

𝐽* = 𝛾*,

а квадратичная форма

𝑉 (𝑥) = 𝑥T𝑃−1
* 𝑥

является общей функцией Ляпунова для замкнутой системы при
всех неопределенностях (3.2.13).

3.3. Линейно-квадратичное управление

по выходу

3.3.1. Подходы к решению

Çàäà÷à î ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîì ðåãóëÿòîðå (linear quadratic regu-
lator, LQR) àêòèâíî èññëåäîâàëàñü â ïðîøëîì âåêå, íà÷èíàÿ ñ îñ-
íîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Ð. Êàëìàíà [96, 97] 1960-õ ãîäîâ. Îêàçàëîñü,
÷òî íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå âðåìåíè îïòèìàëüíîå (ïî êâàäðàòè÷-
íîìó êðèòåðèþ) óïðàâëåíèå â ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìå èìååò
âèä ëèíåéíîé ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè по состоянию, ïðè ýòîì
ìàòðèöà îáðàòíîé ñâÿçè íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî ìà-
òðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè. Ýòîò êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò äàâíî âî-
øåë â ó÷åáíèêè ïî óïðàâëåíèþ [29, 32, 40]. Ïîçæå ïîÿâèëèñü íîâûå
ïîäõîäû ê ýòîé ïðîáëåìå, îñíîâàííûå íà òåõíèêå ïîëóîïðåäåëåííî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðåäïîëàãàþùèå åå ñâåäåíèå ê çàäà÷å âûïóê-
ëîé îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðà-
âåíñòâ [2, 37, 67, 95]; ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû áûëè îñâåùåíû â
ðàçäåëå 3.1.3. Ëèíåéíàÿ ñòàòè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü � ýòî î÷åíü åñòå-
ñòâåííîå è ïðîñòîå ñ èíæåíåðíîé òî÷êè çðåíèÿ óïðàâëåíèå, ïîýòîìó
âïîëíå ïîíÿòíî æåëàíèå ðàñïðîñòðàíèòü ýòó òåõíèêó íà èíûå çàäà÷è
óïðàâëåíèÿ.
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Áëèæàéøàÿ ê LQR-çàäà÷å � ýòî çàäà÷à ñèíòåçà ëèíåéíî-êâàäðà-
òè÷íîãî óïðàâëåíèÿ по выходу. À èìåííî, ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñè-
ñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì êâàäðàòè÷íûì êðèòåðèåì, íî óæå
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èçìåðåíèþ äîñòóïíî íå âñå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, à
ëèøü åå ëèíåéíûé âûõîä. Ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé
ñâÿçè ïî âûõîäó ñîïðÿæåíû ñ ñóùåñòâåííûìè òðóäíîñòÿìè. Âïåðâûå
ýòó ïðîáëåìó ñòàëè ðàññìàòðèâàòü Ó. Ëåâèí è Ì. Àòàíñ [104], êîòî-
ðûå ïîêàçàëè, ÷òî òàêîå ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå ìîæåò íå ñóùå-
ñòâîâàòü, à åñëè îíî è ñóùåñòâóåò, òî îòñóòñòâóþò ïðîñòûå êðèòåðèè
ïðîâåðêè åãî îïòèìàëüíîñòè. Áîëüøèå óñèëèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà íà-
õîæäåíèå óñëîâèé åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ñì., íàïðèìåð, [79, 129], íî ýòà
ïðîáëåìà òàê è îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Ñòàáèëèçèðóåìîñòü ñèñòåìû ïðè
ïîìîùè ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì åå îïòèìàëüíîñòè, è äàæå îíî ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé [104].

Òàêèì îáðàçîì, ñèíòåç îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó òðåáóåò ïðèìåíå-
íèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïåðâûé èç íèõ áûë ïðåäëîæåí â [104] è ïðåä-
ïîëàãàë íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
óðàâíåíèé. Ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Á. Àíäåðñîíîì è Äæ. Ìóðîì [29],
îñíîâàí íà ðåøåíèè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé, íî åãî ñâîéñòâà
íå î÷åâèäíû; íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñî ñõîäèìîñòüþ îáîèõ
ýòèõ ïîäõîäîâ, ñîäåðæàòñÿ â [111]. Ñ òåõ ïîð áûë ïðåäëîæåí öåëûé ðÿä
èòåðàòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ñì., íàïðèìåð, [85, 95, 111, 112, 115, 126, 131]
è ññûëêè â íèõ, îäíàêî äëÿ ìíîãèõ èç íèõ îòñóòñòâóåò ñòðîãîå îáîñíî-
âàíèå, à äðóãèå ïðåäïîëàãàþò ðåøåíèå íà êàæäîé èòåðàöèè ñëîæíûõ
íåëèíåéíûõ çàäà÷. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñèíòåçà ëèíåéíî-êâàäðà-
òè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïî âûõîäó òàê è îñòàåòñÿ ñëîæíîé è íåðåøåííîé
ïðîáëåìîé.

Âìåñòå ñ òåì ìíîãîîáåùàþùèì èíñòðóìåíòîì ñèíòåçà îáðàòíîé
ñâÿçè â ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíûé ìå-
òîä, ñì. ðàçäåë 1.3.1. Ïðè ýòîì ìàòðèöà ðåãóëÿòîðà 𝐾 äëÿ óïðàâëåíèÿ
ïî ñîñòîÿíèþ (𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡)) èëè ïî ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìîìó âûõî-
äó (𝑢(𝑡) = 𝐾𝑦(𝑡)) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðåìåííàÿ ïðè îïòèìèçàöèè
èíòåãðàëüíîãî êðèòåðèÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê 𝑓(𝐾).
Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå 𝒮 ñòàáèëèçèðóþùèõ îáðàòíûõ
ñâÿçåé (â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà 𝑓(𝐾) áóäåò êîíå÷íîé).
Ìíîæåñòâî 𝒮 îòêðûòî è ìèíèìóì 𝑓(𝐾) äîñòèãàåòñÿ â åãî âíóòðåí-
íåé òî÷êå, ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì äëÿ
áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè 𝑓(𝐾):

𝐾𝑗+1 = 𝐾𝑗 − 𝛾𝑗𝑓 ′(𝐾𝑗),
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ïðåäïîëàãàÿ èçâåñòíûì íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ñòàáèëèçèðóþùèé ðå-
ãóëÿòîð 𝐾0. Ãðàäèåíò 𝑓 ′(𝐾) ôóíêöèè 𝑓(𝐾) äëÿ óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòî-
ÿíèþ áûë âûïèñàí â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Ð. Êàëìàíà [96], à äëÿ óïðàâ-
ëåíèÿ ïî âûõîäó ïîëó÷åí Ó. Ëåâèíûì è Ì. Àòàíñîì [104]. Åãî âû÷èñ-
ëåíèå íåñëîæíî è ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå âñåãî ëèøü äâóõ óðàâíåíèé
Ëÿïóíîâà.

Òàêîé ïîäõîä âûãëÿäèò î÷åíü ïðèâëåêàòåëüíûì, îäíàêî îí ñîïðÿ-
æåí ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè. Äëÿ óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ
ìíîæåñòâî 𝒮 ñâÿçíî1, îäíàêî (â îáùåì ñëó÷àå) íåâûïóêëî [71], à 𝑓(𝐾)
ìîæåò áûòü íåâûïóêëîé ôóíêöèåé. Åùå áîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ èìå-
åò ìåñòî ïðè óïðàâëåíèè ïî âûõîäó: ìíîæåñòâî 𝒮 ìîæåò áûòü äàæå
íåñâÿçíûì [53, 88]. Ââèäó ýòîãî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ãðàäèåíòíûé ìåòîä
ïðèìåíÿëñÿ áåç ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ êàê ÷èñòî ýâðèñòè÷åñêèé àëãî-
ðèòì.

Îäíàêî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî áûë ïîëó÷åí ðÿä ïðîðûâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñèíòåçîì îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ ëè-
íåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è. Â ñòàòüå [87], ïîñâÿùåííîé åå äèñêðåòíîé
âåðñèè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾), íåñìîòðÿ íà íåâûïóêëîñòü,
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ïîëÿêà �Ëîÿñåâè÷à (ñì. ðàçäåë 1.3.2), íà îñ-
íîâå êîòîðîãî óäàëîñü äîêàçàòü ãëîáàëüíóþ ñõîäèìîñòü ãðàäèåíòíîãî
ìåòîäà ê îïòèìàëüíîìó ðåãóëÿòîðó. Äàëåå â ðàáîòàõ [113, 114] áûëè
ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû è äëÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà-
÷è â непрерывном âðåìåíè.

Ñ óïðàâëåíèåì ïî âûõîäó ñèòóàöèÿ ãîðàçäî ñëîæíåå. Êàê óæå óïî-
ìèíàëîñü, îáëàñòü 𝒮 ìîæåò áûòü íåñâÿçíîé, à ñåäëîâûå òî÷êè è ëî-
êàëüíûå ìèíèìóìû ôóíêöèè ìîãóò áûòü ðàçáðîñàíû ïî ðàçíûì êîì-
ïîíåíòàì ñâÿçíîñòè; áîëåå òîãî, îäíîé êîìïîíåíòå ìîãóò ïðèíàäëå-
æàòü íåñêîëüêî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ïîýòîìó çäåñü òðóäíî îæè-
äàòü ÷åãî-òî áîëüøåãî, ÷åì ñõîäèìîñòü ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå.

Çàìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñõîäèìîñòüþ
ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äëÿ ñèíòåçà îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ â ëè-
íåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å, îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìàì â äèñêðåòíîì âðå-
ìåíè. Ìû æå ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà íåïðåðûâíîì ñëó÷àå è äîêàæåì ñõîäè-
ìîñòü ìåòîäà ê åäèíñòâåííîé òî÷êå ìèíèìóìà ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ.
Áëèçêèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â [113, 114], íî òåõíèêà äîêàçà-
òåëüñòâà òàì ñîâñåì äðóãàÿ. Òàê, â [114] ñïåöèàëüíîé çàìåíîé ïåðå-
ìåííûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê çàäà÷å âûïóêëîé îï-

1Здесь и далее под связностью будем понимать линейную связность. Напомним,
что множество 𝒬 называется линейно связным, если любую пару его точек можно
соединить непрерывной кривой, принадлежащей 𝒬.
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òèìèçàöèè, îäíàêî ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ;
ìû æå ïðåäëîæèì òåõíèêó, ïîäõîäÿùóþ êàê äëÿ ñëó÷àÿ óïðàâëåíèÿ
ïî ñîñòîÿíèþ, òàê è ïî âûõîäó. Äàëåå áóäóò ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ñâÿ-
çàííûå ñî ñõîäèìîñòüþ ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå äëÿ îáðàòíîé ñâÿçè ïî
âûõîäó, êîòîðûå îñíîâàíû íà òàê íàçûâàåìîì ñâîéñòâå 𝐿-гладкости.

3.3.2. Постановка задачи

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢,

𝑦 = 𝐶𝑥
(3.3.1)

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝, âûõîäîì 𝑦(𝑡) ∈ Rℓ è
èçâåñòíûìè ìàòðèöàìè 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐶 ∈ Rℓ×𝑛.

Ñîïîñòàâèì åé êâàäðàòè÷íûé êðèòåðèé

E∼𝑥(0)

∫︁ ∞

0

(︀
𝑥T(𝑡)𝑄𝑥(𝑡) + 𝑢T(𝑡)𝑅𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡, (3.3.2)

ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áåðåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé 𝑥(0) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ, òî
åñòü

E𝑥(0)𝑥T(0) = Σ,

à 0 ≺ 𝑄 ∈ S𝑛 è 0 ≺ 𝑅 ∈ S𝑝 � çàäàííûå âåñîâûå ìàòðèöû.
Çàìêíóâ ñèñòåìó (3.3.1) ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî

âûõîäó
𝑢 = −𝐾𝑦, 𝐾 ∈ R𝑝×ℓ,

ïðèõîäèì ê çàìêíóòîé ñèñòåìå

�̇� = 𝐴𝐾𝑥, 𝐴𝐾 = 𝐴−𝐵𝐾𝐶,

à ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðèìåò âèä

𝑓(𝐾) = E∼𝑥(0)

∫︁ ∞

0

(︀
𝑥T(𝑡)(𝑄+ 𝐶T𝐾T𝑅𝐾𝐶)𝑥(𝑡)

)︀
𝑑𝑡.

Ìû èñïîëüçóåì çàïèñü 𝑓(𝐾), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çíà÷åíèå ìèíè-
ìèçèðóåìîé ôóíêöèè çàâèñèò òîëüêî îò âûáîðà ðåãóëÿòîðà 𝐾.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ñëåäóþùåé çàäà÷å îï-
òèìèçàöèè:

inf
𝐾∈𝒮

𝑓(𝐾), (3.3.3)
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ãäå 𝒮 � ìíîæåñòâî ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ

𝒮 =
{︀
𝐾 ∈ R𝑝×ℓ : Re𝜆𝑖(𝐴−𝐵𝐾𝐶) < 0 äëÿ âñåõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

}︀
.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾) îïðåäåëåíà òîëüêî íà ìíîæåñòâå 𝒮 ñòà-
áèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó
î÷åíü ñëîæåí, ñì. ïîäðîáíåå â [79, 129]. Îäíàêî â ðàìêàõ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ïîäõîäà ýòîò âîïðîñ íå ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì: íåêîòîðûé ñòà-
áèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð 𝐾0 ∈ 𝒮 ïðåäïîëàãàåòñÿ çàðàíåå èçâåñòíûì.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè ãóðâèöåâîé ìàòðèöå 𝐴 ìîæíî ïîëîæèòü 𝐾0 = 0. Ðå-
ãóëÿòîð 𝐾0 áóäåò ñëóæèòü íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ èòåðàòèâíî-
ãî ìåòîäà, êîòîðûé áóäåò äàëåå ïîñòðîåí. Â ýòîì ñìûñëå íàøà çàäà÷à
ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óëó÷øèòü èçâåñòíûé ðåãóëÿòîð𝐾0 ïî îòíîøåíèþ
ê êðèòåðèþ êà÷åñòâà 𝑓(𝐾).

Èòàê, áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæå-
íèÿ.

Предположение 3.3.1. Ñóùåñòâóåò ðåãóëÿòîð 𝐾0 ∈ 𝒮.

Предположение 3.3.2. rank𝐶 = ℓ.

Çàìåòèì, ÷òî íå íàêëàäûâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ íè óïðàâëÿåìîñòè, íè
íàáëþäàåìîñòè, à ëèøü ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî ñòà-
áèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå множество уровня

𝒮0 =
{︀
𝐾 ∈ 𝒮 : 𝑓(𝐾) ⩽ 𝑓(𝐾0)

}︀
.

Òåïåðü ïåðåôîðìóëèðóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó îïòèìèçà-
öèè. Ïðè ýòîì, ÷òîáû îáîéòèñü áåç âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â (3.3.2),
âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3.1.3 (ëåììîé Áåëëìàíà). Ýòî ïîçâîëÿåò çàïè-
ñàòü çàäà÷ó (3.3.3) â îêîí÷àòåëüíîé ôîðìå:

inf
𝐾
𝑓(𝐾), 𝑓(𝐾) = tr𝑋(𝐾)Σ,

ïðè îãðàíè÷åíèè

(𝐴−𝐵𝐾𝐶)
T
𝑋 +𝑋(𝐴−𝐵𝐾𝐶) + 𝐶T𝐾T𝑅𝐾𝐶 +𝑄 = 0

îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ 𝐾 ∈ R𝑝×ℓ è 𝑋 ∈ S𝑛.
Ýòî çàäà÷à ìàòðè÷íîé îïòèìèçàöèè ñ íåëèíåéíûì îãðàíè÷åíèåì

òèïà ðàâåíñòâà. Çàïèñü 𝑓(𝐾) ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ïðè çàäàííîì 𝐾 ìàò-
ðèöà 𝑋 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.3.2); òåì ñàìûì íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ 𝐾.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå 𝑋 ≻ 0 ìàòðè÷-
íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.3.2) ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì𝐾 ∈ 𝒮. Â äàëü-
íåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè èíîãäà áóäåì îïóñêàòü çàâèñèìîñòü 𝑋
îò 𝐾.

3.3.3. Примеры

Ïåðåõîäÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè 𝑓(𝐾), åå îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ 𝒮 è ìíîæåñòâà óðîâíÿ 𝒮0, íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ïðè-
ìåðîâ, ÷òîáû ïîêàçàòü âñå ðàçíîîáðàçèå âîçìîæíûõ ñèòóàöèé.

Пример 3.3.1. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó âèäà (3.3.1) ñ ïà-
ðàìåòðàìè

𝐴 = 0, 𝐵 =
1

2
, 𝑄 = 𝑅 = Σ = 𝐶 = 1, 𝐾 = 𝑘 ∈ R.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ 𝑓(𝑘) = 𝑘 + 1
𝑘 ìîæåò áûòü âûïèñàíà ÿâíûì

îáðàçîì. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî 𝒮 = R+ âûïóêëî è íåîãðàíè÷åíî, ìíî-
æåñòâî 𝒮0 îãðàíè÷åíî, à ôóíêöèÿ 𝑓(𝑘) âûïóêëà è íåîãðàíè÷åíà íà 𝒮,
ñì. ðèñ. 3.3.1.

Рис. 3.3.1. Функция 𝑓(𝑘) в примере 3.3.1.

▼

Пример 3.3.2. Ïóñòü 𝑛 = 𝑝 = 2 è 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 𝐼. Òîãäà

𝒮 =
{︀
𝐾 ∈ R2×2 : 𝑘11 + 𝑘22 < 1 + 𝑘11𝑘22 + 𝑘12𝑘21, 𝑘11 + 𝑘22 < 2

}︀
.

Ìíîæåñòâî 𝒮 íåâûïóêëî; ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, ðàññìîòðåâ ñå÷åíèå

𝑥 = 𝑘11 = 𝑘12, 𝑦 = 𝑘22 = 𝑘21,
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ñì. ðèñ. 3.3.2. Áîëåå òîãî, ãðàíèöà ìíîæåñòâà 𝒮 íåãëàäêàÿ.

Рис. 3.3.2. Невыпуклость множества сечения множества 𝒮 в
примере 3.3.2.

▼

Пример 3.3.3. Ïóñòü 𝑛 = 3, 𝑝 = 1; ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.3.1) c
ìàòðèöàìè

𝐴 =

⎛⎝0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎠, 𝐵 =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠, 𝐶 = 𝐼.

Ïðè ýòîì
𝒮 =

{︀
𝐾 ∈ R1×3 : 𝑘1 > 0, 𝑘2𝑘3 > 𝑘1

}︀
.

Âíîâü ìíîæåñòâî 𝒮 íåâûïóêëî ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé. Â ÷àñòíîñòè,
åãî ñå÷åíèå

𝑥 = 𝑘1, 𝑦 = 𝑘2 = 𝑘3

íåâûïóêëî, ñì. ðèñ. 3.3.3.
▼

Òðè ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðà îòíîñèëèñü ê ñëó÷àþ óïðàâëåíèÿ ïî
ñîñòîÿíèþ; òåïåðü îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ïî âûõîäó.

Пример 3.3.4. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.3.1) ñ ìàòðèöàìè

𝐴 =

⎛⎝ 0 1 0
0 0 1
−1 −1 −𝛼

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠,
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Рис. 3.3.3. Невыпуклость сечения множества 𝒮 в примере 3.3.3.

𝐶 =
(︀
5 2 1

)︀
, 𝑄 = Σ = 𝐼, 𝑅 = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå

𝒮 =
{︀
𝑘 ∈ R : 𝑘 + 𝛼 > 0, (𝑘 + 𝛼)(2𝑘 + 1) > 5𝑘 + 1 > 0

}︀
.

Ïðè 𝛼 = −1 ýòî ìíîæåñòâî íåñâÿçíî è ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò.
Ãðàôèê ôóíêöèè 𝑓(𝑘) ïîêàçàí íà ðèñ. 3.3.4, îí èìååò ïî îäíîìó ëî-
êàëüíîìó ìèíèìóìó íà êàæäîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Рис. 3.3.4. График функции 𝑓(𝑘) при 𝛼 = −1 в примере 3.3.4.

Ïðè 𝛼 = −1,4 ìíîæåñòâî 𝒮 ñâÿçíî, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëó÷
𝑘 > −0,2. Ãðàôèê ôóíêöèè 𝑓(𝑘) ïîêàçàí íà ðèñ. 3.3.5; îí èìååò äâà
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ëîêàëüíûõ ìèíèìóìà â åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.

Рис. 3.3.5. График функции 𝑓(𝑘) при 𝛼 = −1,4 в примере 3.3.4.

▼

Пример 3.3.5. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ìàòðèöàìè

𝐴 =

⎛⎝ 0 1 0
0 0 1
−1 −1 −𝛼

⎞⎠, 𝐵 =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠,
𝐶 =

(︂
1 1 0
1 −1 1

)︂
, 𝑄 = Σ = 𝐼, 𝑅 = 1.

Ìíîæåñòâî

𝒮 =
{︀
𝐾 ∈ R1×2 : 𝛼+ 𝑘2 > 0, 1 + 𝑘1 + 𝑘2 > 0,

(1 + 𝑘2)(𝛼+ 𝑘1 − 𝑘2) > 1 + 𝑘1 + 𝑘2
}︀

ïðè 𝛼 = 1,2 ñâÿçíî è èìååò äâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìà è ñåäëîâóþ òî÷êó
𝐾 =

(︀
1,95 0,38

)︀
, ñì. ðèñ. 3.3.6.

Ïðè 𝛼 = 0,9 ïîÿâëÿþòñÿ óæå äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñ åäèí-
ñòâåííûì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â êàæäîé èç íèõ, ñì. ðèñ. 3.3.7.

▼

Ïîäâåäåì èòîãè: îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 𝒮 ôóíêöèè 𝑓(𝐾) ìîæåò áûòü
íåâûïóêëîé ñ íåãëàäêîé ãðàíèöåé äàæå ïðè óïðàâëåíèè ïî ñîñòîÿíèþ
è íåñâÿçíîé ïðè îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó. Ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾) íåîãðàíè-
÷åíà íà ýòîì ìíîæåñòâå è � â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ � âûãëÿäèò
ãëàäêîé; íèæå áóäåò ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñâîéñòâ.
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Рис. 3.3.6. Локальные минимумы 𝑓(𝐾) при 𝛼 = 1,2 в примере 3.3.5.

Рис. 3.3.7. Две компоненты связности множества 𝒮 при 𝛼 = 0,9
в примере 3.3.5.

3.3.4. Свойства минимизируемой функции

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî 𝒮 äëÿ óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñâÿçíûì, ñì. [114], è ýòî æå âåðíî è äëÿ ìíîæåñòâà 𝒮0. Â ñàìîì
äåëå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Лемма 3.3.1. Пусть 𝐶 = 𝐼. Тогда множества 𝒮 и 𝒮0 связны для
любого 𝐾0 ∈ 𝒮.

Доказательство. Ïðè 𝐶 = 𝐼 óðàâíåíèå (3.3.2) ïðèíèìàåò âèä

(𝐴−𝐵𝐾)
T
𝑋 +𝑋(𝐴−𝐵𝐾) +𝐾T𝑅𝐾 +𝑄 = 0.

Êàê ïîêàçàíî â [67], ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàìåíåíî íåðàâåíñòâîì

(𝐴−𝐵𝐾)
T
𝑋 +𝑋(𝐴−𝐵𝐾) +𝐾T𝑅𝐾 +𝑄 ≼ 0,

êîòîðîå ïîñëå åãî äîìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà 𝑃 = 𝑋−1 ïðèíèìàåò
âèä

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T −𝐵𝐾𝑃 − 𝑃𝐾T𝐵T + 𝑃𝐾T𝑅𝐾𝑃 + 𝑃𝑄𝑃 ≼ 0.

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå

𝒮 =
{︀
𝐾 = 𝑅−1𝐵T𝑃−1 : 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T −𝐵𝑅−1𝐵T + 𝑃𝑄𝑃 ≼ 0, 𝑃 ≻ 0

}︀
,

ãäå ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ âåëè÷èíó 𝑃 , ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíî â âèäå ýêâèâàëåíòíîãî ËÌÍ(︂

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T −𝐵𝑅−1𝐵T 𝑃
𝑃 −𝑄−1

)︂
≼ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îïðåäåëÿþò âûïóêëîå ìíîæåñòâî; ïðè ýòîì åãî îá-
ðàç, çàäàâàåìûé íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì 𝐾 = 𝑅−1𝐵T𝑃−1, ñâÿçåí.

Ìíîæåñòâî 𝒮0 îïðåäåëÿåòñÿ òåì æå ñàìûì îòîáðàæåíèåì äëÿ òîãî
æå ìíîæåñòâà ìàòðèö 𝑃 ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì

tr𝑃−1Σ ⩽ 𝑓(𝐾0). (3.3.4)

Ýòî îãðàíè÷åíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì: îíî ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ñîâîêóïíîñòè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ(︂

𝐻 𝐼
𝐼 𝑃

)︂
≽ 0, tr𝐻Σ ⩽ 𝑓(𝐾0) (3.3.5)

îòíîñèòåëüíî 𝑃 è âñïîìîãàòåëüíîé ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé 𝐻, îòêóäà
è âûòåêàåò ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà 𝒮0. ■

Упражнение 3.3.1. Используя результаты, приведенные в при-
ложении 2.7.3, покажите, что неравенство (3.3.4) можно предста-
вить в эквивалентном виде (3.3.5).
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Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò õîðîøî èçâåñòíóþ òåõíè-
êó [37] ìàòðè÷íûõ çàìåí ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñâåñòè èñ-
õîäíóþ ïðîáëåìó ê âûïóêëîé; îíà áûëà èñïîëüçîâàíà â ðàçäåëàõ 3.1.2,
3.1.3 è äð. Ýòà ëèíèÿ èññëåäîâàíèé áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ [113, 114]
äëÿ îáîñíîâàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà. Ê ñîæàëåíèþ,
ýòîò ïîäõîä íåïðèìåíèì äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïî âûõîäó: åå ïðèí-
öèïèàëüíî íåëüçÿ ñâåñòè ê âûïóêëîé ïóòåì çàìåí ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðåííûå âûøå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾) íå
îãðàíè÷åíà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Èññëåäóåì åå ïîâåäåíèå áî-
ëåå ïîäðîáíî.

Определение 3.3.1. Íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ 𝑓 : 𝒮 ∋ 𝐾 → R, îï-
ðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå 𝒮, áóäåì íàçûâàòü коэрцитивной1, åñëè äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝐾𝑗} ∈ 𝒮 âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) 𝑓(𝐾𝑗)→ +∞ ïðè ‖𝐾𝑗‖ → +∞;
2) 𝑓(𝐾𝑗)→ +∞ ïðè 𝐾𝑗 → 𝐾 ∈ 𝜕𝒮.
Лемма 3.3.2. Функция 𝑓(𝐾) = tr𝑋Σ коэрцитивна, причем верны

следующие оценки:

𝑓(𝐾) ⩾
𝜆min(Σ)𝜆min(𝑄)

−2 Re𝜆max(𝐴𝐾)
, (3.3.6)

𝑓(𝐾) ⩾
𝜆min(Σ)𝜆min(𝑅)𝜆min(𝐶𝐶T)

2‖𝐴‖+ 2‖𝐾‖𝐹 ‖𝐵‖‖𝐶‖
‖𝐾‖2𝐹 . (3.3.7)

Доказательство. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{𝐾𝑗} ∈ 𝒮 : 𝐾𝑗 → 𝐾 ∈ 𝜕𝒮,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝜎(𝐾) = 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 𝜎
èìååì

𝜎(𝐴−𝐵𝐾𝑗𝐶)→ 𝜎(𝐴−𝐵𝐾𝐶);

èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî 𝑁 = 𝑁(𝜀) òàêîå, ÷òî

|𝜎(𝐴−𝐵𝐾𝑗𝐶)− 𝜎(𝐴−𝐵𝐾𝐶)| = 𝜎(𝐴−𝐵𝐾𝑗𝐶) < 𝜀 äëÿ âñåõ 𝑗 ⩾ 𝑁.

Ïóñòü𝑋𝑗 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.3.2), àññîöèèðîâàííîãî
ñ ðåãóëÿòîðîì 𝐾𝑗 , òîãäà ñ ó÷åòîì ëåìì Á.3 è Á.10 èìååì

𝑓(𝐾𝑗) = tr𝑋𝑗Σ ⩾ 𝜆min(Σ) tr𝑋𝑗 ⩾
𝜆min(Σ)𝜆min(𝑄+ 𝐶T𝐾T

𝑗 𝑅𝐾𝑗𝐶)

2𝜎(𝐴𝐾𝑗
)

⩾

⩾
𝜆min(Σ)𝜆min(𝑄)

2𝜎(𝐴𝐾𝑗
)

⩾
𝜆min(Σ)𝜆min(𝑄)

2𝜀
−−−→
𝜀→0

+∞.

1См. также раздел 1.2.3 и приложение Г.6.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{𝐾𝑗} ∈ 𝒮 : ‖𝐾𝑗‖ → +∞.

Ñ ó÷åòîì ëåìì Á.8 è Á.3 èìååì

𝑓(𝐾𝑗) = tr𝑋𝑗Σ = tr
(︀
𝑌𝑗(𝑄+ 𝐶T𝐾T

𝑗 𝑅𝐾𝑗𝐶)
)︀
⩾ tr(𝑌𝑗𝐶

T𝐾T
𝑗 𝑅𝐾𝑗𝐶) ⩾

⩾ 𝜆min(𝑌𝑗) tr(𝐶T𝐾T
𝑗 𝑅𝐾𝑗𝐶) ⩾ 𝜆min(𝑌𝑗)𝜆min(𝐶𝐶T) tr(𝐾T

𝑗 𝑅𝐾𝑗) ⩾

⩾ 𝜆min(𝑌𝑗)𝜆min(𝐶𝐶T)𝜆min(𝑅) tr(𝐾T
𝑗 𝐾𝑗) ⩾

⩾ 𝜆min(𝑌𝑗)𝜆min(𝐶𝐶T)𝜆min(𝑅)‖𝐾𝑗‖2𝐹 ,

ãäå 𝑌𝑗 � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

𝐴𝐾𝑗
𝑌𝑗 + 𝑌𝑗𝐴

T
𝐾𝑗

+ Σ = 0.

Äàëåå, ñîãëàñíî ëåììå Á.10

𝜆min(𝑌𝑗) ⩾
𝜆min(Σ)

2‖𝐴𝐾𝑗
‖
, (3.3.8)

è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíó
‖𝐴𝐾𝑗

‖:

‖𝐴−𝐵𝐾𝑗𝐶‖ ⩽ ‖𝐴‖+ ‖𝐵𝐾𝑗𝐶‖ ⩽ ‖𝐴‖+ ‖𝐵𝐾𝑗𝐶‖𝐹 ⩽

⩽ ‖𝐴‖+ ‖𝐵‖‖𝐶‖‖𝐾𝑗‖𝐹 ;

çäåñü èñïîëüçîâàíû ëåììû Á.2 è Á.3.
Îêîí÷àòåëüíî

𝑓(𝐾𝑗) ⩾
𝜆min(Σ)𝜆min(𝐶𝐶T)𝜆min(𝑅)‖𝐾𝑗‖2𝐹

2‖𝐴−𝐵𝐾𝑗𝐶‖
⩾

⩾
𝜆min(Σ)𝜆min(𝐶𝐶T)𝜆min(𝑅)‖𝐾𝑗‖2𝐹

2‖𝐴‖+ 2‖𝐵‖‖𝐶‖‖𝐾𝑗‖𝐹
−−−−−−−→
‖𝐾𝑗‖→+∞

+∞,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Èç îöåíêè (3.3.7) íåìåäëåííî âûòåêàåò

Следствие 3.3.1. Для любого 𝐾0 ∈ 𝒮 множество 𝒮0 ограничено.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó ôóíêöèè 𝑓(𝐾) íà ìíîæåñòâå 𝒮0 ñóùåñòâóåò
òî÷êà ìèíèìóìà, êàê ó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòîì ìíîæå-
ñòâå, íî 𝒮0 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà 𝒮 â ñèëó (3.3.6).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî
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Следствие 3.3.2. Существует точка минимума 𝐾* ∈ 𝒮.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè 𝑓(𝐾) áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå
Ð. Êàëìàíà [96] äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ è â ðàáîòå Ó. Ëå-
âèíà è Ì. Àòàíñà [104] � äëÿ îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó. Ïðèâåäåì è
äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò.

Лемма 3.3.3. Для любого 𝐾 ∈ 𝒮 градиент функции 𝑓(𝐾) дается
выражением

1

2
𝑓 ′(𝐾) = (𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 𝐶T, (3.3.9)

где 𝑌 — решение уравнения Ляпунова

𝐴𝐾𝑌 + 𝑌 𝐴T
𝐾 + Σ = 0. (3.3.10)

Доказательство. Ïðèäàäèì âåëè÷èíå 𝐾 â óðàâíåíèè (3.3.2) ïðè-
ðàùåíèå ∆𝐾 è îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå 𝑃 ÷åðåç ∆𝑃 :

(︀
𝐴−𝐵(𝐾 + ∆𝐾)𝐶

)︀T
(𝑋 + ∆𝑋) + (𝑋 + ∆𝑋)

(︀
𝐴−𝐵(𝐾 + ∆𝐾)𝐶

)︀
+

+ 𝐶T(𝐾 + ∆𝐾)
T
𝑅(𝐾 + ∆𝐾)𝐶 +𝑄 = 0.

Ëèíåàðèçóÿ è âû÷èòàÿ èç íåãî óðàâíåíèå (3.3.2), èìååì

(𝐴−𝐵𝐾𝐶)
T

∆𝑋 + ∆𝑋(𝐴−𝐵𝐾𝐶)+

+ (𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)
T

∆𝐾𝐶 + 𝐶T∆𝐾T(𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋) = 0.

Èç ïîëó÷åííîãî è äâîéñòâåííîãî ê íåìó óðàâíåíèÿ (3.3.10) íàõîäèì

∆𝑓(𝐾) = tr(𝑋 + ∆𝑋)Σ− tr𝑋Σ = tr ∆𝑋Σ =

= 2 tr
(︀
𝑌 (𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)

T
∆𝐾𝐶

)︀
= 2⟨(𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 𝐶T,∆𝐾⟩,

îòêóäà è ñëåäóåò (3.3.9). ■

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà 𝐾* ôóíê-
öèè 𝑓(𝐾) ÿâëÿåòñÿ 𝑓 ′(𝐾*) = 0 (ïîñêîëüêó 𝐾* ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëå-
æèò îòêðûòîìó ìíîæåñòâó 𝒮). Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå èç
òðåõ íåëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 𝐾*, à èìåííî,
𝑓 ′(𝐾*) = 0, (3.3.10) è (3.3.2). Â îáùåì ñëó÷àå îíè íå ìîãóò áûòü ðåøå-
íû ÿâíûì îáðàçîì è çäåñü òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
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Âìåñòå ñ òåì â ñëó÷àå îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ (èíûìè ñëî-
âàìè ïðè 𝐶 = 𝐼) ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìó ðåøåíèÿ. À èìåí-
íî, ïðèðàâíèâàÿ ãðàäèåíò ôóíêöèè 𝑓(𝐾), íàéäåííûé â ñîîòâåòñòâèè
ñ ëåììîé 3.3.3, ê íóëþ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 𝑌 ≻ 0, èìååì

𝐾* = 𝑅−1𝐵T𝑋*.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ âåëè÷èíó 𝐾* ìàòðèöû îáðàòíîé ñâÿçè â óðàâ-
íåíèå (3.3.2), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ðèêêàòè îòíîñèòåëüíî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé åé ìàòðèöû 𝑋*:

𝐴T𝑋* +𝑋*𝐴−𝑋*𝐵𝑅
−1𝐵T𝑋* +𝑄 = 0.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîëó÷åíî íå â ïîëíîì ñìûñëå ñëîâà ÿâíîå ðåøåíèå,
ïîñêîëüêó óðàâíåíèå Ðèêêàòè ïðèäåòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííûì îáðàçîì,
íî ìåòîäû åãî ðåøåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó õîðîøî ðàçðàáîòàííûõ,
ñì. [72, 77].

Ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾) îêàçûâàåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé; ÷òîáû èç-
áåæàòü òåíçîðíîé çàïèñè, îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì äåéñòâèÿ ãåññèàíà
𝑓(𝐾) íà ìàòðèöó 𝐸 ∈ R𝑝×ℓ, ïîíèìàåìîå â ñìûñëå âòîðîé ïðîèçâîäíîé
ïî íàïðàâëåíèþ.

Лемма 3.3.4. Градиент функции 𝑓(𝐾) дифференцируем для любо-
го 𝐾 ∈ 𝒮, причем действие гессиана функции 𝑓(𝐾) на произвольную
матрицу 𝐸 ∈ R𝑝×ℓ дается соотношением

1

2
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩ = ⟨𝑅𝐸𝐶𝑌 𝐶T, 𝐸⟩ − 2⟨𝐵T𝑋 ′𝑌 𝐶T, 𝐸⟩, (3.3.11)

где 𝑋 ′ — решение уравнения Ляпунова

𝐴T
𝐾𝑋

′ +𝑋 ′𝐴𝐾 − (𝐵𝐸𝐶)
T
𝑋 −𝑋𝐵𝐸𝐶 + 𝐶T𝐸T𝑅𝐾𝐶 + 𝐶T𝐾T𝑅𝐸𝐶 = 0.

Доказательство. Âû÷èñëèì ⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩, âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî
íàïðàâëåíèþ 𝐸 ∈ R𝑝×ℓ îò 𝑓 ′(𝐾)[𝐸] = ⟨𝑓 ′(𝐾), 𝐸⟩. Äëÿ ýòîãî, ëèíåà-
ðèçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû, âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå 𝑓 ′(𝐾)[𝐸] ïî
íàïðàâëåíèþ 𝐸 â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.3.9):

1

2
∆𝑓 ′(𝐾)[𝐸] =

=
(︀
𝑅(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶 −𝐵T(𝑋 + ∆𝑋)

)︀
(𝑌 + ∆𝑌 )𝐶T − (𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 𝐶T =

= (𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)(𝑌 + 𝛿𝑌 ′(𝐾)[𝐸])𝐶T + 𝛿(𝑅𝐸𝐶 −𝐵T𝑋 ′(𝐾)[𝐸])𝑌 𝐶T−
− (𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 𝐶T = 𝛿

(︀
(𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 ′(𝐾)[𝐸]+

+ (𝑅𝐸𝐶 −𝐵T𝑋 ′(𝐾)[𝐸])𝑌
)︀
𝐶T,
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ãäå
∆𝑋 = 𝑋(𝐾 + 𝛿𝐸)−𝑋(𝐾) = 𝛿𝑋 ′(𝐾)[𝐸],

∆𝑌 = 𝑌 (𝐾 + 𝛿𝐸)− 𝑌 (𝐾) = 𝛿𝑌 ′(𝐾)[𝐸].

Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ 𝑋 ′ = 𝑋 ′(𝐾)[𝐸] è 𝑌 ′ = 𝑌 ′(𝐾)[𝐸], èìååì

1

2
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩ =

⟨︀(︀
(𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 ′ + (𝑅𝐸𝐶 −𝐵T𝑋 ′)𝑌

)︀
𝐶T, 𝐸

⟩︀
.

Äàëåå, 𝑋 = 𝑋(𝐾) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3.2); çàïèøåì åãî â
ïðèðàùåíèÿõ ïî íàïðàâëåíèþ 𝐸:(︀

𝐴−𝐵(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶
)︀T

(𝑋 + 𝛿𝑋 ′) + (𝑋 + 𝛿𝑋 ′)
(︀
𝐴−𝐵(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶

)︀
+

+ 𝐶T(𝐾 + 𝛿𝐸)
T
𝑅(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶 +𝑄 = 0,

èëè

(𝐴−𝐵𝐾𝐶)
T

(𝑋 + 𝛿𝑋 ′) + (𝑋 + 𝛿𝑋 ′)(𝐴−𝐵𝐾𝐶)−

− 𝛿(𝐵𝐸𝐶)
T
𝑋 − 𝛿𝑋𝐵𝐸𝐶 + 𝐶T𝐾T𝑅𝐾𝐶+

+ 𝛿(𝐶T𝐾𝑅𝐸𝐶 + 𝐶T𝐸𝑅𝐾𝐶) +𝑄 = 0.

Âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèå (3.3.2), ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ

𝐴T
𝐾𝑋

′ +𝑋 ′𝐴𝐾 − (𝐵𝐸𝐶)
T
𝑋 −𝑋𝐵𝐸𝐶+

+ 𝐶T𝐸T𝑅𝐾𝐶 + 𝐶T𝐾T𝑅𝐸𝐶 = 0. (3.3.12)

Äàëåå, 𝑌 = 𝑌 (𝐾) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.3.10); çàïè-
øåì åãî â ïðèðàùåíèÿõ ïî íàïðàâëåíèþ 𝐸:(︀
𝐴−𝐵(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶

)︀
(𝑌 + 𝛿𝑌 ′) + (𝑌 + 𝛿𝑌 ′)

(︀
𝐴−𝐵(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶

)︀T
+ Σ = 0,

èëè

(𝐴−𝐵𝐾𝐶)(𝑌 + 𝛿𝑌 ′) + (𝑌 + 𝛿𝑌 ′)(𝐴−𝐵𝐾𝐶)
T−

− 𝛿𝐵𝐸𝐶𝑌 − 𝛿𝑌 (𝐵𝐸𝐶)
T

+ Σ = 0.

Âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèå (3.3.10), ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ

𝐴𝐾𝑌
′ + 𝑌 ′𝐴T

𝐾 −𝐵𝐸𝐶𝑌 − 𝑌 (𝐵𝐸𝐶)
T

= 0. (3.3.13)



3.3. Линейно-квадратичное управление по выходу 235

Èç äâîéñòâåííûõ óðàâíåíèé (3.3.12) è (3.3.13) ïî ëåììå Á.8 èìååì
ñîîòíîøåíèå

tr𝑋 ′𝐵𝐸𝐶𝑌 = tr𝑌 ′(𝑋𝐵 − 𝐶T𝐾T𝑅)𝐸𝐶,

èëè ⟨︀
(𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 ′𝐶T, 𝐸

⟩︀
= −

⟨︀
𝐵T𝑋 ′𝑌 𝐶T, 𝐸

⟩︀
,

òàê ÷òî

1

2
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩ =

⟨︀(︀
(𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 ′ + (𝑅𝐸𝐶 −𝐵T𝑋 ′)𝑌

)︀
𝐶T, 𝐸

⟩︀
=

=
⟨︀
𝑅𝐸𝐶𝑌 ′𝐶T, 𝐸

⟩︀
−
⟨︀
𝐵T𝑋 ′𝑌 𝐶T, 𝐸

⟩︀
+
⟨︀
(𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 ′𝐶T, 𝐸

⟩︀
=

=
⟨︀
𝑅𝐸𝐶𝑌 𝐶T, 𝐸

⟩︀
− 2
⟨︀
𝐵T𝑋 ′𝑌 𝐶T, 𝐸

⟩︀
.

Ëåììà äîêàçàíà. ■

Õîòÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾) â îáùåì ñëó÷àå íåâûïóêëà, äëÿ îáðàòíîé ñâÿçè
ïî ñîñòîÿíèþ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ëîêàëüíóþ ñèëüíóþ âûïóêëîñòü
â îáëàñòè òî÷êè ìèíèìóìà 𝐾*.

Следствие 3.3.3. Для задачи управления по состоянию функция
𝑓(𝐾) является сильно выпуклой в окрестности 𝐾*.

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî ïðè 𝐾 = 𝐾* âòîðîå ñëàãàåìîå â
ïðàâîé ÷àñòè (3.3.11) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òîãäà ñ ó÷åòîì 𝑅, 𝑌 ≻ 0 ëåãêî
âèäåòü, ÷òî

⟨𝑅𝐸𝑌,𝐸⟩ = tr(𝑅
1
2𝐸)𝑌 (𝑅

1
2𝐸)

T
> 0.

Òàêèì îáðàçîì, ãåññèàí ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí â òî÷êå 𝐾*, ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝐾*, â êîòîðîé ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾)
ñèëüíî âûïóêëà. ■

Äàäèì ñëåäóþùåå

Определение 3.3.2. Äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íàçû-
âàåòñÿ 𝐿-гладкой, åñëè åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ îãðà-
íè÷åíà êîíñòàíòîé 𝐿.

Ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾) íå ÿâëÿåòñÿ 𝐿-ãëàäêîé íà ìíîæåñòâå 𝒮, îäíàêî îíà
îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì íà ìíîæåñòâå óðîâíÿ 𝒮0.
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Теорема 3.3.1. На множестве 𝒮0 справедлива оценка⃒⃒
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩

⃒⃒
⩽ 𝐿‖𝐸‖2𝐹 (3.3.14)

с константой

𝐿 =
2𝑓(𝐾0)

𝜆min(𝑄)

(︂
𝜆max(𝑅)‖𝐶‖2 + ‖𝐵‖‖𝐶‖𝐹

√
𝑛𝑓(𝐾0)

𝜆min(Σ)
×

×
(︁ 𝑓(𝐾0)‖𝐵‖
𝜆min(Σ)𝜆min(𝑄)

+

√︃
𝑓2(𝐾0)‖𝐵‖2

𝜆2min(Σ)𝜆2min(𝑄)
+ 𝜆max(𝑅)

)︁)︂
. (3.3.15)

Доказательство. Çàìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå 𝒮 äëÿ äåéñòâèÿ ãåñ-
ñèàíà 𝑓 ′′(𝐾) íà ìàòðèöó 𝐸 ∈ R𝑝×ℓ, ‖𝐸‖𝐹 = 1, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

1

2

⃒⃒
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩

⃒⃒
⩽

⩽ 𝜆max(𝑅)𝜆max(𝐶𝑌 𝐶T) + ‖𝑋 ′‖𝐹 ‖𝐵‖‖𝐶‖𝐹 ‖𝑌 ‖, (3.3.16)

ãäå 𝑋 ′ è 𝑌 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà

𝐴T
𝐾𝑋

′ +𝑋 ′𝐴𝐾 + (𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)
T
𝐸𝐶 + 𝐶T𝐸T(𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋) = 0

è
𝐴𝐾𝑌 + 𝑌 𝐴T

𝐾 + Σ = 0

ñîîòâåòñòâåííî.
Äåéñòâèòåëüíî, èç (3.3.11) âûòåêàåò, ÷òî

1

2
sup

‖𝐸‖𝐹=1

⃒⃒
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩

⃒⃒
⩽ sup

‖𝐸‖𝐹=1

(︀
|⟨𝑅𝐸𝐶𝑌 𝐶T, 𝐸⟩|+ 2|⟨𝐵T𝑋 ′𝑌,𝐸⟩|

)︀
.

Îöåíèì ñ ïîìîùüþ ëåììû Á.3 ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà:

⟨𝑅𝐸𝐶𝑌 𝐶T, 𝐸⟩ = tr𝑅𝐸𝐶𝑌 𝐶T𝐸T ⩽

⩽ 𝜆max(𝑅)𝜆max(𝐶𝑌 𝐶T) tr𝐸T𝐸 ⩽ 𝜆max(𝑅)𝜆max(𝐶𝑌 𝐶T),

à âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèì ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêî-
ãî è ëåììó Á.2:⃒⃒
⟨𝐵T𝑋 ′𝑌 𝐶T, 𝐸⟩

⃒⃒
=
⃒⃒
⟨𝑋 ′, 𝐵𝐸𝐶𝑌 ⟩

⃒⃒
⩽ ‖𝑋 ′‖𝐹 ‖𝐵𝐸𝐶𝑌 ‖𝐹 ⩽

⩽ ‖𝑋 ′‖𝐹 ‖𝐵‖‖𝐸‖𝐹 ‖𝐶‖𝐹 ‖𝑌 ‖ = ‖𝑋 ′‖𝐹 ‖𝐵‖‖𝐶‖𝐹 ‖𝑌 ‖.
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Â îöåíêå (3.3.16) âåëè÷èíà 𝑌 çàâèñèò îò 𝐾, à 𝑋 ′ � îò 𝐾 è 𝐸.
Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ îöåíêó, êîòîðàÿ áû çàâèñåëà òîëüêî
îò ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé çàäà÷è è îò âåëè÷èíû 𝐾0.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.3.16) ìîæåò áûòü îöåíåíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

𝜆max(𝑅)𝜆max(𝐶𝑌 𝐶T) ⩽ 𝜆max(𝑅) tr𝐶𝑌 𝐶T ⩽

⩽ 𝜆max(𝑅) tr𝑌 ‖𝐶‖2 ⩽
𝜆max(𝑅)

𝜆min(𝑄)
𝑓(𝐾0)‖𝐶‖2,

ïîñêîëüêó

𝜆min(𝑄) tr𝑌 ⩽ 𝜆min(𝑄+ 𝐶T𝐾T𝑅𝐾𝐶) tr𝑌 ⩽

⩽ tr(𝑄+ 𝐶T𝐾T𝑅𝐾𝐶) = tr𝑋Σ = 𝑓(𝐾) ⩽ 𝑓(𝐾0).

Ïîñêîëüêó ‖𝑌 ‖ ⩽ tr𝑌 , âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.3.16)
ìîæåò áûòü îöåíåíî òàê:

‖𝑋 ′‖𝐹 ‖𝐵‖‖𝐶‖𝐹 ‖𝑌 ‖ ⩽ ‖𝑋 ′‖𝐹
‖𝐵‖‖𝐶‖𝐹
𝜆min(𝑄)

𝑓(𝐾0),

è îñòàåòñÿ îöåíèòü âåëè÷èíó ‖𝑋 ′‖𝐹 .
Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû 𝛼 âåðíà îöåí-

êà 𝑋 ′ ≼ 𝛼𝑋. Âñïîìíèì, ÷òî 𝑋 ′ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

𝐴T
𝐾𝑋

′ +𝑋 ′𝐴𝐾 +𝐶T𝐾T𝑅𝐸𝐶+𝐶T𝐸T𝑅𝐾𝐶−
(︀
𝑋𝐵𝐸𝐶+(𝑋𝐵𝐸𝐶)

T)︀
= 0.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ëåììû Á.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ 𝛼, 𝛽 > 0
ñïðàâåäëèâà îöåíêà 𝑋 ′ ≼ ̃︀𝑋 ′, ãäå ̃︀𝑋 ′ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

𝐴T
𝐾
̃︀𝑋 ′ + ̃︀𝑋 ′𝐴𝐾 + 𝛼𝐶T𝐾T𝑅𝐾𝐶+

+
1

𝛼
𝐶T𝐸T𝑅𝐸𝐶 + 𝛽𝑋2 +

1

𝛽
(𝐵𝐸𝐶)

T
𝐵𝐸𝐶 = 0,

èëè

𝐴T
𝐾

(︁ ̃︀𝑋 ′

𝛼

)︁
+
(︁ ̃︀𝑋 ′

𝛼

)︁
𝐴𝐾 + 𝐶T𝐾T𝑅𝐾𝐶 +

1

𝛼2
𝐶T𝐸T𝑅𝐸𝐶+

+
1

𝛼

(︁
𝛽𝑋2 +

1

𝛽
(𝐵𝐸𝐶)

T
𝐵𝐸𝐶

)︁
= 0. (3.3.17)

Ïîêàæåì, ÷òî âûáîðîì êîíñòàíò 𝛼 è 𝛽 ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî-
áû ̃︀𝑋 ′/𝛼 ≼ 𝑋. Â ñàìîì äåëå, ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (3.3.17) è (3.3.2),
ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

𝐶T𝐸T
(︁ 1

𝛼
𝑅+

1

𝛽
𝐵T𝐵

)︁
𝐸𝐶 + 𝛽𝑋2 − 𝛼𝑄 ≼ 0. (3.3.18)
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Упражнение 3.3.2. Покажите, что при

̃︀𝛼 =
‖𝑋‖‖𝐵‖+

√︀
‖𝑋‖2‖𝐵‖2 + 𝜆min(𝑄)𝜆max(𝑅)

𝜆min(𝑄)
, ̃︀𝛽 =

‖𝐵‖
‖𝑋‖

выполняется более сильное условие

1

𝛼
𝜆max(𝑅) +

1

𝛽
‖𝐵‖2 + 𝛽‖𝑋‖2 − 𝛼𝜆min(𝑄) ⩽ 0,

а значит, и условие (3.3.18).

Òàêèì îáðàçîì,
𝑋 ′ ≼ ̃︀𝑋 ′ ≼ ̃︀𝛼𝑋,

îòêóäà èìååì

‖𝑋 ′‖𝐹 ⩽
√
𝑛‖𝑋 ′‖ ⩽

√
𝑛̃︀𝛼‖𝑋‖ ⩽ √𝑛̃︀𝛼 𝑓(𝐾0)

𝜆min(Σ)
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíà îöåíêà

‖𝑋‖𝜆min(Σ) ⩽ tr𝑋Σ = 𝑓(𝐾) ⩽ 𝑓(𝐾0),

ïðåäîñòàâëÿåìàÿ ëåììîé Á.3. Ñ ó÷åòîì ýòîé è ðàíåå ïîëó÷åííûõ îöå-
íîê îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê âåëè÷èíå (3.3.15). ■

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ãðàíèöà ìíîæåñòâà 𝑆 ìîæåò áûòü íåãëàäêîé,
ãðàíèöà ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè 𝑓(𝐾) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â ñèëó
ñâîéñòâà 𝐿-ãëàäêîñòè ôóíêöèè 𝑓(𝐾). Ñàìà æå ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾) ìîæåò
áûòü íåâûïóêëîé äàæå â ñëó÷àå îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ, îäíàêî
ïðè ýòîì îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ïîëÿêà �Ëîÿñåâè÷à, ñì.
ðàçäåë 1.3.2.

Теорема 3.3.2. В линейно-квадратичной задаче при управлении
по состоянию функция 𝑓(𝐾) на множестве 𝒮0 удовлетворяет усло-
вию Поляка –Лоясевича

1

2
‖𝑓 ′(𝐾)‖2𝐹 ⩾ 𝜇

(︀
𝑓(𝐾)− 𝑓(𝐾*)

)︀
при

𝜇 =
𝜆min(𝑅)𝜆min(𝑄)𝜆2min(Σ)

8𝑓(𝐾*)
(︁
‖𝐴‖+ ‖𝐵‖2𝑓(𝐾0)

𝜆min(Σ)𝜆min(𝑅)

)︁2 .
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Доказательство. Ïóñòü ðåãóëÿòîð 𝐾* ∈ 𝒮 äîñòàâëÿåò ìèíèìóì
ôóíêöèè 𝑓(𝐾), à 𝑋 = 𝑋(𝐾) è 𝑋* = 𝑋(𝐾*) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
Ëÿïóíîâà

𝐴T
𝐾𝑋 +𝑋𝐴𝐾 +𝐾T𝑅𝐾 +𝑄 = 0

è
𝐴T
𝐾*
𝑋* +𝑋*𝐴𝐾* +𝐾T

* 𝑅𝐾* +𝑄 = 0

ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èòàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, èìååì

𝐴T
𝐾𝑋 −𝐴T

𝐾⋆
𝑋* +𝑋𝐴𝐾 −𝑋*𝐴𝐾* +𝐾T𝑅𝐾 −𝐾T

* 𝑅𝐾* = 0,

èëè

𝐴T
𝐾*

(𝑋 −𝑋*) + (𝑋 −𝑋*)𝐴𝐾* + (𝐾 −𝐾*)
T
𝑀 +𝑀T(𝐾 −𝐾*)−

− (𝐾 −𝐾*)
T
𝑅(𝐾 −𝐾*) = 0,

ãäå 𝑀 = 𝑅𝐾 −𝐵T𝑋.
Ñîãëàñíî ëåììå Á.2, äëÿ ëþáîãî 𝛼 > 0 ñïðàâåäëèâî

(𝐾 −𝐾*)
T
𝑀 +𝑀T(𝐾 −𝐾*) ≼

1

𝛼
(𝐾 −𝐾*)

T
(𝐾 −𝐾*) + 𝛼𝑀T𝑀.

Ïîýòîìó, ïîëîæèâ 𝛼 = 𝜆−1
min(𝑅), èìååì

(𝐾 −𝐾*)
T
𝑀 +𝑀T(𝐾 −𝐾*)− (𝐾 −𝐾*)

T
𝑅(𝐾 −𝐾*) ≼

≼ 𝛼𝑀T𝑀 + (𝐾 −𝐾*)
T(︀ 1

𝛼
𝐼 −𝑅

)︀
(𝐾 −𝐾*) ≼

1

𝜆min(𝑅)
𝑀T𝑀.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑋 −𝑋* ≼ 𝑍, ãäå 𝑍 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

𝐴T
𝐾*
𝑍 + 𝑍𝐴𝐾* +

1

𝜆min(𝑅)
𝑀T𝑀 = 0,

òàê ÷òî

𝑓(𝐾)− 𝑓(𝐾*) = tr(𝑋 −𝑋*)Σ ⩽ tr𝑍Σ =
1

𝜆min(𝑅)
tr(𝑀T𝑀𝑌*) ⩽

⩽
𝜆max(𝑌*)

𝜆min(𝑅)
tr(𝑀T𝑀) ⩽

𝜆max(𝑌*)

𝜆min(𝑅)𝜆2min(𝑌 )
tr(𝑌 T𝑀T𝑀𝑌 ) =

=
𝜆max(𝑌*)

4𝜆min(𝑅)𝜆2min(𝑌 )
‖𝑓 ′(𝐾)‖2𝐹 ,
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ãäå 𝑌 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëÿïóíîâà

𝐴𝐾𝑌 + 𝑌 𝐴T
𝐾 + Σ = 0.

Ñîãëàñíî (3.3.8),

𝜆min(𝑌 ) ⩾
𝜆min(Σ)

2‖𝐴𝐾‖
⩾

𝜆min(Σ)

2(‖𝐴‖+ ‖𝐵‖‖𝐾‖𝐹 )
> 0.

Òàêèì îáðàçîì,

𝑓(𝐾)− 𝑓(𝐾*) ⩽

(︀
‖𝐴‖+ ‖𝐵‖‖𝐾‖𝐹

)︀2
𝜆max(𝑌*)

𝜆min(𝑅)𝜆2min(Σ)
‖𝑓 ′(𝐾)‖2𝐹 .

Äàëåå, ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ‖𝐾‖𝐹 ïðè 𝐾 ∈ 𝒮. Ðàññìàòðèâàÿ (3.3.7)
êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ‖𝐾‖𝐹 , ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
âåðõíþþ îöåíêó äëÿ åãî áîëüøåãî êîðíÿ:

‖𝐾‖𝐹 ⩽
2‖𝐵‖𝑓(𝐾) + 2‖𝐵‖𝑓(𝐾)

√︁
1 + 2‖𝐴‖𝜆min(Σ)𝜆min(𝑅)

‖𝐵‖2𝑓(𝐾)

2𝜆min(Σ)𝜆min(𝑅)
⩽

⩽
2‖𝐵‖𝑓(𝐾)

𝜆min(Σ)𝜆min(𝑅)
+
‖𝐴‖
‖𝐵‖

,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ■

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîíñòàíòà 𝜇 çàâèñèò îò 𝐾0 è ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè 𝑓(𝐾) → ∞. Ïîâòîðèì, ÷òî óñëîâèå Ïîëÿêà �Ëîÿñåâè÷à íå
âûïîëíÿåòñÿ íà âñåì ìíîæåñòâå 𝒮 (ìû ýòî âèäåëè â ïðèìåðå 3.3.1). Êî-
íå÷íî, ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïî âûõî-
äó: òàê, â ïðèìåðå 3.3.4 áûëè äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñ ðàçëè÷íûìè
çíà÷åíèÿìè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íà êàæäîé èç íèõ, à â ïðèìåðå 3.3.5
íàáëþäàëîñü äâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìà â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.

3.3.5. Алгоритм решения
линейно-квадратичной задачи

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü ïðèìåíåíèå ãðàäèåíòíîãî
ìåòîäà äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè 𝑓(𝐾). Ýòî äîâîëüíî íåñòàíäàðòíàÿ
çàäà÷à, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾) îïðåäåëåíà íå íà âñåì ìíîæåñòâå
ìàòðèö𝐾. Áîëåå òîãî, îíà íåîãðàíè÷åíà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
è ìîæåò áûòü íåâûïóêëîé.
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Âìåñòå ñ òåì ñâîéñòâà ôóíêöèè 𝑓(𝐾), êîòîðûå áûëè óñòàíîâëåíû
â òåîðåìàõ 3.3.1 è 3.3.2, ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ãðàäèåíòíûé ìåòîä

𝐾𝑗+1 = 𝐾𝑗 − 𝛾𝑗𝑓 ′(𝐾𝑗) (3.3.19)

åå ìèíèìèçàöèè è îáîñíîâàòü åãî ñõîäèìîñòü. Ïðè óïðàâëåíèè ïî ñî-
ñòîÿíèþ èìååò ìåñòî ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ê
åäèíñòâåííîé òî÷êå ìèíèìóìà, à ïðè óïðàâëåíèè ïî âûõîäó ïðîöåññ
áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå. Ïðè ýòîì çàðàíåå èçâåñòíûé
ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð 𝐾0 áóäåò ñëóæèòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé
òî÷êè.

Теорема 3.3.3. В линейно-квадратичной задаче градиентный ме-
тод (3.3.19) для любого 0 < 𝛾𝑗 ⩽ 2

𝐿 (где величина 𝐿 дается теоре-
мой 3.3.1) порождает невозрастающую последовательность 𝑓(𝐾𝑗):

𝑓(𝐾𝑗+1) ⩽ 𝑓(𝐾𝑗)− 𝛾𝑗
(︁

1− 𝐿𝛾𝑗
2

)︁
‖𝑓 ′(𝐾𝑗)‖2𝐹 .

При этом если 0 < 𝜀1 ⩽ 𝛾𝑗 ⩽ 2
𝐿 − 𝜀2, 𝜀2 > 0, то

𝑓 ′(𝐾𝑗)→ 0, min
0⩽𝑗⩽𝑘

‖𝑓 ′(𝐾𝑗)‖2𝐹 ⩽
𝑓(𝐾0)

𝑐1𝑘
, где 𝑐1 =

𝜀1𝜀2𝐿

2
,

и в случае 𝐶 = 𝐼 последовательность {𝐾𝑗} сходится к глобальному
минимуму 𝐾* с линейной скоростью:

‖𝐾𝑗 −𝐾*‖ ⩽ 𝑐𝑞𝑗 , 0 ⩽ 𝑞 < 1. (3.3.20)

Доказательство. Íåòðèâèàëüíîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåò-
ñÿ îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî âñå èòåðàöèè îñòàþòñÿ âî ìíîæåñòâå 𝒮0. Îáî-
çíà÷èì 𝐾 = 𝐾0 è ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

𝜙(𝑡) = 𝑓(𝐾𝑡), 𝐾𝑡 = 𝐾 − 𝑡𝑓 ′(𝐾), 𝑡 ⩾ 0;

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 𝑓 ′(𝐾) ̸= 0. Ôóíêöèÿ 𝜙(𝑡) äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìà äëÿ ìàëûõ 𝑡 (òàê êàê 𝐾 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà 𝒮 è
𝑓(𝐾) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà 𝒮), ïðè÷åì

𝜙′(0) = −‖𝑓 ′(𝐾)‖2 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜙(𝑡) < 𝜙(0) = 𝑓(𝐾) è 𝐾𝑡 ∈ 𝒮0 äëÿ ìàëûõ 𝑡 > 0.
Ìíîæåñòâî 𝒮0 îãðàíè÷åíî; îáîçíà÷èì

𝑇 = max
{︀
𝑡 : 𝐾𝜏 ∈ 𝒮0, 0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡

}︀
,
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òî åñòü 𝑇 � ìîìåíò ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à 𝐾𝑡, 𝑡 > 0, ñ ãðàíèöåé
ìíîæåñòâà 𝒮0. Òåîðåìà 3.3.1 ãàðàíòèðóåò 𝐿-ãëàäêîñòü ôóíêöèè 𝑓(𝐾𝑡)
ïðè 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 . Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷åò 𝐿′-ãëàäêîñòü ôóíêöèè 𝜙(𝑡)
ïðè 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 c 𝐿′ = 𝐿‖𝑓 ′(𝐾)‖2. Ñëåäîâàòåëüíî,⃒⃒

𝜙(𝑇 )− 𝜙(0)− 𝜙′(0)𝑇
⃒⃒
⩽
𝐿′𝑇 2

2
,

íî 𝜙(𝑇 ) = 𝜙(0) = 𝑓(𝐾), è ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑇 ⩾ 2
𝐿 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

𝐾𝑡 = 𝐾 − 𝑡𝑓 ′(𝐾) ∈ 𝒮0 äëÿ âñåõ 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2
𝐿 .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì [𝐾0,𝐾1] ∈ 𝒮0, ãäå 𝐾1 � ðåçóëüòàò ïåðâîé
èòåðàöèè ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì 𝐾0, è ýòî æå áóäåò ñïðàâåäëèâî
äëÿ âñåõ ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèé 𝐾𝑗 , 𝑗 > 1. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì 𝐿-ãëàäêîñòè âäîëü âñåé
òðàåêòîðèè ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. ■

Ïðîñòåéøèì âûáîðîì äëèíû øàãà ÿâëÿåòñÿ 𝛾𝑗 = 1/𝐿, ïðè ýòîì
â íåðàâåíñòâå (3.3.20) êîíñòàíòû 𝑐 è 𝑞 ìîãóò áûòü çàïèñàíû ÿâíûì
îáðàçîì. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå êîíñòàíòà 𝐿 íåèçâåñòíà, è âåñüìà
òðóäíî äàæå ïîëó÷èòü åå îöåíêó. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì Àðìèõî (ñì. ðàçäåë 1.3.4); âåëè÷èíà 𝛾 áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó ïðàâèëó, åñëè

𝑓
(︀
𝐾 − 𝛾𝑓 ′(𝐾)

)︀
⩽ 𝑓(𝐾)− 𝛼𝛾‖𝑓 ′(𝐾)‖2𝐹

äëÿ íåêîòîðîãî 0 < 𝛼 < 1.
Âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî äîñòè÷ü ïîñëåäîâàòåëüíûì äðîá-

ëåíèåì ïðîáíîãî øàãà 𝛾, êîòîðûé ìîæåò áûòü âûáðàí èç ñëåäóþùèõ
ñîîáðàæåíèé. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ôóíêöèþ

𝜙(𝑡) = 𝑓
(︀
𝐾 − 𝑡𝑓 ′(𝐾)

)︀
.

Ñäåëàâ îäíó èòåðàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ìèíèìèçàöèè 𝜙(𝑡) ïðè
íà÷àëüíîé òî÷êå 𝑡0 = 0, èìååì:

𝑡1 =
𝜙′(0)

𝜙′′(0)
,

èëè, âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå,

𝑡1 =
‖𝑓 ′(𝐾)‖2𝐹

⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝑓 ′(𝐾)], 𝑓 ′(𝐾)⟩
. (3.3.21)

Âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó, äàþòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿìè (3.3.9) è (3.3.11). Çàìåòèì, ÷òî 𝑡1 ⩾ 1/𝐿 ñîãëàñíî (3.3.14),
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òàê ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì äëèíà øàãà îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ïî-
ëàãàÿ ïðè 𝐾 = 𝐾𝑗

𝛾𝑗 = min{𝑡1, 𝑇1}

ïðè íåêîòîðîì 𝑇1 > 0 (ýòî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà äëèíó
ïðîáíîãî øàãà), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Алгоритм 7.

1. Çàäàåìñÿ ïàðàìåòðàìè 𝜀 > 0, 0 < 𝜏 < 1, 𝑇1 > 0 è íà÷àëüíûì
ïðèáëèæåíèåì 𝐾0 ∈ 𝒮.

2. Íà 𝑗-é èòåðàöèè çàäàí ðåãóëÿòîð 𝐾𝑗 . Âû÷èñëÿåì ìàòðèöó

𝐴𝐾𝑗
= 𝐴−𝐵𝐾𝑗𝐶,

ðåøàåì óðàâíåíèÿ

𝐴T
𝐾𝑗
𝑋 +𝑋𝐴𝐾𝑗 +𝑄+𝐾T

𝑗 𝑅𝐾𝑗 = 0,

𝐴𝐾𝑗
𝑌 + 𝑌 𝐴T

𝐾𝑗
+ Σ = 0

è íàõîäèì ìàòðèöû 𝑋 è 𝑌 .
3. Âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò 𝐻𝑗 = 𝑓 ′(𝐾𝑗) èç ñîîòíîøåíèÿ

𝑓 ′(𝐾) = 2(𝑅𝐾𝐶 −𝐵T𝑋)𝑌 𝐶T.

Åñëè ‖𝐻𝑗‖ ⩽ 𝜀, òî 𝐾𝑗 ïðèíèìàåì çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
è çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.

4. Ðåøàåì óðàâíåíèå

𝐴T
𝐾𝑗
𝑋 ′ +𝑋 ′𝐴𝐾𝑗 + 𝐶T𝐻T

𝑗 (𝑅𝐾𝑗𝐶 −𝐵T𝑋)+

+ (𝑅𝐾𝑗𝐶 −𝐵T𝑋)
T
𝐻𝑗𝐶 = 0

è íàõîäèì âåëè÷èíó

1

2
⟨𝑓 ′′(𝐾𝑗)[𝐻𝑗 ], 𝐻𝑗⟩ = ⟨𝑅𝐻𝑗𝐶𝑌 𝐶

T, 𝐻𝑗⟩ − 2⟨𝐵T𝑋 ′𝑌 𝐶T, 𝐻𝑗⟩.

5. Íàõîäèì âåëè÷èíó ïðîáíîãî øàãà

𝛾 = min
{︁
𝑇1,

‖𝐻𝑗 |2𝐹
⟨𝑓 ′′(𝐾𝑗)[𝐻𝑗 ], 𝐻𝑗⟩

}︁
.
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6. Ïîäáèðàåì äëèíó øàãà 𝛾𝑗 äðîáëåíèåì 𝛾 äî âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèé:
à. 𝐾𝑗+1 � ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð (òî åñòü, ìàòðèöà
𝐴−𝐵𝐾𝑗+1𝐶 ãóðâèöåâà);
á. 𝑓(𝐾𝑗+1) ⩽ 𝑓(𝐾𝑗)− 𝜏𝛾𝑗‖𝐻𝑗‖2.

7. Äåëàåì øàã ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà

𝐾𝑗+1 = 𝐾𝑗 − 𝛾𝑗𝐻𝑗 .

Ïåðåõîäèì ê ï.2.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñõîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Теорема 3.3.4. В алгоритме 7 число дроблений пробного шага 𝛾
на каждой итерации равномерно ограничено и справедливы результа-
ты, сформулированные в теореме 3.3.3.

3.3.6. Связь с общими задачами оптимизации

Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ÷àñòíîé çàäà÷å îï-
òèìèçàöèè îáðàòíîé ñâÿçè, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è äëÿ ðåøåíèÿ
áîëåå îáùèõ çàäà÷ áåçóñëîâíîé è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå èç òàêèõ ïîñòàíîâîê.

Ïðàâèëî âûáîðà ïðîáíîãî øàãà, ïðåäëîæåííîå â (3.3.21), ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ðåøåíèè ãëàäêîé çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìè-
çàöèè min𝑥∈R𝑛 𝑓(𝑥) ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà (ñì. ðàçäåë 1.3.1):

𝑥𝑗+1 = 𝑥𝑗 − 𝛾𝑗𝑓 ′(𝑥𝑗), 𝛾𝑗 =
‖𝑓 ′(𝑥𝑗)‖2(︀

𝑓 ′′(𝑥𝑗)𝑓 ′(𝑥𝑗), 𝑓 ′(𝑥𝑗)
)︀ , (3.3.22)

â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðà çàäà÷è ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü
çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â çíàìåíàòåëå. Ýòî îñîáåííî óäîáíî
â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ïîñêîëüêó íå òðåáóåò çíàíèÿ êîíñòàíò 𝐿1

è κ è � öåíîé íåáîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò � èñïîëüçóåò èí-
ôîðìàöèþ î âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé âèäà
𝑓(𝑥) = (𝐻𝑥, 𝑥) ýòîò ìåòîä ñîâïàäàåò ñ ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñ-
êà; äëÿ íåêâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé åãî ñòðîãîå îáîñíîâàíèå âîçìîæíî
â ñèëüíî âûïóêëîì ñëó÷àå.

Â [86] áûë óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Теорема 3.3.5. Пусть 𝑓 : R𝑛 → R — дважды дифференцируемая,
строго выпуклая функция с константой κ, а 𝑓 ′(𝑥) и 𝑓 ′′(𝑥) липшицевы
с константами 𝐿1 и 𝐿2 соответственно.
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Тогда если начальное условие 𝑥0 удовлетворяет соотношению

𝐿2

√︁
2𝐿1

(︀
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

)︀
⩽ 3κ2(1− 𝛿), 𝛿 > 0,

то процесс (3.3.22) сходится к глобальному минимуму 𝑥* с линейной
скоростью:

𝑓(𝑥𝑗)− 𝑓(𝑥*) ⩽
(︀
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

)︀(︂
1− κ𝛿

𝐿1

)︂𝑗
.

Демпфированная версия метода (3.3.22) (в этом случае 𝛾𝑗 заме-
няется на 𝜎𝛾𝑗, где 𝜎 <

𝐿1

κ ) сходится к глобальному минимуму 𝑥* при
произвольном начальном условии 𝑥0:

𝑓(𝑥𝑗)− 𝑓(𝑥*) ⩽
(︀
𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥*)

)︀(︂
1− κ𝜎

𝐿1

)︂𝑗
.

Àíàëîãè÷íîå ïðàâèëî âûáîðà ïðîáíîãî øàãà ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíî ïðè ðåøåíèÿ çàäà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè min𝑥∈𝒬 𝑓(𝑥) ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà, ñì. ðàçäåë 2.3.1.

Áëèçêèé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è äëÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ
ãðàäèåíòîâ (ñì. ïîäðîáíåå ðàçäåë 1.3.5) â çàäà÷àõ áåçóñëîâíîé îïòèìè-
çàöèè min𝑥∈R𝑛 𝑓(𝑥). Êëàññè÷åñêàÿ âåðñèÿ ìåòîäà ïðåäïîëàãàåò ïðîöå-
äóðó îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèíû øàãà 𝛼𝑗 ; âìå-
ñòî ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñõåìó:

𝑥𝑗+1 = 𝑥𝑗 + 𝛼𝑗𝑝𝑗 , 𝑝𝑗 = −𝑓 ′(𝑥𝑗) + 𝛽𝑗𝑝𝑗−1, (3.3.23)

𝛼𝑗 =
‖𝑝𝑗‖2(︀

𝑓 ′(𝑥𝑗)𝑝𝑗 , 𝑝𝑗
)︀ , 𝛽𝑗 =

‖𝑓 ′(𝑥𝑗)‖2

‖𝑓 ′(𝑥𝑗−1)‖2
, 𝛽0 = 0 (3.3.24)

(ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ 𝛽𝑗 , ñì. [20], çäåñü
ïðèâåäåíà ïðîñòåéøàÿ). Ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñõîäè-
ìîñòüþ ìåòîäà (3.3.23)�(3.3.24), ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíîé è èíòåðåñíîé
çàäà÷åé.

Ïðåäëîæåííûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä îïòèìèçàöèè îáðàòíîé ñâÿçè
ìîæåò áûòü òàêæå ðàññìîòðåí â ðàìêàõ îáùåé îïòèìèçàöèîííîé çà-
äà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà:

min
𝑔(𝑥,𝑦)=0

𝑓(𝑥, 𝑦),

ãäå 𝑔 : R𝑛 × R𝑚 → R𝑛.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìîæåò áûòü íàéäåíî (â ÿâíîì èëè ÷èñ-
ëåííîì âèäå) ðåøåíèå 𝑥(𝑦) ðàâåíñòâà 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 ïðè ôèêñèðîâàííîì
𝑦 ∈ 𝒮, è ïîëîæèì 𝐹 (𝑦) = 𝑓

(︀
𝑥(𝑦), 𝑦

)︀
. Òîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê

çàäà÷å áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè

min
𝑦∈𝒮

𝐹 (𝑦).

Ãðàäèåíò ôóíêöèè 𝐹 (𝑦) âûïèñûâàåòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî ñëîæíîñòåé:

𝐹 ′(𝑦) = −
(︀
𝑔′

T
𝑦 (𝑥, 𝑦)

)︀(︀
𝑔′

T
𝑥 (𝑥, 𝑦)

)︀−1
𝑓 ′𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑓 ′𝑦(𝑥, 𝑦),

è ãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì 𝑦0 ∈ 𝒮 îáðàùàåòñÿ
â òàê íàçûâàåìûé метод приведенного градиента:

𝑦𝑗+1 = 𝑦𝑗 − 𝛾𝑗𝐹 ′(𝑦𝑗), 𝑥𝑗 = 𝑥(𝑦𝑗).

Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Ô. Âóëüôîì [134] è ðåàëèçîâàí âî ìíî-
æåñòâå àëãîðèòìîâ, ñì., íàïðèìåð, [68]; ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, 𝒮 = R𝑛.

Îäíàêî äëÿ íåëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà áûëà ïîêà-
çàíà ëèøü åãî ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü [20], â òî âðåìÿ êàê îñíîâíîé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îáîñíîâàíèå åãî ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè. Ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ðàññìîòðåííîé âûøå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å, ïå-
ðåìåííîé 𝑥 ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíà 𝑌 , à ïåðåìåííîé 𝑦 � âåëè÷èíà 𝐾.
Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè â îáùåì ñëó-
÷àå ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ, àíàëîãè÷íûõ ñôîðìóëèðîâàííûì
â òåîðåìàõ 3.3.1 è 3.3.2. Åñëè òàêèå ðåçóëüòàòû îêàæóòñÿ âåðíûìè, òî
äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîëíûì àíàëîãîì ïðèâåäåííûõ âûøå
ðàññóæäåíèé.

3.4. Подавление внешних возмущений

3.4.1. Постановка задачи

Çàäà÷à î ïîäàâëåíèè îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â íåïðåðûâíîì âðåìåíè:

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷𝑤, 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑦 = 𝐶1𝑥,

𝑧 = 𝐶2𝑥+𝐵1𝑢,

(3.4.1)
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ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐵1 ∈ R𝑟×𝑝, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐶1 ∈ Rℓ×𝑛, 𝐶2 ∈ R𝑟×𝑛,
ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝, èçìåðÿåìûì âûõîäîì
𝑦(𝑡) ∈ Rℓ, ðåãóëèðóåìûì âûõîäîì 𝑧(𝑡) ∈ R𝑟 è èçìåðèìûì ïî 𝑡 âíåøíèì
âîçìóùåíèåì 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚, îãðàíè÷åííûì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè:

‖𝑤(𝑡)‖ ⩽ 1 äëÿ âñåõ 𝑡 ⩾ 0.

Íèêàêèõ äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íà âîçìóùåíèå 𝑤(𝑡) íå íàêëàäûâàåòñÿ;
òàê, îíî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íè ñëó÷àéíûì, íè ãàðìîíè÷åñêèì.

Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ â ôîðìå
îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ

𝑢 = 𝐾𝑥, 𝐾 ∈ R𝑝×𝑛

(åñëè îíî äîñòóïíî) èëè ïî âûõîäó

𝑢 = 𝐾𝑦, 𝐾 ∈ R𝑝×ℓ,

òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü ¾ïèê¿ âûõîäà 𝑧(𝑡), òî åñòü âåëè÷èíó max𝑡 ‖𝑧(𝑡)‖.
Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è çàòðóäíèòåëüíî, îäíàêî âîçìîæíà ìèíè-
ìèçàöèÿ âåðõíåé ãðàíè ýòîé âåëè÷èíû, ôîðìóëèðóåìîé ñ ïîìîùüþ
ïîíÿòèÿ инвариантного эллипсоида. Ýòîò ïîäõîä âïåðâûå áûë ïðèìå-
íåí â ìîíîãðàôèè Ñ. Áîéäà ñ ñîàâòîðàìè [37] è ðàçâèò â ïóáëèêàöè-
ÿõ [58, 66, 69].

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîé òåõíèêè ìîæíî íàéòè â êíèãå [22]. Ïðè
ýòîì çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ ñ ïîìîùüþ çàìåí ïåðåìåííûõ
ñâîäèòñÿ ê параметрической задаче полуопределенного программиро-
вания (ñì. ðàçäåë 2.7), òî åñòü ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíê-
öèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ â ôîðìå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è íà-
ëè÷èè ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ ñóùåñòâóþò óäîáíûå
÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ [2, 91]. Â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ïî âûõîäó òà-
êîå ñâåäåíèå íåâîçìîæíî (âïðî÷åì, ìîæíî ïðèìåíÿòü íå ñòàòè÷åñêèé,
à äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð, è òîãäà çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ êàê âûïóê-
ëàÿ, ñì. [22]); äëÿ òàêèõ çàäà÷ òðåáóþòñÿ íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ.

3.4.2. Метод инвариантных эллипсоидов
и задача анализа

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò êðàòêî ðàññìîòðåíà êîíöåïöèÿ ìåòîäà èíâà-
ðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ; ïîäðîáíîñòè ÷èòàòåëü ñìîæåò íàéòè â [22].
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñòàöèîíàðíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â íå-
ïðåðûâíîì âðåìåíè:

�̇� = 𝐴𝑥+𝐷𝑤, 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑧 = 𝐶𝑥,
(3.4.2)

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ R𝑛×𝑛, ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, âûõî-
äîì 𝑧(𝑡) ∈ R𝑛 è èçìåðèìûì ïî 𝑡 âíåøíèì âîçìóùåíèåì 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚,
îãðàíè÷åííûì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè:

‖𝑤(𝑡)‖ ⩽ 1 äëÿ âñåõ 𝑡 ⩾ 0. (3.4.3)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà (3.4.2) óñòîé÷èâà, òî åñòü ìàòðèöà 𝐴 ãóð-
âèöåâà, ïàðà (𝐴,𝐷) óïðàâëÿåìà (ñì. ïðèëîæåíèå Á.3), 𝐶 � ìàòðèöà
ïîëíîãî ðàíãà.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íàëîæåíû áîëåå æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è, ÷åì îáû÷íî [22, 58, 65]: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòè
âûõîäà è ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò, à ìàòðèöà 𝐶 � íåâûðîæäåííàÿ. Ýòî
ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî áûëî áû îñëàáèòü, íî íàøà öåëü ñåé÷àñ � ïî-
ëó÷èòü íàèáîëåå ïðîñòûå è íàãëÿäíûå ðåçóëüòàòû.

Определение 3.4.1. Ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

ℰ𝑥 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥T𝑃−1𝑥 ⩽ 1

}︀
, 𝑃 ≻ 0, (3.4.4)

íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (3.4.2), (3.4.3),
åñëè èç óñëîâèÿ 𝑥(0) ∈ ℰ𝑥 ñëåäóåò 𝑥(𝑡) ∈ ℰ𝑥 äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè
𝑡 ⩾ 0.

Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, èñõîäÿùàÿ èç òî÷êè,
ëåæàùåé â ýëëèïñîèäå ℰ𝑥, ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ âíåøíèõ âîçìóùåíè-
ÿõ, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò íàõîäèòü-
ñÿ â ýòîì ýëëèïñîèäå.

Èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä îáëàäàåò ñâîéñòâîì притягиваемости:
ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû, èñõîäÿùàÿ èç òî÷êè âíå ýëëèïñîèäà ℰ𝑥,
ñòðåìèòñÿ ê ýëëèïñîèäó ℰ𝑥 ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò
èíâàðèàíòíîìó ýëëèïñîèäó, òî èìååòñÿ ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà ïîâåäåíèÿ
òðàåêòîðèé ñèñòåìû: â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè òðàåêòîðèè ïðèíàäëå-
æàò ýòîìó ýëëèïñîèäó ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ âíåøíèõ âîçìóùåíè-
ÿõ; åñëè æå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðîèçâîëüíû, èìååì àñèìïòîòè÷åñêóþ
îöåíêó ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû: ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ âíåø-
íèõ âîçìóùåíèÿõ òðàåêòîðèè áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê ýòîìó ýëëèïñîèäó ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè.
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Èíâàðèàíòíûå ýëëèïñîèäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðè-
ñòèêó âëèÿíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé íà òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû. À èìåííî, â ðàìêàõ çàäà÷è àíàëèçà ïðîáëåìà ñîñòîèò â îöåíêå
ñòåïåíè âëèÿíèÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé íà âåêòîð âûõîäà ñèñòåìû. Â
ýòîé ñâÿçè åñòåñòâåííî èíòåðåñîâàòüñÿ ìèíèìàëüíûìè â òîì èëè èíîì
ñìûñëå ýëëèïñîèäàìè, ñîäåðæàùèìè âûõîä ñèñòåìû.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ℰ𝑥 � èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä (3.4.4)
ñ ìàòðèöåé 𝑃 , òî âûõîä ñèñòåìû (3.4.2) ïðè 𝑥0 ∈ ℰ𝑥 ïðèíàäëåæèò
ýëëèïñîèäó

ℰ𝑧 = {𝑧 ∈ R𝑛 : 𝑧T(𝐶𝑃𝐶T)−1𝑧 ⩽ 1}. (3.4.5)

Ýëëèïñîèä (3.4.5) áóäåì íàçûâàòü ограничивающим (по выходу).
×àñòî â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ åãî ìèíèìàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè-
íåéíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝑃 ) = tr𝐶𝑃𝐶T, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî ñóììå êâàä-
ðàòîâ ïîëóîñåé îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖𝑧(𝑡)‖2 ⩽ tr𝐶𝑃𝐶T.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó âûõîäà ïðè îãðàíè÷åííîé
ïîìåõå, åå è áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü.

Â [37] áûë óñòàíîâëåí ðåçóëüòàò, äàþùèé êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè
ýëëèïñîèäà â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Íåñêîëüêî
óòî÷íÿÿ ýòîò êðèòåðèé (ñì. [22]), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îäíîìåðíîé
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å ïðè íàëè÷èè ìàòðè÷íûõ îãðàíè÷åíèé òèïà
ðàâåíñòâ.

Теорема 3.4.1. Пусть матрица 𝐴 гурвицева, 𝜎 = 𝜎(𝐴) > 0, пара
(𝐴,𝐷) управляема, а матрица 𝑃 (𝛼) ≻ 0, 0 < 𝛼 < 2𝜎, удовлетворяет
уравнению Ляпунова(︁

𝐴+
𝛼

2
𝐼
)︁
𝑃 + 𝑃

(︁
𝐴+

𝛼

2
𝐼
)︁T

+
1

𝛼
𝐷𝐷T = 0. (3.4.6)

Тогда задача об оптимальном ограничивающем эллипсоиде сводится
к минимизации скалярной функции

𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃 (𝛼)𝐶T

на интервале 0 < 𝛼 < 2𝜎, и если 𝛼* — точка минимума и 𝑥(0) удо-
влетворяет условию 𝑥T(0)𝑃−1(𝛼*)𝑥(0) ⩽ 1, то гарантируется рав-
номерная оценка

‖𝑧(𝑡)‖ ⩽
√︀
𝑓(𝛼*), 0 ⩽ 𝑡 <∞.
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Äëÿ êîìïàêòíîñòè çàïèñè áóäåì äàëåå ÷àñòî îïóñêàòü çàâèñèìîñòü
𝑃 îò 𝛼.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (3.4.6) íåëèíåéíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ 𝑃 è 𝛼, òî â ëèòåðàòóðå ïî ýòîé ïðîáëåìàòèêå (ñì., íàïðèìåð, [66])
ïîèñê ìèíèìàëüíîãî îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïðåäëàãàëîñü ïðî-
âîäèòü íà îäíîìåðíîé ñåòêå ïî ïàðàìåòðó 𝛼; ïðè ýòîì âìåñòî ìàòðè÷-
íîãî óðàâíåíèÿ (3.4.6) ðàññìàòðèâàëîñü ñîîòâåòñòâóþùåå ìàòðè÷íîå
íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà. Ðàññìîòðèì áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá îïòè-
ìèçàöèè, îñíîâàííûé íà ñâîéñòâàõ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè è íà ÿâ-
íîì âèäå åå ïðîèçâîäíûõ. Ñôîðìóëèðóåì ýòè ñâîéñòâà.

Лемма 3.4.1. Пусть матрица 𝐴 гурвицева, 𝜎 = 𝜎(𝐴) > 0, па-
ра (𝐴,𝐷) управляема, а матрица 𝐶 такова, что 𝐶T𝐶 ≻ 0. Тогда
функция 𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃𝐶T, где 0 < 𝛼 < 2𝜎, а 𝑃 — решение уравнения
Ляпунова (3.4.6), обладает следующими свойствами:

а) функция 𝑓(𝛼) определена, положительна и строго выпукла на
интервале 0 < 𝛼 < 2𝜎, а ее значения стремятся к бесконечности на
концах интервала, причем существует 𝑐 > 0 такое, что

𝑓(𝛼) ⩾
𝑐

𝛼(2𝜎 − 𝛼)
, 0 < 𝛼 < 2𝜎;

б) производная функции 𝑓(𝛼) имеет вид

𝑓 ′(𝛼) = tr𝑌
(︁
𝑃 − 1

𝛼2
𝐷𝐷T

)︁
, (3.4.7)

где 𝑌 — решение уравнения Ляпунова(︁
𝐴+

𝛼

2
𝐼
)︁T
𝑌 + 𝑌

(︁
𝐴+

𝛼

2
𝐼
)︁

+ 𝐶T𝐶 = 0; (3.4.8)

в) вторая производная функции 𝑓(𝛼) определяется формулой

𝑓 ′′(𝛼) = 2 tr𝑌
(︁
𝑋 +

1

𝛼3
𝐷𝐷T

)︁
, (3.4.9)

где 𝑌 — решение уравнения Ляпунова (3.4.8), а 𝑋 — решение уравне-
ния Ляпунова(︁

𝐴+
𝛼

2
𝐼
)︁
𝑋 +𝑋

(︁
𝐴+

𝛼

2
𝐼
)︁T

+ 𝑃 − 1

𝛼2
𝐷𝐷T = 0, (3.4.10)

причем 𝑓 ′′(𝛼*) > 0 и 𝑓 ′′(𝛼) монотонно возрастает слева и справа
от 𝛼*.
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Доказательство. à) Ñîãëàñíî [22, ëåììà 1.2.3] óðàâíåíèå Ëÿïóíî-
âà (3.4.6) èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà 𝐴+ 𝛼

2 𝐼 ãóðâèöåâà: Re𝜆𝑖(𝐴+ 𝛼
2 𝐼) < 0,

òî åñòü ïðè 0 < 𝛼 < 2𝜎.
Îöåíèì âåëè÷èíó 𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃 (𝛼)𝐶T, èñïîëüçóÿ ëåììó Á.10 ñ î÷å-

âèäíûìè çàìåíàìè:

𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃 (𝛼)𝐶T ⩾ 𝜆min(𝐶T𝐶)𝜆max

(︀
𝑃 (𝛼)

)︀
⩾
‖𝑢*𝐷‖2𝜆min(𝐶T𝐶)

𝛼(2𝜎 − 𝛼)
,

ãäå 𝑢 èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ëåììå Á.10, à âåëè÷èíà ‖𝑢*𝐷‖2
ïîëîæèòåëüíà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ îá óïðàâëÿåìîñòè ïàðû (𝐴,𝐷)
(à òåì ñàìûì è ïàðû (𝐴+ 𝛼

2 𝐼,𝐷)).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃 (𝛼)𝐶T ñòðîãî âûïóê-

ëà íà èíòåðâàëå (0, 2𝜎). Â ñîîòâåòñòâèè ëåììîé Á.4 ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (3.4.6) ïðåäñòàâèìî â ÿâíîì âèäå êàê

𝑃 (𝛼) =

+∞∫︁
0

𝑒(𝐴+𝛼
2 𝐼)𝑡

1

𝛼
𝐷𝐷T𝑒(𝐴+𝛼

2 𝐼)
T𝑡𝑑𝑡 =

+∞∫︁
0

𝑒𝛼𝑡

𝛼⏟ ⏞ 
𝑔(𝛼,𝑡)

𝑒𝐴𝑡𝐷𝐷T𝑒𝐴
T𝑡⏟  ⏞  

ℎ(𝑡)

𝑑𝑡.

Íî 𝑔(𝛼, 𝑡) > 0, ℎ(𝑡) ≻ 0 ïðè 𝛼 > 0, ïîýòîìó íà èíòåðâàëå (0, 2𝜎) èìååì

𝑃 (𝛼) =

+∞∫︁
0

𝑔(𝛼, 𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡 ≻ 0, 𝑓(𝛼) = tr𝑃 (𝛼)𝐶T𝐶 > 0.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì

𝑔′′(𝛼, 𝑡) =
(︀
(𝛼𝑡− 1)2 + 1

)︀𝑒𝛼𝑡
𝛼3

⩾
𝑒𝛼𝑡

𝛼3
=

1

𝛼2
𝑔(𝛼, 𝑡)

(çäåñü äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî 𝛼), òàê ÷òî

𝑓 ′′(𝛼) =

+∞∫︁
0

𝑔′′(𝛼, 𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡 ⩾
1

𝛼2
𝑓(𝛼) ⩾

1

4𝜎2
𝑓(𝛼*) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 𝑓(𝛼) ïîëîæèòåëüíà
è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íà êîíöàõ èíòåðâàëà (0, 2𝜎).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ÷åòâåðòîé ïðîèçâîä-
íîé ïîëó÷àåì

𝑔(𝐼𝑉 )(𝛼, 𝑡) =
(︀
(𝛼𝑡− 2)2𝛼2𝑡2 + 2(2𝛼𝑡− 3)2 + 6

)︀𝑒𝛼𝑡
𝛼5

⩾
6

𝛼5
𝑒𝛼𝑡 =

6

𝛼4
𝑔(𝛼, 𝑡),
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òàêèì îáðàçîì,

𝑓 (𝐼𝑉 )(𝛼) ⩾
6

𝛼4
𝑓(𝛼) > 0,

òî åñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ 𝑓 ′′(𝛼) ñàìà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è ðàñòåò
íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà.

á) Âûâåäåì òåïåðü ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè 𝑓(𝛼). Â
óðàâíåíèè (3.4.6) ðåøåíèå 𝑃 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò 𝛼. Ïðîäèôôåðåí-
öèðóåì ýòî óðàâíåíèå; ïîä 𝑃 ′ áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ ïî 𝛼:

𝐴𝑃 ′ + 𝑃 ′𝐴T + 𝛼𝑃 ′ + 𝑃 − 1

𝛼2
𝐷𝐷T = 0.

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ äëÿ 𝑃 ′ è 𝑌 è ïðèìåíÿÿ ëåììó Á.8, ïîëó÷àåì
æåëàåìóþ ôîðìóëó:

𝑓 ′(𝛼) = tr𝐶𝑃 ′𝐶T = tr𝑌
(︁
𝑃 − 1

𝛼2
𝐷𝐷T

)︁
.

â) Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé 𝑓(𝛼).
Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå äëÿ 𝑃 ′ ïî 𝛼, ïîëó÷àåì

𝐴𝑃 ′′ + 𝑃 ′′𝐴T + 𝛼𝑃 ′′ + 2𝑃 ′ +
2

𝛼3
𝐷𝐷T = 0.

Âíîâü ïðèìåíÿÿ ëåììó Á.8 ê ýòîìó óðàâíåíèþ è óðàâíåíèþ (3.4.10)
(è èìåÿ â âèäó, ÷òî 𝑋 = 𝑃 ′), ïîëó÷àåì

𝑓 ′′(𝛼) = tr𝐶𝑃 ′′𝐶T = 2 tr𝑌
(︁
𝑋 +

1

𝛼3
𝐷𝐷T

)︁
,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Êàê âèäíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè 𝑓(𝛼) è äâóõ åå ïðîèçâîäíûõ
äîñòàòî÷íî ðåøèòü òðè óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà: (3.4.6), (3.4.8) è (3.4.10).

Óêàçàííûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü äëÿ åå ìèíè-
ìèçàöèè ìåòîä Íüþòîíà (ñì. ðàçäåë 1.4). Â ñàìîì äåëå, çàäàäèìñÿ
íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì 0 < 𝛼0 < 2𝜎, íàïðèìåð 𝛼0 = 𝜎, è ïðèìåíèì
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

𝛼𝑗+1 = 𝛼𝑗 −
𝑓 ′(𝛼𝑗)

𝑓 ′′(𝛼𝑗)
. (3.4.11)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ãëîáàëüíóþ ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà.
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Теорема 3.4.2. В методе (3.4.11) справедливы оценки

|𝛼𝑗 − 𝛼*| ⩽
𝑓 ′′(𝛼0)

2𝑗𝑓 ′′(𝛼*)
|𝛼0 − 𝛼*|,

|𝛼𝑗+1 − 𝛼*| ⩽ 𝑐|𝛼𝑗 − 𝛼*|2,

где 𝑐 > 0 — некоторая константа (она может быть выписана явно).

Ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé ëåììû 3.4.1 è ïî ñóùå-
ñòâó ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèåé òåîðåì 3 è 5 â [118], ïîýòîìó
îïóñêàåì åãî äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ îöåíêà ãàðàíòèðóåò ãëîáàëüíóþ
ñõîäèìîñòü ìåòîäà (áûñòðåå, ÷åì ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ êîýô-
ôèöèåíòîì 1/2), à âòîðàÿ � êâàäðàòè÷íóþ ñõîäèìîñòü â îêðåñòíîñòè
ðåøåíèÿ. Ðåàëüíî òðåáóåòñÿ íå áîëåå 3�4 èòåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðå-
øåíèÿ ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ (åñëè òîëüêî íà÷àëüíàÿ òî÷êà íå ñëèøêîì
áëèçêà ê ãðàíèöàì èíòåðâàëà).

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ áûñòðûé àëãîðèòì äëÿ îïòèìèçàöèè ïî
ïàðàìåòðó 𝛼.

3.4.3. Задача синтеза

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å ñèíòåçà è ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ
ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷𝑤, 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑦 = 𝐶1𝑥,

𝑧 = 𝐶2𝑥,

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐶1 ∈ Rℓ×𝑛, 𝐶2 ∈ R𝑟×𝑛, ñ ñîñòîÿíè-
åì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝, íàáëþäàåìûì âûõîäîì 𝑦(𝑡) ∈ Rℓ,
ðåãóëèðóåìûì âûõîäîì 𝑧(𝑡) ∈ R𝑟 è âíåøíèì âîçìóùåíèåì 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚,
óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèþ (3.4.3);

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïðåä-
ëàãàåìîãî äàëåå àëãîðèòìà (òåîðåìà 3.4.3), áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ðàçìåðíîñòè âåêòîðîâ 𝑥, 𝑤 è 𝑧 ñîâïàäàþò, à ìàòðèöû 𝐷 è 𝐶2 �
êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå. Îäíàêî ìåòîä ïðèìåíèì è ðàáîòîñïîñî-
áåí è â îáùåé ñèòóàöèè; ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ïðèìåðû äåìîíñòðè-
ðóþò, ÷òî îí âïîëíå ýôôåêòèâåí è ïðè îòñóòñòâèè òàêèõ îãðàíè÷åíèé.
Âìåñòå ñ òåì åãî ïîëíîå îáîñíîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ çà-
äà÷ó.
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Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðåãóëÿòîðà 𝐾 â ôîðìå ñòàòè÷åñêîé
ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó

𝑢 = 𝐾𝑦,

êîòîðûé ñòàáèëèçèðóåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó è ïîäàâëÿåò âîçäåéñòâèå
âíåøíèõ âîçìóùåíèé 𝑤, ìèíèìèçèðóÿ ðàçìåð îãðàíè÷èâàþùåãî ýë-
ëèïñîèäà äëÿ âûõîäà 𝑧.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

tr𝐶2𝑃𝐶
T
2 + 𝜌‖𝐾‖2𝐹 . (3.4.12)

Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà (3.4.12) îïðåäåëÿåò ðàçìåð îãðàíè÷èâàþùåãî ýë-
ëèïñîèäà ïî êðèòåðèþ ñëåäà, à âòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò øòðàô çà âåëè-
÷èíó óïðàâëåíèÿ (ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò 𝜌 > 0 ðåãóëèðóåò åãî âàæ-
íîñòü). Íàëè÷èå âòîðîé êîìïîíåíòû ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ
áîëüøèõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ðåãóëÿòîðà: â ÷àñòíîñòè, åñëè óïðàâëåíèå
è âîçìóùåíèå ¾ïðèëîæåíû â îäíîé òî÷êå¿ (òî åñòü ìàòðèöû 𝐵 è 𝐷
ñîâïàäàþò), òî çà ñ÷åò áîëüøèõ âåëè÷èí 𝐾 ëèíåéíûé âûõîä ñèñòåìû
ìîæåò áûòü ñäåëàí ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Îáû÷íî øòðàô çà óïðàâëå-
íèå ââîäèòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ÷ëåíà ñ óïðàâëåíèåì â ðåãóëèðóåìûé
âûõîä (ñì. âûðàæåíèå 𝐵1𝑢 â (3.4.1)); çäåñü æå óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ôîðìó ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà (3.4.12).

Â öåëîì âèä ôóíêöèè (3.4.12) àíàëîãè÷åí êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè
â çàäà÷å î ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîì ðåãóëÿòîðå, ãäå òàêæå ïðèñóòñòâóþò
÷ëåíû, îòâå÷àþùèå çà âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ òðàåêòîðèè è çà âåëè÷è-
íó óïðàâëåíèÿ; ðàçíèöà ëèøü â òîì, ÷òî òàì ýòè ÷ëåíû èìåþò âèä
èíòåãðàëîâ, à íå ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ñèíòåçå ðåãóëÿòîðà, ïîäàâëÿþùåãî âíåø-
íèå âîçìóùåíèÿ, ñâåëàñü ê ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å:

min
𝐾,𝛼

𝑓(𝐾,𝛼), 𝑓(𝐾,𝛼) = tr𝐶2𝑃 (𝐾,𝛼)𝐶T
2 + 𝜌‖𝐾‖2𝐹 ,

ïðè îãðàíè÷åíèè(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁
𝑃 + 𝑃

(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

+
1

𝛼
𝐷𝐷T = 0 (3.4.13)

îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ 0 ≺ 𝑃 ∈ S𝑛, 𝐾 ∈ R𝑝×𝑛 è ñêàëÿð-
íîãî ïàðàìåòðà 𝛼 > 0.

Çàïèñü 𝑓(𝐾,𝛼) ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ïðè çàäàííûõ 𝐾 è 𝛼 ìàòðèöà 𝑃
íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.4.13); òåì ñàìûì íåçàâèñèìûìè
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ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ 𝐾 è 𝛼. Êàê è âûøå, äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè
çàâèñèìîñòü 𝑃 îò 𝐾 è 𝛼 áóäåì îáû÷íî îïóñêàòü.

Ìèíèìèçàöèþ ïî 𝛼 ìîæíî ïðîèçâîäèòü äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî,
ñì. ðàçäåë 3.4.2; íóæíî ëèøü ìàòðèöó 𝐴 çàìåíèòü íà 𝐴𝐾

.
= 𝐴+𝐵𝐾𝐶1.

Ïîýòîìó áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ôóíêöèåé

𝑓(𝐾) = min
𝛼
𝑓(𝐾,𝛼);

åå ìèíèìèçàöèåé è çàéìåìñÿ, ïðåäâàðèòåëüíî èññëåäîâàâ åå ñâîéñòâà.
Â äàëüíåéøåì äåëàåì ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå.

Предположение 3.4.1. Ïóñòü èçâåñòåí ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãó-
ëÿòîð 𝐾0, òî åñòü òàêîé, ÷òî ìàòðèöà 𝐴+𝐵𝐾0𝐶1 ãóðâèöåâà.

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñóùåñòâåííî, ïîñêîëüêó ïðîáëåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ñòàòè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó ÿâëÿåòñÿ
íåðåøåííîé.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè 𝑓(𝐾).

Лемма 3.4.2. Функция 𝑓(𝐾) определена и положительна на мно-
жестве 𝒮 стабилизирующих регуляторов.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ìàòðèöà 𝐴𝐾 ãóðâèöåâà, òîãäà 𝜎(𝐴𝐾) > 0 è äëÿ
0 < 𝛼 < 2𝜎(𝐴𝐾) ðåøåíèå 𝑃 ≻ 0 óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.4.13) ñóùåñòâó-
åò. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ 𝑓(𝐾,𝛼) > 0; ïðè ýòîì 𝑓(𝐾) > 0 â
ñèëó ëåììû 3.4.1. Ìíîæåñòâî åå îïðåäåëåíèÿ 𝒮 ìîæåò áûòü íåâûïóê-
ëûì è íåñâÿçíûì, ïðè÷åì åãî ãðàíèöû ìîãóò áûòü íåãëàäêèìè, ñì.
ïðèìåðû äàëåå.

Лемма 3.4.3. На множестве 𝒮 стабилизирующих регуляторов
функция 𝑓(𝐾) коэрцитивна, причем справедливы следующие оценки:

𝑓(𝐾) ⩾
𝜆min(𝐷𝐷T)𝜆min(𝐶2𝐶

T
2 )

4𝜎2(𝐴𝐾)
, (3.4.14)

𝑓(𝐾) ⩾ 𝜌‖𝐾‖2.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {𝐾𝑗} ∈ 𝒮 � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ òàêàÿ, ÷òî 𝐾𝑗 → 𝐾 ∈ 𝜕𝒮, òî åñòü
𝜎(𝐴+𝐵𝐾𝐶1) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî
𝑁 = 𝑁(𝜀) òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî

|𝜎(𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶1)− 𝜎(𝐴+𝐵𝐾𝐶1)| = 𝜎(𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶1) < 𝜀
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ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ 𝑗 ⩾ 𝑁(𝜀).
Ïóñòü 𝑃𝑗 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.4.13), àññîöèèðîâàí-

íîãî ñ ðåãóëÿòîðîì 𝐾𝑗 :(︁
𝐴𝐾𝑗 +

𝛼𝑗
2
𝐼
)︁
𝑃𝑗 + 𝑃𝑗

(︁
𝐴𝐾𝑗 +

𝛼𝑗
2
𝐼
)︁T

+
1

𝛼𝑗
𝐷𝐷T = 0,

à 𝑌𝑗 � ðåøåíèå äâîéñòâåííîãî ê íåìó óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà(︁
𝐴𝐾𝑗 +

𝛼𝑗
2
𝐼
)︁T
𝑌𝑗 + 𝑌𝑗

(︁
𝐴𝐾𝑗

+
𝛼𝑗
2
𝐼
)︁

+ 𝐶2𝐶
T
2 = 0.

Òîãäà

𝑓(𝐾𝑗) = tr𝐶2𝑃𝑗𝐶
T
2 + 𝜌‖𝐾𝑗‖2𝐹 ⩾ tr𝑃𝑗𝐶2𝐶

T
2 = tr

(︀
𝑌𝑗

1

𝛼𝑗
𝐷𝐷T

)︀
⩾

⩾
1

𝛼𝑗
𝜆min(𝑌𝑗)‖𝐷‖2𝐹 ⩾

1

𝛼𝑗

𝜆min(𝐶2𝐶
T
2 )

2‖𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶 +
𝛼𝑗

2 𝐼‖
‖𝐷‖2𝐹 ⩾

⩾
𝜆min(𝐶2𝐶

T
2 )

4𝜎(𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶1)‖𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶 +
𝛼𝑗

2 𝐼‖
‖𝐷‖2𝐹 ⩾

⩾
𝜆min(𝐶2𝐶

T
2 )

4𝜀(‖𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶‖+ 𝜀)
‖𝐷‖2𝐹 −−−→

𝜀→0
+∞,

ïîñêîëüêó
0 < 𝛼𝑗 < 2𝜎(𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶1)

è⃦⃦
𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶1+

𝛼𝑗
2
𝐼
⃦⃦
⩽ ‖𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶1‖+

𝛼𝑗
2

⩽ ‖𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶1‖+𝜎(𝐴+𝐵𝐾𝑗𝐶1).

C äðóãîé ñòîðîíû,

𝑓(𝐾𝑗) = tr𝐶2𝑃𝑗𝐶
T
2 + 𝜌‖𝐾𝑗‖2𝐹 ⩾ 𝜌‖𝐾𝑗‖2𝐹 ⩾ 𝜌‖𝐾𝑗‖2 −−−−−−−→

‖𝐾𝑗‖→+∞
+∞,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî óðîâíÿ

𝒮0 =
{︀
𝐾 ∈ 𝒮 : 𝑓(𝐾) ⩽ 𝑓(𝐾0)

}︀
.

Èç ëåììû 3.4.3 âûòåêàåò î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå.

Следствие 3.4.1. Для любого регулятора 𝐾0 ∈ 𝒮 множество 𝒮0
ограничено.
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C äðóãîé ñòîðîíû, ó ôóíêöèè 𝑓(𝐾) íà ìíîæåñòâå 𝒮0 ñóùåñòâóåò
òî÷êà ìèíèìóìà (êàê ó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòíîì ìíî-
æåñòâå), íî ìíîæåñòâî 𝒮0 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ãðàíèöåé 𝒮 â ñè-
ëó (3.4.14). Âïîñëåäñòâèè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî 𝑓(𝐾) äèôôåðåíöèðóåìà
íà 𝒮0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäñòâèå 3.4.2.

Следствие 3.4.2. Существует точка минимума 𝐾* на множе-
стве 𝑆, и в ней градиент обращается в нуль.

Ïåðåéäåì ê ñâîéñòâàì ãðàäèåíòà ôóíêöèè 𝑓(𝐾).

Лемма 3.4.4. Функция 𝑓(𝐾,𝛼) определена на множестве стаби-
лизирующих обратных связей 𝐾 и для 0 < 𝛼 < 2𝜎(𝐴𝐾). На этом
допустимом множестве она дифференцируема, причем градиент да-
ется выражениями

𝑓 ′𝐾(𝐾,𝛼) = 2(𝜌𝐾 +𝐵T𝑌 𝑃𝐶T
1 ), (3.4.15)

𝑓 ′𝛼(𝐾,𝛼) = tr𝑌
(︁
𝑃 − 1

𝛼2
𝐷𝐷T

)︁
,

где матрица 𝑌 является решением уравнения Ляпунова(︁
𝐴𝐾 +

𝛼

2
𝐼
)︁T
𝑌 + 𝑌

(︁
𝐴𝐾 +

𝛼

2
𝐼
)︁

+ 𝐶T
2 𝐶2 = 0. (3.4.16)

Минимум 𝑓(𝐾,𝛼) достигается во внутренней точке допустимого
множества и определяется условиями

𝑓 ′𝐾(𝐾,𝛼) = 0, 𝑓 ′𝛼(𝐾,𝛼) = 0.

При этом 𝑓(𝐾,𝛼) как функция от 𝛼 строго выпукла на интервале
0 < 𝛼 < 2𝜎(𝐴𝐾) и достигает минимума в его внутренней точке.

Доказательство. Èòàê, èìååì çàäà÷ó:

min 𝑓(𝐾,𝛼), 𝑓(𝐾,𝛼) = tr𝐶2𝑃𝐶
T
2 + 𝜌‖𝐾‖2𝐹 ,

ïðè îãðàíè÷åíèè(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁
𝑃 + 𝑃

(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

+
1

𝛼
𝐷𝐷T = 0.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè 𝑓 ïî 𝛼 îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ëåììîé 3.4.1: äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ìàòðèöó 𝐴 íà
𝐴+𝐵𝐾𝐶1.
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Äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî 𝐾 äàäèì åìó ïðèðàùåíèå ∆𝐾 è îáî-
çíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå 𝑃 ÷åðåç ∆𝑃 :(︁

𝐴+𝐵(𝐾 + ∆𝐾)𝐶1 +
𝛼

2
𝐼
)︁

(𝑃 + ∆𝑃 )+

+ (𝑃 + ∆𝑃 )
(︁
𝐴+𝐵(𝐾 + ∆𝐾)𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

+
1

𝛼
𝐷𝐷T = 0,

èëè, ïîñëå ëèíåàðèçàöèè è âû÷èòàíèÿ ýòîãî è ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèé,(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁

∆𝑃 + ∆𝑃
(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

+

+𝐵∆𝐾𝐶1𝑃 + 𝑃 (𝐵∆𝐾𝐶1)
T

= 0. (3.4.17)

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà 𝑓(𝐾), ëèíåàðèçóÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû:

∆𝑓(𝐾) = tr𝐶2∆𝑃𝐶T
2 + 𝜌 tr𝐾T∆𝐾 + 𝜌 tr (∆𝐾)

T
𝐾 =

= tr𝐶T
2 𝐶2∆𝑃 + 2𝜌 tr𝐾T∆𝐾.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà (3.4.16), äâîéñòâåííîå ê (3.4.17).
Ïî ëåììå Á.8 èç óðàâíåíèé (3.4.17) è (3.4.16) èìååì

∆𝑓(𝐾) = 2 tr𝐶1𝑃𝑌 𝐵∆𝐾 + 2𝜌 tr𝐾T∆𝐾 = ⟨2(𝜌𝐾 +𝐵T𝑌 𝑃𝐶T
1 ),∆𝐾⟩.

Òàêèì îáðàçîì,

𝑓 ′𝐾(𝐾,𝛼) = 2(𝜌𝐾 +𝐵T𝑌 𝑃𝐶T
1 ),

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. ■

Ñâîéñòâà ãåññèàíà ôóíêöèè 𝑓(𝐾) ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì óòâåð-
æäåíèåì.

Лемма 3.4.5. Функция 𝑓(𝐾) дважды дифференцируема, причем
действие гессиана 𝑓 ′′(𝐾) на произвольную матрицу 𝐸 ∈ R𝑝×ℓ дается
выражением

1

2
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩ = 𝜌⟨𝐸,𝐸⟩+ 2⟨𝐵T𝑌 𝑃 ′𝐶T

1 , 𝐸⟩, (3.4.18)

где 𝑃 ′ — решение уравнения Ляпунова(︁
𝐴𝐾 +

𝛼

2
𝐼
)︁
𝑃 ′ + 𝑃 ′

(︁
𝐴𝐾 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

+𝐵𝐸𝐶1𝑃 + 𝑃 (𝐵𝐸𝐶1)
T

= 0. (3.4.19)
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Доказательство. Âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå 𝑓 ′(𝐾)[𝐸] ïî íàïðàâëå-
íèþ 𝐸 ∈ R𝑝×ℓ, ëèíåàðèçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû:

∆𝑓 ′(𝐾)[𝐸] =

= 2
(︀
𝜌𝐾 + 𝜌𝛿𝐸 +𝐵T(𝑌 + ∆𝑌 )(𝑃 + ∆𝑃 )𝐶T

1

)︀
− 2(𝜌𝐾 +𝐵T𝑌 𝑃𝐶T

1 ) =

= 2
(︀
𝜌𝐾 + 𝜌𝛿𝐸 +𝐵T(𝑌 + 𝛿𝑌 ′(𝐾)[𝐸])(𝑃 + 𝛿𝑃 ′(𝐾)[𝐸])𝐶T

1

)︀
−

− 2(𝜌𝐾 +𝐵T𝑌 𝑃𝐶T
1 ) = 2𝛿

(︀
𝜌𝐸 +𝐵T

(︀
𝑌 𝑃 ′(𝐾)[𝐸] + 𝑌 ′(𝐾)[𝐸]𝑃

)︀
𝐶T

1

)︀
,

ãäå
∆𝑃 = 𝑃 (𝐾 + 𝛿𝐸)− 𝑃 (𝐾) = 𝛿𝑃 ′(𝐾)[𝐸],

∆𝑌 = 𝑌 (𝐾 + 𝛿𝐸)− 𝑌 (𝐾) = 𝛿𝑌 ′(𝐾)[𝐸].

Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ 𝑃 ′ = 𝑃 ′(𝐾)[𝐸] è 𝑌 ′ = 𝑌 ′(𝐾)[𝐸], èìååì

1

2
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩ = ⟨𝜌𝐸 +𝐵T(𝑌 𝑃 ′ + 𝑌 ′𝑃 )𝐶T

1 , 𝐸⟩.

Äàëåå, 𝑃 = 𝑃 (𝐾) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4.13); çàïèøåì åãî â
ïðèðàùåíèÿõ ïî íàïðàâëåíèþ 𝐸:(︁

𝐴+𝐵(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶1 +
𝛼

2
𝐼
)︁

(𝑃 + 𝛿𝑃 ′)+

+ (𝑃 + 𝛿𝑃 ′)
(︁
𝐴+𝐵(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

+
1

𝛼
𝐷𝐷T = 0,

èëè(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁

(𝑃 + 𝛿𝑃 ′)+

+ (𝑃 + 𝛿𝑃 ′)
(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

+

+ 𝛿
(︀
𝐵𝐸𝐶1𝑃 + 𝑃 (𝐵𝐸𝐶1)

T)︀
+

1

𝛼
𝐷𝐷T = 0.

Âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèå (3.4.6), ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ (3.4.19).

Äàëåå, 𝑌 = 𝑌 (𝐾) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.4.16); çàïè-
øåì åãî â ïðèðàùåíèÿõ ïî íàïðàâëåíèþ 𝐸:(︁

𝐴+𝐵(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶1 +
𝛼

2
𝐼
)︁T

(𝑌 + 𝛿𝑌 ′)+

+ (𝑌 + 𝛿𝑌 ′)
(︁
𝐴+𝐵(𝐾 + 𝛿𝐸)𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁

+ 𝐶T
2 𝐶2 = 0,
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èëè(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

(𝑌 + 𝛿𝑌 ′)+

+ (𝑌 + 𝛿𝑌 ′)
(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁

+

+ 𝛿
(︀
(𝐵𝐸𝐶1)

T
𝑌 + 𝑌 𝐵𝐸𝐶1

)︀
+ 𝐶T

2 𝐶2 = 0.

Âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèå (3.4.8), èìååì(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁T
𝑌 ′ + 𝑌 ′

(︁
𝐴+𝐵𝐾𝐶1 +

𝛼

2
𝐼
)︁

+

+ (𝐵𝐸𝐶1)
T
𝑌 + 𝑌 𝐵𝐸𝐶1 = 0. (3.4.20)

Èç (3.4.19) è (3.4.20) èìååì ñîîòíîøåíèå

tr𝑃 ′𝑌 𝐵𝐸𝐶1 = tr𝑌 ′𝐵𝐸𝐶1𝑃,

òàê ÷òî

1

2
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩ = 𝜌⟨𝐸,𝐸⟩+ ⟨𝐵T(𝑌 𝑃 ′ + 𝑌 ′𝑃 )𝐶T

1 , 𝐸⟩ =

= 𝜌⟨𝐸,𝐸⟩+ 2⟨𝐵T𝑌 𝑃 ′𝐶T
1 , 𝐸⟩.

Ëåììà äîêàçàíà. ■

Ãðàäèåíò ôóíêöèè 𝑓(𝐾) íå ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì íà ìíîæåñòâå 𝒮
ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ, îäíàêî îí îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì íà
åãî ïîäìíîæåñòâå 𝒮0. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí äàëåå.

Лемма 3.4.6. На множестве 𝒮0 градиент функции 𝑓(𝐾) липши-
цев с константой

𝐿 = 𝜌+ 8
√
𝑛‖𝐵‖𝐹 ‖𝐶1‖

𝑓2(𝐾0)

𝜆min(𝐶T
2 𝐶2)𝜆2min(𝐷𝐷T)

×

×
(︀
‖𝐴‖+

√︀
𝑓(𝐾0)‖𝐵‖‖𝐶1‖

)︀2(︁ 𝑓2(𝐾0)

𝜆2min(𝐶T
2 𝐶2)

+ ‖𝐵‖2‖𝐶1‖2
)︁
. (3.4.21)

Доказательство. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äåéñòâèÿ ãåññèàíà
ôóíêöèè 𝑓(𝐾) íà ìàòðèöó 𝐸 ∈ R𝑝×ℓ òàêóþ, ÷òî ‖𝐸‖𝐹 = 1, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

1

2
sup

‖𝐸‖𝐹=1

⃒⃒
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩

⃒⃒
⩽ 𝜌+ 2‖𝑃 ′‖𝐹 ‖𝑌 ‖‖𝐵‖𝐹 ‖𝐶1‖.
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Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî (3.4.18)

1

2
sup

‖𝐸‖𝐹=1

⃒⃒
⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐸], 𝐸⟩

⃒⃒
⩽

⩽ sup
‖𝐸‖𝐹=1

𝜌⟨𝐸,𝐸⟩+ 2 sup
‖𝐸‖𝐹=1

|⟨𝐵T𝑌 𝑃 ′𝐶T
1 , 𝐸⟩| =

= 𝜌 sup
‖𝐸‖𝐹=1

‖𝐸‖2𝐹 + 2 sup
‖𝐸‖𝐹=1

|⟨𝑃 ′, 𝑌 𝐵𝐸𝐶1⟩| ⩽

⩽ 𝜌+ 2‖𝑃 ′‖𝐹 sup
‖𝐸‖𝐹=1

‖𝑌 𝐵𝐸𝐶1‖𝐹 ⩽ 𝜌+ 2‖𝑃 ′‖𝐹 ‖𝑌 ‖‖𝐵‖𝐹 ‖𝐶1‖,

ïîñêîëüêó ñ ó÷åòîì ëåììû Á.2

‖𝑌 𝐵𝐸𝐶1‖𝐹 ⩽ ‖𝑌 ‖‖𝐵‖𝐹 ‖𝐸‖𝐹 ‖𝐶1‖.

Òåïåðü îñòàåòñÿ îöåíèòü ñâåðõó âåëè÷èíó

𝜌+ 2‖𝑃 ′‖𝐹 ‖𝑌 ‖‖𝐵‖𝐹 ‖𝐶1‖.

Èìååì îöåíêó äëÿ ‖𝑌 ‖:

1

𝛼
𝜆min(𝐷𝐷T)‖𝑌 ‖ ⩽ 1

𝛼
𝜆min(𝐷𝐷T) tr𝑌 ⩽

1

𝛼
tr𝑌 𝐷𝐷T = tr𝑌

1

𝛼
𝐷𝐷T =

= tr𝑃𝐶T
2 𝐶2 = tr𝐶2𝑃𝐶

T
2 = 𝑓(𝐾)− 𝜌‖𝐾‖2𝐹 ⩽ 𝑓(𝐾) ⩽ 𝑓(𝐾0),

îòêóäà

‖𝑌 ‖ ⩽ 𝛼

𝜆min(𝐷𝐷T)
𝑓(𝐾0). (3.4.22)

Îöåíêà äëÿ 𝛼 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝛼 < 2𝜎(𝐴+𝐵𝐾𝐶1) ⩽ 2‖𝐴+𝐵𝐾𝐶1‖ ⩽
⩽ 2(‖𝐴‖+ ‖𝐵‖‖𝐾‖‖𝐶1‖) ⩽ 2(‖𝐴‖+ ‖𝐵‖‖𝐾‖𝐹 ‖𝐶1‖) ⩽

⩽ 2(‖𝐴‖+ ‖𝐵‖
√︀
𝑓(𝐾)‖𝐶1‖) ⩽ 2(‖𝐴‖+

√︀
𝑓(𝐾0)‖𝐵‖‖𝐶1‖),

òàê ÷òî

‖𝑌 ‖ ⩽ 2
‖𝐴‖+

√︀
𝑓(𝐾0)‖𝐵‖‖𝐶1‖

𝜆min(𝐷𝐷T)
𝑓(𝐾0).

Òåïåðü îöåíèì ñâåðõó ‖𝑃‖:

𝜆min(𝐶T
2 𝐶2)‖𝑃‖ ⩽ tr(𝐶2𝑃𝐶

T
2 ) = 𝑓(𝐾)− 𝜌‖𝐾‖2𝐹 ⩽ 𝑓(𝐾) ⩽ 𝑓(𝐾0),
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îòêóäà

‖𝑃‖ ⩽ 𝑓(𝐾0)

𝜆min(𝐶T
2 𝐶2)

.

Íàêîíåö, îöåíèì ñâåðõó ‖𝑃 ′‖𝐹 . Ñ ó÷åòîì ëåììû Á.2 çàìåòèì, ÷òî

𝜆max

(︀
𝐵𝐸𝐶1𝑃 + 𝑃 (𝐵𝐸𝐶1)

T)︀
=

= ‖𝐵𝐸𝐶1𝑃 + 𝑃 (𝐵𝐸𝐶1)
T‖ ⩽ ‖𝑃 2 +𝐵𝐸𝐶1(𝐵𝐸𝐶1)

T‖ ⩽

⩽ ‖𝑃‖2 + ‖𝐵‖2‖𝐶1‖2‖𝐸‖2𝐹 ⩽
𝑓2(𝐾0)

𝜆2min(𝐶T
2 𝐶2)

+ ‖𝐵‖2‖𝐶1‖2 =

= 𝜉
1

𝛼
𝜆min(𝐷𝐷T)

ïðè

𝜉 =
𝛼

𝜆min(𝐷𝐷T)

(︁ 𝑓2(𝐾0)

𝜆2min(𝐶T
2 𝐶2)

+ ‖𝐵‖2‖𝐶1‖2
)︁
.

Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ 𝑃 ′ óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.4.19) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

𝑃 ′ ≼ 𝜉𝑃 ≼
𝛼

𝜆min(𝐷𝐷T)

(︁ 𝑓2(𝐾0)

𝜆2min(𝐶T
2 𝐶2)

+ ‖𝐵‖2‖𝐶1‖2
)︁ 𝑓(𝐾0)

𝜆min(𝐶T
2 𝐶2)

𝐼 ≼

≼ 2𝑓(𝐾0)
‖𝐴‖+

√︀
𝑓(𝐾0)‖𝐵‖‖𝐶1‖

𝜆min(𝐷𝐷T)𝜆min(𝐶T
2 𝐶2)

(︁ 𝑓2(𝐾0)

𝜆2min(𝐶T
2 𝐶2)

+ ‖𝐵‖2‖𝐶1‖2
)︁
𝐼,

îòêóäà

‖𝑃 ′‖𝐹 ⩽ 2
√
𝑛𝑓(𝐾0)

‖𝐴‖+
√︀
𝑓(𝐾0)‖𝐵‖‖𝐶1‖

𝜆min(𝐷𝐷T)𝜆min(𝐶T
2 𝐶2)

×

×
(︁ 𝑓2(𝐾0)

𝜆2min(𝐶T
2 𝐶2)

+ ‖𝐵‖2‖𝐶1‖2
)︁
. (3.4.23)

C ó÷åòîì îöåíîê (3.4.22) è (3.4.23) ïðèõîäèì ê âåëè÷èíå (3.4.21). ■

Ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ
ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ìåòîä ìèíèìèçàöèè è îáîñíîâàòü åãî ñõîäèìîñòü.

Îãðàíè÷åíèå â îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å (3.4.13) íåâûïóêëî ïî ñî-
âîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ 𝑃 è 𝐾. Â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ
(òî åñòü ïðè 𝐶1 = 𝐼) çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ýêâèâàëåíòíîé ëèíåéíîé,
ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ è èñêëþ÷èâ ìàòðèöó
ðåãóëÿòîðà 𝐾 (ýòîò ïðèåì áûë óæå íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàí âûøå),
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îäíàêî â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ ïî âûõîäó òàêîé ïîäõîä íåïðèìåíèì. Îò-
ìåòèì åùå, ÷òî äàæå â ñëó÷àå óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ ìèíèìèçèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3.4.13); â åãî
îñíîâå ëåæèò ïðèìåíåíèå ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ïî ïåðåìåííîé 𝐾 è ìè-
íèìèçàöèè ïî 𝛼, îïèñàííîé â ïîäðàçäåëå 3.4.2. Ïðèâåäåì ïðèíöèïè-
àëüíóþ ñõåìó àëãîðèòìà.

Алгоритм 8.

1. Çàäàåìñÿ ïàðàìåòðàìè 𝜀 > 0, 𝛾 > 0, 0 < 𝜏 < 1 è íà÷àëüíûì
ñòàáèëèçèðóþùèì ïðèáëèæåíèåì 𝐾0. Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó
𝛼0 = 𝜎(𝐴+𝐵𝐾0𝐶1).

2. Íà 𝑗-é èòåðàöèè çàäàíû âåëè÷èíû 𝐾𝑗 , 𝛼𝑗 . Âû÷èñëÿåì ìàò-
ðèöó 𝐴 + 𝐵𝐾𝑗𝐶1, ðåøàåì óðàâíåíèå (3.4.16) è íàõîäèì 𝑌 .
Âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò 𝐻𝑗 = 𝑓 ′𝐾(𝐾𝑗 , 𝛼𝑗) èç óðàâíåíèÿ (3.4.15).
Åñëè ‖𝐻𝑗‖ ⩽ 𝜀, òî 𝐾𝑗 ïðèíèìàåì çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
è çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.

3. Äåëàåì øàã ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà

𝐾𝑗+1 = 𝐾𝑗 − 𝛾𝑗𝐻𝑗 .

Äëèíó øàãà 𝛾𝑗 > 0 ïîäáèðàåì äðîáëåíèåì 𝛾 äî âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé:
à. ìàòðèöà 𝐴+𝐵𝐾𝑗+1𝐶1 +

𝛼𝑗

2 𝐼 ãóðâèöåâà;
á. 𝑓(𝐾𝑗+1) ⩽ 𝑓(𝐾𝑗)− 𝜏𝛾𝑗‖𝐻𝑗‖2.

4. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ 𝐾𝑗+1 ðåøàåì çàäà÷ó ìèíè-
ìèçàöèè 𝑓(𝐾𝑗+1, 𝛼) ïî 𝛼, ïîëó÷àåì 𝛼𝑗+1. Ïåðåõîäèì ê ï. 2.

Ðåàëèçóåìûé ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 8 ìåòîä ñõîäèòñÿ â ñëåäóþùåì
ñìûñëå.

Теорема 3.4.3. В алгоритме 8 на каждой итерации реализует-
ся лишь конечное число дроблений 𝛾𝑗, последовательность {𝑓(𝐾𝑗)}
монотонно убывает и

‖𝑓 ′(𝐾𝑗)‖ → 0

со скоростью геометрической прогрессии.

Доказательство. Èñïîëüçóåì îáû÷íóþ ñõåìó àíàëèçà ãðàäèåíò-
íîãî ìåòîäà äëÿ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé ñ ëèïøèöåâûì
ãðàäèåíòîì [20]. Ïðåæäå âñåãî, àëãîðèòì 8 îïðåäåëåí êîððåêòíî â íà-
÷àëüíîé òî÷êå, òàê êàê 𝐾0 ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì ðåãóëÿòîðîì
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â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ. Äàëåå, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ 𝛾𝑗 â àëãîðèòìå
ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå óìåíüøåíèå 𝑓(𝐾) (äâèæåíèå ïî àíòèãðàäèåí-
òó), òî åñòü 𝐾𝑗 îñòàþòñÿ â îáëàñòè 𝒮0 è òåì ñàìûì ìîæíî ïðèìåíÿòü
ðåçóëüòàòû ëåììû 3.4.6 î ëèïøèöåâîñòè ãðàäèåíòà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ãðàäèåíòíîãî
ìåòîäà äëÿ áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè [20]. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå á) íà
øàãå 3 àëãîðèòìà 8 áóäåò âûïîëíåíî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà äðîáëåíèé,
à â ãðàäèåíòíîì ìåòîäå áóäåò èìåòü ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ãðàäèåíòó ñ
ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ. ■

Åñòåñòâåííî, ÷òî òðóäíî ðàññ÷èòûâàòü íà ñõîäèìîñòü ê ãëîáàëüíî-
ìó ìèíèìóìó, ïîñêîëüêó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 𝑓(𝐾) ìîæåò áûòü äàæå
íåñâÿçíîé. Îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ
(òî åñòü êîãäà èçìåðÿåìûé âûõîä 𝑦 ñîâïàäàåò ñ 𝑥, èíûìè ñëîâàìè ïðè
𝐶1 = 𝐼) ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
íà ìíîæåñòâå 𝒮0 óñëîâèþ Ïîëÿêà �Ëîÿñåâè÷à (ñì. ðàçäåë 1.3.2), è ãà-
ðàíòèðîâàòü ãëîáàëüíóþ ñõîäèìîñòü ê åäèíñòâåííîé òî÷êå ìèíèìóìà
ïîäîáíî ñèòóàöèè ñ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûì ðåãóëÿòîðîì ïðè óïðàâëå-
íèè ïî ñîñòîÿíèþ (ðàçäåë 3.3).

Çàìåòèì åùå, ÷òî ñïîñîá âûáîðà øàãà â àëãîðèòìå 8 îòíþäü íå
ÿâëÿåòñÿ ñàìûì áûñòðûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Íàïðèìåð,
âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá, àíàëîãè÷íûé ïðåäëîæåííîìó
â ðàçäåëå 3.3 è îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïðè ýòîì øàã âûáèðàåòñÿ ïî ôîðìóëå

𝛾𝑗 =
‖𝐻𝑗‖2

⟨𝑓 ′′(𝐾)[𝐻𝑗 ], 𝐻𝑗⟩
, (3.4.24)

ãäå âû÷èñëåíèå âûðàæåíèÿ â çíàìåíàòåëå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû (3.4.18).

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ òðå-
áóåò âñåãî ëèøü ðåøåíèÿ åùå îäíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.4.19), òî
åñòü íå ñèëüíî óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèÿ, à ñìûñë ôîðìóëû (3.4.24) ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî îíà ðåàëèçóåò îäèí øàã ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ìèíè-
ìèçàöèè îäíîìåðíîé ôóíêöèè

𝜙(𝛾) = 𝑓(𝐾𝑗 − 𝛾𝐻𝑗).

Êàê ïðàâèëî, ýòîò âàðèàíò (íàçîâåì åãî â íàøåì êîíòåêñòå модифи-
цированным алгоритмом 8) äàåò áîëåå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü, ÷åì àë-
ãîðèòì 8; ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèâîäèìûìè äàëåå ïðèìåðàìè.
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3.4.4. Примеры

Пример 3.4.1. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê (ðèñ. 3.4.1),
äâèæóùèéñÿ â âÿçêîé ñðåäå, íà êîòîðûé äåéñòâóåò îãðàíè÷åííîå âíåø-
íåå âîçìóùåíèå.

Рис. 3.4.1. Математический маятник из примера 3.4.1.

Ïîëàãàÿ ïàðàìåòðû åäèíè÷íûìè, ïðèõîäèì ê ëèíåàðèçîâàííîé ñè-
ñòåìå

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑥1 − 𝑥2 + 𝑤, |𝑤| ⩽ 1,

èëè â ìàòðè÷íîé ôîðìå

𝐴 =

(︂
0 1
−1 −1

)︂
, 𝐷 =

(︂
0
1

)︂
.

Ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå âûõîäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (𝐶 = 𝐼), ïðèõîäèì
ê çàäà÷å

min tr𝑃 ïðè 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T + 𝛼𝑃 +
1

𝛼
𝐷𝐷T = 0

îòíîñèòåëüíî 𝑃 ∈ S2 è 0 < 𝛼 < −2 max Re𝜆(𝐴) = 1.
Çíàÿ ïåðâóþ (3.4.7) è âòîðóþ (3.4.9) ïðîèçâîäíûå ìèíèìèçèðóåìîé

ôóíêöèè, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Íüþòîíà íàõîäèì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
𝛼* = 0,4618 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó

𝑃* =

(︂
2,4461 −0,5649
−0,5649 2,1422

)︂
ýëëèïñà, ñîäåðæàùåãî òðàåêòîðèè ñèñòåìû; ïðè ýòîì tr𝑃* = 4,5883.
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Íà ðèñ. 3.4.2 ïîêàçàí ãðàôèê 𝑓(𝛼) = tr𝑃 (𝛼), à íà ðèñ. 3.4.3 � äèíà-
ìèêà îïòèìèçàöèîííîé ïðîöåäóðû. Ïî ñóùåñòâó óæå ïåðâàÿ èòåðàöèÿ
äàåò ðåøåíèå ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ.

Рис. 3.4.2. График функции 𝑓(𝛼) = tr𝑃 (𝛼) в примере 3.4.1.

Рис. 3.4.3. Оптимизационная процедура в примере 3.4.1.

▼
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Пример 3.4.2. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê, íà êîòîðûé
âîçäåéñòâóåò îãðàíè÷åííîå âíåøíåå âîçìóùåíèå 𝑤, |𝑤| ⩽ 1, äëÿ êîì-
ïåíñàöèè êîòîðîãî ïðèëîæåíî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå 𝑢:

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑥1 + 𝑢+ 𝑤.

Ïðè ýòîì èçìåðÿåìûì âûõîäîì ñëóæèò âñå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (òî åñòü
𝑦 = 𝑥). Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå (è ðÿäå ñëåäóþùèõ) íå âûïîë-
íåíî îäíî èç ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû 3.4.3: çäåñü ðàçìåðíîñòü âîçìó-
ùåíèé ìåíüøå ÷èñëà ñîñòîÿíèé, îäíàêî àëãîðèòì îïòèìèçàöèè ïðèìå-
íèì è ðàáîòàåò.

Â ðåçóëüòàòå èìååì

𝐴 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
, 𝐵 = 𝐷 =

(︂
0
1

)︂
, 𝐶1 = 𝐼, 𝐾 =

(︀
𝑘1 𝑘2

)︀
.

Äëÿ

𝐶2 =
(︀
1 0

)︀
, 𝜌 = 1,

ðåøàÿ íà äâóìåðíîé ñåòêå ïî 𝑘1 è 𝑘2 óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà è âû÷èñëÿÿ
min
𝛼

tr𝐶2𝑃 (𝛼)𝐶T
2 , ÷èñëåííûì îáðàçîì íàõîäèì ôóíêöèþ

𝑓(𝑘1, 𝑘2) = 𝐶2𝑃 (𝐾)𝐶T
2 + ‖𝐾‖2.

Åå ëèíèè óðîâíÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.4.4. Â äàííîì ñëó÷àå ëèíèè óðîâíÿ
ãëàäêèå è âûïóêëûå.

Äëÿ íà÷àëüíîãî ðåãóëÿòîðà

𝐾0 =
(︀
−3 −3

)︀
âû÷èñëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì 8 äîñòàâëÿþò íà 119-é èòå-
ðàöèè ðåãóëÿòîð

𝐾* =
(︀
−0,7224 −1,2205

)︀
,

ïðè êîòîðîì 𝑓(𝐾*) = 2,9377 (ëèíèÿ 1 íà ðèñ. 3.4.4). Ìîäèôèöèðîâàí-
íûé àëãîðèòì 8 òðåáóåò âñåãî ëèøü 7 èòåðàöèé è ïðèâîäèò ê ðåãóëÿ-
òîðó

𝐾* =
(︀
−0,6477 −1,2038

)︀
,

äëÿ êîòîðîãî 𝑓(𝐾*) = 2,8670 (ëèíèÿ 2 íà ðèñ. 3.4.4). ▼
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Рис. 3.4.4. Линии уровня 𝑓(𝐾) и оптимизационная процедура в
примере 3.4.2.

Пример 3.4.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ìàòðèöàìè

𝐴 =

⎛⎝ 0 1 0
0 0 1
−1 −1 𝑎

⎞⎠, 𝐵 = 𝐷 =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠,
𝐶1 =

(︀
5 2 1

)︀
, 𝐶2 = 𝐼, 𝜌 = 1.

Ïðè 𝑎 = −1,4 ôóíêöèÿ

𝑓(𝑘) = tr𝐶2𝑃 (𝑘)𝐶T
2 + 𝑘2

èìååò äâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìà (ñì. ðèñ. 3.3.5), à ïðè 𝑎 = −1 åå îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåñâÿçíà, ñì. ðèñ. 3.3.4. ßñíî, ÷òî îòûñêèâàòü ãëî-
áàëüíûé ìèíèìóì â òàêîé çàäà÷å î÷åíü òðóäíî.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå èñïîëüçóåòñÿ óïðàâëåíèå ïî âûõî-
äó, òîãäà êàê â ïðåäûäóùåì � óïðàâëåíèå ïî ñîñòîÿíèþ. ▼
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Пример 3.4.4. Äëÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè

𝐴 =

⎛⎝0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞⎠, 𝐵 = 𝐷 =

⎛⎝0
0
1

⎞⎠,
𝐶1 = 𝐶2 = 𝐼, 𝜌 = 1,

ñå÷åíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

𝑓(𝐾) = tr𝐶2𝑃 (𝐾)𝐶T
2 + ‖𝐾‖2𝐹

ïëîñêîñòüþ 𝑘2 = 𝑘3 íåâûïóêëî, ñì. ðèñ. 3.4.5. Áîëåå òîãî, ñàìà îá-
ëàñòü 𝒮 íåãëàäêàÿ, à îáëàñòè óðîâíÿ 𝒮0 � ãëàäêèå.

Рис. 3.4.5. Линии уровня в примере 3.4.4.

▼

Пример 3.4.5. Âíîâü îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ äâóõìàññî-
âîé ñèñòåìîé èç ïðèìåðà 3.1.2. Ïóñòü ê ëåâîìó òåëó ïðèëîæåíî óïðàâ-
ëåíèå 𝑢, à ê ïðàâîìó � âíåøíåå âîçìóùåíèå 𝑤, |𝑤| ⩽ 1, ñì. ðèñ. 3.4.6.
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Êàê è ðàíåå, 𝑥1, 𝑣1 � êîîðäèíàòà è ñêîðîñòü ëåâîãî òåëà, à 𝑥2, 𝑣2 �
ïðàâîãî. Íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü êîëåáàíèé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè

�̇�1 = 𝑣1,

�̇�2 = 𝑣2,

�̇�1 = − 𝑘

𝑚1
𝑥1 +

𝑘

𝑚2
𝑥2 +

1

𝑚1
𝑢,

�̇�2 =
𝑘

𝑚2
𝑥1 −

𝑘

𝑚2
𝑥2 +

1

𝑚2
𝑤.

Рис. 3.4.6. Двухмассовая система из примера 3.4.5.

Ïðè åäèíè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (𝑘1 = 𝑘2 = 𝑚1 = 𝑚2 = 1)
ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ñ ìàòðèöàìè

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
−1 1 0 0
1 −1 0 0

⎞⎟⎟⎠, 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
1
0

⎞⎟⎟⎠, 𝐷 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
1

⎞⎟⎟⎠.
Ïóñòü èçìåðåíèþ äîñòóïíî âñå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (𝐶1 = 𝐼), à â êà÷å-
ñòâå ìèíèìèçèðóåìîãî âûõîäà âîçüìåì êîîðäèíàòû ëåâîãî è ïðàâîãî
òåëà:

𝐶2 =

(︂
1 0 0 0
0 1 0 0

)︂
.

Ïóñòü òàêæå 𝜌 = 1.
Ñíà÷àëà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè âûáåðåì íåêîòîðûé íà÷àëü-

íûé ñòàáèëèçèðóþùèé ðåãóëÿòîð

𝐾0 =
(︀
−1 0 −1 0

)︀
è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó íà÷àëüíîå çíà÷åíèå

𝛼0 = 𝜎(𝐴+𝐵𝐾0𝐶1) = 0,1484.

Êðèòåðèåì îñòàíîâêè ïðîöåññà áóäåò ñëóæèòü óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè 𝑓(𝐾) íà íåêîòîðîì øàãå ìåíåå ÷åì íà 0,001.
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Íà ðèñ. 3.4.7 ëèíèÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò äèíàìèêå èçìåíåíèÿ êðèòåðèÿ
𝑓(𝐾) = tr𝐶2𝑃𝐶

T
2 + ‖𝐾‖2𝐹 â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì 8. Ïðîöåññ

çàâåðøèëñÿ íàõîæäåíèåì ðåãóëÿòîðà

𝐾* =
(︀
−1,3800 −0,0836 −1,5482 −0,8047

)︀
;

ïðè ýòîì 𝑓(𝐾*) = 17,5974. Ëèíèÿ 2 íà ðèñ. 3.4.7 ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñ-
ëåíèÿì ïî ìîäèôèöèðîâàííîìó àëãîðèòìó 8. Ïîëó÷åí ðåãóëÿòîð

𝐾* =
(︀
−1,0921 −0,1720 −1,4263 −0,5916

)︀
,

ïðè ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝑓(𝐾*) = 17,3148 èçìåíèëîñü ìåíåå ÷åì íà
2 %, îäíàêî ÷èñëî èòåðàöèé ñîêðàòèëîñü.

Рис. 3.4.7. Результат использования алгоритма 8 в примере 3.4.5.

Äàëåå, äëÿ íà÷àëüíîãî ðåãóëÿòîðà

𝐾 ′
0 =

(︀
−2 0 −3 1

)︀
è ñîîòâåòñòâóþùåãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ

𝛼′
0 = 𝜎(𝐴+𝐵𝐾0𝐶1) = 0,0266
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èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íà ïîðÿäîê áîëåå äëèòåëåí; åãî äèíàìèêà ïîêà-
çàíà íà ðèñ. 3.4.8. Ëèíèåé 1 ïîêàçàí ðàñ÷åò â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèò-
ìîì 8; íà 125-é èòåðàöèè ïðîöåññ çàâåðøèëñÿ íàõîæäåíèåì ðåãóëÿòîðà

𝐾 ′
* =

(︀
−1,6245 −0,0794 −1,5570 −0,9869

)︀
;

ïðè ýòîì 𝑓(𝐾 ′
*) = 18,0417.

Ëèíèÿ 2 íà ðèñ. 3.4.8 ñîîòâåòñòâóåò ìîäèôèöèðîâàííîìó àëãîðèò-
ìó 8. Ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ áûñòðåå (61 èòåðàöèÿ) è äîñòàâëÿåò ðåãó-
ëÿòîð

𝐾 ′
* =

(︀
−1,6234 −0,0793 −1,5565 −0,9843

)︀
;

ïðè ýòîì çíà÷åíèå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíè-
ëîñü:

𝑓(𝐾 ′
*) = 18,0367.

Рис. 3.4.8. Модифицированный алгоритм 8 в примере 3.4.5:.

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê ïîëó÷àåì î÷åíü áëèç-
êèå ðåãóëÿòîðû è áëèçêèå çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà. ▼

Пример 3.4.6. Ðàññìîòðèì äâîéíîé ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê, ñî-
ñòîÿùèé èç äâóõ íåâåñîìûõ ñòåðæíåé äëèíû 𝑙1 è 𝑙2, íà êîíöàõ êîòîðûõ
óêðåïëåíû ãðóçèêè ìàññàìè 𝑚1 è 𝑚2.
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Ñèñòåìà äâèæåòñÿ â âÿçêîé ñðåäå ñ êîýôôèöèåíòîì ñîïðîòèâëå-
íèÿ 𝛾, â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè 𝑥𝑦, è ïîëîæåíèå ìàÿòíèêà îïðåäåëÿ-
åòñÿ óãëàìè 𝜙1 è 𝜙2 îòêëîíåíèÿ ñòåðæíåé îò âåðòèêàëè, ñì. ðèñ. 3.4.9.

Íà ¾íèæíåå¿ òåëî âîçäåéñòâóåò îãðàíè÷åííîå âíåøíåå âîçìóùåíèå
𝑤, |𝑤| ⩽ 1, äëÿ êîìïåíñàöèè êîòîðîãî ê ¾âåðõíåìó¿ òåëó ïðèëîæåíî
óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå 𝑢.

Рис. 3.4.9. Двойной математический маятник из примера 3.4.6.

Ââîäÿ ïåðåìåííûå
𝜙3 = �̇�1,

𝜙4 = �̇�2,

ïðèõîäèì ê ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìå

�̇�1 = 𝜙3,

�̇�2 = 𝜙4,

�̇�3 = −
(︀
1 +

𝑚2

𝑚1

)︀ 𝑔
𝑙1
𝜙1 +

𝑚2

𝑚1

𝑔

𝑙1
𝜙2 −

𝛾

𝑚1
𝜙3 +

1

𝑚1
𝑢,

�̇�4 =
(︀
1 +

𝑚2

𝑚1

)︀ 𝑔
𝑙2
𝜙1 −

(︀
1 +

𝑚2

𝑚1

)︀ 𝑔
𝑙2
𝜙2 −

𝛾

𝑚2
𝜙4 +

1

𝑚2
𝑤.

Ïðè
𝑚1 = 𝑚2 = 1, 𝑙1 = 𝑙2 = 𝑔, 𝛾 = 0,2

ìàòðèöû ñèñòåìû èìåþò âèä

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
−2 1 −0,2 0
2 −2 0 −0,2

⎞⎟⎟⎠, 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
1
0

⎞⎟⎟⎠, 𝐷 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
1

⎞⎟⎟⎠.
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Â êà÷åñòâå íàáëþäàåìîãî âûõîäà âûáåðåì

𝑦 =

(︂
𝜙1

𝜙2

)︂
,

òî åñòü

𝐶1 =

(︂
1 0 0 0
0 1 0 0

)︂
,

à â êà÷åñòâå ðåãóëèðóåìîãî âûõîäà � âåêòîð

𝑧 =

(︂
�̇�1

�̇�2

)︂
,

òî åñòü

𝐶2 =

(︂
0 0 1 0
0 0 0 1

)︂
.

Ïîëîæèì òàêæå 𝜌 = 1.
Ïîñêîëüêó ðàçîìêíóòàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà, â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðåãóëÿòîðà âûáåðåì

𝐾0 =
(︀
0 0

)︀
.

Ïðè ðàñ÷åòå ïî àëãîðèòìó 8 äèíàìèêà èçìåíåíèÿ êðèòåðèÿ

𝑓(𝐾) = tr𝐶2𝑃𝐶
T
2 + ‖𝐾‖2𝐹

ïîêàçàíà ëèíèåé 1 íà ðèñ. 3.4.10. Ïðîöåññ çàâåðøèëñÿ íà 10-ì øàãå
íàõîæäåíèåì ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó

𝐾* =
(︀
0,0088 −0,8657

)︀
,

ïðè ýòîì 𝑓(𝐾*) = 29,0021.
Ïðè âûáîðå øàãà ïî ìîäèôèöèðîâàííîìó àëãîðèòìó 8 (ëèíèÿ 2 íà

ðèñ. 3.4.10) ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ íà 7-ì øàãå è äîñòàâëÿåò ðåãóëÿòîð

𝐾* =
(︀
0,0083 −0,8680

)︀
,

ïðè ýòîì çíà÷åíèå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíè-
ëîñü:

𝑓(𝐾*) = 29,0029.

Òåïåðü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âûáåðåì ðåãóëÿòîð

𝐾 ′
0 =

(︀
−1 1

)︀
.
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Рис. 3.4.10. Оптимизационная процедура в примере 3.4.6.

Ïðè âûáîðå øàãà â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì 8 ïðîöåññ (ëèíèÿ 1 íà
ðèñ. 3.4.11) çàâåðøàåòñÿ íà 16-é èòåðàöèè è äîñòàâëÿåò ñòàáèëèçèðó-
þùèé ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó

𝐾 ′
* =

(︀
0,0086 −0,8697

)︀
,

ïðè ýòîì 𝑓(𝐾 ′
*) = 29,0040.

Ïðè âûáîðå øàãà ïî ìîäèôèöèðîâàííîìó àëãîðèòìó 8 (ëèíèÿ 2 íà
ðèñ. 3.4.11) ïðîöåññ âíîâü çàâåðøàåòñÿ ðàíüøå � íà 8-é èòåðàöèè � è
äàåò ðåãóëÿòîð

𝐾 ′
* =

(︀
0,0165 −0,8711

)︀
,

ïðè ýòîì çíà÷åíèå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè âíîâü ïðàêòè÷åñêè íå
èçìåíèëîñü:

𝑓(𝐾 ′
*) = 29,0071. ▼

3.5. Гарантирующая фильтрация

Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ôèëüòðàöèè (òî åñòü îöåíêè ñî-
ñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî èçìåðåíèÿì) ïðè ñëó÷àéíûõ âîç-
ìóùåíèÿõ äîïóñêàåò ïðàêòè÷åñêè èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ
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Рис. 3.4.11. Оптимизационная процедура в примере 3.4.6.

ôèëüòðà Êàëìàíà [96]; ñì. ïîäðîáíåå ìîíîãðàôèþ [39], à òàêæå [12].
Îäíàêî ÷àñòî èçâåñòíî ëèøü, ÷òî âñå âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè-
÷åííûìè, à â îñòàëüíîì ïðîèçâîëüíûìè; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñòðîèòü
ãàðàíòèðóþùèå (à íå âåðîÿòíîñòíûå) îöåíêè ñîñòîÿíèé.

Â íà÷àëå 1970-õ ãã. â ðàáîòàõ Ô. Øâåïïå [44], À.Á. Êóðæàíñêî-
ãî [11] è Ô.Ë. ×åðíîóñüêî [27] áûëà ðàçâèòà ýëëèïñîèäàëüíàÿ òåõíèêà
ôèëüòðàöèè. Ïîçæå â [64] ðàññìàòðèâàëàñü ïðîáëåìà ôèëüòðàöèè ñ
îãðàíè÷åííûìè íåñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ çà-
äà÷: èñêàëàñü îöåíêà ñîñòîÿíèÿ òàêàÿ, ÷òî åå îøèáêà ãàðàíòèðîâàííî
çàêëþ÷åíà â åäèíûé ýëëèïñîèä äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, òî åñòü
îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé, à ñàì ôèëüòð èñêàëñÿ â êëàññå ëèíåé-
íûõ ñòàöèîíàðíûõ ôèëüòðîâ. Â ýòîì êëàññå çàäà÷ è îöåíîê ïðîáëå-
ìà îêàçàëàñü ïîëíîñòüþ ðàçðåøèìîé: óäàëîñü ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé
ôèëüòð è îöåíêó ñîñòîÿíèÿ. Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â [64] áûë
ïðèìåíåí àïïàðàò ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ [37], à èñõîäíàÿ
çàäà÷à ñâåäåíà ê ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷å ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ýòîé òåõíèêè ìîæíî íàéòè â
ìîíîãðàôèè [22].

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì
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ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèëüòðàöèè ïðè íåñëó÷àéíûõ îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ
âîçìóùåíèÿõ. Îí îáëàäàåò íåâûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ,
ïðåäïîëàãàÿ íà êàæäîì èòåðàöèîííîì øàãå ëèøü ðåøåíèå óðàâíåíèé
Ëÿïóíîâà. Ïðè ýòîì âåñüìà ñóùåñòâåííûì ñ èíæåíåðíî-ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïðåèìóùåñòâîì (ïî ñðàâíåíèþ ñ ËÌÍ-ïîäõîäîì) ÿâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíîñòü îãðàíè÷åíèÿ âåëè÷èíû ìàòðèöû ôèëüòðà. Êàê ïî-
êàçûâàþò ïðèìåðû, ïðåäëàãàåìàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíîé è ïðèâîäÿùåé êî âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëüòà-
òàì.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ôèëüòðà Êàëìàíà â ðàìêàõ îá-
ñóæäàåìîãî ïîäõîäà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñòðîèòü îïòèìàëüíûå
ìàòðèöû ôèëüòðà ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
â îòäåëüíîñòè.

3.5.1. Постановка задачи

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â äèñêðåòíîì âðåìå-
íè:

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵1𝑢𝑘 +𝐷1𝑤𝑘,

𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 +𝐵2𝑢𝑘 +𝐷2𝑤𝑘,

𝑧𝑘 = 𝐶1𝑥𝑘,

(3.5.1)

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵1 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐵2 ∈ Rℓ×𝑝, 𝐶 ∈ Rℓ×𝑛, 𝐶1 ∈ R𝑟×𝑛,𝐷1 ∈ R𝑛×𝑚,
𝐷2 ∈ Rℓ×𝑚, ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥𝑘 ∈ R𝑛, íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑥0, âõî-
äîì 𝑢𝑘 ∈ R𝑝, íàáëþäàåìûì âûõîäîì 𝑦𝑘 ∈ Rℓ, îöåíèâàåìûì âûõîäîì
𝑧𝑘 ∈ R𝑟 è âíåøíèì âîçìóùåíèåì (øóìîì) 𝑤𝑘 ∈ R𝑚, îãðàíè÷åííûì â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè:

‖𝑤𝑘‖ ⩽ 1 äëÿ âñåõ 𝑘 = 0, 1, . . . ;

ïàðà (𝐴,𝐷1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (𝐴,𝐶) íàáëþäàåìà.
Ïóñòü ñîñòîÿíèå 𝑥𝑘 ñèñòåìû íåäîñòóïíî èçìåðåíèþ è èíôîðìà-

öèÿ î ñèñòåìå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ åå âûõîäîì 𝑦𝑘. Äëÿ îöåíèâàíèÿ âû-
õîäà 𝑧𝑘 áóäåì èñïîëüçîâàòü ôèëüòð, îïèñûâàåìûé ëèíåéíûì ðàçíîñò-
íûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ̂︀𝑥𝑘:

̂︀𝑥𝑘+1 = 𝐴̂︀𝑥𝑘 +𝐵1𝑢𝑘 + 𝐿(𝑦𝑘 − 𝐶̂︀𝑥𝑘 −𝐵2𝑢𝑘), ̂︀𝑥0 = 0, (3.5.2)

ãäå 𝐿 ∈ R𝑛×ℓ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñòðóêòóðà ôèëüòðà çàäàåòñÿ çàðàíåå:
îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñòàöèîíàðíûì, âûáîðó ïîäëåæèò ëèøü ïîñòî-
ÿííàÿ ìàòðèöà 𝐿. Ýòà ñòðóêòóðà ôèëüòðà òàêàÿ æå, êàê è â èçâåñòíîì
íàáëþäàòåëå Ëþåíáåðãåðà [109, 110]. Ïî ñóòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
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ýòîò ôèëüòð êàê îáîáùåíèå íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà íà çàäà÷è ñ ïî-
ìåõàìè.

Çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ îøèáêè îöåíêè:

𝑧𝑘 − ̂︀𝑧𝑘 = 𝐶1(𝑥𝑘 − ̂︀𝑥𝑘) = 𝐶1𝑒𝑘,

ãäå 𝑒𝑘 = 𝑥𝑘 − ̂︀𝑥𝑘 � íåâÿçêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîãëàñíî (3.5.1), (3.5.2)
ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

𝑒𝑘+1 = (𝐴− 𝐿𝐶)𝑒𝑘 + (𝐷1 − 𝐿𝐷2)𝑤𝑘, 𝑒0 = 𝑥0. (3.5.3)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî допустимая ìàòðèöà ôèëüòðà 𝐿 ñòàáèëèçè-
ðóåò ñèñòåìó (3.5.3) (òî åñòü ìàòðèöà 𝐴−𝐿𝐶 øóðîâñêàÿ); åå ñóùåñòâî-
âàíèå âûòåêàåò èç ñâîéñòâà íàáëþäàåìîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû.

Äëÿ ñëó÷àéíîãî, ãàóññîâñêîãî øóìà âïîëíå åñòåñòâåííî ïðèìåíÿòü
êàëìàíîâñêóþ ôèëüòðàöèþ, îäíàêî çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àé íå-
ñëó÷àéíûõ îãðàíè÷åííûõ ïîìåõ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ôèëüòðà-
öèè ñ îãðàíè÷åííûìè øóìàìè. Íà äåìîíñòðàöèîííûõ ïðèìåðàõ áóäåò
ðàññìîòðåíî, êàê ðàáîòàåò ôèëüòð Êàëìàíà ñ îãðàíè÷åííûìè ïîìåõà-
ìè, è íàîáîðîò � ê ÷åìó ïðèâåäåò ïðèìåíåíèå ê ñëó÷àéíûì ïîìåõàì
ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñ îãðàíè÷åííûì øóìîì.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà çà-
äà÷è, ÷åì â [64]: â îïèñàíèè ñèñòåìû ïðèñóòñòâóåò âõîä 𝑢𝑘.

Íàêîíåö, ó÷åò îãðàíè÷åíèÿ íà âíåøíåå âîçìóùåíèå âèäà

‖𝑤𝑘‖ ⩽ 𝛾 äëÿ âñåõ 𝑘 = 0, 1, . . .

ïðîèçâîäèòñÿ î÷åâèäíûì ïóòåì ìàñøòàáèðîâàíèÿ ìàòðèö:

𝐷1
.
= 𝛾𝐷1, 𝐷2

.
= 𝛾𝐷2.

3.5.2. Гарантирующий фильтр

Ìû ðàññìîòðèì è îáñóäèì ãàðàíòèðóþùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çà-
äà÷è ôèëüòðàöèè ïðè îãðàíè÷åííûõ øóìàõ, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî ÿâ-
íûì îáðàçîì âûïèñàòü ïðÿìûå ôîðìóëû, îñíîâàííûå íà ãðàäèåíòîì
ñïóñêå. Îí îñíîâûâàåòñÿ íà êîíöåïöèè èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ, ñì.
ðàçäåë 3.4.2 è ïîäðîáíåå â [22, 65].

Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèì óò-
âåðæäåíèåì.

Теорема 3.5.1. Пусть 𝐿*, 𝑃 * — решение оптимизационной за-
дачи

min 𝑓(𝐿,𝛼), 𝑓(𝐿,𝛼) = tr𝐶1𝑃𝐶
T
1 + 𝜌‖𝐿‖2𝐹 , (3.5.4)



3.5. Гарантирующая фильтрация 279

при ограничении

1

𝛼
(𝐴−𝐿𝐶)𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)

T−𝑃+
1

1− 𝛼
(𝐷1−𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T
= 0 (3.5.5)

относительно матричных переменных 0 ≺ 𝑃 ∈ S𝑛, 𝐿 ∈ R𝑛×ℓ и ска-
лярного параметра 0 < 𝛼 < 1.

Тогда ошибка оценки 𝑧𝑘 − ̂︀𝑧𝑘 выхода системы (3.5.1) с нулевым
начальным условием при помощи наблюдателя (3.5.2) с матрицей 𝐿*

заключена в минимальный ограничивающий эллипсоид с матрицей

𝐶1𝑃
*𝐶T

1 .

Ïåðåõîäÿ ê îáîñíîâàíèþ òåîðåìû, íàïîìíèì ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò [58], ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äèñêðåòíóþ âåðñèþ ëåììû 3.4.1.

Лемма 3.5.1. Пусть матрица 𝐴 шуровская, 𝜌 = max
𝑖
|𝜆𝑖(𝐴)| < 1,

пара (𝐴,𝐷) управляема, а матрица 𝑃 (𝛼) ≻ 0, 𝜌2 < 𝛼 < 1, удовлетво-
ряет дискретному уравнению Ляпунова

1

𝛼
𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 +

1

1− 𝛼
𝐷𝐷T = 0.

Тогда:
1) задача об оптимальном ограничивающем эллипсоиде для выхода

системы
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐷𝑤𝑘,

𝑧𝑘 = 𝐶𝑥𝑘,

с начальным условием 𝑥0 и неслучайными ограниченными внешними
возмущениями 𝑤𝑘 : ‖𝑤𝑘‖ ⩽ 1 сводится к минимизации одномерной
функции 𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃 (𝛼)𝐶T на интервале 𝜌2 < 𝛼 < 1;

2) если 𝛼* — точка минимума и 𝑥0 удовлетворяет условию

𝑥T0 𝑃
−1(𝛼*)𝑥0 ⩽ 1,

то гарантируется оценка

‖𝑧𝑘‖ ⩽
√︀
𝑓(𝛼*), 𝑘 = 0, 1, . . .

Èòàê, ðàññìîòðèì âåëè÷èíó 𝐶1𝑒𝑘 â êà÷åñòâå ëèíåéíîãî âûõîäà ñè-
ñòåìû (3.5.3). Òîãäà åñëè çàêëþ÷èòü íåâÿçêó 𝑒𝑘 â èíâàðèàíòíûé ýë-
ëèïñîèä

ℰ =
{︀
𝑒 ∈ R𝑛 : 𝑒T𝑃−1𝑒 ⩽ 1

}︀
, 𝑃 ≻ 0,
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òî 𝐶1𝑒𝑘 áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â îãðàíè÷èâàþùåì ýëëèïñîèäå

ℰ𝑧 =
{︀
𝑒𝑧 ∈ R𝑟 : 𝑒T𝑧 (𝐶1𝑃𝐶

T
1 )−1𝑒𝑧 ⩽ 1

}︀
, (3.5.6)

ðàçìåð êîòîðîãî è áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, îöåíèâà-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ (à ïðè ìàëûõ óêëîíåíèÿõ è ðàâíîìåðíàÿ ïî 𝑘)
òî÷íîñòü ôèëüòðàöèè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.5.1 èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê îïòèìè-
çàöèîííîé çàäà÷å (3.5.4)�(3.5.5). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ìèíèìè-
çèðóåìóþ ôóíêöèþ 𝑓(𝐿,𝛼) ïîìèìî êîìïîíåíòû, îïðåäåëÿþùåé ðàç-
ìåð îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà (3.5.6) ïî êðèòåðèþ ñëåäà, ââåäåí
øòðàô çà âåëè÷èíó ìàòðèöû ôèëüòðà (ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò 𝜌 > 0
ðåãóëèðóåò åãî âàæíîñòü). Â òî æå âðåìÿ åãî íàëè÷èå ãàðàíòèðóåò
êîýðöèòèâíîñòü ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè ïî 𝐿. Çàïèñü 𝑓(𝐿,𝛼) ïîä-
÷åðêèâàåò, ÷òî ïðè çàäàííûõ 𝐿 è 𝛼 ìàòðèöà 𝑃 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
Ëÿïóíîâà (3.5.5); òåì ñàìûì íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ 𝐿
è 𝛼.

Ñäåëàåì âàæíîå

Замечание 3.5.1. Ðàññìàòðèâàåìûé ãàðàíòèðóþùèé ïîäõîä ïîç-
âîëÿåò ñòðîèòü îïòèìàëüíûå ìàòðèöû ôèëüòðà ïî êàæäîé èç êîîðäè-
íàò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â îòäåëüíîñòè (ýòîé âîçìîæíîñòè íåò â
ôèëüòðå Êàëìàíà). Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ â çàäà÷å èç òåîðåìû 3.5.1
â êà÷åñòâå ìàòðèöû 𝐶1 òðàíñïîíèðîâàííûé 𝑖-é êîîðäèíàòíûé âåêòîð,
ïðèõîäèì ê ìàòðèöå ôèëüòðà, ìèíèìèçèðóþùåé íåâÿçêó 𝑥(𝑖)𝑘 − ̂︀𝑥(𝑖)𝑘 .▼

3.5.3. Вычисление оптимальной матрицы фильтра

Â [64] áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò ãàðàíòèðóþùåãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ
çàäà÷è ôèëüòðàöèè ïðè îãðàíè÷åííûõ øóìàõ, êîòîðûé îñíîâàí íà
òåõíèêå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ïà-
ðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðàì-
êàõ ðàññìàòðèâàåìîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (3.5.4)�(3.5.5) íåò íåîá-
õîäèìîñòè ïðèìåíÿòü ýòîò òåõíè÷åñêè ñðàâíèòåëüíî ñëîæíûé àïïàðàò
(íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî è ìèíèìèçèðóìàÿ ôóíêöèÿ, è îãðàíè÷åíèå íåâû-
ïóêëû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ 𝑃 , 𝐿 è 𝛼). Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò
ðàññìîòðåí ðåãóëÿðíûé èòåðàòèâíûé ïîäõîä ê åå ðåøåíèþ, â îñíîâå
êîòîðîãî ëåæèò ïðèìåíåíèå ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ïî ïåðåìåííîé 𝐿 è
ìèíèìèçàöèè ïî 𝛼 ïî ìåòîäó Íüþòîíà.

Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì ïðèíöèïèàëüíóþ ñõåìó àëãîðèòìà.
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Алгоритм 9.

1. Çàäàåìñÿ ïàðàìåòðàìè 𝜀 > 0, 𝛾 > 0, 0 < 𝜏 < 1 è íà÷àëüíûì
äîïóñòèìûì ïðèáëèæåíèåì 𝐿0. Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó

𝛼0 =
1 + 𝜌2(𝐴− 𝐿0𝐶)

2
.

2. Íà 𝑗-é èòåðàöèè, èìåÿ âåëè÷èíû 𝐿𝑗 è 𝛼𝑗 , íàõîäèì ãðàäèåíò

𝐻𝑗 = 𝑓 ′𝐿(𝐿𝑗 , 𝛼𝑗).

Åñëè ‖𝐻𝑗‖ ⩽ 𝜀, òî 𝐿𝑗 ïðèíèìàåì çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
è çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.

3. Äåëàåì øàã ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà

𝐿𝑗+1 = 𝐿𝑗 − 𝛾𝑗𝐻𝑗 ,

ïðè ýòîì äëèíó øàãà 𝛾𝑗 > 0 ïîäáèðàåì äðîáëåíèåì 𝛾 äî
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé:
à. ìàòðèöà (𝐴− 𝐿𝑗+1𝐶)/

√
𝛼𝑗 øóðîâñêàÿ;

á. 𝑓(𝐿𝑗+1) ⩽ 𝑓(𝐿𝑗)− 𝜏𝛾𝑗‖𝐻𝑗‖2.
4. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ 𝐿𝑗+1 ðåøàåì çàäà÷ó ìèíè-

ìèçàöèè 𝑓(𝐿𝑗+1, 𝛼) ïî 𝛼 ïî ìåòîäó Íüþòîíà:

𝛼𝑗+1 = 𝛼𝑗 −
𝑓 ′(𝛼𝑗)

𝑓 ′′(𝛼𝑗)

è ïîëó÷àåì 𝛼𝑗+1. Ïåðåõîäèì ê ï. 2.

Â àëãîðèòìå 9 âåëè÷èíû 𝑓 ′𝐿(𝐿,𝛼), 𝑓 ′(𝛼) è 𝑓 ′′(𝛼) îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

𝑓 ′𝐿(𝐿,𝛼) = 2
(︁
𝜌𝐿− 1

𝛼
𝑌 (𝐴− 𝐿𝐶)𝑃𝐶T − 1

1− 𝛼
𝑌 (𝐷1 − 𝐿𝐷2)𝐷T

2

)︁
,

𝑓 ′(𝛼) = tr𝑌
(︁ 1

(1− 𝛼)2
(𝐷1 − 𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T−

− 1

𝛼2
(𝐴− 𝐿𝐶)𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)

T
)︁
,
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𝑓 ′′(𝛼) = 2 tr𝑌
(︁ 1

(1− 𝛼)3
(𝐷1 − 𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T
+

+
1

𝛼3
(𝐴− 𝐿𝐶)(𝑃 −𝑋)(𝐴− 𝐿𝐶)

T
)︁
,

ãäå ìàòðèöû 𝑃 , 𝑌 è 𝑋 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé
Ëÿïóíîâà: (3.5.5),

1

𝛼
(𝐴− 𝐿𝐶)

T
𝑌 (𝐴− 𝐿𝐶)− 𝑌 + 𝐶T

1 𝐶1 = 0 (3.5.7)

è

1

𝛼
(𝐴− 𝐿𝐶)𝑋(𝐴− 𝐿𝐶)

T −𝑋 +
1

(1− 𝛼)2
(𝐷1 − 𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T−

− 1

𝛼2
(𝐴− 𝐿𝐶)𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)

T
= 0

ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî íà øàãå 4 àëãîðèòìà ðåàëüíî òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè

íå áîëåå òðåõ�÷åòûðåõ èòåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ áîëüøîé
òî÷íîñòüþ, åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà íå ñëèøêîì áëèçêà ê ãðàíèöàì èí-
òåðâàëà

(︀
𝜌2(𝐴− 𝐿𝑗+1𝐶), 1

)︀
.

Ïåðåõîäÿ ê îáîñíîâàíèþ àëãîðèòìà, íà÷íåì ñ îïòèìèçàöèè ôóíê-
öèè 𝑓(𝐿,𝛼) ïî ïåðåìåííîé 𝛼. À èìåííî, ðàññìîòðèì îïòèìèçàöèîííóþ
çàäà÷ó

min 𝑓(𝛼), 𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃 (𝛼)𝐶T,

ïðè îãðàíè÷åíèè

1

𝛼
𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 +

1

1− 𝛼
𝐷𝐷T = 0 (3.5.8)

îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ 0 ≺ 𝑃 ∈ S𝑛 è ñêàëÿðíîãî ïàðà-
ìåòðà 0 < 𝛼 < 1.

Äàëåå íàëîæèì áîëåå æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ÷åì
îáû÷íî: áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà 𝐶 âûõîäà ñèñòåìû � êâàä-
ðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî áûëî áû îñëàáèòü,
íî ìû õîòèì ïðåäñòàâèòü íàèáîëåå ïðîñòûå è íàãëÿäíûå ðåçóëüòàòû.

Êàê è ðàíåå, çàâèñèìîñòü 𝑃 îò 𝛼 áóäåì èíîãäà îïóñêàòü.

Лемма 3.5.2. Пусть матрица 𝐴 шуровская, 𝜌 = 𝜌(𝐴) — спек-
тральный радиус матрицы 𝐴, пара (𝐴,𝐷) управляема, а матрица 𝐶
такова, что 𝐶T𝐶 ≻ 0. Тогда функция 𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃𝐶T, где 𝜌2 < 𝛼 < 1,
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а 𝑃 — решение дискретного уравнения Ляпунова (3.5.8), обладает сле-
дующими свойствами:

а) функция 𝑓(𝛼) определена, положительна и сильно выпукла на
интервале 𝜌2 < 𝛼 < 1, а ее значения стремятся к бесконечности на
концах интервала, причем существует 𝑐 > 0 такое, что

𝑓(𝛼) ⩾
𝛼

(1− 𝛼)(𝛼− 𝜌2)
𝑐, 𝜌2 < 𝛼 < 1; (3.5.9)

б) производная функции 𝑓(𝛼) имеет вид

𝑓 ′(𝛼) = tr𝑌
(︁ 1

(1− 𝛼)2
𝐷𝐷T − 1

𝛼2
𝐴𝑃𝐴T

)︁
,

где 𝑃 и 𝑌 — решения дискретных уравнений Ляпунова

1

𝛼
𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 +

1

1− 𝛼
𝐷𝐷T = 0 (3.5.10)

и
1

𝛼
𝐴T𝑌 𝐴− 𝑌 + 𝐶T𝐶 = 0. (3.5.11)

в) вторая производная функции 𝑓(𝛼) определяется формулой

𝑓 ′′(𝛼) = 2 tr𝑌
(︁ 1

(1− 𝛼)3
𝐷𝐷T +

1

𝛼3
𝐴(𝑃 −𝑋)𝐴T

)︁
,

где 𝑃 , 𝑌 и 𝑋 — решения дискретных уравнений Ляпунова (3.5.10)
и (3.5.11) и

1

𝛼
𝐴𝑋𝐴T −𝑋 +

1

(1− 𝛼)2
𝐷𝐷T − 1

𝛼2
𝐴𝑃𝐴T = 0, (3.5.12)

причем 𝑓 ′′(𝛼*) > 0 и 𝑓 ′′(𝛼) монотонно возрастает слева и справа
от 𝛼*.

Доказательство. à. Óðàâíåíèå (3.5.8) ïðåäñòàâèìî â âèäå(︁ 1√
𝛼
𝐴
)︁
𝑃
(︁ 1√

𝛼
𝐴
)︁T
− 𝑃 = − 1

1− 𝛼
𝐷𝐷T

è ñîãëàñíî [22, ëåììà 1.2.6] èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà 1√

𝛼
𝐴 øóðîâñêàÿ: |𝜆𝑖( 1√

𝛼
𝐴)| < 1, òî åñòü ïðè

𝜌2 < 𝛼 < 1.
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Îöåíèì âåëè÷èíó 𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃 (𝛼)𝐶T, èñïîëüçóÿ ëåììó Á.11 ñ î÷å-
âèäíûìè çàìåíàìè:

𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃 (𝛼)𝐶T ⩾ 𝜆min(𝐶T𝐶)𝜆max

(︀
𝑃 (𝛼)

)︀
⩾

⩾
‖𝑢*𝐷‖2𝜆min(𝐶T𝐶)

(1− 𝛼)
(︀
1− 𝜌2(𝐴/

√
𝛼)
)︀ =

𝛼

(1− 𝛼)(𝛼− 𝜌2)
‖𝑢*𝐷‖2𝜆min(𝐶T𝐶),

ãäå 𝑢 èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ëåììå Á.11, à âåëè÷èíà ‖𝑢*𝐷‖2
ïîëîæèòåëüíà â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ îá óïðàâëÿåìîñòè ïàðû (𝐴,𝐷),
à òåì ñàìûì è ïàðû (𝐴/

√
𝛼,𝐷).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓(𝛼) = tr𝐶𝑃 (𝛼)𝐶T ñòðîãî âûïóêëà
íà èíòåðâàëå (𝜌2, 1). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé Á.6 ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (3.5.10) ïðåäñòàâèìî â ÿâíîì âèäå êàê

𝑃 (𝛼) =

∞∑︁
𝑘=0

(︁ 1√
𝛼
𝐴
)︁𝑘 1

1− 𝛼
𝐷𝐷T

(︁ 1√
𝛼
𝐴T
)︁𝑘

=

=

∞∑︁
𝑘=0

1

(1− 𝛼)𝛼𝑘⏟  ⏞  
𝑔(𝛼,𝑘)

𝐴𝑘𝐷𝐷T(𝐴T)𝑘⏟  ⏞  
𝐻𝑘

.

Íî 𝐻𝑘 ≻ 0 è 𝑔(𝛼, 𝑘) > 0 ïðè 0 < 𝛼 < 1, ïîýòîìó íà èíòåðâàëå (𝜌2, 1)
èìååì

𝑃 (𝛼) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑔(𝛼, 𝑘)𝐻𝑘 ≻ 0

è
𝑓(𝛼) = tr𝑃 (𝛼)𝐶T𝐶 > 0.

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì

𝑔′(𝛼, 𝑘) =
(︁ 1

1− 𝛼
− 𝑘

𝛼

)︁
𝑔(𝛼, 𝑘),

𝑔′′(𝛼, 𝑘) =

(︂(︁ 1

1− 𝛼
− 𝑘

𝛼

)︁2
+

1

(1− 𝛼)2
+

𝑘

𝛼2

)︂
𝑔(𝛼, 𝑘) ⩾

1

(1− 𝛼)2
𝑔(𝛼, 𝑘)

(çäåñü äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî 𝛼), òàê ÷òî

𝑓 ′′(𝛼) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑔′′(𝛼, 𝑘) tr𝐶𝐻𝑘𝐶
T ⩾

1

(1− 𝛼)2
𝑓(𝛼) ⩾

1

(1− 𝜌2)2
𝑓(𝛼*) > 0.
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Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 𝑓(𝛼) ïîëîæèòåëüíà
è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íà êîíöàõ èíòåðâàëà (𝜌2, 1).

Äàëåå, ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ÷åòâåðòîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì

𝑔(𝐼𝑉 )(𝛼, 𝑘) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

𝛼𝑘+4
+

24

(1− 𝛼)4
⩾

24

(1− 𝛼)4
,

òàê ÷òî

𝑓 (𝐼𝑉 )(𝛼) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑔(𝐼𝑉 )(𝛼, 𝑘) tr𝐶𝐻𝑘𝐶
T ⩾

⩾
24

(1− 𝛼)4

∞∑︁
𝑘=0

tr𝐶𝐻𝑘𝐶
T >

24

(1− 𝜌2)4

∞∑︁
𝑘=0

tr𝐶𝐻𝑘𝐶
T > 0,

òî åñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ 𝑓 ′′(𝛼) ñàìà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è ðàñòåò
íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà.

á. Âûâåäåì òåïåðü ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè 𝑓(𝛼). Â
óðàâíåíèè (3.5.10) ðåøåíèå 𝑃 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò 𝛼. Ïðîäèôôå-
ðåíöèðóåì ýòî óðàâíåíèå; ïîä 𝑃 ′ áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ ïî 𝛼:

1

𝛼
𝐴𝑃 ′𝐴T − 𝑃 ′ +

1

(1− 𝛼)2
𝐷𝐷T − 1

𝛼2
𝐴𝑃𝐴T = 0. (3.5.13)

Ïðèìåíÿÿ ëåììó Á.9 ê óðàâíåíèÿì (3.5.13) è (3.5.11), ïîëó÷àåì
æåëàåìóþ ôîðìóëó:

𝑓 ′(𝛼) = tr𝐶𝑃 ′𝐶T = tr𝑃 ′𝐶T𝐶 = tr𝑌
(︁ 1

(1− 𝛼)2
𝐷𝐷T − 1

𝛼2
𝐴𝑃𝐴T

)︁
.

â. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèç-
âîäíîé 𝑓(𝛼). Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (3.5.13) ïî 𝛼, ïîëó÷àåì

1

𝛼
𝐴𝑃 ′′𝐴T − 𝑃 ′′ +

2

(1− 𝛼)3
𝐷𝐷T +

2

𝛼3
𝐴𝑃𝐴T − 2

𝛼3
𝐴𝑃 ′𝐴T = 0.

Âíîâü ïðèìåíÿÿ ëåììó Á.9 ê ýòîìó óðàâíåíèþ è óðàâíåíèþ (3.5.11)
(è èìåÿ â âèäó, ÷òî 𝑋 = 𝑃 ′), ïîëó÷àåì

𝑓 ′′(𝛼) = tr𝐶𝑃 ′′𝐶T = tr𝑃 ′′𝐶T𝐶 =

= 2 tr𝑌
(︁ 1

(1− 𝛼)3
𝐷𝐷T +

1

𝛼3
𝐴(𝑃 −𝑋)𝐴T

)︁
.

Ëåììà äîêàçàíà. ■
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑓 è äâóõ åå ïðî-
èçâîäíûõ â òî÷êå 𝛼 äîñòàòî÷íî ðåøèòü òðè äèñêðåòíûõ óðàâíåíèÿ
Ëÿïóíîâà: (3.5.10), (3.5.11) è (3.5.12).

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè 𝑓(𝛼) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà
(ðàçäåë 1.4), çàäàâøèñü íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì 𝜌2(𝐴) < 𝛼0 < 1,
íàïðèìåð 𝛼0 =

(︀
1 + 𝜌2(𝐴)

)︀
/2, è ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

𝛼𝑗+1 = 𝛼𝑗 −
𝑓 ′(𝛼𝑗)

𝑓 ′′(𝛼𝑗)
.

Ãëîáàëüíóþ ñõîäèìîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ãàðàíòèðóåò ðåçóëüòàò, ïîë-
íîñòüþ àíàëîãè÷íûé ñôîðìóëèðîâàííîìó â òåîðåìå 3.4.2. Åå ñïðà-
âåäëèâîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñõîäíîìó ðåçóëüòàòó â ðàç-
äåëå 3.3.

Âåðíåìñÿ ê îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å (3.5.4)�(3.5.5) è çàéìåìñÿ ìè-
íèìèçàöèåé ôóíêöèè

𝑓(𝐿) = min
𝛼
𝑓(𝐿,𝛼),

ïðåäâàðèòåëüíî èññëåäîâàâ åå ñâîéñòâà.

Лемма 3.5.3. Функция 𝑓(𝐿) определена и положительна на мно-
жестве 𝒮 допустимых матриц фильтра.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìàòðèöà 𝐴−𝐿𝐶 øóðîâñêàÿ, òî 𝜌(𝐴−𝐿𝐶) < 1
è äëÿ 𝜌2(𝐴−𝐿𝐶) < 𝛼 < 1 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå 𝑃 ≽ 0 äèñêðåòíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.5.5). Òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ 𝑓(𝐿,𝛼), ïðè ýòîì 𝑓(𝐿) > 0 â ñèëó (3.5.9). Êàê è â íåïðåðûâ-
íîì ñëó÷àå, ìíîæåñòâî åå îïðåäåëåíèÿ 𝒮 ìîæåò áûòü íåâûïóêëûì è
íåñâÿçíûì, à åãî ãðàíèöû � íåãëàäêèìè.

Лемма 3.5.4. На множестве 𝒮 функция 𝑓(𝐿) коэрцитивна, при-
чем справедливы следующие оценки:

𝑓(𝐿) ⩾
1

1− 𝜌2(𝐴− 𝐿𝐶)

𝜆min(𝐶1𝐶
T
1 )

1− 𝜎2
min(𝐴− 𝐿𝐶)

‖𝐷1 − 𝐿𝐷2‖2𝐹 , (3.5.14)

𝑓(𝐿) ⩾ 𝜌‖𝐿‖2.

Доказательство. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝐿𝑗} ∈ 𝒮 äî-
ïóñòèìûõ ìàòðèö òàêóþ, ÷òî 𝐿𝑗 → 𝐿 ∈ 𝜕𝒮, òî åñòü 𝜌(𝐴−𝐿𝐶) = 1. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî 𝑁 = 𝑁(𝜀) òàêîå, ÷òî
íåðàâåíñòâî⃒⃒

𝜌(𝐴− 𝐿𝑗𝐶)− 𝜌(𝐴− 𝐿𝐶)
⃒⃒

= 1− 𝜌(𝐴− 𝐿𝑗𝐶) < 𝜀
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ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ 𝑗 ⩾ 𝑁(𝜀).
Ïóñòü 𝑃𝑗 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.5.5), àññîöèèðîâàííîãî ñ ìàòðè-

öåé ôèëüòðà 𝐿𝑗 :

1

𝛼𝑗
(𝐴−𝐿𝑗𝐶)𝑃𝑗(𝐴− 𝐿𝑗𝐶)

T−𝑃𝑗 +
1

1− 𝛼𝑗
(𝐷1−𝐿𝑗𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝑗𝐷2)

T
= 0,

à 𝑌𝑗 � ðåøåíèå äâîéñòâåííîãî ê íåìó äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíî-
âà

1

𝛼𝑗
(𝐴− 𝐿𝑗𝐶)

T
𝑌𝑗(𝐴− 𝐿𝑗𝐶)− 𝑌𝑗 + 𝐶1𝐶

T
1 = 0.

Òîãäà ñ ó÷åòîì ëåììû Á.11 èìååì:

𝑓(𝐿𝑗) = tr(𝐶1𝑃𝑗𝐶
T
1 ) + 𝜌‖𝐿𝑗‖2𝐹 ⩾ tr(𝑃𝑗𝐶1𝐶

T
1 ) =

= tr
(︁
𝑌𝑗

1

1− 𝛼𝑗
(𝐷1 − 𝐿𝑗𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝑗𝐷2)

T
)︁
⩾

⩾
1

1− 𝛼𝑗
𝜆min(𝑌𝑗)‖𝐷1 − 𝐿𝑗𝐷2‖2𝐹 ⩾

⩾
1

1− 𝛼𝑗
𝜆min(𝐶1𝐶

T
1 )

1− 𝜎2
min(𝐴− 𝐿𝑗𝐶)

‖𝐷1 − 𝐿𝑗𝐷2‖2𝐹 ⩾

⩾
1

1− 𝜌2(𝐴− 𝐿𝑗𝐶)

𝜆min(𝐶1𝐶
T
1 )

1− 𝜎2
min(𝐴− 𝐿𝑗𝐶)

‖𝐷1 − 𝐿𝑗𝐷2‖2𝐹 ⩾

⩾
1

𝜀

𝜆min(𝐶1𝐶
T
1 )

1− 𝜎2
min(𝐴− 𝐿𝑗𝐶)

‖𝐷1 − 𝐿𝑗𝐷2‖2𝐹 −−−→
𝜀→0

+∞,

ïîñêîëüêó 𝜌2(𝐴− 𝐿𝑗𝐶) < 𝛼𝑗 < 1.
C äðóãîé ñòîðîíû,

𝑓(𝐿𝑗) = tr(𝐶1𝑃𝑗𝐶
T
1 ) + 𝜌‖𝐿𝑗‖2𝐹 ⩾ 𝜌‖𝐿𝑗‖2𝐹 ⩾ 𝜌‖𝐿𝑗‖2 −−−−−−−→

‖𝐿𝑗‖→+∞
+∞,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ■

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî óðîâíÿ

𝒮0 =
{︀
𝐿 ∈ 𝒮 : 𝑓(𝐿) ⩽ 𝑓(𝐿0)

}︀
.

Èç ëåììû 3.5.4 âûòåêàåò î÷åâèäíîå

Следствие 3.5.1. Для любых 𝐿0 ∈ 𝒮 множество 𝒮0 ограничено.
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C äðóãîé ñòîðîíû, ó íåïðåðûâíîé (â ñèëó ñâîéñòâ ðåøåíèÿ äèñ-
êðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà) ôóíêöèè 𝑓(𝐿) íà êîìïàêòíîì ìíîæå-
ñòâå 𝒮0 ñóùåñòâóåò òî÷êà ìèíèìóìà. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî 𝒮0 íå èìååò
îáùèõ òî÷åê ñ ãðàíèöåé 𝒮 â ñèëó (3.5.14). Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
𝑓(𝐿) äèôôåðåíöèðóåìà íà 𝒮0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

Следствие 3.5.2. Существует точка минимума 𝐿* на множе-
стве 𝒮, и в ней градиент функции 𝑓(𝐿) обращается в нуль.

Ïåðåéäåì ê ñâîéñòâàì ãðàäèåíòà ôóíêöèè 𝑓(𝐿,𝛼).

Лемма 3.5.5. Функция 𝑓(𝐿,𝛼) определена на множестве стаби-
лизирующих 𝐿 и для 𝜌2(𝐴 − 𝐿𝐶) < 𝛼 < 1. На этом допустимом
множестве она дифференцируема, причем градиент дается выраже-
ниями

𝑓 ′𝛼(𝐿,𝛼) = tr𝑌
(︁ 1

(1− 𝛼)2
(𝐷1 − 𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T−

− 1

𝛼2
(𝐴− 𝐿𝐶)𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)

T
)︁
, (3.5.15)

𝑓 ′𝐿(𝐿,𝛼) = 2
(︁
𝜌𝐿− 1

𝛼
𝑌 (𝐴−𝐿𝐶)𝑃𝐶T− 1

1− 𝛼
𝑌 (𝐷1−𝐿𝐷2)𝐷T

2

)︁
, (3.5.16)

где матрицы 𝑃 и 𝑌 являются решениями дискретных уравнений Ля-
пунова (3.5.5) и (3.5.7).

Минимум 𝑓(𝐿,𝛼) достигается во внутренней точке допустимого
множества и определяется условиями

𝑓 ′𝐿(𝐿,𝛼) = 𝑓 ′𝛼(𝐿,𝛼) = 0.

При этом 𝑓(𝐿,𝛼) как функция от 𝛼 строго выпукла на интервале
𝜌2(𝐴−𝐿𝐶) < 𝛼 < 1 и достигает минимума в его внутренней точке.

Доказательство. Èìååì çàäà÷ó:

min 𝑓(𝐿,𝛼), 𝑓(𝐿,𝛼) = tr𝐶1𝑃𝐶
T
1 + 𝜌‖𝐿‖2𝐹 ,

ïðè îãðàíè÷åíèè â âèäå äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.5.5) îò-
íîñèòåëüíî ìàòðèöû 𝑃 èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà.

Ñëåäóÿ ëåììå 3.5.2, äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî 𝛼 ïðîèçâîäèòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3.5.15), (3.5.5) è (3.5.7). Äëÿ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ ïî 𝐿 äàäèì åìó ïðèðàùåíèå ∆𝐿 è îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå
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ïðèðàùåíèå 𝑃 ÷åðåç ∆𝑃 ; â ðåçóëüòàòå (3.5.5) ïðèìåò âèä

1

𝛼

(︀
𝐴− (𝐿+ ∆𝐿)𝐶

)︀
(𝑃 + ∆𝑃 )

(︀
𝐴− (𝐿+ ∆𝐿)𝐶

)︀T − (𝑃 + ∆𝑃 )+

+
1

1− 𝛼
(︀
𝐷1 − (𝐿+ ∆𝐿)𝐷2

)︀(︀
𝐷1 − (𝐿+ ∆𝐿)𝐷2

)︀T
= 0.

Îñòàâëÿÿ îáîçíà÷åíèå ∆𝑃 äëÿ ãëàâíîé ÷àñòè ïðèðàùåíèÿ, ïîëó÷à-
åì

1

𝛼

(︀
(𝐴− 𝐿𝐶)𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)

T −∆𝐿𝐶𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)
T − (𝐴− 𝐿𝐶)𝑃 (∆𝐿𝐶)

T
+

+ (𝐴− 𝐿𝐶)∆𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)
T)︀− (𝑃 + ∆𝑃 )+

+
1

1− 𝛼
(︀
(𝐷1 − 𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T−

−∆𝐿𝐷2(𝐷1 − 𝐿𝐷2)
T − (𝐷1 − 𝐿𝐷2)(∆𝐿𝐷2)

T)︀
= 0.

Ïîñëå âû÷èòàíèÿ óðàâíåíèÿ (3.5.21) èç ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååì

1

𝛼
(𝐴− 𝐿𝐶)∆𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)

T −∆𝑃−

− 1

𝛼

(︀
∆𝐿𝐶𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)

T
+ (𝐴− 𝐿𝐶)𝑃 (∆𝐿𝐶)

T)︀−
− 1

1− 𝛼
(︀
∆𝐿𝐷2(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T
+ (𝐷1 − 𝐿𝐷2)(∆𝐿𝐷2)

T)︀
= 0. (3.5.17)

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà 𝑓(𝐿), ëèíåàðèçóÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû:

∆𝑓(𝐿) = tr𝐶1∆𝑃𝐶T
1 + 𝜌 tr𝐿T∆𝐿+ 𝜌 tr (∆𝐿)

T
𝐿 =

= tr ∆𝑃𝐶T
1 𝐶1 + 2𝜌 tr𝐿T∆𝐿.

Ïî ëåììå Á.9 èç äâîéñòâåííûõ óðàâíåíèé (3.5.17) è (3.5.7) èìååì

∆𝑓(𝐿) = −2 tr𝑌
(︁ 1

𝛼
∆𝐿𝐶𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)

T
+

+
1

1− 𝛼
∆𝐿𝐷2(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T
)︁

+ 2𝜌 tr𝐿T∆𝐿 =

= 2 tr
(︁
𝜌𝐿T∆𝐿− 1

𝛼
𝐶𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)

T
𝑌 − 1

1− 𝛼
𝐷2(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T
𝑌
)︁

∆𝐿 =

=
⟨

2
(︁
𝜌𝐿− 1

𝛼
𝑌 (𝐴− 𝐿𝐶)𝑃𝐶T − 1

1− 𝛼
𝑌 (𝐷1 − 𝐿𝐷2)𝐷T

2

)︁
,∆𝐿

⟩
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (3.5.16). ■
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Ãðàäèåíò ôóíêöèè 𝑓(𝐿) íå ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì íà ìíîæåñòâå 𝒮,
îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îí îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì íà åãî ïîä-
ìíîæåñòâå 𝒮0 (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 3.3).

Óñòàíîâëåííûå ñâîéñòâà ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîä-
íûõ îáîñíîâûâàþò ìåòîä ìèíèìèçàöèè, ðåàëèçîâàííûé â âèäå àëãî-
ðèòìà 9.

Âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïðîáíîãî øàãà ãðàäèåíòíîãî
ìåòîäà. Âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ åãî âûáîð èç ñëåäóþùèõ ñî-
îáðàæåíèé. Íàéäåì äëÿ íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî 𝐿 ðåøåíèå 𝑃 äèñ-
êðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

(𝐴− 𝐿𝐶)𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)
T − 𝑃 = −𝐼.

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ïî 𝐿:

𝐿→ 𝐿− 𝛾𝐻, 𝐻 = 𝑓 ′𝐿(𝐿,𝛼),

è íàéäåì, äëÿ êàêèõ 𝛾 ìàòðèöà 𝑃 îñòàíåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ 𝐴− (𝐿− 𝛾𝐻)𝐶, òî åñòü(︀

𝐴− (𝐿− 𝛾𝐻)𝐶
)︀
𝑃
(︀
𝐴− (𝐿− 𝛾𝐻)𝐶

)︀T − 𝑃 ≺ 0,

èëè ïî ëåììå Øóðà(︂
𝑃 𝐴− (𝐿− 𝛾𝐻)𝐶(︀

𝐴− (𝐿− 𝛾𝐻)𝐶
)︀T

𝑃−1

)︂
≻ 0.

Ïîëó÷åííîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîìó ìîæíî ïðèäàòü âèä(︂
𝑃 𝐴− 𝐿𝐶

(𝐴− 𝐿𝐶)
T

𝑃−1

)︂
+ 𝛾

(︂
0 𝐻𝐶

(𝐻𝐶)
T

0

)︂
≻ 0,

âûïîëíÿåòñÿ ïðè

𝛾 < 𝜆−1
max

(︂(︂
0 𝐻𝐶

(𝐻𝐶)
T

0

)︂
,

(︂
𝑃 𝐴− 𝐿𝐶

(𝐴− 𝐿𝐶)
T

𝑃−1

)︂)︂
.

3.5.4. Непрерывный случай

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵1𝑢+𝐷1𝑤, 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐵2𝑢+𝐷2𝑤,

𝑧 = 𝐶1𝑥,

(3.5.18)
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ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵1 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐵2 ∈ Rℓ×𝑝, 𝐶 ∈ Rℓ×𝑛, 𝐶1 ∈ R𝑟×𝑛,𝐷1 ∈ R𝑛×𝑚,
𝐷2 ∈ Rℓ×𝑚, ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, âõîäîì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝, íàáëþäàåìûì
âûõîäîì 𝑦(𝑡) ∈ Rℓ, îöåíèâàåìûì âûõîäîì 𝑧(𝑡) ∈ R𝑟 è âíåøíèì âîçìó-
ùåíèåì (øóìîì) 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚, îãðàíè÷åííûì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè:

‖𝑤(𝑡)‖ ⩽ 1 äëÿ âñåõ 𝑡 ⩾ 0;

ïàðà (𝐴,𝐷1) óïðàâëÿåìà, ïàðà (𝐴,𝐶) íàáëþäàåìà.
Äëÿ îöåíèâàíèÿ âûõîäà 𝑧 èñïîëüçóåòñÿ ôèëüòð, îïèñûâàåìûé ëè-

íåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî îöåíêè ñîñòîÿ-
íèÿ ̂︀𝑥:

̂̇︀𝑥 = 𝐴̂︀𝑥+𝐵1𝑢+ 𝐿(𝑦 − 𝐶̂︀𝑥−𝐵2𝑢), ̂︀𝑥(0) = 0, (3.5.19)

ãäå 𝐿 ∈ R𝑛×ℓ.
Êàê è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ îøèáêè

îöåíêè
𝑧 − ̂︀𝑧 = 𝐶1(𝑥− ̂︀𝑥) = 𝐶1𝑒,

ãäå 𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − ̂︀𝑥(𝑡) � íåâÿçêà, êîòîðàÿ ñîãëàñíî (3.5.18), (3.5.19)
óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

�̇� = (𝐴− 𝐿𝐶)𝑒+ (𝐷1 − 𝐿𝐷2)𝑤, 𝑒(0) = 𝑥0. (3.5.20)

Ïðè ýòîì допустимая ìàòðèöà ôèëüòðà 𝐿 ñòàáèëèçèðóåò ñèñòå-
ìó (3.5.20) (òî åñòü ìàòðèöà 𝐴 − 𝐿𝐶 ãóðâèöåâà); åå ñóùåñòâîâàíèå
âûòåêàåò èç ñâîéñòâà íàáëþäàåìîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ è âîñïîëüçîâàâøèñü
ëåììîé 3.4.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Теорема 3.5.2. Пусть 𝐿*, 𝑃 * — решение оптимизационной за-
дачи

min 𝑓(𝐿,𝛼), 𝑓(𝐿,𝛼) = tr𝐶1𝑃𝐶
T
1 + 𝜌‖𝐿‖2𝐹 ,

при ограничении

(︁
𝐴− 𝐿𝐶 +

𝛼

2
𝐼
)︁
𝑃 + 𝑃

(︁
𝐴− 𝐿𝐶 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

+

+
1

𝛼
(𝐷1 − 𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T
= 0 (3.5.21)

относительно матричных переменных 0 ≺ 𝑃 ∈ S𝑛, 𝐿 ∈ R𝑛×ℓ и ска-
лярного параметра 𝛼 > 0.
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Тогда ошибка оценки 𝑧− ̂︀𝑧 выхода системы (3.5.18) с нулевым на-
чальным условием при помощи наблюдателя (3.5.19) с матрицей 𝐿*

заключена в минимальный ограничивающий эллипсоид с матрицей

𝐶1𝑃
*𝐶T

1 .

Ïðèâåäåì ñõåìó ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà.

Алгоритм 10.

1. Çàäàåìñÿ ïàðàìåòðàìè 𝜀 > 0, 𝛾 > 0, 0 < 𝜏 < 1 è íà÷àëüíûì
äîïóñòèìûì ïðèáëèæåíèåì 𝐿0. Âû÷èñëÿåì âåëè÷èíó

𝛼0 = 𝜎(𝐴− 𝐿0𝐶).

2. Íà 𝑗-é èòåðàöèè, èìåÿ âåëè÷èíû 𝐿𝑗 è 𝛼𝑗 , íàõîäèì ãðàäèåíò

𝐻𝑗 = 𝑓 ′𝐿(𝐿𝑗 , 𝛼𝑗).

Åñëè ‖𝐻𝑗‖ ⩽ 𝜀, òî 𝐿𝑗 ïðèíèìàåì çà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
è çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.

3. Äåëàåì øàã ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà

𝐿𝑗+1 = 𝐿𝑗 − 𝛾𝑗𝐻𝑗 ,

ïðè ýòîì äëèíó øàãà 𝛾𝑗 > 0 ïîäáèðàåì äðîáëåíèåì 𝛾 äî
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé:
à. ìàòðèöà 𝐴− 𝐿𝑗+1𝐶 +

𝛼𝑗

2 𝐼 ãóðâèöåâà;
á. 𝑓(𝐿𝑗+1) ⩽ 𝑓(𝐿𝑗)− 𝜏𝛾𝑗‖𝐻𝑗‖2.

4. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ 𝐿𝑗+1 ðåøàåì çàäà÷ó ìèíè-
ìèçàöèè 𝑓(𝐿𝑗+1, 𝛼) ïî 𝛼 è ïîëó÷àåì 𝛼𝑗+1. Ïåðåõîäèì ê ï. 2.

Â àëãîðèòìå 10 âåëè÷èíû 𝑓𝐿(𝐿,𝛼), 𝑓 ′(𝛼) è 𝑓 ′′(𝛼) îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

𝑓 ′𝐿(𝐿,𝛼) = 2
(︁
𝜌𝐿− 𝑌 𝑃𝐶T − 1

𝛼
𝑌 (𝐷1 − 𝐿𝐷2)𝐷T

2

)︁
,

𝑓 ′(𝛼) = tr𝑌
(︁
𝑃 − 1

𝛼2
(𝐷1 − 𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T
)︁
,

𝑓 ′′(𝛼) = 2 tr𝑌
(︁
𝑋 +

1

𝛼3
(𝐷1 − 𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T
)︁
,
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ãäå ìàòðèöû 𝑃 , 𝑌 è 𝑋 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé
Ëÿïóíîâà: (3.5.21),(︁

𝐴− 𝐿𝐶 +
𝛼

2
𝐼
)︁T
𝑌 + 𝑌

(︁
𝐴− 𝐿𝐶 +

𝛼

2
𝐼
)︁

+ 𝐶T
1 𝐶1 = 0

è (︁
𝐴− 𝐿𝐶 +

𝛼

2
𝐼
)︁
𝑋 +𝑋

(︁
𝐴− 𝐿𝐶 +

𝛼

2
𝐼
)︁T

+ 𝑃−

− 1

𝛼2
(𝐷1 − 𝐿𝐷2)(𝐷1 − 𝐿𝐷2)

T
= 0.

Упражнение 3.5.1. Дайте обоснование алгоритму 10, устано-
вив и доказав свойства минимизируемой функции и ее производных
по аналогии с дискретным случаем (см. раздел 3.5.3).

Âûáîð ïðîáíîãî øàãà ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâîäèòü
èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Íàéäåì äëÿ íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî 𝐿
ðåøåíèå 𝑃 óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

(𝐴− 𝐿𝐶)𝑃 + 𝑃 (𝐴− 𝐿𝐶)
T

= −𝐼.

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ïî 𝐿:

𝐿→ 𝐿− 𝛾𝐻, 𝐻 = 𝑓 ′𝐿(𝐿,𝛼),

è âûÿñíèì, äëÿ êàêèõ 𝛾 ìàòðèöà 𝑃 îñòàíåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ 𝐴− (𝐿− 𝛾𝐻)𝐶.

À èìåííî, äëÿ ýòîãî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå(︀
𝐴− (𝐿− 𝛾𝐻)𝐶

)︀
𝑃 + 𝑃

(︀
𝐴− (𝐿− 𝛾𝐻)𝐶

)︀T ≺ 0.

Ñ ó÷åòîì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååì

𝛾
(︀
𝐻𝐶𝑃 + 𝑃 (𝐻𝐶)

T)︀ ≺ 𝐼,
îòêóäà

𝛾 < 𝜆−1
max

(︀
𝐻𝐶𝑃 + 𝑃 (𝐻𝐶)

T)︀
.

3.5.5. Примеры и обсуждение

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵1𝑢𝑘 +𝐺𝑤𝑘,

𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 +𝐵2𝑢𝑘 + 𝑣𝑘,
(3.5.22)



294 ГЛАВА 3. ОПТИМИЗАЦИЯ В ТАУ

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥𝑘 ∈ R𝑛, íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑥0, âõîäîì 𝑢𝑘 ∈ R𝑝, íà-
áëþäàåìûì âûõîäîì 𝑦𝑘 ∈ Rℓ, øóìîì 𝑤𝑘 ∈ R𝑚 è îøèáêîé èçìåðå-
íèé 𝑣𝑘 ∈ Rℓ; çäåñü 𝐴, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶 è 𝐺 � èçâåñòíûå ìàòðèöû ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé; âåëè÷èíû 𝑤𝑘 è 𝑣𝑘 ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå (3.5.22) ôèëüòð Êàëìàíà èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåëè÷èíû 𝑤𝑘 è 𝑣𝑘 ðàñïðåäåëåíû íîð-
ìàëüíî ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííûìè
ìàòðèöàìè 𝑄 è 𝑅 ñîîòâåòñòâåííî).

Ýòàï ýêñòðàïîëÿöèè:

̂︀𝑥𝑘+1|𝑘 = 𝐴̂︀𝑥𝑘|𝑘 +𝐵1𝑢𝑘,

𝑃𝑘+1|𝑘 = 𝐴𝑃𝑘|𝑘𝐴
T +𝐺𝑄𝐺T.

Ýòàï êîððåêöèè:

𝐾𝑘 = 𝑃𝑘|𝑘−1𝐶
T(𝐶𝑃𝑘|𝑘−1𝐶

T +𝑅)−1,

̂︀𝑥𝑘|𝑘 = ̂︀𝑥𝑘|𝑘−1 +𝐾𝑘(𝑦𝑘 − 𝐶̂︀𝑥𝑘|𝑘−1 −𝐵2𝑢𝑘),

𝑃𝑘|𝑘 = (𝐼 −𝐾𝑘𝐶)𝑃𝑘|𝑘−1.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè ñëåäóþùèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è.
1. Ìîäåëü ℳ1 ñî ñëó÷àéíûìè ïîìåõàìè: øóì 𝑤𝑘 ðàñïðåäåëåí ïî

íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðè-
àöèîííîé ìàòðèöåé 𝑄, à ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé 𝑣𝑘 èìååò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöåé 𝑅:

𝑤𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝑄), 𝑣𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝑅).

2. Ìîäåëü ℳ2 ñî ñëó÷àéíûìè îãðàíè÷åííûìè ïîìåõàìè: âåëè÷è-
íà 𝑤𝑘 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà êóáå [−𝑤,𝑤]𝑚, à âåëè÷èíà 𝑣𝑘 ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà êóáå [−𝑣, 𝑣]ℓ:

𝑤𝑘 ∼ 𝒰([−𝑤,𝑤]𝑚), 𝑣𝑘 ∼ 𝒰([−𝑣, 𝑣]ℓ).

3. Ìîäåëüℳ3 ñ íåñëó÷àéíûìè îãðàíè÷åííûìè ïîìåõàìè: âåëè÷è-
íû 𝑤𝑘 è 𝑣𝑘 ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ íà êóáàõ [−𝑤,𝑤]𝑚

è [−𝑣, 𝑣]ℓ ñîîòâåòñòâåííî:

|𝑤𝑘|∞ ⩽ 𝑤, |𝑣𝑘|∞ ⩽ 𝑣.
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Â ðàìêàõ ýòèõ ìîäåëåé ñðàâíèì ðàáîòîñïîñîáíîñòü ôèëüòðà Êàë-
ìàíà è ãàðàíòèðóþùåãî ïîäõîäà íà ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ (íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî ãàðàíòèðóþùèå îöåíêè íå îáîñíîâàíû äëÿ ìîäåëè ℳ1, à
ôèëüòð Êàëìàíà � äëÿ ìîäåëèℳ3).

Íà ïðèâîäèìûõ íèæå ðèñóíêàõ ïîêàçàíû èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ ñè-
ñòåìû, åå íàáëþäåíèå (åñëè îíî èìååòñÿ) è îöåíêè, ïðåäîñòàâëÿåìûå
êàëìàíîâñêèì è ãàðàíòèðóþùèì ôèëüòðîì; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå òàê-
æå ïîêàçàíà òðóáêà, â êîòîðîé çàâåäîìî ñîäåðæèòñÿ îöåíêà ïðè âñåõ
äîïóñòèìûõ ïîìåõàõ.

Пример 3.5.1. Ðàññìîòðèì âàãîíåòêó, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ
áåç òðåíèÿ ïî áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòàëüíî ðàñïîëîæåííûì ðåëüñàì. Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âàãîíåòêà íàõîäèòñÿ â íóëåâîì ïîëîæåíèè è íà íåå
âîçäåéñòâóþò âíåøíèå âîçìóùåíèÿ. Ïîëîæåíèå âàãîíåòêè èçìåðÿåòñÿ
êàæäûå ∆𝑡 ñåêóíä, ïðè ýòîì èçìåðåíèÿ íåòî÷íû. Çàäà÷à ñîñòîèò â
îòñëåæèâàíèè ïîëîæåíèÿ 𝑠 è ñêîðîñòè �̇� = 𝑣 âàãîíåòêè.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèìà â ôîðìàòå (3.5.22) ïðè

𝑥𝑘 =

(︂
𝑠
�̇�

)︂
, 𝑥0 = 0,

𝐴 =

(︂
1 ∆𝑡
0 1

)︂
, 𝐵1 = 𝐵2 = 0, 𝐶 =

(︀
1 0

)︀
, 𝐺 =

(︂
(∆𝑡)2/2

∆𝑡

)︂
.

1. Â ðàìêàõ ìîäåëèℳ1 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà 𝑘-ì òàêòå âàãîíåòêà
äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì, ðàñïðåäåëåííûì ïî íîðìàëüíî-
ìó çàêîíó ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêèì îòêëîíåíèåì 𝜎𝑥, à ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé èìååò íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ñðåäíåêâàä-
ðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì 𝜎𝑦:

𝑤𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
𝑥), 𝑣𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2

𝑦).

Ïîñòðîèì ôèëüòð Êàëìàíà, à òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ ãàðàíòèðóþ-
ùèì ïîäõîäîì, îáúåäèíèâ ïîìåõè 𝑤𝑘 è 𝑣𝑘 â îáùèé âåêòîð âîçìóùåíèé

̃︀𝑤𝑘 =

(︂
𝑤𝑘
𝑣𝑘

)︂
. (3.5.23)

Ïðè ýòîì ìàòðèöû 𝐷1 è 𝐷2 â ñèñòåìå (3.5.1) ïðèìóò âèä

𝐷1 = 3𝜎𝑥
√

2
(︀
𝐺 0

)︀
, 𝐷2 = 3𝜎𝑦

√
2
(︀
0 1

)︀
,
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÷òî ïîçâîëèò âàðüèðîâàòü âåëè÷èíû 𝑤𝑘 è 𝑣𝑘 íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
íà èíòåðâàëàõ

|𝑤𝑘| ⩽ 3𝜎𝑥, |𝑣𝑘| ⩽ 3𝜎𝑦.

Ãàðàíòèðóþùèé ïîäõîä ïðèâåë ê îïòèìàëüíûì ìàòðèöàì ôèëüòðà

𝐿
(1)
* =

(︂
0,2359
0,1412

)︂
äëÿ êîîðäèíàòû 𝑥(1) = 𝑠 è

𝐿
(2)
* =

(︂
0,1122
0,0386

)︂
äëÿ êîîðäèíàòû 𝑥(2) = �̇�.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñ ôèëüòðîì Êàëìàíà ïðè

∆𝑡 = 0,1, 𝜎𝑥 = 0,1, 𝜎𝑦 = 0,5,

ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.5.1 (ñ. 315).
2. Â ðàìêàõ ìîäåëè ℳ2 áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà 𝑘-ì òàêòå âà-

ãîíåòêà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-
íûì íà îòðåçêå [−𝑎, 𝑎], à ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåíà íà îòðåçêå [−𝑣, 𝑣]:

𝑤𝑘 ∼ 𝒰(−𝑎, 𝑎), 𝑣𝑘 ∼ 𝒰(−𝑣, 𝑣).

Ïîñòðîèì ôèëüòð Êàëìàíà (ïðè 𝜎𝑥 = 𝑎/3, 𝜎𝑦 = 𝑣/3), à òàêæå
âîñïîëüçóåìñÿ ãàðàíòèðóþùèì ïîäõîäîì äëÿ âîçìóùåíèÿ (3.5.23) è
ìàòðèö

𝐷1 = 𝑎
√

2
(︀
𝐺 0

)︀
, 𝐷2 = 𝑣

√
2
(︀
0 1

)︀
.

Ãàðàíòèðóþùèé ïîäõîä ïðèâåë ê îïòèìàëüíûì ìàòðèöàì ôèëüòðà

𝐿
(1)
* =

(︂
0,1393
0,0489

)︂
äëÿ êîîðäèíàòû 𝑥(1) = 𝑠 è

𝐿
(2)
* =

(︂
0,0574
0,0101

)︂
äëÿ êîîðäèíàòû 𝑥(2) = �̇�.
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Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñ ôèëüòðîì Êàëìàíà ïðè

∆𝑡 = 0,1, 𝑎 = 0,1, 𝑣 = 2,

ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.5.2 (ñ. 316).
3. Â ðàìêàõ ìîäåëèℳ3 áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 𝑤𝑘 è 𝑣𝑘 ïðèíèìàþò

ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêàõ [−𝑎, 𝑎] è [−𝑣, 𝑣] ñîîòâåòñòâåííî:

|𝑤𝑘| ⩽ 𝑎, |𝑣𝑘| ⩽ 𝑣.

Ïðèìåíèì ôèëüòð Êàëìàíà (äëÿ 𝜎𝑥 = 𝑎, 𝜎𝑦 = 𝑣), à òàêæå âîñïîëü-
çóåìñÿ ãàðàíòèðóþùèì ïîäõîäîì äëÿ âîçìóùåíèÿ (3.5.23) è ìàòðèö

𝐷1 = 𝑎
√

2
(︀
𝐺 0

)︀
, 𝐷2 = 𝑣

√
2
(︀
0 1

)︀
.

Ãàðàíòèðóþùèé ïîäõîä ïðèâåë ê îïòèìàëüíûì ìàòðèöàì ôèëüòðà

𝐿
(1)
* =

(︂
0,1397
0,0492

)︂
äëÿ êîîðäèíàòû 𝑥(1) = 𝑠 è

𝐿
(2)
* =

(︂
0,0574
0,0101

)︂
äëÿ êîîðäèíàòû 𝑥(2) = �̇�.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñ ôèëüòðîì Êàëìàíà ïðè

∆𝑡 = 0,1, 𝑎 = 0,1, 𝑣 = 2

ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.5.3 (ñ. 317). ▼

Пример 3.5.2. Ñëåäóþùèé ïðèìåð (ñì. ïîäðîáíåå [94]) ñâÿçàí ñ
îöåíèâàíèåì äâèæåíèÿ ñíàðÿäà ïî áàëëèñòè÷åñêîé òðàåêòîðèè ïðè íà-
ëè÷èè âíåøíèõ âîçìóùåíèé è äîñòóïíûõ íàáëþäåíèþ (çàøóìëåííûõ)
êîîðäèíàòàõ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà èìååò âèä (3.5.22), ãäå

𝑥 =

⎛⎜⎜⎝
𝑠𝑥
𝑠𝑦
𝑣𝑥
𝑣𝑦

⎞⎟⎟⎠
åñòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùèé èç ïðîåêöèé êîîðäèíàòû è
ñêîðîñòè ñíàðÿäà íà ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ îñè, à

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 ∆𝑡 0
0 1 0 ∆𝑡
0 0 1− 𝑏 0
0 0 0 1− 𝑏

⎞⎟⎟⎠, 𝑢 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
−𝑔∆𝑡

⎞⎟⎟⎠,
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𝐵1 = 𝐺 = 𝐼, 𝐵2 = 0, 𝐶 =

(︂
1 0 0 0
0 1 0 0

)︂
.

Çäåñü ∆𝑡 � èíòåðâàë ìåæäó èçìåðåíèÿìè; 0 < 𝑏 << 1 � êîýôôèöè-
åíò ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà; 𝑔 � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ; øóì 𝑤𝑘
ðàñïðåäåëåí íîðìàëüíî ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êî-
âàðèàöèîííîé ìàòðèöåé 𝑄𝑘 ≻ 0, à ïîìåõè èçìåðåíèÿ 𝑣𝑘 ðàñïðåäåëåíû
íîðìàëüíî ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîâàðèàöèîííîé
ìàòðèöåé 𝑅𝑘 ≻ 0. Ïðè ýòîì

∆𝑡 = 0,1, 𝑏 = 10−4, 𝑔 = 9,8, 𝑄 = 0,1𝐼, 𝑅 = 500𝐼.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé âîçüìåì òî÷êó

𝑥0 =

⎛⎜⎜⎝
0
0

300
600

⎞⎟⎟⎠.
1. Â ðàìêàõ ¾ñòàíäàðòíîé¿ ìîäåëèℳ1 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

𝑤𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
𝑥𝐼), 𝜎2

𝑥 = 0,1,

𝑣𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
𝑦𝐼), 𝜎2

𝑦 = 500.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ãà-
ðàíòèðóþùèì ïîäõîäîì, îáúåäèíèì ïîìåõè 𝑤𝑘 è 𝑣𝑘 â îáùèé âåêòîð
âîçìóùåíèé, à ìàòðèöû 𝐷1 è 𝐷2 â ñèñòåìå (3.5.1) ïðèìóò âèä

𝐷1 = 3𝜎𝑥
√

2
(︀
𝐺 0

)︀
, 𝐷2 = 3𝜎𝑦

√
2
(︀
0 𝐼

)︀
,

÷òî ïîçâîëèò âàðüèðîâàòü âåëè÷èíû 𝑤𝑘 è 𝑣𝑘 íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
íà èíòåðâàëàõ

|𝑤𝑘| ⩽ 3𝜎𝑥, |𝑣𝑘| ⩽ 3𝜎𝑦.

Ãàðàíòèðóþùèé ïîäõîä äîñòàâèë ñëåäóþùèå îïòèìàëüíûå ìàòðè-
öû ôèëüòðà äëÿ êàæäîé èç ÷åòûðåõ êîîðäèíàò (çäåñü è äàëåå â ìàò-
ðèöàõ ôèëüòðà îáíóëåíû ýëåìåíòû, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðå-
âîñõîäÿùèå 10−6):

𝐿
(1)
* =

⎛⎜⎜⎝
0,5946 0

0 0,6822
0,8467 0

0 1,0590

⎞⎟⎟⎠, 𝐿
(2)
* =

⎛⎜⎜⎝
0,7277 0

0 0,6340
1,2376 0

0 0,9879

⎞⎟⎟⎠,
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𝐿
(3)
* =

⎛⎜⎜⎝
0,0971 0

0 0,1389
0,0284 0

0 0,0456

⎞⎟⎟⎠, 𝐿
(4)
* =

⎛⎜⎜⎝
0,1393 0

0 0,0975
0,0459 0

0 0,0285

⎞⎟⎟⎠.
Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñ ôèëüòðîì Êàëìàíà äëÿ êîîðäèíàò 𝑠𝑦 è 𝑣𝑦

ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.5.4 (ñ. 318).
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé îöåíîê íà íà÷àëü-

íîì ó÷àñòêå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ôàêòè÷åñêàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà 𝑋0

îêàçàëàñü âíå ìèíèìàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà äëÿ íåâÿçêè.
Îäíàêî â ñèëó òîãî, ÷òî èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ïðèòÿãèâàåìîñòè, ïîñëå íåñêîëüêèõ øàãîâ ãàðàíòèðóþùèå îöåíêè íà-
÷èíàþò îõâàòûâàòü èñòèííóþ òðàåêòîðèþ.

2. Â ðàìêàõ ìîäåëèℳ2 áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

𝑤𝑘 ∼ 𝒰(−𝑤,𝑤), 𝑣𝑘 ∼ 𝒰(−𝑣, 𝑣),

ãäå 𝑤 = 3𝜎𝑥, 𝑣 = 3𝜎𝑦.
Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå

𝐷1 = 𝑤
√

2
(︀
𝐺 0

)︀
, 𝐷2 = 𝑣

√
2
(︀
0 𝐼

)︀
,

òî ãàðàíòèðóþùèé ïîäõîä ïðèâîäèò ê òåì æå ìàòðèöàì ôèëüòðà, ÷òî
è â ìîäåëè ℳ2. Ðåçóëüòàòû åãî ñðàâíåíèÿ ñ ôèëüòðîì Êàëìàíà äëÿ
êîîðäèíàò 𝑠𝑦 è 𝑣𝑦 ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.5.5 (ñ. 319).

3. Â ðàìêàõ ìîäåëèℳ3 áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

|𝑤𝑘| ⩽ 𝜎𝑥, |𝑣𝑘| ⩽ 𝜎𝑦.

Ãàðàíòèðóþùèé ïîäõîä ïðè

𝐷1 = 𝜎𝑥
√

2
(︀
𝐺 0

)︀
, 𝐷2 = 𝜎𝑦

√
2
(︀
0 𝐼

)︀
ïðèâåë ê îïòèìàëüíûì ìàòðèöàì ôèëüòðà

𝐿
(1)
* =

⎛⎜⎜⎝
0,6362 0

0 0,7256
0,9779 0

0 1,2126

⎞⎟⎟⎠, 𝐿
(2)
* =

⎛⎜⎜⎝
0,6697 0

0 0,5747
1,0517 0

0 0,8206

⎞⎟⎟⎠,

𝐿
(3)
* =

⎛⎜⎜⎝
0,0971 0

0 0,1389
0,0284 0

0 0,0456

⎞⎟⎟⎠, 𝐿
(4)
* =

⎛⎜⎜⎝
0,1393 0

0 0,0975
0,0459 0

0 0,0285

⎞⎟⎟⎠.
Ðåçóëüòàòû åãî ñðàâíåíèÿ ñ ôèëüòðîì Êàëìàíà äëÿ êîîðäèíàò 𝑠𝑦

è 𝑣𝑦 ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.5.6 (ñ. 320). ▼
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Êàê âèäíî èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ, è ôèëüòð Êàëìàíà, è ãà-
ðàíòèðóþùèé ôèëüòð, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå ñëèøêîì ñèëüíî îòëè÷à-
þòñÿ ïî ñâîèì ðåçóëüòàòàì, à ñ äðóãîé � âî âñåõ òðåõ ìîäåëÿõ îíè
âïîëíå ðàáîòîñïîñîáíû. Ïðè ýòîì, êàê îæèäàëîñü, äëÿ ãàóññîâñêèõ
ïîìåõ ôèëüòð Êàëìàíà äàåò íåìíîãî (íî íå êàðäèíàëüíî) ëó÷øåå ïî-
âåäåíèå îöåíêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàðàíòèðóþùèì ôèëüòðîì, òîãäà êàê
äëÿ íåñëó÷àéíûõ îãðàíè÷åííûõ ïîìåõ ïðåèìóùåñòâî îñòàåòñÿ çà ãà-
ðàíòèðóþùèì ôèëüòðîì.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî øèðèíà òðóáêè, â êîòîðóþ ãàðàíòèðîâàííî
çàêëþ÷åíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà, äîâîëüíî ñèëüíî çàâûøåíà, ÷òî
õîðîøî âèäíî íà ðèñóíêàõ, � ýòî õàðàêòåðíîå ïîâåäåíèå ìåòîäîâ ãà-
ðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ, íàïðàâëåííûõ íà ïðîòèâîäåéñòâèå ¾íàè-
õóäøåé¿ èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé íåîïðåäåëåííîñòè.

Íàêîíåö, ãàðàíòèðóþùèé ôèëüòð ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàâíîìåð-
íóþ îöåíêó òî÷íîñòè ôèëüòðàöèè; çäåñü óìåñòíî îáðàòèòü âíèìàíèå
íà ïîâåäåíèå ãàðàíòèðóþùåé è êàëìàíîâñêîé îöåíîê íà íà÷àëüíîì
ó÷àñòêå òðàåêòîðèè (ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿ òàêæå èìååò ÿâíî âûðàæåí-
íûé âñïëåñê).

3.6. Синтез ПИД-регуляторов

Òåîðèÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ èìååò 80-ëåòíþþ èñòîðèþ, âîñõîäÿ ê ðà-
áîòå [135] Äæ. Öèãëåðà è Í. Íèêîëüñà 1942 ã. Ñ òåõ ïîð ïîÿâèëîñü
ìíîæåñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ òåîðèè è ïðàêòèêå èõ íàñòðîéêè, áûëè
ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ïðèíöèïû èõ íàñòðîéêè (ñì. íàïðèìåð, [45]).
Çäåñü ìîæíî óïîìÿíóòü ìîíîãðàôèè [30, 31, 35, 46] è ìíîãèå äðóãèå.
Îäíàêî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè åñòü íå òàê ìíîãî ðàáîò, ãäå ôîðìóëè-
ðóþòñÿ ÿâíûå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ, íàïðèìåð
òàêèå, êàê 𝐻∞-îïòèìàëüíîñòü [78, 93].

Â öåëîì ðåãóëÿòîðû íèçêîãî ïîðÿäêà íàñòðàèâàþò ïî ñàìûì ðàç-
íûì êðèòåðèÿì, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ïîäáîð, ïðÿìîé
ïîèñê, ïåðåáîð ïî ñåòêå è ò. ï., ñì., íàïðèìåð, [52, 55]. Â ýòîì ðàç-
äåëå ðàññìîòðèì íîâûé ïîäõîä ê íàñòðîéêå ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ, âêëþ-
÷àþùèé ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò ÏÈÄ-ðåãó-
ëÿòîð, è àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ ïóòåì ÿâíîãî âûïèñûâàíèÿ ãðàäèåíòà
äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà è ïðèìåíåíèÿ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà.

Â îòëè÷èå îò óïîìÿíóòûõ âûøå êðèòåðèåâ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïîñòàíîâêó, â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêóþ ê ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé (ñì.
ðàçäåë 3.3). À èìåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü ñîäåð-
æèòñÿ íå âî âõîäàõ ñèñòåìû, à â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ïðè ýòîì êðè-
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òåðèé êà÷åñòâà áëèçîê ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ê ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé
çàäà÷å: êà÷åñòâî îöåíèâàåòñÿ ïî êâàäðàòè÷íîìó êðèòåðèþ îò âûõî-
äà ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð íàñòðàèâàåòñÿ
ïðîòèâ íåîïðåäåëåííîñòè â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ òàê, ÷òîáû âûõîä ñè-
ñòåìû áûë ðàâíîìåðíî ìàëûì (â êâàäðàòè÷íîì ñìûñëå).

Ïîìèìî ìàëîñòè âûõîäà, åñòåñòâåííî ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû
ñèíòåçèðîâàííûé ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð óäîâëåòâîðÿë è èíæåíåðíûì êðè-
òåðèÿì êà÷åñòâà. Òàê, åñëè çàìêíóòàÿ ñèñòåìà îêàæåòñÿ áëèçêîé ê
ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè, ýòî ïðèâåäåò ê åå íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé ðåàê-
öèè íà âíåøíåå âîçìóùåíèå. Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî òðåáîâàòü,
÷òîáû ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð äîïîëíèòåëüíî ãàðàíòèðîâàë çàìêíóòîé ñèñòå-
ìå íåêîòîðóþ (çàäàííóþ) ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, êîíñòðóêòèâ-
íî ðåøàòü çàäà÷è íàñòðîéêè è îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà,
à ñ äðóãîé � îí ïðåäîñòàâëÿåò ¾õîðîøèå¿ ïî îáû÷íûì èíæåíåðíûì
ïîêàçàòåëÿì ðåãóëÿòîðû. Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, ïðåäëàãàåìàÿ ðå-
êóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíîé è ïðèâîäÿùåé êî
âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðàì.

3.6.1. Постановка задачи
и ее сведение к параметрической
линейно-квадратичной задаче

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑦 = 𝑐T𝑥,
(3.6.1)

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑏, 𝑐 ∈ R𝑛, ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, ñêàëÿðíûì âûõîäîì
𝑦(𝑡) ∈ R è ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R â âèäå ПИД-регулятора
(ñì. ïîäðîáíåå Â.8)

𝑢(𝑡) = −𝑘𝑃 𝑦(𝑡)− 𝑘𝐼

𝑡∫︁
0

𝑦(𝜏)𝑑𝜏 − 𝑘𝐷�̇�(𝑡) (3.6.2)

ñ íåêîòîðûìè ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè 𝑘𝑃 , 𝑘𝐼 è 𝑘𝐷.
Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âåêòîðà

𝐾 =

⎛⎝𝑘𝑃𝑘𝐼
𝑘𝐷

⎞⎠
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ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè (3.6.2), êîòîðàÿ
à) äîñòàâëÿåò çàìêíóòîé ñèñòåìå ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè 𝜎 > 0 è
á) ìèíèìèçèðóåò êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë

𝑓(𝐾) = E∼𝑥(0)

∞∫︁
0

𝑦2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜌‖𝐾‖2, 𝜌 > 0. (3.6.3)

Âòîðàÿ êîìïîíåíòà â (3.6.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øòðàô çà âåëè÷èíó
óïðàâëåíèÿ (ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò 𝜌 > 0 ðåãóëèðóåò åãî âàæíîñòü).
Åå íàëè÷èå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé êîýôôè-
öèåíòîâ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 𝑥(0) ðàñïðåäå-
ëåíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé Σ.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ ïåðåìåííóþ 𝑧:

�̇� = 𝑦, 𝑧(0) = 0.

Òîãäà, ââîäÿ ðàñøèðåííûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ

𝑔 =

(︂
𝑥
𝑧

)︂
∈ R𝑛+1,

ñèñòåìå (3.6.1) ìîæíî ïðèäàòü ýêâèâàëåíòíûé âèä

�̇� =

(︂
𝐴 0
𝑐T 0

)︂
𝑔 +

(︂
𝑏
0

)︂
𝑢, 𝑔(0) =

(︂
𝑥0
0

)︂
,

𝑦 =
(︀
𝑐T 0

)︀
𝑔.

(3.6.4)

Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (3.6.1), (3.6.2) èìååì

𝑢 = −𝑘𝑃 𝑦(𝑡)− 𝑘𝐼

𝑡∫︁
0

𝑦(𝜏)𝑑𝜏 − 𝑘𝐷�̇�(𝑡) =

= −𝑘𝑃 𝑐T𝑥− 𝑘𝐼𝑧 − 𝑘𝐷𝑐T�̇� = −𝑘𝑃 𝑐T𝑥− 𝑘𝐼𝑧 − 𝑘𝐷𝑐T(𝐴𝑥+ 𝑏𝑢) =

= −𝑘𝑃
(︀
𝑐T 0

)︀
𝑔 − 𝑘𝐼

(︀
0 1

)︀
𝑔 − 𝑘𝐷

(︀
𝑐T𝐴 0

)︀
𝑔 − 𝑘𝐷𝑐T𝑏𝑢,

îòêóäà

(1 + 𝑘𝐷𝑐
T𝑏)𝑢 = −𝑘𝑃

(︀
𝑐T 0

)︀
𝑔 − 𝑘𝐼

(︀
0 1

)︀
𝑔 − 𝑘𝐷

(︀
𝑐T𝐴 0

)︀
𝑔,
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èëè

𝑢 = − 𝑘𝑃
1 + 𝑘𝐷𝑐T𝑏

(︀
𝑐T 0

)︀
𝑔 − 𝑘𝐼

1 + 𝑘𝐷𝑐T𝑏

(︀
0 1

)︀
𝑔−

− 𝑘𝐷
1 + 𝑘𝐷𝑐T𝑏

(︀
𝑐T𝐴 0

)︀
𝑔. (3.6.5)

Åñëè ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå

𝑘1 =
𝑘𝑃

1 + 𝑘𝐷𝑐T𝑏
, 𝑘2 =

𝑘𝐼
1 + 𝑘𝐷𝑐T𝑏

, 𝑘3 =
𝑘𝐷

1 + 𝑘𝐷𝑐T𝑏
,

òî (3.6.5) ïðèìåò âèä

𝑢 = −
(︀
𝑘1𝑐

T + 𝑘3𝑐
T𝐴 𝑘2

)︀
𝑔. (3.6.6)

Çàìûêàÿ ñèñòåìó (3.6.4) îáðàòíîé ñâÿçüþ (3.6.6), ïðèõîäèì ê çà-
ìêíóòîé ñèñòåìå

�̇� =

(︂
𝐴− 𝑘1𝑏𝑐T − 𝑘3𝑏𝑐T𝐴 −𝑘2𝑏

𝑐T 0

)︂
𝑔, 𝑔(0) =

(︂
𝑥0
0

)︂
, (3.6.7)

êîòîðîé ìîæíî ïðèäàòü âèä

�̇� = (𝐴0 + 𝑘1𝐴1 + 𝑘2𝐴2 + 𝑘3𝐴3)𝑔, 𝑔(0) =

(︂
𝑥0
0

)︂
,

ãäå

𝐴0 =

(︂
𝐴 0
𝑐T 0

)︂
, 𝐴1 =

(︂
−𝑏𝑐T 0

0 0

)︂
,

𝐴2 =

(︂
0 −𝑏
0 0

)︂
, 𝐴3 =

(︂
−𝑏𝑐T𝐴 0

0 0

)︂
.

Ïðè ýòîì èñõîäíûå ïàðàìåòðû ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà âîññòàíàâëèâàþòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

𝑘𝑃 =
𝑘1

1− 𝑘3𝑐T𝑏
, 𝑘𝐼 =

𝑘2
1− 𝑘3𝑐T𝑏

, 𝑘𝐷 =
𝑘3

1− 𝑘3𝑐T𝑏
.

Замечание 3.6.1. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî åñëè âåêòîðû 𝑏 è 𝑐 îð-
òîãîíàëüíû, òî

𝑘1 = 𝑘𝑃 , 𝑘2 = 𝑘𝐼 , 𝑘3 = 𝑘𝐷.

Êàê ïîêàçûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû, ýòî âïîëíå òèïè÷íàÿ ñè-
òóàöèÿ, òàê ÷òî � äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè � âñå äàëüíåéøèå âûêëàäêè
îòíîñÿòñÿ èìåííî ê ýòîìó ñëó÷àþ. ▼
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Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

{𝐴,𝐾} .= 𝑘1𝐴1 + 𝑘2𝐴2 + 𝑘3𝐴3.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü æåëàåìóþ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè 𝜎 > 0
çàìêíóòîé ñèñòåìû, ââåäåì â åå ìàòðèöó êîìïîíåíòó 𝜎𝐼:

�̇� = (𝐴0 + {𝐴,𝐾}+ 𝜎𝐼)𝑔. (3.6.8)

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ñèñòåìó (3.6.8) ðåãóëÿòîðà𝐾 ìà-
òðèöà 𝐴0 +{𝐴,𝐾}+𝜎𝐼 ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâîé. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò, ÷òî

max
𝑖

Re𝜆𝑖(𝐴0 + {𝐴,𝐾}+ 𝜎𝐼) = max
𝑖

Re𝜆𝑖(𝐴0 + {𝐴,𝐾}) + 𝜎 < 0,

òî åñòü ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû íå ìåíüøå 𝜎:

max
𝑖

Re𝜆𝑖(𝐴0 + {𝐴,𝐾}) < −𝜎.

Ïðîäîëæèì è ïåðåéäåì ê ïðåîáðàçîâàíèþ ôóíêöèîíàëà (3.6.3). Ïî-
ñêîëüêó

𝑥 =
(︀
𝐼 0

)︀
𝑔,

òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 𝑔(0) =

(︂
𝑥0
0

)︂
áóäóò ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì

ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé(︂
Σ 0
0 0

)︂
.

Ïî ëåììå Áåëëìàíà 3.1.3 äëÿ ñèñòåìû (3.6.7) èìååì

𝑓(𝐾) = E∼𝑥(0)

∞∫︁
0

𝑦2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜌‖𝐾‖2 =

= E∼𝑔(0)

∞∫︁
0

𝑔T(𝑡)

(︂
𝑐𝑐T 0
0 0

)︂
𝑔(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜌‖𝐾‖2 =

= E∼𝑔(0) 𝑔
T(0)𝑄𝑔(0) + 𝜌‖𝐾‖2 = tr𝑄

(︂
Σ 0
0 0

)︂
+ 𝜌‖𝐾‖2.

Çäåñü 𝑄 ∈ S𝑛+1 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

𝐴T
𝐾𝑄+𝑄𝐴𝐾 = −

(︂
𝑐𝑐T 0
0 0

)︂
, (3.6.9)
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ãäå
𝐴𝐾 = 𝐴0 + {𝐴,𝐾}+ 𝜎𝐼.

Èòàê, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ìàòðè÷íîé îïòèìèçàöèè

min 𝑓(𝐾), 𝑓(𝐾) = tr𝑄

(︂
Σ 0
0 0

)︂
+ 𝜌‖𝐾‖2,

ïðè îãðàíè÷åíèè (3.6.9), ãäå îïòèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íîé
ïåðåìåííîé 0 ≺ 𝑄 ∈ S𝑛+1 è âåêòîðíîé ïåðåìåííîé 𝐾 ∈ R3.

Ñäåëàåì ñëåäóþùåå

Предположение 3.6.1. Ïóñòü èçâåñòåí ðåãóëÿòîð

𝐾0 =

⎛⎝𝑘01𝑘02
𝑘03

⎞⎠,
ñòàáèëèçèðóþùèé ñèñòåìó ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè 𝜎, òî
åñòü òàêîé, ÷òî ìàòðèöà 𝐴𝐾0 = 𝐴0 + {𝐴,𝐾0}+ 𝜎𝐼 ãóðâèöåâà.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèè 𝑓(𝐾).

Лемма 3.6.1. Функция 𝑓(𝐾) определена и положительна на мно-
жестве 𝒮 стабилизирующих регуляторов.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìàòðèöà 𝐴𝐾 ãóðâèöåâà, òî ðåøåíèå 𝑄 ≽ 0
óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3.6.9) ñóùåñòâóåò; òåì ñàìûì îïðåäåëåíà ôóíê-
öèÿ 𝑓(𝐾) > 0. Ìíîæåñòâî åå îïðåäåëåíèÿ 𝒮 ìîæåò áûòü íåâûïóêëûì
è íåñâÿçíûì, ïðè÷åì åãî ãðàíèöû ìîãóò áûòü íåãëàäêèìè.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ãðàäèåíòà ôóíêöèè 𝑓(𝐾).

Лемма 3.6.2. Функция 𝑓(𝐾) определена на множестве стабили-
зирующих обратных связей 𝐾. На этом допустимом множестве она
дифференцируема, причем градиент дается выражениями

𝜕𝑓(𝐾)

𝜕𝑘𝑖
= 2 tr𝑌 𝑄𝐴𝑖 + 2𝜌𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, (3.6.10)

где матрица 𝑌 является решением уравнения Ляпунова

𝐴𝐾𝑌 + 𝑌 𝐴T
𝐾 +

(︂
Σ 0
0 0

)︂
= 0. (3.6.11)
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Доказательство. Â óðàâíåíèè (3.6.9) ïðèäàäèì âåëè÷èíå 𝐾 ïðè-
ðàùåíèå ∆𝐾 è îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå 𝑄 ÷åðåç ∆𝑄:

𝐴T
𝐾+Δ𝐾(𝑄+ ∆𝑄) + (𝑄+ ∆𝑄)𝐴𝐾+Δ𝐾 = −

(︂
𝑐𝑐T 0
0 0

)︂
,

èëè(︀
𝐴𝐾 + {𝐴,∆𝐾}

)︀T
(𝑄+∆𝑄)+(𝑄+∆𝑄)

(︀
𝐴𝐾 +{𝐴,∆𝐾}

)︀
= −

(︂
𝑐𝑐T 0
0 0

)︂
,

îòêóäà ïîñëå ëèíåàðèçàöèè èìååì

𝐴T
𝐾∆𝑄+ ∆𝑄𝐴𝐾 +𝑄{𝐴,∆𝐾}+ {𝐴,∆𝐾}T𝑄 = 0. (3.6.12)

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà 𝑓(𝐾), ëèíåàðèçóÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû:

∆𝑓(𝐾) = tr(𝑄+∆𝑄)

(︂
Σ 0
0 0

)︂
+𝜌‖𝐾+∆𝐾‖2−tr𝑄

(︂
Σ 0
0 0

)︂
−𝜌‖𝐾‖2 =

= tr ∆𝑄

(︂
Σ 0
0 0

)︂
+ 2𝜌(𝐾,∆𝐾).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà (3.6.11), äâîéñòâåííîå ê (3.6.12).
Ïî ëåììå Á.8 èç óðàâíåíèé (3.6.12) è (3.6.11) èìååì

∆𝑓(𝐾) = tr ∆𝑄

(︂
Σ 0
0 0

)︂
+ 2𝜌(𝐾,∆𝐾) = 2 tr𝑌 𝑄{𝐴,∆𝐾}+ 2𝜌(𝐾,∆𝐾),

òàê ÷òî

𝑑𝑓(𝐾) = 2 tr𝑌 𝑄

3∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝑑𝑘𝑖 + 2𝜌(𝐾, 𝑑𝐾),

îòêóäà èìååì (3.6.10). ■

Ïîäûòîæèâàÿ ñêàçàííîå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì èòå-
ðàòèâíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ çàäà÷è; â åãî îñíîâå ëåæèò ïðèìåíåíèå
ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ïî ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé 𝐾. Ïðèâåäåì ïðèíöè-
ïèàëüíóþ ñõåìó àëãîðèòìà.

Алгоритм 11.

1. Çàäàåìñÿ ïàðàìåòðàìè 𝜀 > 0, 𝛾 > 0, 0 < 𝜏 < 1 è íà÷àëüíûì
ñòàáèëèçèðóþùèì ïðèáëèæåíèåì 𝐾0.
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2. Íà 𝑗-é èòåðàöèè èìååì ðåãóëÿòîð 𝐾𝑗 . Âû÷èñëÿåì ìàòðèöó

𝐴𝐾𝑗
= 𝐴0 + {𝐴,𝐾𝑗},

ðåøàåì óðàâíåíèÿ (3.6.9), (3.6.11) è íàõîäèì ìàòðèöû 𝑄 è 𝑌 ;
âû÷èñëÿåì ãðàäèåíò

𝐻𝑗 = 𝑓 ′(𝐾𝑗)

èç óðàâíåíèÿ (3.6.10). Åñëè ‖𝐻𝑗‖ ⩽ 𝜀, òî 𝐾𝑗 ïðèíèìàåì çà
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå è çàâåðøàåì ðàáîòó àëãîðèòìà.

3. Äåëàåì øàã ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà

𝐾𝑗+1 = 𝐾𝑗 − 𝛾𝑗𝐻𝑗 .

Äëèíó øàãà 𝛾𝑗 > 0 ïîäáèðàåì äðîáëåíèåì 𝛾 äî âûïîëíåíèÿ
óñëîâèé:
à. ìàòðèöà 𝐴0 + {𝐴,𝐾𝑗+1}+ 𝜎𝐼 ãóðâèöåâà;
á. 𝑓(𝐾𝑗+1) ⩽ 𝑓(𝐾𝑗)− 𝜏𝛾𝑗‖𝐻𝑗‖2.

4. Ïåðåõîäèì ê ï. 2.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Ïðåæäå âñåãî, íåòðèâèàëüíûì ìî-
ìåíòîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð íà÷àëüíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà 𝐾0.
Çäåñü ìîæíî ïðèáåãíóòü ê ïîìîùè 𝐷-ðàçáèåíèÿ [53] èëè âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ìåòîäàìè ïåðåáîðà, ñì. òàêæå [55]. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ñëåäóþùèé ïðèåì: äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé ìàòðèöû 𝑄 ïîïûòàòüñÿ ðàçðåøèòü íåðàâåíñòâî Ëÿïóíî-
âà 𝐴T

𝐾0
𝑄+𝑄𝐴𝐾0

≺ 0 îòíîñèòåëüíî𝐾0. Òàêæå ÷àñòî â ïðàêòè÷åñêèõ çà-
äà÷àõ òðåáóåòñÿ óëó÷øèòü êà÷åñòâî óæå èìåþùåãîñÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà
ïóòåì íàñòðîéêè åãî ïàðàìåòðîâ. Íàêîíåö, åñëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà óï-
ðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé (êàê ÷àñòî è áûâàåò íà ïðàêòèêå), âî-
ïðîñ âûáîðà íà÷àëüíîãî ðåãóëÿòîðà ðåøàåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Åùå îäíèì âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïðîáíîãî øàãà ãðà-
äèåíòíîãî ìåòîäà. Âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ åãî âûáîð èç ñëå-
äóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Íàéäåì äëÿ íåêîòîðîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðå-
ãóëÿòîðà 𝐾𝑗 ðåøåíèå 𝑄 óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà(︀

𝐴0 + 𝜎𝐼 + {𝐴,𝐾𝑗}
)︀T
𝑄+𝑄

(︀
𝐴0 + 𝜎𝐼 + {𝐴,𝐾𝑗}

)︀
= −𝐼.

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ïî 𝐾:

𝐾𝑗 → 𝐾𝑗 − 𝛾𝐻𝑗 , 𝐻𝑗 = 𝑓 ′(𝐾𝑗),
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è íàéäåì, äëÿ êàêèõ 𝛾 ìàòðèöà 𝑄 îñòàíåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ 𝐴𝐾𝑗−𝛾𝐻𝑗

= 𝐴0 + 𝜎𝐼 + {𝐴,𝐾𝑗 − 𝛾𝐻𝑗}, òî åñòü(︀
𝐴0 + 𝜎𝐼 + {𝐴,𝐾𝑗 − 𝛾𝐻𝑗}

)︀T
𝑄+𝑄

(︀
𝐴0 + 𝜎𝐼 + {𝐴,𝐾𝑗 − 𝛾𝐻𝑗}

)︀
≺ 0.

Ñ ó÷åòîì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååì

𝛾
(︀
−{𝐴,𝐻𝑗}T𝑄−𝑄{𝐴,𝐻𝑗}

)︀
≺ 𝐼,

îòêóäà
𝛾 < 𝜆−1

max

(︀
−{𝐴,𝐻𝑗}T𝑄−𝑄{𝐴,𝐻𝑗}

)︀
.

3.6.2. Примеры

Ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå ïðèìåðû âçÿòû èç ñòàòüè [73]. Âñþäó â
ýòîì ðàçäåëå áóäåì ïîëàãàòü Σ = 𝐼.

Пример 3.6.1. Ðàññìîòðèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

𝐺(𝑠) =
1

(1 + 𝑠)(1 + 𝛼𝑠)(1 + 𝛼2𝑠)(1 + 𝛼3𝑠)
, 𝛼 = 0,5.

Matlab-ïðîöåäóðà tf2ss äîñòàâëÿåò ìàòðèöû ñèñòåìû â ïðîñò-
ðàíñòâå ñîñòîÿíèé:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
−15 −70 −120 −64

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠, 𝑏 =

⎛⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎠, 𝑐 =

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
64

⎞⎟⎟⎠.
Ïóñòü

𝜎 = 0,25, 𝜌 = 10.

Ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà

𝐾0 =

⎛⎝9,5717
4,8538
8,0028

⎞⎠,
îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ðåãóëÿòîðó

𝐾* =

⎛⎝7,6296
3,4331
3,1795

⎞⎠, ‖𝐾*‖ = 8,9502,
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êîòîðûé äîñòàâëÿåò èíòåãðàëüíîé ÷àñòè ôóíêöèîíàëà 𝑓(𝐾) çíà÷åíèå
3,5327 · 103.

Âîçüìåì òåïåðü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå

𝐾 ′
0 =

⎛⎝4,3141
9,1065
1,8185

⎞⎠;

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåãóëÿòîð

𝐾 ′
* =

⎛⎝7,6265
3,4327
3,1782

⎞⎠, ‖𝐾 ′
*‖ = 8,9469,

è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, ðàâíîå 𝑓(𝐾 ′
*) = 3,5333 · 103.

Êàê âèäíî, çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà è íîðìû ïîëó÷èâøèõñÿ ðåãóëÿ-
òîðîâ îòëè÷àþòñÿ íà äîëè ïðîöåíòà.

Äàëåå, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè 𝐾* èìååò âèä

𝐺PID(𝑠) = 7,6296 +
3,4331

𝑠
+ 3,1795𝑠.

Ñèñòåìà, çàìêíóòàÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì 𝐾*, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî
êðèòåðèþ Íàéêâèñòà; åå ìèíèìàëüíûé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî ìîäó-
ëþ ñîñòàâëÿåò 7,41 äÁ, à ïî ôàçå � 27,5∘, ñì. ðèñ. 3.6.1.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûé ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð ñ ðåãóëÿòîðàìè, ïîëó÷åííû-
ìè ïî ìåòîäó Öèãëåðà �Íèêîëüñà (ZN) [135], ãàðìîíè÷åñêîãî ïîèñêà
(Harmony Search, HS) [90], óëó÷øåííîé âåðñèè ï÷åëèíîãî àëãîðèòìà
(Improved Bees' Algorithm, IBA) [123] è àëãîðèòìà ï÷åëèíîé êîëîíèè
(Arti�cial Bee Ñolony, ABC) [98]. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáëèöå 3.1.

Íà ðèñ. 3.6.2 ïîêàçàíà äèíàìèêà âûõîäà 𝑦(𝑡) ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû ïðè íåêîòîðîì íà÷àëüíîì óñëîâèè

𝑥0 =

⎛⎜⎜⎝
−0,5715
−0,1249
0,6635
0,4664

⎞⎟⎟⎠
èç åäèíè÷íîãî øàðà: ïðè çàìûêàíèè íàéäåííûì ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì𝐾*
(æèðíàÿ ëèíèÿ) è ðåãóëÿòîðàìè èç òàáëèöû 3.1.

Íà ðèñ. 3.6.3 ïîêàçàíà äèíàìèêà âûõîäà 𝑦(𝑡) ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû, çàìêíóòîé íàéäåííûì ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì 𝐾* (æèðíàÿ ëèíèÿ)
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Таблица 3.1. Сравнение ПИД-регуляторов из примера 3.6.1 по
интегральной части функционала и запасам устойчи-
вости.

𝑘𝑃 𝑘𝐼 𝑘𝐷
Àëãîðèòì 11 7,6296 3,4331 3,1795

ZN 3,9706 3,5749 1,1026
HS 2,8206 1,8022 1,4330
IBA 2,7852 1,7873 1,4157
ABC 2,8458 1,8278 1,4535

E∼𝑥(0)
∞∫︀
0

𝑦2(𝑡)𝑑𝑡 𝐺𝑚 (äÁ) 𝑃𝑚 (ãðàä.)

Àëãîðèòì 11 2,7303 · 103 7,41 27,5
ZN 4,3752 · 103 12,4 35,0
HS 3,6654 · 103 15,6 68,0
IBA 3,6872 · 103 15,7 68,5
ABC 3,6545 · 103 15,5 67,8

è ðåãóëÿòîðàìè èç òàáëèöû 3.1 ïðè åäèíè÷íîì ñòóïåí÷àòîì âîçìóùå-
íèè (è íóëåâîì íà÷àëüíîì óñëîâèè).

Êàê âèäíî, ñèíòåçèðîâàííûé ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð âïîëíå óäîâëåòâîðè-
òåëåí ïî ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì. ▼

Пример 3.6.2. Ðàññìîòðèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

𝐺(𝑠) =
1− 𝛼𝑠

(𝑠+ 1)2
, 𝛼 = 0,1.

Matlab-ïðîöåäóðà tf2ss äîñòàâëÿåò ìàòðèöû ñèñòåìû â ïðîñò-
ðàíñòâå ñîñòîÿíèé:

𝐴 =

⎛⎝−3 −3 −1
1 0 0
0 1 0

⎞⎠, 𝑏 =

⎛⎝1
0
0

⎞⎠, 𝑐 =

⎛⎝ 0
−0,1

1

⎞⎠.
Ïîëàãàÿ 𝜌 = 10, 𝜎 = 0,1 è âûáðàâ

𝐾0 =

⎛⎝3,8710
6,1308
8,9234

⎞⎠
â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà, ïðè çàâåðøåíèè
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îïòèìèçàöèîííîé ïðîöåäóðû ïîëó÷àåì ðåãóëÿòîð

𝐾* =

⎛⎝0,4010
0,1870
0,0382

⎞⎠,
êîòîðûé äîñòàâëÿåò èíòåãðàëüíîé ÷àñòè ôóíêöèîíàëà 𝑓(𝐾) çíà÷åíèå
8,5440, ñì. ðèñ. 3.6.4.

Ïðè ýòîì ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ñ êîýôôèöèåí-
òàìè 𝐾* èìååò âèä

𝐺PID(𝑠) = 0,4010 +
0,1870

𝑠
+ 0,0382𝑠.

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ñ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì 𝐾* ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî
êðèòåðèþ Íàéêâèñòà; åå ìèíèìàëüíûé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî ìîäóëþ
ñîñòàâëÿåò 21,1 äÁ, à ïî ôàçå � 78,9∘, ñì. ðèñ. 3.6.5.

▼

Пример 3.6.3. Ðàññìîòðèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

𝐺(𝑠) =
(𝑠+ 6)2

𝑠(𝑠+ 1)2(𝑠+ 36)
.

Matlab-ïðîöåäóðà tf2ss äîñòàâëÿåò ìàòðèöû ñèñòåìû â ïðîñò-
ðàíñòâå ñîñòîÿíèé:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
−39 −111 −109 −36

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠, 𝑏 =

⎛⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎠, 𝑐 =

⎛⎜⎜⎝
0
1
12
36

⎞⎟⎟⎠.
Ïðè

𝜌 = 10, 𝜎 = 0,1

è âûáîðå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà

𝐾0 =

⎛⎝10,1955
9,8265
2,4392

⎞⎠
îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ðåãóëÿòîðó

𝐾* =

⎛⎝6,7538
1,2114
2,2965

⎞⎠,
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äîñòàâëÿþùåìó èíòåãðàëüíîé ÷àñòè ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà
çíà÷åíèå 1,4774 · 103.

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ñ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì𝐾* ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé ïî
êðèòåðèþ Íàéêâèñòà; åå ìèíèìàëüíûé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïî ìîäóëþ
áåñêîíå÷åí, à ïî ôàçå ðàâåí 55,2∘, ñì. ðèñ. 3.6.6.

▼

Пример 3.6.4. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 3.6.1 è ïîëîæèì â íåì 𝛼 = 1.
Îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîöåäóðà (ïðè 𝜌 = 0,5, 𝜎 = 0,07) çàâåðøàåòñÿ íà-
õîæäåíèåì ðåãóëÿòîðà

𝐺PID(𝑠) = 1,7408 +
0,2849

𝑠
+ 1,8615𝑠,

ñì. ðèñ. 3.6.7.
Îí äîñòàâëÿåò èíòåãðàëüíîé ÷àñòè ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà

çíà÷åíèå 8,9878 è îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè ïî
ìîäóëþ 13,2 äÁ, à ïî ôàçå � 76,2∘, ñì. ðèñ. 3.6.8.

Ñðàâíåíèå íàéäåííîãî ðåãóëÿòîðà ñ òðåìÿ ÏÈÄ/ÏÈ-ðåãóëÿòîðàìè,
ïðåäëîæåííûìè äëÿ ýòîãî æå ïðèìåðà â ðàáîòàõ [103, 106, 121], ïðåä-
ñòàâëåíî â òàáëèöå 3.2.

Таблица 3.2. Сравнение ПИД-регуляторов из примера 3.6.4 по
интегральной части функционала и запасам устойчи-
вости.

𝑘𝑃 𝑘𝐼 𝑘𝐷
Àëãîðèòì 11 1,7408 0,2849 1,8615

Èç ðàáîòû [121] 0,925 0,9 2,86
Èç ðàáîòû [106] 0,83 0,318 0,3569
Èç ðàáîòû [103] 1,031 0,3529 0

E∼𝑥(0)
∞∫︀
0

𝑦2(𝑡)𝑑𝑡 𝐺𝑚 (äÁ) 𝑃𝑚 (ãðàä.)

Àëãîðèòì 11 8,9878 13,2 76,2
Èç ðàáîòû [121] 9,6715 14,87 43,0
Èç ðàáîòû [106] 10,7752 14,34 62,5
Èç ðàáîòû [103] 12,5559 17,25 96,2

Íà ðèñ. 3.6.9 ïîêàçàíà äèíàìèêà èçìåíåíèÿ âûõîäà 𝑦(𝑡) ðàññìàòðè-
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âàåìîé ñèñòåìû ïðè íåêîòîðîì íà÷àëüíîì óñëîâèè

𝑥0 =

⎛⎜⎜⎝
−0,2456
−0,6435
−0,6921
−0,2161

⎞⎟⎟⎠
èç åäèíè÷íîãî øàðà: ïðè çàìûêàíèè íàéäåííûì ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì𝐾*
(æèðíàÿ ëèíèÿ) è ðåãóëÿòîðàìè èç òàáëèöû 3.2.

Íà ðèñ. 3.6.10 ïîêàçàíà äèíàìèêà âûõîäà 𝑦(𝑡) ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû, çàìêíóòîé íàéäåííûì ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì 𝐾* (æèðíàÿ ëèíèÿ) è
ðåãóëÿòîðàìè èç òàáëèöû 3.2 ïðè åäèíè÷íîì ñòóïåí÷àòîì âîçìóùåíèè
(è íóëåâîì íà÷àëüíîì óñëîâèè).

▼

Пример 3.6.5. Ðàññìîòðèì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ

𝐺(𝑠) =
10𝑠3 + 9𝑠2 + 362,4𝑠+ 36,16

2𝑠5 + 2,7255𝑠4 + 138,4292𝑠3 + 156,471𝑠2 + 637,6472𝑠+ 360,1779

èç ñòàòüè [78].
Àëãîðèòì 11 (ïðè 𝜌 = 0,001, 𝜎 = 0,01) äàåò ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð

𝐺PID(𝑠) = 201,1057 +
75,9364

𝑠
+ 6,2735𝑠,

êîòîðûé äîñòàâëÿåò èíòåãðàëüíîé ÷àñòè ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèî-
íàëà çíà÷åíèå 1,0614 · 103 è îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì çàïàñîì óñòîé÷è-
âîñòè ïî ìîäóëþ è çàïàñîì ïî ôàçå 52,2∘, ñì. ðèñ. 3.6.11.

Åãî ñðàâíåíèå ñ òðåìÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðàìè, ïðåäëîæåííûìè äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â ðàáîòå [93], ïðåäñòàâëåíî â òàáëèöå 3.3.

Ñèíòåçèðîâàííûé ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð îáëàäàåò âåñüìà óäîâëåòâîðè-
òåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Íà ðèñ. 3.6.12 ïîêàçàíà äèíàìèêà èçìå-
íåíèÿ âûõîäà 𝑦(𝑡) ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïðè íåêîòîðîì íà÷àëüíîì
óñëîâèè

𝑥0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−0,5228
−0,4387
−0,3609
−0,1148
−0,6251

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
èç åäèíè÷íîãî øàðà ïðè çàìûêàíèè íàéäåííûì ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì 𝐾*
(æèðíàÿ ëèíèÿ) è ðåãóëÿòîðàìè èç ðàáîòû [93].
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Таблица 3.3. Сравнение ПИД-регуляторов из примера 3.6.5 по
интегральной части функционала и запасам устойчи-
вости.

𝑘𝑃 𝑘𝐼 𝑘𝐷
Àëãîðèòì 11 201,1057 75,9364 6,2735

ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð 1 èç [93] 185 2986 9
ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð 2 èç [93] 20 800 9
ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð 3 èç [93] 19 200 9

E∼𝑥(0)
∞∫︀
0

𝑦2(𝑡)𝑑𝑡 𝐺𝑚 (äÁ) 𝑃𝑚 (ãðàä.)

Àëãîðèòì 11 1,0614 · 103 ∞ 52,2
ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð 1 èç [93] 1,7338 · 103 −10,2 60,8
ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð 2 èç [93] 1,3503 · 104 −7,79 87,5
ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð 3 èç [93] 1,3769 · 104 −10 78,6

Íà ðèñ. 3.6.13 ïîêàçàíà äèíàìèêà âûõîäà 𝑦(𝑡) ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû, çàìêíóòîé íàéäåííûì ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîì 𝐾* (æèðíàÿ ëèíèÿ) è
ðåãóëÿòîðàìè èç òàáëèöû 3.3 ïðè åäèíè÷íîì ñòóïåí÷àòîì âîçìóùåíèè
(è íóëåâîì íà÷àëüíîì óñëîâèè).

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, ñèíòåçèðîâàííûé ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð
îáëàäàåò âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñ òî÷êè çðå-
íèÿ èíæåíåðíûõ òðåáîâàíèé. ▼
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Рис. 3.5.1. Динамика координат и их оценок в примере 3.5.1 для
модели ℳ1.



316 ГЛАВА 3. ОПТИМИЗАЦИЯ В ТАУ

Рис. 3.5.2. Динамика координат и их оценок в примере 3.5.1 для
модели ℳ2.
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Рис. 3.5.3. Динамика координат и их оценок в примере 3.5.1 для
модели ℳ3.
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Рис. 3.5.4. Динамика координат и их оценок в примере 3.5.2 для
модели ℳ1.
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Рис. 3.5.5. Динамика координат и их оценок в примере 3.5.2 для
модели ℳ2.
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Рис. 3.5.6. Динамика координат и их оценок в примере 3.5.2 для
модели ℳ3.
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Рис. 3.6.1. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 3.6.1.

Рис. 3.6.2. Траектории выхода системы из примера 3.6.1.
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Рис. 3.6.3. Траектории выхода системы из примера 3.6.1 при
единичном ступенчатом возмущении.

Рис. 3.6.4. Оптимизационная процедура в примере 3.6.2.
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Рис. 3.6.5. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 3.6.2.

Рис. 3.6.6. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 3.6.3.
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Рис. 3.6.7. Оптимизационная процедура в примере 3.6.4.

Рис. 3.6.8. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 3.6.4.
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Рис. 3.6.9. Траектории выхода системы из примера 3.6.4.

Рис. 3.6.10. Траектории выхода системы из примера 3.6.4 при
единичном ступенчатом возмущении.
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Рис. 3.6.11. ЛАФЧХ замкнутой системы из примера 3.6.5.

Рис. 3.6.12. Траектории выхода системы из примера 3.6.5.
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Рис. 3.6.13. Траектории выхода системы из примера 3.6.5 при
единичном ступенчатом возмущении.



Приложение

А. Сведения из математического анализа

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â ýòîì ðàçäåëå, ìîæíî íàéòè
â ñòàíäàðòíûõ ìîíîãðàôèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Ìû ðåêî-
ìåíäóåì ìîíîãðàôèþ Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî [14] äëÿ íà÷èíàþùèõ è êíèãó
Ó. Ðóäèíà [25] � äëÿ áîëåå èñêóøåííûõ ÷èòàòåëåé. Íà áîëåå òîíêèå
ðåçóëüòàòû äàííîãî ðàçäåëà äàíû ññûëêè.

А.1. Компактные множества

Ìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 íàçûâàåòñÿ компактным, åñëè èç ëþáîãî åãî
ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïî-
êðûòèå. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè 𝒬 ⊂

⋃︀
𝛼∈𝒜
𝒰𝛼, ãäå 𝒰𝛼 îòêðûòû è 𝒜 �

ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, òî 𝒬 ⊂
⋃︀

1⩽𝑖⩽𝑚
𝒰𝛼𝑖

äëÿ íåêîòîðîãî

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {𝛼𝑖}𝑚𝑖=1 ⊂ 𝒜.
Ìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝒬 çàì-

êíóòî è îãðàíè÷åíî. Êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛 ýêâèâàëåíòíà
òîìó, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑥𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝒬 ìîæíî âûäåëèòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó èç 𝒬.

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î òîïîëîãè÷åñêîé îò-
äåëèìîñòè êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛 è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà
𝒫 ⊂ R𝑛 [19, òåîðåìà 1.1.8]. Åñëè 𝒬 ∩ 𝒫 = ∅, òî íàéäåòñÿ ÷èñëî 𝜀 > 0
òàêîå, ÷òî

(︀
𝒬+ ℬ𝜀(0)

)︀
∩ 𝒫 =

(︂⋃︁
𝑥∈𝒬
ℬ𝜀(𝑥)

)︂
∩ 𝒫 = ∅.
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А.2. Полунепрерывные функции.
Теорема Вейерштрасса

Ïóñòü intℬ𝑟(𝑥0) � îòêðûòûé åâêëèäîâ øàð ðàäèóñà 𝑟 > 0 ñ öåíòðîì
â òî÷êå 𝑥0 ∈ R𝑛. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 : intℬ𝑟(𝑥0)→ R непрерыв-
на â òî÷êå 𝑥0, åñëè lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0). Ïóñòü 𝒬 ⊂ R𝑛 � ïîäìíîæåñòâî

è 𝑥0 ∈ 𝒬. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóæåíèå 𝑓 íà 𝒬 íåïðåðûâíî â òî÷êå
𝑥0, åñëè lim

𝑥→𝑥0,𝑥∈𝒬
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0). Ñëîâî ¾ñóæåíèå¿, êàê ïðàâèëî, áóäåì

îïóñêàòü. Ôóíêöèþ 𝑓 : 𝒬 → R áóäåì íàçûâàòü непрерывной, åñëè 𝑓
íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒬.

Åñëè òî÷êà 𝑥0 ∈ 𝒬 èçîëèðîâàíà, òî áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ â íåé
íåïðåðûâíîé ïî îïðåäåëåíèþ.

Âàæíûì ñâîéñòâîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êîìïàêò-
íîì ìíîæåñòâå, ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé òåîðåìû î äîñòè-
æèìîñòè òî÷íîé âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé.

Теорема А.1 (Вейерштрасс). Пусть множество 𝒬 ⊂ R𝑛 ком-
пактно и функция 𝑓 : 𝒬 → R непрерывна. Тогда найдутся точки
𝑥min ∈ 𝒬 и 𝑥max ∈ 𝒬 такие, что

𝑓(𝑥min) = inf
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥max) = sup
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥).

Âàæíûìè òåîðåìàìè ÿâëÿþòñÿ òåîðåìà Áîëüöàíî �Êîøè î ïðî-
ìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè è òåîðåìà
î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè ê ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè.

Îòìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé äëÿ âûïîë-
íåíèÿ îäíîãî èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû À.1. Òàê, ôóíêöèÿ

𝑓(𝑥) =

{︃
|𝑥|+ 1, 𝑥 ̸= 0,

0, 𝑥 = 0,

ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå 𝑥 = 0, íî äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà îòðåçêå
[−1, 1].

Íàïîìíèì, ÷òî нижний предел ôóíêöèè 𝑓 : 𝒬 → R â òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒬
(𝒬 � ïîäìíîæåñòâî R𝑛) åñòü èíôèìóì ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ, òî åñòü
èíôèìóì ïðåäåëîâ lim

𝑘→∞
𝑓(𝑥𝑘) ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {𝑥𝑘} ⊂ 𝒬

òàêèì, ÷òî 𝑥𝑘 → 𝑥0, 𝑥𝑘 ̸= 𝑥0, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑓(𝑥𝑘)} èìååò
ïðåäåë. Íèæíèé ïðåäåë ôóíêöèè âñåãäà ñóùåñòâóåò è ëèáî êîíå÷åí,
ëèáî ðàâåí −∞. Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç lim inf

𝑥→𝑥0, 𝑥∈𝒬
𝑓(𝑥). Àíàëîãè÷-

íî верхний предел ôóíêöèè 𝑓 : 𝒬 → R â òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒬 åñòü ñóïðåìóì
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÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ 𝑓 â òî÷êå 𝑥0. Âåðõíèé ïðåäåë òàêæå âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò è ëèáî êîíå÷åí, ëèáî ðàâåí +∞; áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç

lim sup
𝑥→𝑥0, 𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥).

Ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝒬 → R ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó (ñâåðõó) â òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒬,
åñëè

𝑓(𝑥0) ⩽ lim inf
𝑥→𝑥0, 𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥)

(︂
lim sup

𝑥→𝑥0, 𝑥∈𝒬
𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥0)

)︂
.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝒬 → R полунепрерывна ñíèçó
(ñâåðõó), åñëè îíà ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó (ñâåðõó) â êàæäîé òî÷êå
𝑥0 ∈ 𝒬.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà ìîæåò áûòü äîêàçàíà äëÿ ïîëóíåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé.

Теорема А.2 (Вейерштрасс). Пусть множество 𝒬 ⊂ R𝑛 ком-
пактно и функция 𝑓 : 𝒬 → R полунепрерывна снизу (сверху). Тогда
найдется точка 𝑥min ∈ 𝒬 (𝑥max ∈ 𝒬) такая, что

𝑓(𝑥min) = inf
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥)
(︁
𝑓(𝑥max) = sup

𝑥∈𝒬
𝑓(𝑥)

)︁
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè â êîíòåêñòå ýêñòðåìàëüíûõ
çàäà÷ ýôôåêòèâíî ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ïîíÿòèÿ: ïîëóíåïðåðûâíîñòü
ñíèçó è ñâåðõó.

Òåîðåìà À.3 äàåò ñâÿçü ïîëóíåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñî ñâîéñòâàìè
íàäãðàôèêà ôóíêöèè è åå ëåáåãîâûõ ìíîæåñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ 𝑓 : R𝑛 ⊃ 𝒬 → R ∪ {+∞} � ñîáñòâåííàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà
𝑥 ∈ 𝒬 òàêàÿ, ÷òî 𝑓(𝑥) < +∞.

Теорема А.3 ([19, теорема 1.5.1]). Пусть 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞}
— собственная функция. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) 𝑓 полунепрерывна снизу;
2) лебеговы множества ℒ𝑓 (𝜇) =

{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) ⩽ 𝜇

}︀
замкнуты;

3) надграфик epi 𝑓 =
{︀

(𝑥, 𝜇) ∈ R𝑛 × R : 𝑓(𝑥) < +∞, 𝑓(𝑥) ⩽ 𝜇
}︀

замкнут.

А.3. Производные, градиенты, разложения

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé 𝑓 : R ⊃ intℬ𝑟(𝑥0) → R
íàçûâàåòñÿ дифференцируемой ñ производной 𝑓 ′(𝑥0) ∈ R â òî÷êå 𝑥0,
åñëè

𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0) · ℎ+ 𝑜(ℎ), ℎ→ 0.
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Ñèìâîë 𝑜-ìàëîå îçíà÷àåò òàêóþ ôóíêöèþ, ÷òî lim
ℎ→0

𝑜(ℎ)
ℎ = 0. Î÷åâèä-

íûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè 𝑓 îäíîé
ïåðåìåííîé â òî÷êå 𝑥0 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòü 𝑓 â ýòîé òî÷êå.

Äëÿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà èìååòñÿ ìíîãî ðàçíûõ ïîíÿòèé äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè.

Ïóñòü {𝑒𝑘}𝑛𝑘=1 � ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R𝑛. Ãðà-
äèåíòû Ãàòî èëè Ôðåøå, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, â äåêàðòîâûõ êîîðäè-
íàòàõ ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

𝑓 ′(𝑥0) =

⎛⎜⎜⎝
𝜕𝑓(𝑥0)
𝜕x1

...
𝜕𝑓(𝑥0)
𝜕x𝑛

⎞⎟⎟⎠,
ãäå äëÿ 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå

𝜕𝑓(𝑥0)

𝜕x𝑘
= lim
𝑡→0

𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑒𝑘)− 𝑓(𝑥0)

𝑡
.

Äëÿ ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 ⊃ intℬ𝑟(𝑥0)→ R è âåêòîðà 𝑒 ∈ R𝑛 производной
по направлению 𝑒 â òî÷êå 𝑥0 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

𝑓 ′(𝑥0)[𝑒] =
𝜕𝑓(𝑥0)

𝜕𝑒
= lim
𝑡→0

𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑒)− 𝑓(𝑥0)

𝑡
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 𝜕𝑓(𝑥0)
𝜕x𝑘

= 𝑓 ′(𝑥0)[𝑒𝑘].
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 ⊃ intℬ𝑟(𝑥0)→ R дифференци-

руема â òî÷êå 𝑥0 по Гато (слабо дифференцируема) åñëè ñóùåñòâóåò
âåêòîð 𝑓 ′(𝑥0) ∈ R𝑛 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ℎ ∈ R𝑛 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

𝑓(𝑥0 + 𝑡ℎ)− 𝑓(𝑥0) = 𝑡
(︀
𝑓 ′(𝑥0), ℎ

)︀
+ 𝑜ℎ(𝑡), 𝑡→ 0. (À.1)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑜-ìàëîå â ôîðìóëå (À.1) çàâèñèò îò âåêòîðà ℎ.
Âåêòîð 𝑓 ′(𝑥0) â (À.1) íàçûâàåòñÿ градиентом Гато ôóíêöèè 𝑓 â òî÷-
êå 𝑥0.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 ⊃ intℬ𝑟(𝑥0) → R äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî
â òî÷êå 𝑥0, òî ãðàäèåíò Ãàòî 𝑓 ′(𝑥0) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ïî ôîðìóëå

𝑓 ′(𝑥0) =

(︂
𝜕𝑓(𝑥0)

𝜕x1
, . . . ,

𝜕𝑓(𝑥0)

𝜕x𝑛

)︂T

.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 ⊃ intℬ𝑟(𝑥0) → R дифферен-
цируема â òî÷êå 𝑥0 по Фреше (сильно дифференцируема), åñëè ñóùå-
ñòâóåò âåêòîð 𝑓 ′(𝑥0) ∈ R𝑛 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ℎ ∈ R𝑛 èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0) =
(︀
𝑓 ′(𝑥0), ℎ

)︀
+ 𝑜(‖ℎ‖), ℎ→ 0. (À.2)

Ôóíêöèÿ 𝑜-ìàëîå â ôîðìóëå (À.2) íå çàâèñèò îò âåêòîðà ℎ. Âåêòîð
𝑓 ′(𝑥0) â (À.2) íàçûâàåòñÿ градиентом Фреше ôóíêöèè 𝑓 â òî÷êå 𝑥0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî Ôðåøå âëå÷åò íåïðå-
ðûâíîñòü 𝑓 â òî÷êå 𝑥0. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

𝑓(x1, x2) =

⎧⎨⎩
x2

x1
(x21 + x22), x1 ̸= 0,

0, x1 = 0,

èìååò â òî÷êå (0, 0) ãðàäèåíò Ãàòî 𝑓 ′(0, 0) = (0, 0), íî íå ÿâëÿåòñÿ íå-
ïðåðûâíîé â (0, 0).

Ïðè èçó÷åíèè ñóáäèôôåðåíöèàëà â ðàçäåëå Ã.5 áóäåò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ ïîíÿòèå односторонней производной ôóíêöèè 𝑓 ïî íàïðàâëåíèþ 𝑒
â òî÷êå 𝑥0, òî åñòü

𝑓 ′(𝑥0, 𝑒) = lim
𝑡→+0

𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑒)− 𝑓(𝑥0)

𝑡
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî
â òî÷êå 𝑥0, òî îíà â ýòîé òî÷êå äèôôåðåíöèðóåìà è ïî Ôðåøå [24,
òåîðåìà 25.2].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝐹 : R𝑛 → R𝑚 äèôôåðåíöèðó-
åìà ïî Ôðåøå, åñëè êàæäûé êîìïîíåíò 𝐹 äèôôåðåíöèðóåì ïî Ôðåøå.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 ⊃ intℬ𝑟(𝑥0) → R ÿâëÿåòñÿ 𝑚 + 1 ðàç íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑥0 (òî åñòü 𝑓 ∈ 𝐶𝑚+1),
òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè 𝑓 ïî ôîð-
ìóëå Òåéëîðà: åñëè ℎ = (h1, . . . , h𝑛), òî

𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0) =

=

𝑚∑︁
𝑘=1

1

𝑘!

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘

𝜕𝑘𝑓(𝑥0)

𝜕x𝑖1 . . . 𝜕x𝑖𝑘
h𝑖1 . . . h𝑖𝑘 +𝑅(𝑥0, ℎ,𝑚), (À.3)

ãäå âòîðîå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì öåëûõ èíäåêñîâ 𝑖𝑗
è 1 ⩽ 𝑖𝑗 ⩽ 𝑛 äëÿ âñåõ 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘. Îñòàòîê 𝑅(𝑥0, ℎ,𝑚) åñòü 𝑜(‖ℎ‖𝑚)
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ïðè ‖ℎ‖ → 0. Åãî òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå Ëàãðàíæà: äëÿ
íåêîòîðîãî 𝜃 ∈ [0, 1] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

𝑅(𝑥0, ℎ,𝑚) =
1

(𝑚+ 1)!

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑚+1

𝜕𝑘𝑓(𝑥0 + 𝜃 · ℎ)

𝜕x𝑖1 . . . 𝜕x𝑖𝑚+1

h𝑖1 . . . h𝑖𝑚+1
.

Îòìåòèì, ÷òî 𝜃 çàâèñèò îò 𝑥0 è ℎ.
Îñîáî âàæíûì äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé𝑚 = 2.

Â ýòîì ñëó÷àå èç ôîðìóëû (À.3) ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèè 𝑓 â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑥0 çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0) =

=
(︀
𝑓 ′(𝑥0), ℎ

)︀
+

1

2

(︀
ℎ, 𝑓 ′′(𝑥0)ℎ

)︀
+ 𝑜(‖ℎ‖2), ‖ℎ‖ → 0, (À.4)

ãäå ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

𝑓 ′′(𝑥0) =

(︂
𝜕2𝑓(𝑥0)

𝜕x𝑖𝜕x𝑗

)︂
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

íàçûâàåòñÿ матрицей Гессе.

А.4. Липшицевы функции
и функции с липшицевым градиентом

Ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 ⊃ 𝒬 → R íàçûâàåòñÿ непрерывной по Липшицу
(èëè ïðîñòî липшицевой) ñ êîíñòàíòîé 𝐿 íà ìíîæåñòâå 𝒬, åñëè äëÿ
ëþáûõ òî÷åê 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒬 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| ⩽ 𝐿‖𝑥1 − 𝑥2‖,

íàçûâàåìîå условием Липшица.
Êëàññ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå

ìåæäó êëàññîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è êëàññîì äèôôåðåíöèðóåìûõ
ïî Ôðåøå ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì ãðàäèåíòîì. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî
âèäåòü, ÷òî âñÿêàÿ ëèïøèöåâà íà ìíîæåñòâå 𝒬 ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà,
à âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííûì ñèëüíûì ãðàäèåíòîì ëèïøèöåâà â
ñèëó òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñðåäíåì.

Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà теорема Радемахера, êîòîðàÿ óòâåðæäà-
åò, ÷òî ëþáàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝒬 ⊂ R𝑛
äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå íà 𝒬 ïî÷òè âñþäó â ñìûñëå ìåðû Ëåáå-
ãà. Èç òåîðåìû Ã.2 îòñþäà ñëåäóåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî ëþáàÿ âûïóêëàÿ
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ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå, äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè
âñþäó. Äëÿ íåçíàêîìûõ ñ òåîðèåé ìåðû îòìåòèì, ÷òî åñëè ñëó÷àéíî
âûáðàòü òî÷êó èç ìíîæåñòâà 𝒬, òî ñ àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ 1 ôóíê-
öèÿ 𝑓 áóäåò â íåé äèôôåðåíöèðóåìà.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî÷òè âñþäó ìîæåò âûçâàòü èëëþçèþ, ÷òî
äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè äîëæíû óñïåøíî ðàáîòàòü îñíîâíûå àëãî-
ðèòìû, ñïðàâåäëèâûå äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. Îäíàêî ýòî
íå òàê. Íàïîìíèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð èç ðàçäåëà 1.3.6. Äëÿ ôóíêöèè
𝑓(𝑥) = |𝑥| (êîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó, êðîìå òî÷êè 𝑥 = 0, è
ïðè 𝑥 ̸= 0 èìååì 𝑓 ′(𝑥) = 1 (𝑥 > 0) èëè 𝑓 ′(𝑥) = −1 (𝑥 < 0)) ðàññìîòðèì
ãðàäèåíòíûé ñïóñê ñ ôèêñèðîâàííûì øàãîì 𝛼 > 0, òî åñòü

𝑥1 > 0, 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑓 ′(𝑥𝑘).

Îòñþäà ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 𝛼‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖, è åñëè áóäåò èãíîðèðîâàòüñÿ един-
ственная òî÷êà íåãëàäêîñòè 𝑥 = 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑘} áóäåò
ðàñõîäÿùåéñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî 𝑘 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖ = 𝛼 > 0. Òàêèì îáðàçîì, äàæå íåãëàäêîñòü ôóíêöèè â
îäíîé òî÷êå ìîæåò ñóùåñòâåííî èñïîðòèòü ìíîãèå àëãîðèòìû.

Îñîáûé èíòåðåñ â ïðèëîæåíèÿõ ïðåäñòàâëÿþò ôóíêöèè ñ íåïðå-
ðûâíûì ïî Ëèïøèöó ãðàäèåíòîì. Òàêèå ôóíêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâà-
ìè âåðõíåé è íèæíåé êâàäðàòè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé. Ïóñòü 𝑓 : R𝑛 → R
èìååò íåïðåðûâíûé ïî Ëèïøèöó ãðàäèåíò ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà 𝐿1

(èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü òàêèå ôóíêöèè ôóíêöèÿìè ñ
𝐿1-ëèïøèöåâûì ãðàäèåíòîì). Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑥, 𝑥0 ∈ R𝑛 èìå-
þò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè, ñì. [20, ãë. 1, �1, ï. 2, ôîðìóëà (15)]:

𝑓(𝑥0) +
(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑥− 𝑥0

)︀
− 𝐿1

2
‖𝑥− 𝑥0‖2 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽

⩽ 𝑓(𝑥0) +
(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑥− 𝑥0

)︀
+
𝐿1

2
‖𝑥− 𝑥0‖2. (À.5)

Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè 𝐹 : R𝑛 → R𝑚 ôîðìóëà (À.5) äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî, îíà ïðèîáðåòàåò âèä

‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑥0)− 𝐹 ′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0)‖ ⩽ 𝐿1

2
‖𝑥− 𝑥0‖2. (À.6)

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü 𝐹 ′(𝑥0) =

(︂
𝜕𝐹𝑗(𝑥0)

𝜕x𝑖

)︂
1⩽𝑖⩽𝑛, 1⩽𝑗⩽𝑚

� ìàòðèöà𝑚×𝑛.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 èìååò 𝐿1-ëèïøèöåâ ãðàäèåíò è äîïîëíèòåëüíî ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëîé, òî ýêâèâàëåíòíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå
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íåðàâåíñòâà (︀
𝑥− 𝑥0, 𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑥0)

)︀
⩾

1

𝐿1
‖𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑥0)‖2 (À.7)

äëÿ ëþáûõ 𝑥0, 𝑥 [19, ëåììà 1.19.5].

А.5. Теорема о неявной функции
и обратном отображении

Теорема А.4 (о неявной функции). Пусть отображение

𝐹 : R𝑛 × R𝑚 ⊃ 𝒰(𝑥0)× 𝒱(𝑦0)→ R𝑚,

где 𝒰(𝑥0), 𝒱(𝑦0) — окрестности точек 𝑥0 и 𝑦0 в соответствующих
пространствах, удовлетворяет условиям:

1) 𝐹 (𝑥0, 𝑦0) = 0;
2) ранг матрицы Якоби

𝐹 ′
𝑦(𝑥0, 𝑦0) =

(︃
𝜕𝐹𝑖(𝑥0, 𝑦0)

𝜕y𝑗

)︃
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑚

равен 𝑚;
3) 𝐹 ∈ 𝐶1

(︀
𝒰(𝑥0)× 𝒱(𝑦0)

)︀
.

Тогда существуют окрестность 𝒰0(𝑥0) ⊂ 𝒰(𝑥0) и единственная
функция 𝜙 ∈ 𝐶1

(︀
𝒰0(𝑥0)

)︀
, 𝜙 : 𝒰0(𝑥0)→ 𝒱(𝑦0) такие, что 𝐹

(︀
𝑥, 𝜙(𝑥)

)︀
= 0

для всех 𝑥 ∈ 𝒰0(𝑥0) и 𝜙(𝑥0) = 𝑦0.

Åñëè òðåáîâàòü 𝐹 ∈ 𝐶𝑘
(︀
𝒰(𝑥0) × 𝒱(𝑦0)

)︀
äëÿ 𝑘 ⩾ 1, òî è ôóíêöèÿ

𝜙 ∈ 𝐶𝑘
(︀
𝒰0(𝑥0)

)︀
.

Òåîðåìà À.4 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó îá îáðàòíîì
îòîáðàæåíèè [14].

Теорема А.5 (об обратном отображении). Пусть заданы от-
крытое множество 𝒰 ⊂ R𝑛 и непрерывно дифференцируемое отобра-
жение 𝐹 : 𝒰 → R𝑛 c невырожденной матрицей Якоби, то есть

det𝐹 ′(𝑥) = det

(︂
𝜕𝐹𝑖(𝑥)

𝜕x𝑗

)︂
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑛

̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝒰 .

Тогда отображение 𝐹 локально обратимо: для любой точки 𝑥0 ∈ 𝒰
существуют открытые множества 𝑥0 ∈ 𝒰0 ⊂ 𝒰 и 𝒱0 такие, что
𝐹 : 𝒰0 → 𝒱0 является взаимно однозначным отображением 𝒰0 на 𝒱0.
При этом обратное к отображению 𝐹 : 𝒰0 → 𝒱0 является непрерывно
дифференцируемым с неравным нулю якобианом.
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Ñëåäñòâèåì òåîðåìû À.5 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáðàç îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà ïðè äåéñòâèè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî îòîáðàæåíèÿ ñ
íåðàâíûì íóëþ ÿêîáèàíîì ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Ïðîñòåéøèé âàðèàíò òåîðåìû îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè äëÿ ìà-
òðèö ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà
è âîçìóùåíèå ∆𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 � ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî ‖∆𝐴‖ < 1/‖𝐴−1‖
(íîðìû âåçäå îïåðàòîðíûå). Òîãäà ìàòðèöà 𝐴+ ∆𝐴 îáðàòèìà è

‖(𝐴+ ∆𝐴)−1‖ ⩽ ‖𝐴−1‖
1− ‖𝐴−1‖ · ‖∆𝐴‖

. (À.8)

Ðåçóëüòàò (À.8) âûòåêàåò, íàïðèìåð, èç [10, ãëàâà IV, �5, òåîðåìû 4
è 5].

Â ïðèìåðå 1.5.6 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

𝑥𝑘+1 = 𝐹 (𝑥𝑘)

ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ äàæå ïðè íàëè÷èè íåïîäâèæíîé òî÷êè è ãëàäêî-
ñòè 𝐹 . Ïðèâåäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ïðîöåññà.

Теорема А.6 ([20, гл. 2, §1, теорема 1]). Пусть 𝑥0 ∈ R𝑛 —
неподвижная точка отображения 𝐹 : R𝑛 → R𝑛, 𝐹 дифференцируемо
по Фреше в точке 𝑥0 и спектральный радиус матрицы Якоби 𝐹 ′(𝑥0)
удовлетворяет условию 𝜚 = 𝜚

(︀
𝐹 ′(𝑥0)

)︀
< 1 (то есть спектр 𝐹 ′(𝑥0)

находится в круге радиуса 𝜚 из C с центром в нуле).
Тогда процесс 𝑥𝑘+1 = 𝐹 (𝑥𝑘) локально линейно сходится к 𝑥0, а

именно, для всякого 𝜀 ∈ (0, 1− 𝜚) найдутся 𝛿 > 0 и 𝑐 > 0 такие, что
при условии ‖𝑥1 − 𝑥0‖ < 𝛿 справедлива оценка

‖𝑥𝑘 − 𝑥0‖ ⩽ 𝑐(𝜀+ 𝜚)𝑘 для всех 𝑘 ⩾ 1.

Б. Сведения из линейной алгебры

Ñèñòåìàòè÷åñêîå è ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ðàçäåëîâ Á.1 è
Á.2 ÷èòàòåëü íàéäåò â ìîíîãðàôèÿõ [3, 26].

Б.1. Элементарные свойства матриц

Ïóñòü 𝐴 ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Рангом матрицы 𝐴 íàçûâàåòñÿ
÷èñëî åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷èñëî åå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. Îáîçíà÷åíèå: rank𝐴.



Б. Сведения из линейной алгебры 337

Ïîëèíîì 𝑓(𝑠) ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé 𝑠 íàçûâàåòñÿ аннулирующим
полиномом ìàòðèöû 𝐴, åñëè

𝑓(𝐴) = 0.

Характеристическим полиномом ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 íàçûâàåòñÿ
ïîëèíîì

𝑝(𝜆) = det(𝜆𝐼 −𝐴) = 𝜆𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆
𝑛−1 + · · ·+ 𝑎1𝜆+ 𝑎0,

êîðíè 𝜆𝑖 êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ собственными значениями ìàòðèöû 𝐴.
Âàæíûì ñâîéñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèöû 𝐴 ÿâ-

ëÿåòñÿ òî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì äëÿ 𝐴, òî åñòü èìååò ìåñòî

Теорема Б.1 (Гамильтон –Кэли). Матрица 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 удовле-
творяет своему характеристическому уравнению: если

𝑝(𝜆) = det(𝜆𝐼 −𝐴) = 𝜆𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆
𝑛−1 + · · ·+ 𝑎1𝜆+ 𝑎0,

то
𝑝(𝐴) = 𝐴𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐴

𝑛−1 + · · ·+ 𝑎0𝐼 = 0.

Следствие Б.1. Матрица 𝐴𝑛 (а следовательно и все матрицы
𝐴𝑚 при 𝑚 ⩾ 𝑛) представима в виде линейной комбинации матриц
𝐼, 𝐴,𝐴2, . . . , 𝐴𝑛−1.

Èç äðóãèõ ïîëåçíûõ ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà îòìå-
òèì ñëåäóþùèå:

𝑎𝑛−1 = − tr𝐴,

𝑎0 = det𝐴.

Àííóëèðóþùèé ïîëèíîì 𝜓(𝑠) íàèìåíüøåé ñòåïåíè 𝜇 ñ åäèíè÷íûì
ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì íàçûâàåòñÿ минимальным полиномом ìàò-
ðèöû 𝐴. Ñîîòâåòñòâåííî, ëþáàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû 𝐴 ïðåäñòàâèìà â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìàòðèö 𝐼,𝐴, . . . , 𝐴𝜇−1, 𝜇 ⩽ 𝑛. Êîðíÿìè
ìèíèìàëüíîãî ïîëèíîìà ñëóæàò âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû 𝐴 è òîëüêî îíè.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ñâîéñòâà ñëåäà ìàòðèö (𝐴 è 𝐵 �
ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè):

tr𝐴 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖,
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tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴),

tr(𝐴+𝐵) = tr𝐴+ tr𝐵.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà 𝐴 íàçûâàåòñÿ положи-
тельно определенной è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝐴 ≻ 0, åñëè

𝑥T𝐴𝑥 > 0 ∀𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥 ̸= 0;

ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ неотрицательно определенной è îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç 𝐴 ≽ 0, åñëè

𝑥T𝐴𝑥 ⩾ 0 ∀𝑥 ∈ R𝑛.

Ïðè ýòîì çàïèñü 𝐴 ≻ 𝐵 îçíà÷àåò, ÷òî 𝐴−𝐵 ≻ 0.
Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà 𝐴 íàçûâàåòñÿ отрицательно (неполо-

жительно) îïðåäåëåííîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝐴 ≺ 0 (𝐴 ≼ 0), åñëè
ìàòðèöà −𝐴 ïîëîæèòåëüíî (íåîòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåíà.

Ó ïîëîæèòåëüíî (íåîòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííûõ ìàòðèö âñå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû (íåîòðèöàòåëüíû);
ó îòðèöàòåëüíî (íåïîëîæèòåëüíî) îïðåäåëåííûõ ìàòðèö âñå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû è îòðèöàòåëüíû (íåïîëîæèòåëüíû).

Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà çíàêîîïðåäåëåííûõ ìàòðèö.
1. Åñëè 𝐴 è 𝐵 � ìàòðèöû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, ïðè÷åì 𝐴 ≼ 0

è 𝐵 ≼ 0, òî
𝐴+𝐵 ≼ 0.

2. Åñëè 𝐴 è 𝐵 � ìàòðèöû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, ïðè÷åì 𝐴 ≺ 0
è 𝐵 ≺ 0, òî

𝐴+𝐵 ≺ 0.

3. Åñëè 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 � ìàòðèöû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, ïðè÷åì
𝐴 ≼ 𝐵 è 𝐶 ≼ 𝐷, òî

𝐴+ 𝐶 ≼ 𝐵 +𝐷.

4. Åñëè 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 � ìàòðèöû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, ïðè÷åì
𝐴 ≺ 𝐵 è 𝐶 ≺ 𝐷, òî

𝐴+ 𝐶 ≺ 𝐵 +𝐷.

5. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑚 âåðíî 𝐴T𝐴 ≽ 0 è 𝐴𝐴T ≽ 0. Ïðè
ýòîì, åñëè ìàòðèöà 𝐴 êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ, òî 𝐴T𝐴 ≻ 0 è
𝐴𝐴T ≻ 0.

6. Åñëè 𝐴 ≻ 0 è ìàòðèöà 𝐵 ïîëíîãî ñòðî÷íîãî ðàíãà, òî 𝐵𝐴𝐵T ≻ 0,
òî åñòü ñòðîãîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî ìîæíî îäíîâðåìåííî óì-
íîæàòü ñëåâà íà ìàòðèöó ïîëíîãî ñòðî÷íîãî ðàíãà 𝐵 è ñïðàâà �
íà 𝐵T.
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7. Åñëè 𝐴 ≽ 0, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû 𝐵 âåðíî 𝐵𝐴𝐵T ≽ 0,
òî åñòü íåñòðîãîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî ìîæíî îäíîâðåìåííî
óìíîæàòü ñëåâà íà ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó 𝐵 è ñïðàâà � íà 𝐵T.

8. Åñëè 𝐴 ≽ 𝐵 ≻ 0, òî îáðàòíûå ìàòðèöû 𝐴−1 è 𝐵−1 ñóùåñòâóþò è
ïðè ýòîì

0 ≺ 𝐴−1 ≼ 𝐵−1.

9. Äëÿ ìàòðèöû 𝐴 ≻ 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà 𝐵 ≻ 0
òàêàÿ, ÷òî 𝐵𝐵 = 𝐴; îíà íàçûâàåòñÿ квадратным корнем èç ìà-
òðèöû 𝐴 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝐵 = 𝐴1/2.

10. Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû 𝐴 âåðíî

𝜆min(𝐴)𝐼 ≼ 𝐴 ≼ 𝜆max(𝐴)𝐼.

11. Åñëè 0 ≼ 𝐴 ≼ 𝐵, òî

𝜆max(𝐴) ⩽ 𝜆max(𝐵).

12. Åñëè 𝐴 ≽ 0 è tr𝐴 = 0, òî 𝐴 = 0.

Б.2. Матричные нормы

Определение Б.1. Ôóíêöèÿ

‖ · ‖ : R𝑛×𝑚 −→ R,

îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ðàçìåðà 𝑛 × 𝑚, íàçûâàåòñÿ ма-
тричной нормой, åñëè äëÿ ëþáûõ 𝐴,𝐵 ∈ R𝑛×𝑚 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
àêñèîìû:
1. ‖𝐴‖ ⩾ 0.
2. ‖𝐴‖ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐴 = 0.
3. ‖𝛼𝐴‖ = |𝛼|‖𝐴‖ äëÿ ëþáîãî 𝛼 ∈ R.
4. ‖𝐴+𝐵‖ ⩽ ‖𝐴‖+ ‖𝐵‖.

Îòìåòèì äâà ïîëåçíûõ ñâîéñòâà, íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùèå èç
îïðåäåëåíèÿ íîðìû:

‖𝐼‖ ⩾ 1,

‖𝐴‖ · ‖𝐴−1‖ ⩾ 1 äëÿ îáðàòèìîé ìàòðèöû 𝐴.

Íàèáîëåå óïîòðåáèìû ñëåäóþùèå ÿâíî çàäàâàåìûå íîðìû:
� спектральная норма:

‖𝐴‖2
.
= max

1⩽𝑖⩽𝑛
𝜆
1/2
𝑖 (𝐴T𝐴);



340 приложение

� строчная норма:

‖𝐴‖1
.
= max

1⩽𝑖⩽𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗 |;

� столбцовая норма:

‖𝐴‖∞
.
= max

1⩽𝑗⩽𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑎𝑖𝑗 |;

� фробениусова норма:

‖𝐴‖𝐹
.
=
(︁ 𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗 |2
)︁1/2

.

Âñå ýòè íîðìû îáëàäàþò ñâîéñòâîì субмультипликативности:

‖𝐴𝐵‖ ⩽ ‖𝐴‖ · ‖𝐵‖.

Ìåæäó ìàòðè÷íûìè íîðìàìè èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1√
𝑛
‖𝐴‖1 ⩽‖𝐴‖2 ⩽

√
𝑛‖𝐴‖1;

1√
𝑛
‖𝐴‖∞ ⩽‖𝐴‖2 ⩽

√
𝑛‖𝐴‖∞;

1√
𝑛
‖𝐴‖𝐹 ⩽‖𝐴‖2 ⩽ ‖𝐴‖𝐹 ;

1

𝑛
‖𝐴‖∞ ⩽‖𝐴‖1 ⩽ 𝑛‖𝐴‖∞;

1√
𝑛
‖𝐴‖𝐹 ⩽‖𝐴‖1 ⩽

√
𝑛‖𝐴‖𝐹 ;

1√
𝑛
‖𝐴‖𝐹 ⩽‖𝐴‖∞ ⩽

√
𝑛‖𝐴‖𝐹 ,

è ýòè îöåíêè äîñòèæèìû, òî åñòü, íàïðèìåð,

max
�̸�=0

‖𝐴‖𝐹
‖𝐴‖2

=
‖𝐼‖𝐹
‖𝐼‖2

=
√
𝑛.

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ âåêòîðíàÿ íîðìà ‖ · ‖; ôóíêöèÿ

‖𝐴‖ .= max
‖𝑥‖̸=0

‖𝐴𝑥‖
‖𝑥‖

= max
‖𝑥‖⩽1

‖𝐴𝑥‖ = max
‖𝑥‖=1

‖𝐴𝑥‖
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óäîâëåòâîðÿåò âñåì âûøåóêàçàííûì àêñèîìàì è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ìà-
òðè÷íîé íîðìîé. Îíà íàçûâàåòñÿ подчиненной äàííîé âåêòîðíîé íîð-
ìå ‖ ·‖ (èëè индуцированной íîðìîé). Èíîãäà èñïîëüçóþò òåðìèí опе-
раторная норма (â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêèõ íîðì ‖𝐼‖ = 1).

Ìàòðè÷íûå íîðìû ‖·‖1, ‖·‖2, ‖·‖∞ ïîä÷èíåíû âåêòîðíûì íîðìàìè
‖ · ‖∞, ‖ · ‖2, ‖ · ‖1 ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü

‖𝐴‖2 = max
‖𝑥‖2=1

‖𝐴𝑥‖2,

‖𝐴‖1 = max
‖𝑥‖∞=1

‖𝐴𝑥‖∞,

‖𝐴‖∞ = max
‖𝑥‖1=1

‖𝐴𝑥‖1,

à ‖ · ‖𝐹 íå ÿâëÿåòñÿ ïîä÷èíåííîé íîðìîé.
Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî ñïåêòðàëüíîé íîðìû:

𝜆max(𝐴) = ‖𝐴‖2

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû 𝐴 ≽ 0.

Лемма Б.1. Пусть 𝐴 — прямоугольная вещественнозначная ма-
трица. Неравенство

‖𝐴‖2 ⩽ 𝛾

эквивалентно матричному неравенству

𝐴T𝐴 ≼ 𝛾2𝐼.

Лемма Б.2. Для матриц 𝐴 и 𝐵 соответствующих размерно-
стей справедливы соотношения

‖𝐴𝐵‖𝐹 ⩽ ‖𝐴‖𝐹 ‖𝐵‖,

| tr𝐴𝐵| ⩽ ‖𝐴‖𝐹 ‖𝐵‖𝐹 ,

‖𝐴‖ ⩽ ‖𝐴‖𝐹 ⩽
√

rank𝐴‖𝐴‖,

𝐴𝐵 +𝐵T𝐴T ⩽ 𝜀𝐴𝐴T +
1

𝜀
𝐵T𝐵 для любого 𝜀 > 0.

Лемма Б.3. Для неотрицательно определенных матриц 𝐴 и 𝐵
справедливы соотношения

0 ⩽ 𝜆min(𝐴)𝜆max(𝐵) ⩽ 𝜆min(𝐴) tr𝐵 ⩽ tr𝐴𝐵 ⩽ 𝜆max(𝐴) tr𝐵 ⩽ tr𝐴 tr𝐵.
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Б.3. Уравнения и неравенства Ляпунова
и их свойства

Определение Б.2. Ìàòðèöà 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 íàçûâàåòñÿ устойчивой
по Гурвицу, èëè гурвицевой, åñëè âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò
îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè:

Re𝜆𝑖(𝐴) < 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Äëÿ ãóðâèöåâîé ìàòðèöû âåëè÷èíà

𝜎(𝐴) = −max
𝑖

Re𝜆𝑖(𝐴) > 0

íàçûâàåòñÿ åå степенью устойчивости � ýòî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿ-
íèå îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû äî ìíèìîé îñè íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè.

Определение Б.3. Ïóñòü 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑅 ∈ S𝑛. Ìàòðè÷íîå óðàâíå-
íèå

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T = −𝑅 (Á.1)

íàçûâàåòñÿ уравнением Ляпунова îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛.

Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà ñîñòàâëÿþò îñíîâó
ïðèíÿòîãî â ãëàâå 3 ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ Ëÿïóíîâà.

Лемма Б.4 ([22]). Если для всех собственных значений 𝜆𝑖 ма-
трицы 𝐴 выполнено условие Re(𝜆𝑖 + 𝜆𝑗) ̸= 0, то существует един-
ственное решение 𝑃 = 𝑃T уравнения Ляпунова (Á.1).

При этом если 𝑅 ≻ 0 или 𝑅 = 𝐵𝐵T и матрица

𝑈 =
(︀
𝐵 𝐴𝐵 · · · 𝐴𝑛−1𝐵

)︀
имеет ранг 𝑛, то уравнение Ляпунова (Á.1) имеет положительно
определенное решение

𝑃 =

∞∫︁
0

𝑒𝐴𝑡𝑅𝑒𝐴
T𝑡𝑑𝑡 ≻ 0

тогда и только тогда, когда матрица 𝐴 гурвицева.
Наконец, если матрица 𝐴 гурвицева и 𝑅 ≽ 0, то и 𝑃 ≽ 0.
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×àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà âèäà

𝐴T𝑄+𝑄𝐴 = −𝑅.

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ñîõðàíÿåò ãóðâèöåâîñòü ìà-
òðèöû, ëåììà Á.4 (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè) ñîõðàíÿåò ñâîþ
ñèëó.

Èç ëåììû Á.4 âûòåêàþò ïî÷òè î÷åâèäíûå, íî âàæíûå ñëåäñòâèÿ.

Следствие Б.2. Если матрица 𝐴 гурвицева, то матричное не-
равенство

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T ≺ 0 (Á.2)

разрешимо, причем все его решения положительно определены.
Если неравенство (Á.2) имеет положительно определенное реше-

ние, то матрица 𝐴 гурвицева.
Если матрица 𝐴 гурвицева, то матричное неравенство

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T ≼ 0 (Á.3)

разрешимо и все его решения неотрицательно определены.

Следствие Б.3. Решение матричного неравенства

𝐴T𝑄+𝑄𝐴 ≺ 0, (Á.4)

положительно определено тогда и только тогда, когда матрица 𝐴
гурвицева.

Если матрица 𝐴 гурвицева, то решение матричного неравенства

𝐴T𝑄+𝑄𝐴 ≼ 0 (Á.5)

является неотрицательно определенным.

Ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (Á.4) áóäåì íàçûâàòü двойственным ê ìà-
òðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (Á.2), à íåðàâåíñòâî (Á.5) � äâîéñòâåííûì ê
ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (Á.3). Ýòè äâîéñòâåííûå íåðàâåíñòâà ýêâè-
âàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè (Á.3) âûïîëíåíî ñ íåêîòîðîé ìàòðè-
öåé 𝑃 ≻ 0, òî (Á.5) âûïîëíåíî ñ 𝑄 = 𝑃−1, è íàîáîðîò.

Определение Б.4. Ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T ≼ −𝑅 (Á.6)

íàçûâàåòñÿ неравенством Ляпунова îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû 𝑃 .
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Лемма Б.5. Пусть 𝐴 — гурвицева матрица. Если 𝑅 ≻ 0 или
𝑅 = 𝐵𝐵T и матрица

𝑈 =
(︀
𝐵 𝐴𝐵 · · · 𝐴𝑛−1𝐵

)︀
имеет ранг 𝑛, то неравенство Ляпунова (Á.6) разрешимо, причем для
любого его решения 𝑃 справедлива оценка

𝑃 ≽ 𝑃−,

где 𝑃− ≻ 0 — решение соответствующего уравнения Ляпунова.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè âñåõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà ìèíè-
ìàëüíûì (ïî îòíîøåíèþ ïîðÿäêà ≼) ÿâëÿåòñÿ òî, êîòîðîå äîñòàâëÿåò
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâíåíèþ Ëÿïóíîâà. Ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå câîéñòâî 12 çíàêîîïðåäåëåííûõ ìàòðèö (ñ. 339) ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ
óðàâíåíèé ÷åðåç ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ.

Следствие Б.4. Пусть матрица 𝐴 гурвицева, матрица

𝑈 =
(︀
𝐵 𝐴𝐵 · · · 𝐴𝑛−1𝐵

)︀
имеет ранг 𝑛 и пусть 𝐶 — матрица максимального ранга. Тогда ре-
шение задачи SDP

min tr𝐶𝑃𝐶T при ограничении 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝐵T ≼ 0

достигается на решении уравнения Ляпунова

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝐵𝐵T = 0.

Ïåðåéäåì ê äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ.

Определение Б.5. Âåëè÷èíà

𝜌(𝐴) = max
𝑖
|𝜆𝑖(𝐴)|

íàçûâàåòñÿ спектральным радиусом ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛.
Ìàòðèöà 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 íàçûâàåòñÿ устойчивой по Шуру, èëè шуров-

ской, åñëè âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðó-
ãà:

|𝜆𝑖(𝐴)| < 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

(èíûìè ñëîâàìè, åå ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìåíüøå 1).
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Äëÿ øóðîâñêîé ìàòðèöû âåëè÷èíà

𝜎(𝐴) = 1− 𝜌(𝐴) > 0

íàçûâàåòñÿ åå степенью устойчивости � ýòî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿ-
íèå îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû äî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Определение Б.6. Ïóñòü 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑅 ∈ S𝑛. Ìàòðè÷íîå óðàâíå-
íèå

𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 = −𝑅, 𝑅 = 𝑅T, (Á.7)

íàçûâàåòñÿ дискретным уравнением Ляпунова îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû
𝑃 ∈ R𝑛×𝑛.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ëåììû Á.4.

Лемма Б.6 ([22]). Пусть для всех собственных значений 𝜆𝑖 ма-
трицы 𝐴 выполнено условие 𝜆𝑖𝜆𝑗 ̸= 1. Тогда существует единствен-
ное решение 𝑃 = 𝑃T дискретного уравнения Ляпунова (Á.7).

При этом если 𝑅 ≻ 0 или 𝑅 = 𝐵𝐵T и матрица

𝑈 =
(︀
𝐵 𝐴𝐵 · · · 𝐴𝑛−1𝐵

)︀
имеет ранг 𝑛, то дискретное уравнение Ляпунова (Á.7) имеет поло-
жительно определенное решение

𝑃 =

∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝑅(𝐴T)𝑘 ≻ 0

тогда и только тогда, когда 𝐴 — шуровская матрица.
Наконец, если матрица 𝐴 шуровская и 𝑅 ≽ 0, то и 𝑃 ≽ 0.

C äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (Á.7) ïðåäñòàâèìî â âèäå

𝑃 = 𝐴𝑃𝐴T +𝑅

è, â ïðåäïîëîæåíèÿõ ëåììû Á.6, äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî ðåøåíèÿ ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì

𝑃𝑘+1 = 𝐴𝑃𝑘𝐴
T +𝑅,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðè ëþáîì
íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Îòìåòèì âàæíûå ñëåäñòâèÿ èç ëåììû Á.6.
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Следствие Б.5. Если матрица 𝐴 шуровская, то матричное не-
равенство

𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 ≺ 0 (Á.8)

разрешимо, причем все его решения положительно определены.
Если неравенство (Á.8) имеет положительно определенное реше-

ние, то матрица 𝐴 шуровская.
Если матрица 𝐴 шуровская, то матричное неравенство

𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 ≼ 0 (Á.9)

разрешимо и все его решения неотрицательно определены.

Следствие Б.6. Решение матричного неравенства

𝐴T𝑄𝐴−𝑄 ≺ 0 (Á.10)

положительно определено тогда и только тогда, когда матрица 𝐴
шуровская.

Если матрица 𝐴 шуровская, то решение матричного неравенства

𝐴T𝑄𝐴−𝑄 ≼ 0 (Á.11)

является неотрицательно определенным.

Ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (Á.10) áóäåì íàçûâàòü двойственным ê
ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (Á.8), à íåðàâåíñòâî (Á.11) � äâîéñòâåííûì
ê ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (Á.9).

×àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà âèäà

𝐴T𝑄𝐴−𝑄 = −𝑅.

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ñîõðàíÿåò ñïåêòð ìàòðèöû, òî
ëåììà Á.6 (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè) ñîõðàíÿåò
ñâîþ ñèëó.

Определение Б.7. Ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 ≼ −𝑅 (Á.12)

íàçûâàåòñÿ дискретным неравенством Ляпунова îòíîñèòåëüíî ìà-
òðèöû 𝑃 .
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Лемма Б.7. Пусть 𝐴 — шуровская матрица. Если 𝑅 ≻ 0 или
𝑅 = 𝐵𝐵T и матрица

𝑈 =
(︀
𝐵 𝐴𝐵 · · · 𝐴𝑛−1𝐵

)︀
имеет ранг 𝑛, то неравенство Ляпунова (Á.12) разрешимо, причем
для любого его решения 𝑃 справедлива оценка

𝑃 ≽ 𝑃−,

где 𝑃− ≻ 0 — решение соответствующего уравнения Ляпунова (то
есть 𝑃− — минимальное решение неравенства (Á.12)).

Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà 12 çíàêîîïðåäåëåíûõ ìàòðèö (ñ. 339) ïðè-
âîäèò ê äèñêðåòíîìó àíàëîãó cëåäñòâèÿ Á.4.

Следствие Б.7. Пусть матрица 𝐴 шуровская, матрица

𝑈 =
(︀
𝐵 𝐴𝐵 · · · 𝐴𝑛−1𝐵

)︀
имеет ранг 𝑛 и пусть 𝐶 — матрица максимального ранга. Тогда ре-
шение задачи SDP

min tr𝐶𝑃𝐶T при ограничении 𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 +𝐵𝐵T ≼ 0

достигается на решении дискретного уравнения Ляпунова

𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 +𝐵𝐵T = 0.

Ïåðåéäåì ê ñâîéñòâàì ðåøåíèé ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà.

Лемма Б.8. Пусть 𝑋 и 𝑌 — решения двойственных уравнений
Ляпунова с гурвицевой матрицей 𝐴:

𝐴T𝑋 +𝑋𝐴+𝑊 = 0

и
𝐴𝑌 + 𝑌 𝐴T + 𝑉 = 0.

Тогда tr(𝑋𝑉 ) = tr(𝑌𝑊 ).

Доказательство. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì èìååì

tr(𝑋𝑉 ) = tr
(︀
𝑋(−𝐴𝑌 − 𝑌 𝐴T)

)︀
= − tr(𝑋𝐴𝑌 )− tr(𝑋𝑌 𝐴T) =

= − tr (𝑋𝐴𝑌 )
T − tr (𝐴T𝑋𝑌 )

T
= tr

(︀
𝑌 (−𝐴T𝑋 −𝑋𝐴)

)︀
= tr(𝑌𝑊 ).

Ëåììà äîêàçàíà. ■
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Лемма Б.9. Пусть 𝑋 и 𝑌 — решения двойственных дискретных
уравнений Ляпунова с шуровской матрицей 𝐴:

𝐴T𝑋𝐴−𝑋 +𝑊 = 0 и 𝐴𝑌 𝐴T − 𝑌 + 𝑉 = 0.

Тогда tr(𝑋𝑉 ) = tr(𝑌𝑊 ).

Лемма Б.10. Для решения 𝑃 уравнения Ляпунова

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴T +𝑄 = 0

с гурвицевой матрицей 𝐴 и 𝑄 ≻ 0 справедливы оценки:

𝜆max(𝑃 ) ⩾
𝜆min(𝑄)

2𝜎
, 𝜆min(𝑃 ) ⩾

𝜆min(𝑄)

2‖𝐴‖
, (Á.13)

где 𝜎 = −max
𝑖

Re𝜆𝑖(𝐴).

Если же 𝑄 = 𝐷𝐷T и пара (𝐴,𝐷) управляема, то

𝜆max(𝑃 ) ⩾
‖𝑢*𝐷‖2

2𝜎
> 0, (Á.14)

где
𝑢*𝐴 = 𝜆𝑢*, Re𝜆 = −𝜎, ‖𝑢‖ = 1,

то есть 𝑢 — левый собственный вектор матрицы 𝐴, отвечающий
собственному значению 𝜆 матрицы 𝐴 с наибольшей вещественной
частью. Вектор 𝑢 и число 𝜆 могут быть комплексными; здесь 𝑢*

означает комплексное сопряжение и транспонирование.

Доказательство. Îöåíêè (Á.13) õîðîøî èçâåñòíû [102]. Äîêàæåì
ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (Á.14). ßâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà
äëÿ ãóðâèöåâîé ìàòðèöû èìååò âèä

𝑃 =

+∞∫︁
0

𝑒𝐴𝑡𝐷𝐷T𝑒𝐴
T𝑡𝑑𝑡.

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà íà 𝑢 è ñëåâà íà 𝑢* è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
𝑢*𝑒𝐴𝑡 = 𝑒𝜆𝑡𝑢*, 𝑒𝐴

T𝑡𝑢 = 𝑒𝜆
*𝑡𝑢, ïîëó÷àåì, ÷òî

𝜆max(𝑃 ) ⩾ 𝑢*𝑃𝑢 =

+∞∫︁
0

𝑢*𝑒𝐴𝑡𝐷𝐷T𝑒𝐴
T𝑡𝑢𝑑𝑡 =

=

+∞∫︁
0

𝑒(𝜆+𝜆
*)𝑡𝑢*𝐷𝐷T𝑢𝑑𝑡 =

‖𝑢*𝐷‖2

2𝜎
,
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ïðè÷åì ‖𝑢*𝐷‖ > 0 â ñèëó óïðàâëÿåìîñòè ïàðû (𝐴,𝐷), ñì., íàïðè-
ìåð, [22, òåîðåìà Ä.1.5]. ■

Лемма Б.11. Для решения 𝑃 дискретного уравнения Ляпунова

𝐴𝑃𝐴T − 𝑃 +𝑄 = 0

с шуровской матрицей 𝐴 и 𝑄 ≻ 0 справедливы оценки:

𝜆max(𝑃 ) ⩾
𝜆min(𝑄)

1− 𝜌2
, 𝜆min(𝑃 ) ⩾

𝜆min(𝑄)

1− 𝜎2
min(𝐴)

, (Á.15)

где 𝜌 = max
𝑖
|𝜆𝑖(𝐴)|, а 𝜎min(𝐴) — наименьшее сингулярное число ма-

трицы 𝐴.
Если же 𝑄 = 𝐷𝐷T и пара (𝐴,𝐷) управляема, то

𝜆max(𝑃 ) ⩾
‖𝑢*𝐷‖2

1− 𝜌2
> 0, (Á.16)

где
𝑢*𝐴 = 𝜆𝑢*, |𝜆| = 𝜌, ‖𝑢‖ = 1,

то есть 𝑢 — левый собственный вектор матрицы 𝐴, отвечающий
собственному значению 𝜆 матрицы 𝐴 с наибольшим модулем. Век-
тор 𝑢 и число 𝜆 могут быть комплексными; здесь 𝑢* означает ком-
плексное сопряжение и транспонирование.

Доказательство. Êàê è â ïðåäûäóùåé ëåììå, îöåíêè (Á.15) õî-
ðîøî èçâåñòíû, ñì., íàïðèìåð, [101]. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü îöåí-
êè (Á.16). ßâíîå ðåøåíèå äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ øó-
ðîâñêîé ìàòðèöû 𝐴 èìååò âèä

𝑃 =

∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝐷𝐷T(𝐴T)𝑘.

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà íà 𝑢 è ñëåâà íà 𝑢* è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
𝑢*𝐴𝑘 = 𝜆𝑘𝑢*, (𝐴T)𝑘𝑢 = (𝜆*)𝑘𝑢, ïîëó÷àåì, ÷òî

𝜆max(𝑃 ) ⩾ 𝑢*𝑃𝑢 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑢*𝐴𝑘𝐷𝐷T(𝐴T)
𝑘
𝑢 =

=

∞∑︁
𝑘=0

(𝜆𝜆*)𝑘𝑢*𝐷𝐷T𝑢 =
‖𝑢*𝐷‖2

1− 𝜌2
,

ïðè÷åì ‖𝑢*𝐷‖ > 0 â ñèëó óïðàâëÿåìîñòè ïàðû (𝐴,𝐷), ñì., íàïðè-
ìåð, [22, òåîðåìà Ä.1.5]. ■
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Б.4. Матричные многообразия

Â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö R𝑛×𝑘 äëÿ ìàòðèö 𝑋,𝑌 ∈ R𝑛×𝑘 íàïîìíèì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

⟨𝑋,𝑌 ⟩ = tr𝑋T𝑌.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó íîðìà íàçûâàåòñÿ ôðîáåíèóñîâîé:

‖𝑋‖𝐹 =
√︀
⟨𝑋,𝑋⟩.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå âñå ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ â ñìûñëå ôðîáåíèó-
ñîâîé íîðìû ‖ · ‖𝐹 .

Íàïîìíèì, ÷òî многообразием Штифеля 𝒮𝑛,𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö 𝑋 ∈ R𝑛×𝑘, ÷òî 𝑋T𝑋 = 𝐼𝑘, ãäå 𝐼𝑘 � åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑘 × 𝑘. Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöû ìàòðèöû 𝑋
åñòü 𝑘 âåêòîðîâ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èç R𝑛. Ïóñòü 𝑋 = 𝑈Σ𝑉 T

� ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû 𝑋, ãäå 𝑈 ∈ 𝑂(𝑛), 𝑉 ∈ 𝑂(𝑘),
Σ = (Λ 0)T ∈ R𝑛×𝑘, Λ = diag{𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑘}, 𝜎1 ⩾ 𝜎2 ⩾ . . . ⩾ 𝜎𝑘 ⩾ 0.
×èñëà 𝜎𝑖 > 0 íàçûâàþòñÿ сингулярными числами ìàòðèöû 𝑋.

Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû 𝑋 ∈ R𝑛×𝑘 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑈𝑖𝑉
T
𝑖 = 𝑈𝐼𝑛,𝑘𝑉

T ∈ 𝑃𝒮𝑛,𝑘
𝑋, (Á.17)

âûòåêàþùåå èç [49, ïðåäëîæåíèå 2]. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ â ëåâîé
÷àñòè ôîðìóëû (Á.17) ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå îäíèì èç ýëå-
ìåíòîâ ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè 𝑋 íà 𝒮𝑛,𝑘, çäåñü 𝐼𝑛,𝑘 = (𝐼𝑘 0)T ∈ R𝑛×𝑘.

Многообразие Грассмана 𝒢𝑛,𝑘, 𝑘 ⩽ 𝑛, åñòü ìíîæåñòâî âñåõ 𝑘-ìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ â R𝑛. Èçâåñòíî [84], ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà 𝒢𝑛,𝑘
ìîæåò áûòü âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ 𝑛×𝑛 ìàòðèö S𝑛 ïî
ôîðìóëå 𝒢𝑛,𝑘 = {𝑋𝑋T : 𝑋 ∈ 𝒮𝑛,𝑘} ⊂ S𝑛. Çàìåòèì, ÷òî ïðè 𝑋 ∈ 𝒮𝑛,𝑘
ìàòðèöà 𝑋𝑋T çàäàåò ìåòðè÷åñêèé ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî èç
R𝑛, áàçèñîì â êîòîðîì ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöû ìàòðèöû 𝑋.

Ïóñòü 𝑋 ∈ 𝒮𝑛,𝑘; òîãäà 𝑋𝑋T çàäàåò ýëåìåíò ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìà-
íà è ïðè ýòîì èç ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû 𝑋 ñëåäóåò, ÷òî
ëþáîé ýëåìåíò ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà ìîæíî çàäàòü ïî ôîðìóëå

𝑋𝑋T = 𝑈𝑍𝑈T, 𝑈 ∈ 𝑂(𝑛), 𝑍 =

(︂
𝐼𝑘 0
0 0

)︂
.

Ïóñòü 𝑋 ∈ S𝑛; åãî äèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå åñòü 𝑋 = 𝑊TΛ𝑊 ,
ãäå 𝑊 ∈ 𝑂(𝑛), à ìàòðèöà Λ = diag{𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛} ñî ñâîéñòâîì

𝜎1 ⩾ 𝜎2 ⩾ . . . ⩾ 𝜎𝑘 ⩾ 𝜎𝑘+1 ⩾ . . . ⩾ 𝜎𝑛.
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Òîãäà [49, òåîðåìà 3]

𝑊T𝑍𝑊 ∈ 𝑃𝒢𝑛,𝑘
𝑋, ãäå 𝑍 =

(︂
𝐼𝑘 0
0 0

)︂
. (Á.18)

В. Элементы теории автоматического

управления

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå îñíîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè àâòîìà-
òè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ÷èòàòåëü íàéäåò â ìîíîãðàôèÿõ [21] è [22].

В.1. Пространство состояний

Линейная непрерывная система управления îïèñûâàåòñÿ âåêòîð-
íûì ëèíåéíûì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåð-
âîãî ïîðÿäêà

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷1𝑤, (Â.1)

ãäå 𝑡 � (íåïðåðûâíîå) âðåìÿ, 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 � âåêòîð состояния ñèñòå-
ìû, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝 � âåêòîð управления (управляющие воздействия), à
𝑤(𝑡) ∈ R𝑚 � âåêòîð внешних возмущений, èëè шумов. È óïðàâëåíèå,
è âîçìóùåíèå íàçûâàþòñÿ входами ñèñòåìû.

Îáû÷íî íà ïðàêòèêå ñàìî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íåèçâåñòíî, à èçâåñòåí
åå ëèíåéíûé выход 𝑦(𝑡) ∈ Rℓ, 1 ⩽ ℓ ⩽ 𝑛:

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐷2𝑤, (Â.2)

êîòîðûé òàêæå ìîæåò áûòü ïîäâåðæåí âîçäåéñòâèþ âíåøíèõ âîçìóùå-
íèé. Õîòÿ ïðèðîäà âîçìóùåíèé â ñîñòîÿíèè è âûõîäå ñèñòåìû, âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàçëè÷íà, óäîáíî ñ÷èòàòü èõ îäíèìè è òåìè æå, ïîëàãàÿ ÷òî
ìàòðèöû 𝐷1 è 𝐷2 ¾âûðåçàþò¿ èç âåêòîðà 𝑤 ðàçíûå ¾êóñêè¿.

Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé ìàòðèöû 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝,
𝐷1 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ Rℓ×𝑛, 𝐷2 ∈ Rℓ×𝑚 ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè, íàçûâàåòñÿ
стационарной. Åñëè æå ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö èçìåíÿþòñÿ âî âðåìå-
íè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ нестационарной.

Â ñëó÷àå êîãäà ìàòðèöû 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷1, 𝐷2 çàäàíû, ñèñòåìà óïðàâ-
ëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ полностью определенной; åñëè æå ýòè ýòè ìàòðèöû
èçâåñòíû íå ïîëíîñòüþ, ãîâîðÿò î системах с (параметрической) не-
определенностью.

Óðàâíåíèå (Â.1) íàçûâàåòñÿ уравнением состояния ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ, à óðàâíåíèå (Â.2) � уравнением выхода. Ïðîñòðàíñòâî R𝑛 íà-
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çûâàåòñÿ пространством состояний, à R𝑝 � пространством управле-
ний.

Ôîðìà çàïèñè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ â âèäå (3.4.17)�(Â.2) íàçûâàåòñÿ
описанием в пространстве состояний. Ïðè ýòîì ìàòðèöà 𝐴 íàçûâà-
åòñÿ матрицей состояния ñèñòåìû, à 𝐶 � матрицей выхода.

Ïîìèìî íàáëþäàåìîãî âûõîäà, èíîãäà ó ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ èìå-
þòñÿ è äîïîëíèòåëüíûå âûõîäû (ðåãóëèðóåìûé è ò. ï.). Ïðè ýòîì áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝑦 наблюдаемый выход, à ÷åðåç 𝑧 � регулируемый.

Îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðà âíåøíèõ âîçìóùåíèé 𝑤(𝑡) ìîãóò äåëàòü-
ñÿ ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ïðåäïîëîæåíèÿ: îíè ìîãóò îòñóòñòâîâàòü èëè
áûòü ïîëíîñòüþ èçâåñòíûìè; ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè äåòåðìèíè-
ðîâàííûìè, îãðàíè÷åííûìè â íåêîòîðîé íîðìå èëè æå ñëó÷àéíûìè.
Áîëåå ïîäðîáíî íåêîòîðûå êëàññû âíåøíèõ âîçìóùåíèé áóäóò îïèñà-
íû íèæå.

Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûáîð òàêîãî óïðàâëåíèÿ 𝑢 = 𝑢(𝑡)
(èëè 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡)), êîòîðîå ïðèäàåò ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ (Â.1) òðåáóå-
ìûå ñâîéñòâà (íàïðèìåð, óñòîé÷èâîñòü, îïòèìàëüíîñòü ïî íåêîòîðîìó
ïîêàçàòåëþ êà÷åñòâà è ò. ï.).

Åñëè â ñèñòåìå (Â.1) âûáðàíî óïðàâëåíèå â âèäå

𝑢 = 𝐾𝑥, 𝐾 ∈ R𝑝×𝑛,

(линейная обратная связь по состоянию, ñì. ïîäðîáíåå ðàçäåë Â.8),
òî ïðèõîäèì ê ëèíåéíîé ñèñòåìå âèäà

�̇� = 𝐴𝑥+𝐷1𝑤,

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐷2𝑤,
(Â.3)

â êîòîðîé îòñóòñòâóåò óïðàâëåíèå (è ñ èíîé ìàòðèöåé ñîñòîÿíèÿ 𝐴);
ïðè ýòîì ãîâîðÿò î системе, замкнутой линейной обратной связью.

Ðåøåíèå åå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ÿâíîì âè-
äå:

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐷1𝑤(𝜏) 𝑑𝜏, (Â.4)

ãäå 𝑥0 � начальное условие, òî åñòü çíà÷åíèå 𝑥(𝑡) â íà÷àëüíûé ìîìåíò
𝑡 = 0. Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ 𝑥0 è 𝑤(𝑡), ìîæíî íàéòè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
𝑥(𝑡) äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè 𝑡.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ (Â.4). Îíî ñîñòîèò èç
äâóõ íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà ñëàãàåìûõ: îäíî îïðåäåëÿåòñÿ òîëü-
êî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, äðóãîå � ëèøü âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè,
ïîýòîìó èõ ïîâåäåíèå ìîæíî àíàëèçèðîâàòü îòäåëüíî äðóã îò äðóãà.
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Íàðÿäó ñ ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè ñèñòåìàìè (Â.1) ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ëèíåéíûå дискретные системы, îïèñûâàåìûå íå äèôôåðåíöè-
àëüíûìè, à ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè:

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 +𝐷1𝑤𝑘,

𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 +𝐷2𝑤𝑘,
(Â.5)

ãäå 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐷1 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ Rℓ×𝑛, 𝐷2 ∈ Rℓ×𝑚, èí-
äåêñ 𝑘 = 0, 1, 2, . . . èãðàåò ðîëü âðåìåíè (äèñêðåòíîå âðåìÿ), 𝑥𝑘 ∈ R𝑛
� состояние ñèñòåìû, 𝑢𝑘 ∈ R𝑝 � управление (управляющие воздей-
ствия), 𝑤𝑘 ∈ R𝑚 � внешнее возмущение (шум), 𝑦𝑘 ∈ Rℓ � âûõîä
ñèñòåìû.

Äèñêðåòíûå ñèñòåìû ìîãóò âîçíèêàòü êàê ïðè äèñêðåòíîé àïïðîê-
ñèìàöèè íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, òàê è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, 𝑘
ìîæåò áûòü íîìåðîì èòåðàöèè â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå èëè âðåìÿ
ìîæåò áûòü äèñêðåòíûì â ïðîöåññàõ, ñâÿçàííûõ ñ öèôðîâûì óïðàâ-
ëåíèåì.

Åñëè â äèñêðåòíîé ñèñòåìå âûáðàíî óïðàâëåíèå â âèäå ëèíåéíîé
îáðàòíîé ñâÿçè

𝑢𝑘 = 𝐾𝑥𝑘, 𝐾 ∈ R𝑝×𝑛,

îíà òàêæå íàçûâàåòñÿ системой, замкнутой линейной обратной свя-
зью, è èìååò âèä

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐷1𝑤𝑘,

𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 +𝐷2𝑤𝑘,

à åå ðåøåíèå òàêæå âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîé ôîðìå:

𝑥𝑘 = 𝐴𝑘𝑥0 +

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖−1𝐷1𝑤𝑖. (Â.6)

В.2. Передаточная функция

Ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì �
ñ ïîìîùüþ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü èìååòñÿ îïèñàíèå íåïðåðûâíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñî-
ñòîÿíèé; ïðîâåäåì íåêîòîðûå ôîðìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ åå óðàâíå-
íèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèìâîë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

𝑠 =
𝑑

𝑑𝑡
,
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òàê ÷òî äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè 𝑥(𝑡) èìååì

𝑠𝑥(𝑡) = �̇�(𝑡).

è åñëè
𝑝(𝑠) = 𝑎0 + 𝑎1𝑠+ · · ·+ 𝑎𝑘𝑠

𝑘,

òî
𝑝(𝑠)𝑥(𝑡) = 𝑎0𝑥(𝑡) + 𝑎1�̇�(𝑡) + · · ·+ 𝑎𝑘𝑥

(𝑘)(𝑡),

ãäå 𝑥(𝑘)(𝑡) � 𝑘-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò 𝑥(𝑡).
Ïðè ýòîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü 𝑠 êàê ôîðìàëüíóþ (êîìïëåêñíóþ)

ïåðåìåííóþ. Òîãäà, çàïèñàâ óðàâíåíèå ñèñòåìû (Â.1) ïðè 𝑥(0) = 0 â
âèäå

𝑠𝑥 = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷1𝑤

è ðàçðåøèâ ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå îòíîñèòåëüíî 𝑥, ïîëó÷àåì

𝑥 = (𝑠𝐼 −𝐴)−1(𝐵𝑢+𝐷1𝑤)

è èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âûõîäà (Â.2) ñèñòåìû:

𝑦 = 𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐵⏟  ⏞  
𝐺𝑦𝑢(𝑠)

𝑢+
(︀
𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐷1 +𝐷2⏟  ⏞  

𝐺𝑦𝑤(𝑠)

)︀
𝑤. (Â.7)

Ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ

𝐺𝑦𝑢(𝑠)
.
= 𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐵

êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé 𝑠 íàçûâàåòñÿ передаточной функцией от уп-
равления 𝑢 к выходу 𝑦, à ôóíêöèÿ

𝐺𝑦𝑤(𝑠)
.
= 𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐷1 +𝐷2

íàçûâàåòñÿ передаточной функцией от возмущения 𝑤 к выходу 𝑦.
Ýëåìåíòû 𝑔𝑘𝑖 ìàòðèö 𝐺𝑦𝑢(𝑠) è 𝐺𝑦𝑤(𝑠) ÿâëÿþòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëü-

íûìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé 𝑠, êîòîðûå èìåþò îáùèé
çíàìåíàòåëü

𝑃 (𝑠)
.
= det(𝑠𝐼 −𝐴) (Â.8)

� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû 𝐴, ñì. ïðèëîæåíèå Á.1. Ýòîò
ïîëèíîì îò ïåðåìåííîé 𝑠 íàçûâàåòñÿ характеристическим полиномом
системы; îò ðàñïîëîæåíèÿ åãî êîðíåé çàâèñÿò òàêèå âàæíûå ñâîéñòâà
ñèñòåìû, êàê óñòîé÷èâîñòü.
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Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ (𝑠𝐼 − 𝐴)−1 îïðåäåëåíà ïðè âñåõ
𝑠 ∈ C, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû 𝐴, òî ôóíê-
öèè 𝐺𝑦𝑢(𝑠) è 𝐺𝑦𝑤(𝑠) àíàëèòè÷íû íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà
èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê (íàçûâàåìûõ полюсами переда-
точных функций).

Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (Â.8) ôóíêöèÿ 𝐺𝑦𝑢(𝑠) (è àíàëîãè÷íî ôóíê-
öèÿ 𝐺𝑦𝑤(𝑠)) ïðåäñòàâèìà â âèäå

𝐺𝑦𝑢(𝑠)
.
= 𝐻(𝑠) =

1

𝑃 (𝑠)
𝑊 (𝑠), (Â.9)

ãäå 𝑊 (𝑠) � ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò 𝑠.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû 𝑀 ∈ R𝑛×𝑛

𝑀−1 =
1

det𝑀
̂︁𝑀,

ãäå ̂︁𝑀 = (̂︀𝑚𝑖𝑗) � ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà:

̂︀𝑚𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗 det𝑀𝑗𝑖;

çäåñü𝑀𝑗𝑖 � ìàòðèöû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç𝑀 âû÷åðêèâàíèåì 𝑗-é ñòðîêè
è 𝑖-ãî ñòîëáöà. Ïîýòîìó åñëè 𝑀 = 𝑠𝐼 − 𝐴, òî ̂︀𝑚𝑖𝑗 � ïîëèíîìû îò 𝑠,
îòêóäà è ñëåäóåò âûðàæåíèå (Â.9).

Íóëè 𝑠𝑖 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà 𝑃 (𝑠) íàçûâàþòñÿ полюсами
передаточной функции 𝐺(𝑠). Òàêèì îáðàçîì, ïîëþñà 𝐺(𝑠) ñîâïàäàþò ñ
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû 𝐴; äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ 𝑠 ìàòðèöà 𝐺(𝑠)
îïðåäåëåíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëèíîì 𝑃 (𝑠) óñòîé÷èâ, òî åñòü âñå åãî
êîðíè ëåæàò â îòêðûòîé ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî 𝐺(𝑠) � ìàòðè÷íàÿ
ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷íàÿ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè; òàêèå ïåðåäàòî÷íûå
ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ устойчивыми.

Âîçâðàùàÿñü ê ñîîòíîøåíèþ (Â.7), îòìåòèì, ÷òî âûõîä ñèñòåìû
ìîæíî çàïèñàòü êàê ôóíêöèþ îò óïðàâëåíèÿ è âíåøíèõ âõîäîâ íà
ÿçûêå ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé:

𝑦 = 𝐺𝑦𝑢(𝑠)𝑢+𝐺𝑦𝑤(𝑠)𝑤. (Â.10)

Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ïåðåõîäà îò çàïèñè (Â.1) ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé ê ôîðìå (Â.10) ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà.

Ðàçóìååòñÿ, îïèñàíèå ñèñòåìû â ôîðìå (Â.10) ìîæåò áûòü è èñõîä-
íûì; âîçìîæåí îáðàòíûé ïåðåõîä ê çàïèñè (3.4.17), ïðè ýòîì ãîâîðÿò,
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÷òî ïîëó÷åíà реализация системы â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ðàññìîò-
ðèì äëÿ ïðîñòîòû ñèòóàöèþ, êîãäà âíåøíèå âîçìóùåíèÿ è îøèáêè
èçìåðåíèÿ âûõîäà îòñóòñòâóþò:

𝑦 = 𝐺(𝑠)𝑢, 𝑢 ∈ R𝑝, 𝑦 ∈ Rℓ. (Â.11)

Â ýòîé çàïèñè ïîä передаточной функцией 𝐺(𝑠) áóäåì ïîíèìàòü ìà-
òðèöó ðàçìåðà ℓ × 𝑝, ýëåìåíòû êîòîðîé åñòü äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå
ôóíêöèè îò 𝑠, òî åñòü 𝐺(𝑠) ïðåäñòàâèìà â âèäå

𝐺(𝑠) =
1

𝑃 (𝑠)
𝑊 (𝑠), (Â.12)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝑊 (𝑠) ðàçìåðà ℓ×𝑝 ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò 𝑠.
Ïîëèíîì 𝑃 (𝑠) � îáùèé çíàìåíàòåëü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû 𝐺(𝑠) � íà-
çûâàåòñÿ характеристическим полиномом системы, à åãî êîðíè �
полюсами передаточной функции (ñèñòåìû).

Òàêîå îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà è ïîëþñîâ ñèñòå-
ìû íå âïîëíå òî÷íî, è áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ôîðìàëüíî óìíîæèâ îáå ÷àñòè (Â.11) íà 𝑃 (𝑠), ñ ó÷åòîì (Â.12)
ïîëó÷èì

𝑃 (𝑠)𝑦 = 𝑊 (𝑠)𝑢 (Â.13)

è, ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü 𝑠 êàê îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïðèõî-
äèì ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà îòíî-
ñèòåëüíî 𝑦(𝑡) ∈ Rℓ è 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝. Íà ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝐺(𝑠) åñòåñòâåííî
íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíîå условие реализуемости: ñòåïåíü ïîëèíî-
ìà â ÷èñëèòåëå íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè ïîëèíîìà â çíàìåíàòåëå; òàêèå
ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ правильными, èëè реализуемыми.
Òîãäà, ââîäÿ ¾èñêóññòâåííûå¿ ïåðåìåííûå � ñîñòîÿíèÿ, � ìîæíî ïðè-
âåñòè óðàâíåíèå (Â.13) ê âèäó, àíàëîãè÷íîìó (3.4.17).

Èíûìè ñëîâàìè, îò çàïèñè ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ðåàëèçóåìîé ïå-
ðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ìîæíî ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîìó îïèñàíèþ â
ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü реализацией пере-
даточной функции в пространстве состояний. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò
çàïèñè

𝐺(𝑠) =

[︂
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]︂
èëè

𝐺(𝑠) = (𝐴,𝐵,𝐶,𝐷),

êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî ñèñòåìà 𝑦 = 𝐺(𝑠)𝑢 ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, 𝑥(0) = 0,

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐷𝑢,
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è ïðè ýòîì
𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐵 +𝐷.

Ïåðåõîä îò 𝐺(𝑠) ê (𝐴,𝐵,𝐶,𝐷)-ðåàëèçàöèè ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, è òàêèõ ðåàëèçàöèé ìíîãî. Ñðåäè íèõ ñóùå-
ñòâóþò òàêèå, â êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû 𝐴 (òî åñòü ðàçìåðíîñòü
âåêòîðà ñîñòîÿíèé 𝑥) ìèíèìàëüíà; îíè íàçûâàþòñÿ минимальными
реализациями.

Çàïèñü ñ ïîìîùüþ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíà;
ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Ïóñòü èìååòñÿ íåñêîëü-
êî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíî, òàê ÷òî âûõîä 𝑦𝑘 êàæäîãî ñëóæèò âõîäîì 𝑢𝑘+1 ïîñëåäóþùåãî,
ñì. ðèñ. Â.1. Ïóñòü ïðè ýòîì êàæäûé îáúåêò èìååò ñâîþ ïåðåäàòî÷íóþ
ôóíêöèþ 𝐺𝑘(𝑠):

𝑦𝑘 = 𝐺𝑘(𝑠)𝑢𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝;

çäåñü äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííûé âõîäíîé ñèã-
íàë 𝑢, à îøèáêè èçìåðåíèÿ 𝑣 îòñóòñòâóþò.

Рис. В.1. Последовательное соединение объектов.

Îòñþäà ïîëó÷àåì äëÿ ñâÿçè îáùåãî âõîäà 𝑢 = 𝑢1 è âûõîäà 𝑦 = 𝑦𝑝
âûðàæåíèå

𝑦 = 𝑦𝑝 = 𝐺𝑝(𝑠) · . . . ·𝐺1(𝑠)𝑢1 = 𝐺(𝑠)𝑢,

òî åñòü ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé îáúåêòîâ:

𝐺(𝑠) = 𝐺𝑝(𝑠) · . . . ·𝐺1(𝑠). (Â.14)

Âûðàçèòü òàêîå ñîîòíîøåíèå íà ÿçûêå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé áû-
ëî áû ãîðàçäî òðóäíåå. Ïîýòîìó â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå, ãäå íåðåäêî
ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëîæíûå ñîåäèíåíèÿ ïðîñòûõ çâåíüåâ (блок-схемы
ñèñòåìû), ÿçûê ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì. Ïðè
ýòîì ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòàòü èòîãî-
âóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ áëîê-ñõåìû ïî ïåðåäàòî÷íûì ôóíêöèÿì
çâåíüåâ, ïîäîáíûå ïðàâèëó (Â.14) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ.

Íàêîíåö, ðèñ. Â.2 èëëþñòðèðóåò ñèñòåìó, çàìêíóòóþ îòðèöàòåëü-
íîé åäèíè÷íîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.
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Рис. В.2. Отрицательная единичная обратная связь.

Îáñóäèì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé, ïîÿñ-
íÿþùåå óäîáñòâî òàêîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ ñèñòåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñèñòåìà (Â.1) èìååò âèä

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢,

𝑦 = 𝐶𝑥,

à âõîäíîå âîçäåéñòâèå 𝑢(𝑡) � êîìïëåêñíûé гармонический сигнал

𝑢(𝑡) = 𝑎𝑒𝑗𝜔𝑡,

ãäå 𝑎 � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð, à 𝜔 � ÷àñòîòà êîëåáàíèé (íà-
ïîìíèì, ÷òî â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ìíèìóþ åäèíèöó ïðèíÿòî îáîçíà-
÷àòü 𝑗, à íå 𝑖, êàê îáû÷íî â ìàòåìàòèêå). Èç ôîðìóëû (Â.4) äëÿ ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû 𝑥(𝑡) ïîëó÷èì

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥(0) + 𝑒𝐴𝑡
𝑡∫︁

0

𝑒(𝑗𝜔𝐼−𝐴)𝜏𝐵𝑎𝑑𝜏 =

= 𝑒𝐴𝑡𝑥(0) + (𝑗𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐵𝑎𝑒𝑗𝜔𝑡 − (𝑗𝜔𝐼 −𝐴)−1𝑒𝐴𝑡𝐵𝑎, (Â.15)

è ÷åðåç �̄�(𝑡) îáîçíà÷èì установившееся значение вектора состояния

�̄�(𝑡) = (𝑗𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐵𝑢(𝑡). (Â.16)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà 𝐴 ãóðâèöåâà, òî åñòü âñå åå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ 𝜆𝑖 ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè: Re𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãóðâèöåâûõ ìàòðèö 𝑒𝐴𝑡 → 0 ïðè 𝑡 → ∞.
Òîãäà èç (Â.15)�(Â.16) ñëåäóåò

‖𝑥(𝑡)− �̄�(𝑡)‖ → 0 ïðè 𝑡→∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ установившегося значения выхода èìååì

𝑦(𝑡) = 𝐶�̄�(𝑡) = 𝐶(𝑗𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐵𝑢(𝑡),



В. Элементы теории автоматического управления 359

‖𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ → 0 ïðè 𝑡→∞,
èëè, èíà÷å ãîâîðÿ,

𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑗𝜔)𝑢(𝑡), (Â.17)

ãäå ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ 𝐻(𝑗𝜔) íàçûâàåòñÿ частотной характеристи-
кой ñèñòåìû.

Ïîÿñíèì ñìûñë ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ (Â.17). Ïóñòü âñå êîì-
ïîíåíòû âõîäíîãî âåêòîðà 𝑢(𝑡) ðàâíû íóëþ, êðîìå 𝑖-é, êîòîðóþ ïðåä-
ñòàâèì â âèäå 𝑢𝑖(𝑡) = 𝑎 cos𝜔𝑡 + 𝑗𝑎 sin𝜔𝑡 (ãäå 𝑎 � ÷èñëî). Òîãäà 𝑘-ÿ
êîìïîíåíòà óñòàíîâèâøåãîñÿ çíà÷åíèÿ âûõîäíîãî ñèãíàëà ðàâíà

𝑦𝑘(𝑡) = |ℎ𝑘𝑖(𝑗𝜔)|𝑎 cos(𝜔𝑡+ 𝜙) + 𝑗|ℎ𝑘𝑖(𝑗𝜔)|𝑎 sin(𝜔𝑡+ 𝜙),

ãäå ℎ𝑘𝑖(𝑗𝜔) � (𝑘, 𝑖)-é ýëåìåíò ìàòðèöû 𝐻(𝑗𝜔), à 𝜙 = arg ℎ𝑘𝑖(𝑗𝜔). Â
ñèëó ëèíåéíîñòè 𝐻(·), îòêëèê ñèñòåìû íà ñóììó âåùåñòâåííîé è ìíè-
ìîé ñîñòàâëÿþùèõ 𝑢(𝑡) ðàâåí ñóììå îòêëèêîâ íà êàæäóþ èç íèõ, òî
åñòü åñëè â êà÷åñòâå 𝑢𝑖(𝑡) âçÿòü âåùåñòâåííóþ ãàðìîíèêó 𝑎 cos𝜔𝑡, òî
óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå íà 𝑘-ì âûõîäå áóäåò

𝑦𝑘(𝑡) = |ℎ𝑘𝑖(𝑗𝜔)|𝑎 cos(𝜔𝑡+ 𝜙).

Ïðèõîäèì ê âàæíîìó âûâîäó: åñëè íà 𝑖-é âõîä ñèñòåìû ñ óñòîé÷è-
âîé (ãóðâèöåâîé) ìàòðèöåé 𝐴 ïîäàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë ñ ÷àñòî-
òîé 𝜔, òî íà 𝑘-ì âûõîäå â ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ òàêæå ãàðìîíè÷åñêèé
ñèãíàë ñ òîé æå ÷àñòîòîé. Åãî àìïëèòóäà â |ℎ𝑘𝑖(𝑗𝜔)| ðàç îòëè÷àåòñÿ îò
àìïëèòóäû âõîäíîãî ñèãíàëà (òî åñòü |ℎ𝑘𝑖(𝑗𝜔)| èìååò ñìûñë коэффици-
ента усиления âõîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà), à ôàçà èçìåíÿåòñÿ
íà arg ℎ𝑘𝑖(𝑗𝜔). Ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì.

Ââåäåì òåïåðü ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè äëÿ ëèíåéíîé äèñêðåòíîé
ñèñòåìû (Â.5). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì îïåðàòîð ñäâèãà íàçàä 𝑧:

𝑧𝑥𝑘 = 𝑥𝑘−1

è àíàëîãè÷íî íåïðåðûâíîìó ñëó÷àþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ôîð-
ìàëüíóþ ïåðåìåííóþ. Òîãäà ïðè 𝑥0 = 0 óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû (Â.5) ïðèìåò âèä

𝑥𝑘 = 𝑧𝐴𝑥𝑘 + 𝑧𝐵𝑢𝑘 + 𝑧𝐷1𝑤𝑘,

òî åñòü

𝑥𝑘 = 𝑧(𝐼 − 𝑧𝐴)−1𝐵𝑢𝑘 + 𝑧(𝐼 − 𝑧𝐴)−1𝐷1𝑤𝑘,

𝑦𝑘 = 𝑧𝐶(𝐼 − 𝑧𝐴)−1𝐵𝑢𝑘 +
(︀
𝑧𝐶(𝐼 − 𝑧𝐴)−1𝐷1 +𝐷2

)︀
𝑤𝑘.
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Ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííóþ 𝑧 ïî ôîð-
ìóëàì

𝐺𝑦𝑢(𝑧) = 𝑧𝐶(𝐼 − 𝑧𝐴)−1𝐵,

𝐺𝑦𝑤(𝑧) = 𝑧𝐶(𝐼 − 𝑧𝐴)−1𝐷1 +𝐷2,
(Â.18)

à характеристическим полиномом системы òàê æå, êàê è ðàíüøå,
íàçûâàåòñÿ îáùèé çíàìåíàòåëü ýëåìåíòîâ ìàòðè÷íûõ ïåðåäàòî÷íûõ
ôóíêöèé, òî åñòü ïîëèíîì

𝑃 (𝑧)
.
= det(𝐼 − 𝑧𝐴)

îò ïåðåìåííîé 𝑧. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè (Â.18), êàê
è â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå, èìåþò âèä

𝐺(𝑧) =
1

𝑃 (𝑧)
𝑊 (𝑧),

ãäå 𝑊 (𝑧) � ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò 𝑧.
Â òåðìèíàõ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé óäîáíî îïèñûâàòü òðàíñôîðìà-

öèþ ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, èìåþùèõ ôèêñèðîâàííóþ ÷àñòîòó, ïðè
ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ëèíåéíóþ ñèñòåìó. Ïîýòîìó ìåòîäû, îñíîâàííûå
íà òàêîì ïîäõîäå, îáû÷íî íàçûâàþò частотными.

В.3. Нормы сигналов

Ïîñìîòðèì íà âíåøíåå âîçìóùåíèå â ñèñòåìå (Â.1) (èëè (Â.3)) ñ
äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ � êàê íà ñèãíàë, ïîäàâàåìûé íà âõîä ñèñòåìû.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñèãíàëîâ è ñîîò-
âåòñòâóþùèå íîðìû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñèãíàëû îïðåäåëåíû ïðè
𝑡 ⩾ 0.

1. 𝐿2 � пространство интегрируемых с квадратом функций. Îíî
ñîñòîèò èç èçìåðèìûõ ôóíêöèé 𝑤(𝑡), çàäàííûõ íà 𝑡 ⩾ 0 è èìåþùèõ
îãðàíè÷åííóþ 𝐿2-норму :

‖𝑤‖2
.
=
(︁ ∞∫︁
0

|𝑤(𝑡)|22 𝑑𝑡
)︁1/2

<∞, (Â.19)

ãäå |𝑤(𝑡)|2 � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚.
Âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ‖𝑤‖22 îçíà÷àåò ýíåðãèþ ñèã-

íàëà, ïîýòîìó 𝐿2 íàçûâàåòñÿ пространством сигналов ограниченной
энергии.

Èç êîíå÷íîñòè èíòåãðàëà â (Â.19) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè 𝑤 ∈ 𝐿2, ïî
ñóùåñòâó, óáûâàþò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
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Пример В.1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑤(𝑡) ≡ 1 íå ïðèíàäëå-
æèò êëàññó 𝐿2, òàê æå êàê è ôóíêöèÿ 𝑤(𝑡) = sin𝜔𝑡 ïðè ëþáîì çíà÷å-
íèè 𝜔 ̸= 0. ▼

2. 𝐿∞ � пространство существенно ограниченных функций. Â
íåãî âõîäÿò èçìåðèìûå ôóíêöèè 𝑤(𝑡) ñ îãðàíè÷åííîé ∞-нормой:

‖𝑤‖∞
.
= sup

0⩽𝑡<∞
|𝑤(𝑡)| <∞,

ãäå | · | � êàêàÿ-ëèáî âåêòîðíàÿ íîðìà â R𝑚 (êàê ïðàâèëî, ∞- èëè
2-íîðìà). Çàìåòèì, ÷òî áîëåå ïðàâèëüíî áûëî áû ïèñàòü

‖𝑤‖∞ = ess sup
0⩽𝑡<∞

|𝑤(𝑡)|,

ãäå ess sup � существенная верхняя грань функции, ïîëó÷åííàÿ ïðè
ïðåíåáðåæåíèè ìíîæåñòâàìè íóëåâîé ìåðû. Ìû, îäíàêî, áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑤(𝑡) óæå èçìåíåíà íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû òàê,
÷òî âåëè÷èíà sup0⩽𝑡<∞ |𝑤(𝑡)| îêàçàëàñü ìèíèìàëüíîé. Íàïðèìåð, âìå-
ñòî

𝑤(𝑡) =

{︃
0, 𝑡 ̸= 1,

1, 𝑡 = 1,

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêâèâàëåíòíóþ åé ôóíêöèþ 𝑤(𝑡) ≡ 0. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî äëÿ îáåèõ ôóíêöèé ‖𝑤‖∞ = 0.

Îáû÷íî âåëè÷èíà ‖𝑤‖∞ èçìåðÿåò èíòåíñèâíîñòü ñèãíàëà, òàê ÷òî
𝐿∞ íàçûâàåòñÿ пространством сигналов ограниченной интенсивно-
сти.

Пример В.2. Ôóíêöèè

𝑤(𝑡) ≡ 1 è 𝑤(𝑡) = sin𝜔𝑡

ïðèíàäëåæàò êëàññó 𝐿∞, à ôóíêöèÿ

𝑤(𝑡) =

{︃
𝑡−𝛼, 0 < 𝑡 ⩽ 1,

0, 𝑡 > 1,

ïðè 0 < 𝛼 < 1/2 ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐿2, òàê êàê

‖𝑤‖2 =
1√

1− 2𝛼
,

íî íå ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐿∞, ïîñêîëüêó íå îãðàíè÷åíà â íóëå. ▼
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3. 𝐿1 � пространство абсолютно интегрируемых функций, ñî-
äåðæàùåå èçìåðèìûå ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííîé 1-нормой:

‖𝑤‖1
.
=

∞∫︁
0

|𝑤(𝑡)| 𝑑𝑡 <∞,

ãäå |𝑤(𝑡)| � íåêîòîðàÿ íîðìà âåêòîðà 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚 (êàê ïðàâèëî, 1-íîð-
ìà).

Пример В.3. Ôóíêöèÿ

𝑤(𝑡) =

{︃
𝑡−𝛼, 0 < 𝑡 ⩽ 1,

0, 𝑡 > 1,

ïðè 1/2 ⩽ 𝛼 < 1 ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐿1, òàê êàê

‖𝑤‖1 =
1

1− 𝛼
,

íî íå ïðèíàäëåæèò íè êëàññó 𝐿2 (ïîñêîëüêó èíòåãðàë
∞∫︀
0

𝑡−2𝛼𝑑𝑡 ðàñõî-

äèòñÿ â íóëå), íè êëàññó 𝐿∞. ▼

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàññìîòðåííûìè ïðîñòðàíñòâàìè ìîæíî óñ-
ëîâíî èçîáðàçèòü â âèäå äèàãðàììû, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. Â.3. Â
÷àñòíîñòè, èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè â 𝐿1-íîðìå è 𝐿∞-íîðìå ñëåäó-
åò îãðàíè÷åííîñòü â 𝐿2-íîðìå. Äåéñòâèòåëüíî,

‖𝑤‖22 =

∞∫︁
0

|𝑤(𝑡)||𝑤(𝑡)| 𝑑𝑡 ⩽ ‖𝑤‖∞

∞∫︁
0

|𝑤(𝑡)| 𝑑𝑡 = ‖𝑤‖∞‖𝑤‖1.

Àíàëîãè÷íûå ïðîñòðàíñòâà è íîðìû ââîäÿòñÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó-
÷àÿ, ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ íå âåêòîð-ôóíêöèè 𝑤(𝑡), à ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âåêòîðîâ {𝑤𝑘}.

1. 𝑙2 � пространство суммируемых с квадратом последователь-
ностей. Îíî ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {𝑤𝑘}, èìåþùèõ îãðàíè-
÷åííóþ 2-норму :

‖𝑤‖2
.
=
(︁ ∞∑︁
𝑘=0

|𝑤𝑘|22
)︁1/2

<∞.
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Рис. В.3. Пространства 𝐿1, 𝐿2 и 𝐿∞.

2. 𝑙∞ � пространство существенно ограниченных последователь-
ностей. Îíî ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {𝑤𝑘} c îãðàíè÷åííîé
∞-нормой:

‖𝑤‖∞
.
= sup

0⩽𝑘<∞
|𝑤𝑘|∞ <∞.

3. 𝑙1 � пространство абсолютно суммируемых последовательно-
стей. Îíî ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {𝑤𝑘}, èìåþùèõ îãðàíè-
÷åííóþ 1-норму :

‖𝑤‖1
.
=

∞∑︁
𝑘=0

|𝑤𝑘|1 <∞.

Пример В.4. Åñëè

𝑤𝑘 ≡ 1 èëè 𝑤𝑘 = (−1)𝑘,

òî {𝑤𝑘} ∈ 𝑙∞, íî {𝑤𝑘} /∈ 𝑙2, {𝑤𝑘} /∈ 𝑙1.
Åñëè æå

𝑤𝑘 = (𝑘 + 1)−𝛼,

òî {𝑤𝑘} ∈ 𝑙∞ ïðè ëþáîì 𝛼 > 0, òîãäà êàê {𝑤𝑘} ∈ 𝑙2 ïðè 𝛼 > 1/2 è
{𝑤𝑘} ∈ 𝑙1 ïðè 𝛼 > 1. ▼

В.4. Коэффициенты усиления

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, 𝑥(0) = 0,

𝑦 = 𝐶𝑥,
(Â.20)
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ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡), óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) è âûõîäîì 𝑦(𝑡). Ñèãíàë íà åå âû-
õîäå 𝑦 ëèíåéíî çàâèñèò îò ñèãíàëà íà âõîäå 𝑢. Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ,
íàñêîëüêî ¾óñèëèâàþòñÿ¿ âõîäíûå ñèãíàëû, èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ко-
эффициента усиления (àíãëîÿçû÷íûé àíàëîã � gain). Äëÿ íåãî èñ-
ïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå g𝑝,𝑞, ñìûñë êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âõîä-
íûå ñèãíàëû èçìåðÿþòñÿ â íîðìå 𝐿𝑝, à âûõîäíûå � â íîðìå 𝐿𝑞; îáû÷íî
ðàññìàòðèâàþòñÿ 𝑝, 𝑞 = 1, 2 èëè ∞.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ êîýôôèöè-
åíò óñèëåíèÿ ñèñòåìû èìååò ïðîçðà÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë, è ìíî-
ãèå çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê åãî âû÷èñëåíèþ
èëè îïòèìèçàöèè. Íàïðèìåð, îáû÷íî æåëàòåëüíî âûáèðàòü óïðàâëå-
íèå òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ áûë ïî âîçìîæíîñòè ìàë; ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âûõîä ñèñòåìû áóäåò ìàë ïðè ëþáûõ возмущениях, îãðà-
íè÷åííûõ â ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìå.

Â ðàçäåëå Â.2 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè, êîòî-
ðàÿ äëÿ ñèñòåìû (Â.20) èìååò âèä

𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐵.

Âûðàæåíèå
‖𝐺(𝑠)‖∞

.
= sup

𝜔
‖𝐶(𝑗𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐵‖2,

ãäå ‖𝑀‖2 � спектральная норма ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöû 𝑀 ñ êîì-
ïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè, îïðåäåëÿåò òàê íàçûâàåìóþ 𝐻∞-норму пере-
даточной функции 𝐺(𝑠). Âåëè÷èíà ‖𝐺(𝑠)‖∞ ðàâíà êîýôôèöèåíòó óñè-
ëåíèÿ g2,2, ñîîòâåòñòâóþùåìó âõîäíûì è âûõîäíûì ñèãíàëàì, èçìåðÿ-
åìûì â íîðìå 𝐿2. Îíà ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ìîæåò èçìåíèòüñÿ
энергия ñèãíàëà ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ñèñòåìó.

Êîýôôèöèåíò g2,∞ ñîîòâåòñòâóåò âõîäíûì ñèãíàëàì èç 𝐿2 è âûõîä-
íûì ñèãíàëàì, èçìåðÿåìûì â íîðìå 𝐿∞; ìåòîäû åãî âû÷èñëåíèÿ òàê-
æå õîðîøî ðàçðàáîòàíû. Ïî îïðåäåëåíèþ, 𝐿∞-íîðìà âûõîäíîãî ñèã-
íàëà 𝑦(𝑡) ðàâíà ðàäèóñó ìèíèìàëüíîãî шара ℬ â åâêëèäîâîé íîðìå,
êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò 𝑦(𝑡) ïðè âñåõ 𝑡 ⩾ 0 è âñåõ âõîäíûõ ñèãíàëàõ
‖𝑤(𝑡)‖2 ⩽ 1.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà â ñèñòåìå (Â.20)
ðàññìàòðèâàåòñÿ âõîäíîé ñèãíàë èç ïðîñòðàíñòâà 𝐿∞ è íóæíî ïîëó-
÷èòü îöåíêó íà 𝐿∞-íîðìó âûõîäà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝐶 = 𝐼 âûõîä ñèñòå-
ìû ñîâïàäàåò ñ åå ñîñòîÿíèåì; â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå âåëè÷èíó g∞,∞
íàçûâàþò ¾peak-to-peak gain¿ � êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ îò âîçìóùå-
íèé, îãðàíè÷åííûõ åäèíèöåé â íîðìå 𝐿∞, ê ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû, òàêæå
èçìåðÿåìîìó â íîðìå 𝐿∞. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, êîýôôèöèåíò
g∞,∞ ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ â òåðìèíàõ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè.
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В.5. Нормы передаточных функций

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âèä íîðì � íå äëÿ ôóíêöèé îò âðåìåíè,
à äëÿ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé. Ïóñòü 𝑀(𝑠) � ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑛 × 𝑛,
ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé 𝑠 â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Îïðåäåëèì 𝐻∞-норму ýòîé ôóíêöèè êàê

‖𝑀‖∞ = sup
Re 𝑠⩾0

‖𝑀(𝑠)‖2 = sup
−∞<𝜔<∞

‖𝑀(𝑗𝜔)‖2, (Â.21)

ãäå ‖𝑀(𝑠)‖2 îçíà÷àåò ñïåêòðàëüíóþ íîðìó ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöû
𝑀(𝑠):

‖𝑀(𝑠)‖2 =
(︁
𝜆max

(︀
𝑀*(𝑠)𝑀(𝑠)

)︀)︁1/2
.

Â (Â.21) ñóïðåìóì äîñòàòî÷íî èñêàòü íå ïî âñåé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à ëèøü ïî åå ãðàíèöå � ìíèìîé îñè.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà 𝑀(𝑠) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (𝑛 = 1), îïðå-
äåëåíèå 𝐻∞-íîðìû ïðèîáðåòàåò âèä

‖𝑀‖∞ = sup
−∞<𝜔<∞

|𝑀(𝑗𝜔)|.

Пример В.5. Ôóíêöèÿ

𝑀(𝑠) =
1

𝑠+ 1

èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ â 𝑠 = −1 è ïîòîìó àíàëèòè÷íà â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè. Äëÿ íåå ïîëó÷àåì

‖𝑀‖∞ = sup
𝜔

⃒⃒⃒ 1

𝑗𝜔 + 1

⃒⃒⃒
= sup

𝜔

1√
1 + 𝜔2

= 1. ▼

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ñèñòåìà (Â.20) çàïèñàíà ñ ïîìîùüþ ïåðåäà-
òî÷íûõ ôóíêöèé â ôîðìå

𝑦 = 𝐻(𝑠)𝑢, 𝐻(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐵, (Â.22)

òî ïðè óñëîâèè, ÷òî 𝐴 ãóðâèöåâà ìàòðèöà, èìååì

‖𝑦‖2 ⩽ ‖𝐻(𝑠)‖∞‖𝑢‖2,

ãäå íèæíèé èíäåêñ 2 äëÿ ôóíêöèé îçíà÷àåò 2-íîðìó, à ‖𝐻(𝑠)‖∞ îçíà-
÷àåò 𝐻∞-íîðìó, êîòîðàÿ (â ïðåäïîëîæåíèè ãóðâèöåâîñòè ìàòðèöû 𝐴)
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé. Áîëåå òîãî, êàê âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû,
𝐻∞-íîðìà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöåé îòíîøåíèÿ ýíåðãèé âû-
õîä/âõîä.
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Лемма В.1. Для системы (Â.22) с устойчивой матрицей 𝐴 спра-
ведливо соотношение

‖𝐻(𝑠)‖∞ = sup
‖𝑢‖2 ̸=0

‖𝑦‖2
‖𝑢‖2

.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, 𝐻∞-íîðìà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè èìååò
ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: îíà ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ìîæåò èç-
ìåíèòüñÿ ýíåðãèÿ ñèãíàëà ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç äàííóþ ëèíåéíóþ
ñèñòåìó. Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî äðóãàÿ òðàêòîâêà ïåðåäàòî÷íîé ôóíê-
öèè õàðàêòåðèçîâàëà 𝐻(𝑗𝜔) êàê коэффициент усиления ñèñòåìû äëÿ
ãàðìîíè÷åñêîãî âõîäà çàäàííîé ÷àñòîòû 𝜔, òî ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐻∞-íîð-
ìà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðàâíîìåðíî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû.
Ýòè äâà ðåçóëüòàòà îòíîñèòåëüíî äâóõ òèïîâ âõîäíûõ ñèãíàëîâ (îãðà-
íè÷åííûå â 2-íîðìå è ãàðìîíè÷åñêèå ñ ïðîèçâîëüíîé ÷àñòîòîé) ðàç-
ëè÷íû, òàê êàê ãàðìîíè÷åñêèå ñèãíàëû íå ïðèíàäëåæàò 𝐿2.

Äðóãàÿ íîðìà, êîòîðóþ ìîæíî ââåñòè äëÿ òåõ æå ìàòðè÷íûõ ôóíê-
öèé 𝑀(𝑠), � ýòî 𝐻2-норма:

‖𝑀‖2 =
(︁ ∞∫︁
−∞

‖𝑀(𝑗𝜔)‖22𝑑𝜔
)︁1/2

=
(︁ ∞∫︁
−∞

𝜆max

(︀
𝑀*(𝑗𝜔)𝑀(𝑗𝜔)

)︀
𝑑𝜔
)︁1/2

.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé îïðåäåëåíèå ïðèíèìàåò âèä

‖𝑀‖2 =
(︁ ∞∫︁
−∞

|𝑀(𝑗𝜔)|2𝑑𝜔
)︁1/2

.

Â ïðèìåðå Â.5 èìååì

‖𝑀‖2 =
(︁ ∞∫︁
−∞

1

|𝑗𝜔 + 1|2
𝑑𝜔
)︁1/2

=
(︁ ∞∫︁
−∞

𝑑𝜔

1 + 𝜔2

)︁1/2
=
√
𝜋.

Âñå âûøåïðèâåäåííûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû èìåþò äèñêðåòíûå
àíàëîãè. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ìàòðèö𝑀(𝑠), àíàëèòè÷íûõ â ïðàâîé ïî-
ëóïëîñêîñòè, ôèãóðèðóþò ìàòðèöû 𝑀(𝑧), àíàëèòè÷åñêèå âíóòðè åäè-
íè÷íîãî êðóãà. 𝐻∞-норма òàêèõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé ðàâíà

‖𝑀‖∞ = sup
|𝑧|⩽1

‖𝑀(𝑧)‖2 = sup
0⩽𝜔⩽2𝜋

‖𝑀(𝑒𝑗𝜔)‖2 =

= sup
0⩽𝜔⩽2𝜋

(︁
𝜆max

(︀
𝑀*(𝑒𝑗𝜔)𝑀(𝑒𝑗𝜔)

)︀)︁1/2
,
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à äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé �

‖𝑀‖∞ = sup
0⩽𝜔⩽2𝜋

|𝑀(𝑒𝑗𝜔)|.

Ïðè ýòîì 𝐻∞-íîðìà ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè äèñêðåòíûõ ñèñòåì èìååò
òîò æå ôèçè÷åñêèé ñìûñë, ÷òî è äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì.

В.6. Одномерные системы управления

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà ïðîñòîì, íî âàæíîì ñïåöèàëüíîì êëàññå ñè-
ñòåì óïðàâëåíèÿ, èìåþùèõ ñêàëÿðíûé âõîä è ñêàëÿðíûé âûõîä. Áóäåì
íàçûâàòü èõ одномерными, â îòëè÷èå îò îáùåãî многомерного ñëó-
÷àÿ (ðàíüøå èñïîëüçîâàëñÿ òåðìèí ¾îäíîñâÿçíûå¿ è ¾ìíîãîñâÿçíûå¿
ñèñòåìû). Â àíãëîÿçû÷íîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå îáùåóïîòðåáèòåëüíû
òåðìèíû SISO (Single-Input Single-Output) è MIMO (Multiple-Input
Multiple-Output), òî åñòü ñèñòåìû ñ îäíèì âõîäîì � îäíèì âûõîäîì
è ñî ìíîãèìè âõîäàìè � ìíîãèìè âûõîäàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Â èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñïîñîá îïèñàíèÿ
ñèñòåì íå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, à â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà, ñâÿçûâàþùåãî âõîä 𝑢(𝑡) ñ âûõîäîì 𝑦(𝑡)
íàïðÿìóþ, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò î
входо-выходном описании систем во временно́й области. Òàê, óðàâíå-
íèÿ, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîäåðæàò êîîðäè-
íàòû, ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë.

Â ýòîì ðàçäåëå íà ïðèìåðå îäíîìåðíûõ ñèñòåì ðàññìîòðèì ñïîñî-
áû îïèñàíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ (à òàêæå îáñóäèì
âõîäî-âûõîäíîå îïèñàíèå âî âðåìåíí�îé îáëàñòè) è èõ ñîîòíîøåíèÿ è
ïðèâåäåì îáùåïðèíÿòóþ òåðìèíîëîãèþ, èñïîëüçóåìóþ â èíæåíåðíîé
ïðàêòèêå.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîìåðíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢,

𝑦 = 𝐶𝑥
(Â.23)

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, âûõîäîì 𝑦(𝑡) ∈ R è óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R.
Ñîîòâåòñòâåííî, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, à 𝐵 è 𝐶⊤ � âåêòîðû èç R𝑛. Â ýòîì ñëó÷àå
ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

𝐻𝑦𝑢(𝑠)
.
= 𝐻(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐼 −𝐴)−1𝐵

ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé îò 𝑠.
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Äëÿ óäîáñòâà ïåðåïèøåì ñèñòåìó (Â.23) â âèäå

�̇� = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢,

𝑦 = 𝑐T𝑥,
(Â.24)

ãäå 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ R, 𝑦(𝑡) ∈ R, 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑏, 𝑐 ∈ R𝑛.
Ïåðåéäåì îò çàïèñè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ê îïèñàíèþ â âèäå

îäíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî âõîä 𝑢 ñ âûõîäîì 𝑦 íàïðÿìóþ, áåç
èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäèôôåðåíöèðó-
åì 𝑛 ðàç âòîðîå óðàâíåíèå â (Â.24), ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ �̇� èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

𝑦 = 𝑐T𝑥,

�̇� = 𝑐T𝐴𝑥+ 𝑐T𝑏𝑢,

𝑦 = 𝑐T𝐴2𝑥+ 𝑐T𝐴𝑏𝑢+ 𝑐T𝑏�̇�,

...

𝑦(𝑘) = 𝑐T𝐴𝑘𝑥+ 𝑐T𝐴𝑘−1𝑏𝑢+ · · ·+ 𝑐T𝑏𝑢(𝑘−1),

...

𝑦(𝑛) = 𝑐T𝐴𝑛𝑥+ 𝑐T𝐴𝑛−1𝑏𝑢+ · · ·+ 𝑐T𝐴𝑛−𝑘𝑏𝑢(𝑘−1) + · · ·+ 𝑐T𝑏𝑢(𝑛−1).

Ñëîæèì óðàâíåíèÿ, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæèâ ïåðâîå íà 𝑎0, âòîðîå
� íà 𝑎1, è ò. ä., ïîñëåäíåå � íà åäèíèöó, ãäå 𝑎𝑖 � êîýôôèöèåíòû õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðèöû 𝐴. Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà �Êýëè
(òåîðåìà Á.1) êàæäàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ñâîåìó õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîìó óðàâíåíèþ, ïîýòîìó ÷ëåíû ñ 𝑥 â ïðàâîé ÷àñòè èñ÷åçíóò; â ðå-
çóëüòàòå ïðèõîäèì ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
𝑛-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî âõîäíîãî è âûõîäíîãî ñèãíàëîâ, òî åñòü ê
ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè íà ÿçûêå âõîäî-âûõîäíûõ ñîîòíîøåíèé:

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + · · ·+ 𝑎1�̇� + 𝑎0𝑦 =

= 𝛽𝑛−1𝑢
(𝑛−1) + · · ·+ 𝛽1�̇�+ 𝛽0𝑢, (Â.25)

ãäå

𝛽𝑘 = 𝑐T(𝐴𝑛−𝑘−1 + 𝑎𝑛−1𝐴
𝑛−𝑘−2 + · · ·
· · ·+ 𝑎𝑘+2𝐴+ 𝑎𝑘+1𝐼)𝑏, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1.
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Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 𝑠 ñîîòíîøåíèå (Â.25) çà-
ïèñûâàåòñÿ â êîìïàêòíîé ôîðìå

𝑃 (𝑠)𝑦 = 𝑄(𝑠)𝑢,

𝑃 (𝑠) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑠
𝑘, 𝑎𝑛 = 1, 𝑄(𝑠) =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝛽𝑘𝑠
𝑘,

èëè

𝑦 = 𝐻(𝑠)𝑢, 𝐻(𝑠) =
𝑄(𝑠)

𝑃 (𝑠)
,

ãäå ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ 𝐻(𝑠) � ñêàëÿðíàÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ (â
îòëè÷èå îò îáùåãî ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ), à åå çíàìåíàòåëü � ïîëè-
íîì 𝑃 (𝑠) = det(𝑠𝐼 − 𝐴) � ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Â ðàçäåëå Â.2 îáñóæäàëîñü óñëîâèå ðåàëèçóåìîñòè: ñòåïåíü 𝑚 ïî-
ëèíîìà â ÷èñëèòåëå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè 𝑛
ïîëèíîìà â çíàìåíàòåëå. Â (Â.25) ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî: 𝑚 ⩽ 𝑛− 1.

Èòàê, ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñâåäåíà ê ýêâèâàëåíòíîé
çàïèñè íà ÿçûêå ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé.

Îáðàòíî, ïóñòü òåïåðü äîñòóïíî îïèñàíèå ñèñòåìû â ôîðìå îäíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 𝑛-ãî ïîðÿäêà

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + · · ·+ 𝑎1�̇� + 𝑎0𝑦 =

= 𝛽𝑚𝑢
(𝑚) + · · ·+ 𝛽1�̇�+ 𝛽0𝑢, 𝑛 ⩾ 𝑚. (Â.26)

Òîãäà, äåéñòâóÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïðèâåñòè
ê ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Íàïðèìåð, ïóñòü â
óðàâíåíèå (Â.26) âõîäèò ëèøü âõîäíîé ñèãíàë, íî íå åãî ïðîèçâîäíûå:

𝑦(𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + · · ·+ 𝑎1�̇� + 𝑎0𝑦 = 𝑢, (Â.27)

èëè â îïåðàòîðíîé çàïèñè

𝑃 (𝑠)𝑦 = 𝑢, 𝑃 (𝑠) = 𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + · · ·+ 𝑎1𝑠+ 𝑎0.

Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå 𝑥𝑖 (¾ñîñòîÿíèÿ¿) ïî ïðàâèëàì

𝑥1 = 𝑦,

𝑥2 = �̇�,

...

𝑥𝑛 = 𝑦(𝑛−1),
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ñ ó÷åòîì (Â.27) ïîëó÷èì

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = 𝑥3,

...

�̇�𝑛 = −𝑎0𝑥1 − 𝑎1𝑥2 − · · · − 𝑎𝑛−1𝑥𝑛 + 𝑢,

èëè
�̇� = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢,

𝑦 = 𝑐T𝑥.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà форма записи системы (Â.27) в простран-
стве состояний ñ

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 . . . 0 1
−𝑎0 −𝑎1 . . . −𝑎𝑛−2 −𝑎𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠, 𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0
0
...
1

⎞⎟⎟⎟⎠, (Â.28)

𝑐 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎠.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû 𝐴 âèäà (Â.28) ïîëè-

íîì det(𝑠𝐼 − 𝐴) = 𝑃 (𝑠) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñè-
ñòåìû (Â.27).

Ñèñòåìà ñ ìàòðèöàìè âèäà (Â.28) (è âåêòîðîì 𝑐 ïðîèçâîëüíîãî âè-
äà) ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé канонической управляемой формой çàïè-
ñè ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà𝐴
ïðèâåäåíà ê фробениусовой форме). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íå ñëèøêîì
îáðåìåíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ åå ìîæíî ïðèâåñòè ê òàêîìó âèäó
ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ.

Çàêîí÷èì ýòîò ðàçäåë êðàòêèì îáçîðîì êëàññè÷åñêèõ ÷àñòîòíûõ
ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì. Â èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíè-
ÿõ ðàçëè÷íûì ôèçè÷åñêèì óñòðîéñòâàì � çâåíüÿì � ñîîòâåòñòâóþò
òàê íàçûâàåìûå òèïîâûå ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè; îíè èìåþò ñïåöè-
àëüíûå íàçâàíèÿ. Çâåíî ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

𝐻(𝑠) =
𝑘

𝑇𝑠+ 1
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íàçûâàåòñÿ апериодическим (инерционным), ïðè ýòîì 𝑘 = 𝐻(0) > 0
íàçûâàåòñÿ коэффициентом усиления, à 𝑇 > 0 � постоянной времени.

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ

𝐻(𝑠) =
𝑘

𝑇 2
2 𝑠

2 + 𝑇1𝑠+ 1
, 𝑘 > 0,

îòâå÷àåò апериодическому звену второго порядка ïðè 𝑇1 ⩾ 2𝑇2 > 0
(òîãäà êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà 1+𝑇1𝑠+𝑇 2

2 𝑠
2 âåùåñòâåí-

íû) è колебательному звену ïðè 0 < 𝑇1 < 2𝑇2 (ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ
êîðíåé).

Ïðîñòåéøèé ýëåìåíò ñ

𝐻(𝑠) =
𝑘

𝑠
, 𝑘 > 0,

íàçûâàåòñÿ идеальным интегратором, à ñ

𝐻(𝑠) = 𝑘

� идеальным усилителем.
Äëÿ ïðèâåäåííûõ âûøå ïðîñòûõ çâåíüåâ ëåãêî èçîáðàçèòü èõ ÷à-

ñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè 𝐻(𝑗𝜔). Íà ðèñ. Â.4 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ïîêàçàíû 𝐻(𝑗𝜔) äëÿ àïåðèîäè÷åñêîãî çâåíà ïåðâîãî (I) è âòîðîãî (II)
ïîðÿäêà, äëÿ êîëåáàòåëüíîãî çâåíà (III) è èíòåãðàòîðà (IV).

×àñòî óäîáíî îòäåëüíî èçîáðàæàòü àìïëèòóäó è ôàçó ÷àñòîòíîé
õàðàêòåðèñòèêè (âñïîìíèì èõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë êàê ðåàêöèè ñèñòåìû
íà ãàðìîíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå). Ôóíêöèÿ

𝐴(𝜔)
.
= |𝐻(𝑗𝜔)|

íàçûâàåòñÿ амплитудной частотной характеристикой (AЧХ ), îíà
äàåò êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ íà âõîäíîé ñèãíàë ÷àñòîòû 𝜔.

Ôóíêöèÿ
𝜙(𝜔)

.
= arg𝐻(𝑗𝜔)

íàçûâàåòñÿ фазовой частотной характеристикой (ФЧХ ), îíà õàðàê-
òåðèçóåò ñäâèã ïî ôàçå âõîäà è âûõîäà.

Íàêîíåö, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ïðèìåíÿòü ëîãàðèôìè÷åñêèå
÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè (диаграммы Боде), êîãäà âåëè÷èíû 𝐴(𝜔)
è 𝜙(𝜔) îòêëàäûâàþòñÿ â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå. Èìåííî, âåëè÷èíà

Lm(𝜔)
.
= 20 log𝐴(𝜔)
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Рис. В.4. Частотные характеристики типовых звеньев.

íàçûâàåòñÿ логарифмической амплитудной характеристикой (ЛАХ );
îíà èçìåðÿåòñÿ â äåöèáåëàõ. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ïðè ïîñëåäîâàòåëü-
íîì ñîåäèíåíèè ýëåìåíòîâ èõ ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè ïåðåìíîæàþòñÿ.
Ïîýòîìó

𝐻(𝑠) = 𝐻1(𝑠) · . . . ·𝐻𝑚(𝑠),

𝐴(𝜔) = 𝐴1(𝜔) · . . . ·𝐴𝑚(𝜔),

è
|𝐻(𝑗𝜔) = |𝐻1(𝑗𝜔)| · . . . · |𝐻𝑚(𝑗𝜔)|,

Lm(𝜔) = Lm1(𝜔) + · · ·+ Lm𝑚(𝜔),

òî åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèå àìïëèòóäíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðè òàêîì ñî-
åäèíåíèè ñêëàäûâàþòñÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè ËÀÕ ïî îñè àáñöèññ îòêëà-
äûâàåòñÿ ÷àñòîòà 𝜔 â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå; åäèíèöåé èçìåðåíèÿ
ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ äåêàäà � îòðåçîê, íà êîòîðîì ÷àñòîòà óâåëè÷èâàåò-
ñÿ â 10 ðàç. Ïî îñè îðäèíàò îòêëàäûâàåòñÿ âåëè÷èíà Lm(𝜔), åäèíèöåé
èçìåðåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äåöèáåë. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ËÀÕ ñ îñüþ
àáñöèññ íàçûâàåòñÿ частотой среза 𝜔𝑐, òî åñòü

20 log |𝐻(𝑗𝜔𝑐)| = 0, |𝐻(𝑗𝜔𝑐)| = 1.
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Ïðè ïîñòðîåíèè логарифмической фазовой характеристики (ЛФХ )
ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ ÷àñòîòà 𝜔 â äåêàäàõ (òî åñòü â ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé øêàëå), à ïî îñè îðäèíàò � óãëû 𝜙 â ãðàäóñàõ â ðàâíîìåðíîé
øêàëå.

Пример В.6. Íà ðèñ. Â.5 ïîêàçàíû ËÀÕ è ËÔÕ äëÿ ñèñòåìû ñ
ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé

𝐻(𝑠) =
𝑠2 − 0,25

𝑠4 + 2𝑠3 − 0,79𝑠2 − 1,79𝑠− 0,42
=

=
(𝑠− 0,5)(𝑠+ 0,5)

(𝑠− 1)(𝑠+ 0,3)(𝑠+ 0,7)(𝑠+ 2)
.

Рис. В.5. Диаграммы Боде.

▼

В.7. Программное управление. Управляемость

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷1𝑤,

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐷2𝑤
(Â.29)
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ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝, âûõîäîì 𝑦(𝑡) ∈ Rℓ è
âíåøíèì âîçìóùåíèåì 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚. Îáñóäèì ñïîñîá âûáîðà óïðàâëå-
íèÿ êàê ôóíêöèè îò âðåìåíè, òî åñòü â âèäå 𝑢 = 𝑢(𝑡). Òàêîé ñïîñîá
âûáîðà íàçûâàåòñÿ программным управлением; íà ïåðâûé âçãëÿä îí
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì.

Çäåñü ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò óòî÷íèòü, â êàêîì êëàññå èùóòñÿ ôóíê-
öèè 𝑢(𝑡) è êàêèå íà íèõ íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ. Òàê, óïðàâëå-
íèÿ îáû÷íî ïðåäïîëàãàþòñÿ ëèáî ãëàäêèìè, ëèáî íåïðåðûâíûìè, ëèáî
ïðîèçâîëüíûìè èçìåðèìûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. ×àùå âñåãî çàäà÷à
ñòàâèòñÿ èìåííî â ïîñëåäíåé ôîðìóëèðîâêå, òî åñòü äîïóñêàþòñÿ è
ðàçðûâíûå óïðàâëåíèÿ. Îäíàêî íåðåäêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äîñòèãàåòñÿ íà äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèÿõ îò âðåìåíè. Êðîìå òîãî, íà êëàññ óïðàâëåíèé îáû÷íî
íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ òèïà îãðàíè÷åííîñòè óïðàâ-
ëåíèé. Òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

𝑢(𝑡) ∈ 𝒰 äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

ãäå 𝑇 � çàäàííàÿ äëèòåëüíîñòü ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ, à 𝒰 � çàäàííîå
çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â R𝑝.

Äðóãèì òèïîì îãðàíè÷åíèé ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå, íàïðèìåð,

𝐽(𝑢) =

𝑇∫︁
0

‖𝑢(𝑡)‖22 𝑑𝑡 ⩽ 𝑐2 (Â.30)

(òî åñòü óïðàâëåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ 𝐿2-îãðàíè÷åííûìè íà îòðåçêå
[0, 𝑇 ]). Ôóíêöèîíàë (Â.30) íàçûâàåòñÿ функционалом энергии.

Ïîñëå âûáîðà ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ è ïîäñòàíîâêè åãî â ñè-
ñòåìó (Â.29) ïðèõîäèì ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò ëèøü âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ. Íà-
ïðèìåð, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢(𝑡) +𝐷1𝑤(𝑡)⏟  ⏞  
𝑤1(𝑡)

,

è åñëè âåëè÷èíû 𝑥(0) = 𝑥0 è 𝑤(𝑡) èçâåñòíû, òî 𝑥(𝑡) ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíî ïî ôîðìóëå

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 +

𝑡∫︁
0

𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝑤1(𝜏) 𝑑𝜏
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äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 𝑡 ⩾ 0.
Ðàçóìååòñÿ, ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è â äèñ-

êðåòíûõ ñèñòåìàõ (â ýòîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå 𝑢𝑘 âûáèðàåòñÿ çàðàíåå
êàê ôóíêöèÿ îò 𝑘); íèêàêèõ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ìîìåíòîâ ïðè ýòîì
íå âîçíèêàåò.

Èñïîëüçóåì ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå äëÿ àíàëèçà âàæíîãî ïîíÿ-
òèÿ управляемости.

Определение В.1 (Определение управляемости на физи-
ческом уровне). Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢 (Â.31)

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 è óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝 íàçûâàåòñÿ управля-
емой, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑥0, 𝑥1 ∈ R𝑛 è ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè
𝑇 > 0 íàéäåòñÿ îãðàíè÷åííîå êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå 𝑢(𝑡),
ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó èç 𝑥(0) = 𝑥0 â 𝑥(𝑇 ) = 𝑥1.

Ñâîéñòâî óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû � åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå; îíî
îçíà÷àåò, ÷òî èìåþòñÿ äîñòàòî÷íûå âîçìîæíîñòè âîçäåéñòâèÿ íà ñè-
ñòåìó.

Замечание В.1. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èç ñâîéñòâ ðåøåíèé ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûòåêàåò, ÷òî óïðàâëÿåìîñòü
ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà: äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî 𝑥(0) è ëþáîãî 0 < 𝑇 <∞ íàéäåòñÿ îãðàíè÷åííîå êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå 𝑢(𝑡) íà îòðåçêå [0, 𝑇 ] òàêîå, ÷òî ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (Â.31) ïåðåõîäèò â íà÷àëî êîîðäèíàò â ìîìåíò 𝑇 . ▼

Èíà÷å ãîâîðÿ, â óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ìîæåò
áûòü óñòðàíåíî çà (ëþáîå) êîíå÷íîå âðåìÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî èçìåíèâ
íàïðàâëåíèå âðåìåíè, ïîëó÷èì, ÷òî óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü
ïåðåâåäåíà èç 𝑥(0) = 0 â ëþáóþ çàäàííóþ òî÷êó 𝑥(𝑇 ); ýòî ñâîéñòâî
èíîãäà íàçûâàþò достижимостью.

Òðóäíîñòü çàäà÷è ïðîâåðêè óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû ñîñòîèò â òîì,
÷òî îáû÷íî êîëè÷åñòâî óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (ðàçìåðíîñòü 𝑝 ïðî-
ñòðàíñòâà óïðàâëåíèé) ìåíüøå êîëè÷åñòâà óïðàâëÿåìûõ âåëè÷èí (ðàç-
ìåðíîñòè 𝑛 ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé), îäíàêî îíà ðàçðåøàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Определение В.2. Íàçîâåì матрицей управляемости äëÿ ñèñòå-
ìû (Â.31) ìàòðèöó

𝑈 =
(︀
𝐵 𝐴𝐵 · · · 𝐴𝑛−𝑟𝐵

)︀
,
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ãäå 𝑟 � ðàíã ìàòðèöû 𝐵.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà 𝑈 ñîñòàâëåíà èç 𝑛 − 𝑟 + 1 áëîêîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ � ìàòðèöà ðàçìåðà 𝑛× 𝑝, òî åñòü 𝑈 ∈ R𝑛×(𝑛−𝑟+1)𝑝.

Определение В.3. Åñëè ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè èìååò ïîëíûé
ðàíã, òî åñòü

rank𝑈 = 𝑛,

òî ïàðó ìàòðèö (𝐴,𝐵) íàçûâàþò управляемой.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 è ñêàëÿðíûì âõîäîì 𝑢(𝑡) ∈ R (ïðè ýòîì
𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑏 ∈ R𝑛) ìàòðèöà óïðàâëÿåìîñòè áóäåò êâàäðàòíîé (𝑛-ãî
ïîðÿäêà) ñî ñòîëáöàìè

𝑏, 𝐴𝑏, . . . , 𝐴𝑛−1𝑏.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (𝐴, 𝑏) áóäåò óïðàâëÿåìîé, åñëè ýòè âåêòîðû ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìó ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïîäîáèÿ ïðèâåñòè ê канонической управляемой форме.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êîíñòðóêòèâíîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè.

Теорема В.1 (Ранговый критерий управляемости). Линей-
ная система (Â.31) управляема тогда и только тогда, когда матрица
управляемости имеет полный ранг.

Доказательство. Необходимость. Ïóñòü rank𝑈 < 𝑛. Òîãäà íàé-
äåòñÿ âåêòîð 𝑣 ∈ R𝑛, 𝑣 ̸= 0, òàêîé, ÷òî

𝑣T𝐵 = 𝑣T𝐴𝐵 = · · · = 𝑣T𝐴𝑛−1𝐵 = 0.

Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà �Êýëè ìàòðèöà 𝐴 óäîâëåòâîðÿåò ñâîåìó õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ:

𝐴𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐴
𝑛−1 + · · ·+ 𝑎0𝐼 = 0, (Â.32)

îòêóäà
𝑣T𝐴𝑛𝐵 = −𝑎𝑛−1𝑣

T𝐴𝑛−1𝐵 − · · · − 𝑎0𝑣T𝐵 = 0.

Àíàëîãè÷íî, óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (Â.32) ñëåâà íà 𝑣T𝐴𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , è
ñïðàâà íà 𝐵, ïîëó÷èì

𝑣T𝐴𝑘𝐵 = 0
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äëÿ âñåõ 𝑘 ⩾ 𝑛+ 1, îòêóäà

𝑣T𝑒−𝐴𝜏𝐵 = 𝑣T
(︀
𝐼 −𝐴𝜏 +

1

2!
𝐴2𝜏2 − · · ·

)︀
𝐵 ≡ 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (Â.4) ðåøåíèå ñèñòåìû (Â.31) èìååò
âèä

𝑥(𝑇 ) = 𝑒𝐴𝑇𝑥0 +

𝑇∫︁
0

𝑒𝐴(𝑇−𝜏)𝐵𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑒𝐴𝑇
(︁
𝑥0 +

𝑇∫︁
0

𝑒−𝐴𝜏𝐵𝑢(𝜏) 𝑑𝜏
)︁
,

ïîýòîìó äëÿ 𝑥(𝑇 ) = 0 èìååì

0 = 𝑥0 +

𝑇∫︁
0

𝑒−𝐴𝜏𝐵𝑢(𝜏) 𝑑𝜏,

èëè, ïîñëå äîìíîæåíèÿ ñëåâà íà 𝑣T,

0 = 𝑣T𝑥0 +

𝑇∫︁
0

𝑣T𝑒−𝐴𝜏𝐵⏟  ⏞  
=0

𝑢(𝜏) 𝑑𝜏 = 𝑣T𝑥0

äëÿ ëþáîãî óïðàâëåíèÿ 𝑢(𝜏). Îäíàêî ðàâåíñòâî 𝑣T𝑥0 = 0 íå ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ 𝑥0 (íàïðèìåð, ïðè 𝑥0 = 𝑣).

Достаточность. Óêàæåì êîíêðåòíûé âèä óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ïå-
ðåâîäèò ñèñòåìó (Â.31) èç 𝑥(0) = 𝑥0 â 𝑥(𝑇 ) = 0. Èìåííî, âîçüìåì

̂︀𝑢(𝑡)
.
= 𝐵T𝑒𝐴

T(𝑇−𝑡)𝑣,

ãäå âåêòîð 𝑣 ïîäëåæèò âûáîðó èç óñëîâèé

𝑥(𝑇 ) = 0, 𝑥(0) = 𝑥0,

òî åñòü

0 = 𝑒𝐴𝑇𝑥0 +

𝑇∫︁
0

𝑒𝐴(𝑇−𝜏)𝐵̂︀𝑢(𝜏)𝑣 𝑑𝜏 =

= 𝑒𝐴𝑇𝑥0 +
(︁ 𝑇∫︁
0

𝑒𝐴(𝑇−𝜏)𝐵𝐵T𝑒𝐴
T(𝑇−𝜏)𝑑𝜏

)︁
𝑣.
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Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà

𝑊 (𝑇 )
.
=

𝑇∫︁
0

𝑒𝐴(𝑇−𝜏)𝐵𝐵T𝑒𝐴
T(𝑇−𝜏) 𝑑𝜏 =

𝑇∫︁
0

𝑒𝐴𝜏𝐵𝐵T𝑒𝐴
T𝜏𝑑𝜏,

íàçûâàåìàÿ грамианом управляемости, íåâûðîæäåíà.
Ïðåæäå âñåãî,

𝑑T𝑊 (𝑇 )𝑑 =

𝑇∫︁
0

|𝑑T𝑒𝐴𝜏𝐵|2𝑑𝜏

äëÿ ëþáîãî 𝑑 ∈ R𝑛, òî åñòü ýòà ìàòðèöà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Åñëè 𝑑T𝑊 (𝑇 )𝑑 = 0 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑑 ̸= 0, òî

𝜙(𝜏) = 𝑑T𝑒𝐴𝜏𝐵 ≡ 0 äëÿ âñåõ 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ].

Íî òîãäà è âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 𝜙 ðàâíû íóëþ, â ÷àñòíîñòè,

𝜙(𝑘)(0) = 𝑑T𝐴𝑘𝐵 = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑑T𝑈 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ rank𝑈 = 𝑛.
Òàêèì îáðàçîì, 𝑊 (𝑇 ) ≻ 0, ïîýòîìó óðàâíåíèå

𝑒𝐴𝑇𝑥0 +𝑊 (𝑇 )𝑣 = 0

èìååò ðåøåíèå
𝑣 = −𝑊−1(𝑇 )𝑒𝐴𝑇𝑥0

ïðè ëþáîì 𝑥0. Òåì ñàìûì íàéäåíî óïðàâëåíèå

̂︀𝑢(𝑡) = −𝐵T𝑒𝐴
T(𝑇−𝑡)𝑊−1(𝑇 )𝑒𝐴𝑇𝑥0,

êîòîðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó (Â.31) èç ñîñòîÿíèÿ 𝑥(0) = 𝑥0 â ñîñòîÿíèå
𝑥(𝑇 ) = 0. ■

Â ñëó÷àå êîãäà
rank𝑈 = 𝑞 < 𝑛,

ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî R𝑞, íàòÿíóòîå íà ñòîëáöû ìàòðèöû óï-
ðàâëÿåìîñòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íà ýòîì ïîäïðîñòðàíñòâå ñèñòå-
ìà (Â.31) îáëàäàåò ñâîéñòâîì óïðàâëÿåìîñòè, òî åñòü äëÿ ëþáîãî íà-
÷àëüíîãî 𝑥(0) ∈ R𝑞 è ëþáîãî 0 < 𝑇 < ∞ íàéäåòñÿ îãðàíè÷åííîå
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êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå 𝑢(𝑡) íà îòðåçêå [0, 𝑇 ] òàêîå, ÷òî ðå-
øåíèå ñèñòåìû (Â.31) îáðàùàåòñÿ â íóëü â ìîìåíò 𝑇 . Íàçîâåì R𝑞
управляемым подпространством ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû; â íåì çà-
ìå÷àíèå Â.1 ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó.

Äàëåå, âûøå íå ïðîñòî äîêàçàíî, ÷òî íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå, êîòîðîå
ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â íà÷àëî
êîîðäèíàò, íî è ÿâíî óêàçàíà îäíà òàêàÿ ôóíêöèè: 𝑢 = ̂︀𝑢(𝑡). Áîëåå òî-
ãî, ïðåäëîæåííîå óïðàâëåíèå îêàçàëîñü ãëàäêîé ôóíêöèåé, â òî âðåìÿ
êàê â îïðåäåëåíèè óïðàâëÿåìîñòè òðåáóåòñÿ ëèøü êóñî÷íàÿ íåïðåðûâ-
íîñòü.

Замечание В.2. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó óï-
ðàâëåíèÿ

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 +𝐵𝑢𝑘 (Â.33)

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥𝑘 ∈ R𝑛 è âõîäîì 𝑢𝑘 ∈ R𝑝, rank𝐵 = 𝑟. Ñîãëàñíî (Â.6),
ðåøåíèå ñèñòåìû (Â.33) ïðåäñòàâèìî â âèäå

𝑥𝑘 = 𝐴𝑘𝑥0 +

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖−1𝐵𝑢𝑖,

ïîýòîìó óñëîâèþ óïðàâëÿåìîñòè ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùóþ ôîðìó:
äëÿ âñÿêîãî 𝑎 ∈ R𝑛 íàéäóòñÿ ÷èñëî 𝑘 > 0 è âåêòîðû 𝑢0, . . . , 𝑢𝑘−1 òàêèå,
÷òî

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖−1𝐵𝑢𝑖 = 𝑎. (Â.34)

Îòñþäà âûòåêàåò êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ äèñêðåò-
íûõ ñèñòåì: cèñòåìà (Â.33) óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïàðà (𝐴,𝐵) óïðàâëÿåìà. Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ 𝑘 = 𝑛−𝑟+1, ïåðåïèøåì
óðàâíåíèå (Â.34) â âèäå

𝑈𝑢 = 𝑎,

ãäå
𝑈 =

(︀
𝐵 𝐴𝐵 · · · 𝐴𝑛−𝑟𝐵

)︀
∈ R𝑛×(𝑛−𝑟+1)𝑝,

𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑢𝑛−𝑟
𝑢𝑛−𝑟−1

...
𝑢0

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ R(𝑛−𝑟+1)𝑝.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì 𝑎 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû 𝑈 ðàâåí 𝑛. ▼
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Â îòëè÷èå îò íåïðåðûâíûõ ñèñòåì äèñêðåòíîå âðåìÿ íå ìîæåò âû-
áèðàòüñÿ ïðîèçâîëüíî: òðåáóåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ÷òîáû ¾íàêî-
ïèòü¿ ðàíã ìàòðèöû 𝑈 . Åñëè ðàíã ìàòðèöû 𝐵 áîëüøå åäèíèöû, òî
ñèñòåìó ìîæíî ïðèâåñòè â íà÷àëî êîîðäèíàò çà ÷èñëî øàãîâ, ìåíü-
øåå 𝑛; â ÷àñòíîñòè, åñëè ìàòðèöà 𝐵 êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ, òî
ìîæíî äîñòè÷ü öåëè âñåãî çà îäèí øàã.

Замечание В.3. Ïîäõîä ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììíîãî óïðàâëå-
íèÿ äîïóñò�èì â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó îòñóò-
ñòâóþò, ìàòðèöû 𝐴, 𝐵 è 𝐶 èçâåñòíû è çàäàí êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè
âèäà

𝐽(𝑢) =

𝑇∫︁
0

‖𝑢(𝑡)‖22 𝑑𝑡.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

𝑢 = ̂︀𝑢(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.

Îäíàêî â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ � ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ âîçìóùåíèé
èëè íåîïðåäåëåííîñòè â îïèñàíèè ñèñòåìû � ïðèìåíåíèå ïðîãðàììíî-
ãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ðåçêîìó óõóäøåíèþ êà÷åñòâà ïðîöåñ-
ñà ëèáî ê ïîëíîé êàòàñòðîôå1. Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê ïîäàâëÿþùåìó
áîëüøèíñòâó èíûõ ñèòóàöèé, ñâÿçàííûõ ñ óïðàâëåíèåì ïðîèçâîäñòâåí-
íûìè ïðîöåññàìè, òðàíñïîðòîì, ñèñòåìàìè ñâÿçè, ôèíàíñàìè è ò. ä.
Ëèøü â î÷åíü íåáîëüøîì ÷èñëå ñëó÷àåâ (ïðè ðàñ÷åòå îïòèìàëüíîãî
ðåæèìà êîñìè÷åñêîãî ïîëåòà èëè ìîäåëè, â êîòîðûõ 𝑡 íå èãðàåò ðîëü
âðåìåíè, íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòå îïòèìàëüíîé òðàññû äîðîãè) ðåøåíèå
â âèäå ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ 𝑢 = 𝑢(𝑡) ÿâëÿåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëü-
íûì. ▼

В.8. Управление по обратной связи

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåïðåðûâíóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷1𝑤,

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐷2𝑤
(Â.35)

1Представим себе, например, процесс управления самолетом, рассчитанный за-
ранее, до начала полета, и не предусматривающий использования текущей инфор-
мации о скорости ветра, высоте и т. п. Вряд ли кому-нибудь придет в голову управ-
лять самолетом подобным образом.
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ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, óïðàâëåíèåì 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝, âûõîäîì 𝑦(𝑡) ∈ Rℓ è
âíåøíèì âîçìóùåíèåì 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚.

Â ðàçäåëå Â.7 â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàëèñü çàðàíåå âû-
áðàííûå ôóíêöèè îò âðåìåíè; òàêîå óïðàâëåíèå áûëî íàçâàíî про-
граммным. Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ óïðàâëåíèÿ ñâÿçàí ñ èäååé
обратной связи, â ðàìêàõ êîòîðîãî óïðàâëåíèå íå âûáèðàåòñÿ çàðàíåå,
à êîððåêòèðóåòñÿ â êàæäûé òåêóùèé ìîìåíò íà îñíîâàíèè èíôîðìà-
öèè î ñîñòîÿíèè (èëè î âûõîäå) ñèñòåìû.

Âûáîð óïðàâëåíèÿ â ôîðìå ôóíêöèè îò ñîñòîÿíèÿ è ìîìåíòà âðå-
ìåíè íàçûâàåòñÿ комбинированным управлением:

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡). (Â.36)

Ôóíêöèÿ 𝑢(𝑥, 𝑡) ìîæåò áûòü íåëèíåéíîé ïî 𝑥, è â îáùåì ñëó÷àå ïðè
âûáîðå óïðàâëåíèÿ â ôîðìå (Â.36) óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ
íåëèíåéíûì è íåñòàöèîíàðíûì. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû (íà-
ïðèìåð, динамическое программирование), ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü çàäà-
÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â íåêîòîðûõ ïîñòàíîâêàõ.

Ðàññìîòðèì óïðàâëåíèå â ôîðìå статической линейной обратной
связи по состоянию

𝑢 = 𝐾𝑥, (Â.37)

ãäå ìàòðèöà 𝐾 ∈ R𝑝×𝑛, íàçûâàåìàÿ матрицей регулятора (èëè ма-
трицей усиления), íå çàâèñèò îò 𝑡. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ çàäà-
÷àõ (íàïðèìåð, â çàäà÷å î ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîì ðåãóëÿòîðå) óïðàâ-
ëåíèå òàêîãî òèïà îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øåå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ îïòè-
ìàëüíîñòè â êëàññå ëþáûõ óïðàâëåíèé, òî åñòü ïåðåõîä ê íåëèíåéíûì
íåñòàöèîíàðíûì îáðàòíûì ñâÿçÿì íå óëó÷øàåò êðèòåðèé êà÷åñòâà.

Ïîäñòàâèâ óïðàâëåíèå (Â.37) â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (Â.35), ïðèäåì
ê çàìêíóòîé ñèñòåìå

�̇� = (𝐴+𝐵𝐾)𝑥+𝐷1𝑤,

𝑦 = 𝐶𝑥+𝐷2𝑤.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ
ïî ñîñòîÿíèþ (Â.37) âíîâü ïîëó÷èëè ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ �
ñ ìàòðèöåé ñîñòîÿíèÿ

𝐴𝑐 = 𝐴+𝐵𝐾,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ матрицей замкнутой системы. Çà ñ÷åò âûáîðà
ìàòðèöû óñèëåíèÿ 𝐾 ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü òå èëè èíûå ïîêàçàòåëè
êà÷åñòâà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.
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Óïðàâëåíèÿ â âèäå (Â.37) íàçûâàþòñÿ линейными (статическими)
регуляторами. Áîëüøèíñòâî èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ðåãóëÿòîðîâ
ÿâëÿþòñÿ èìåííî ëèíåéíûìè; îíè ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ òåõíè÷åñêè.

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòè ñòàòè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ðåãóëÿòîðîâ â
íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ îãðàíè÷åíû. Òàê, ðåãóëÿòîð â ëèíåéíîé ñèñòå-
ìå �̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢 íå ìîæåò óñòðàíèòü íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå çà êîíå÷íîå
âðåìÿ, òî åñòü íå ìîæåò ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ 𝑥0 ̸= 0 â íà-
÷àëî êîîðäèíàò çà êîíå÷íîå âðåìÿ 𝑇 . Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ
çàìêíóòîé ñèñòåìû �̇� = 𝐴𝑐𝑥 è óñëîâèÿ 𝑥(𝑇 ) = 0 î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî
𝑥(𝑡) ≡ 0 ïðè âñåõ 𝑡.

Â äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ ëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü èìååò âèä

𝑢𝑘 = 𝐾𝑥𝑘,

ïîýòîìó óðàâíåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ïðèîáðåòàþò âèä

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑐𝑥𝑘 +𝐷1𝑤𝑘,

𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 +𝐷2𝑤𝑘,

ãäå 𝐴𝑐 = 𝐴 + 𝐵𝐾. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ñîñòîÿíèÿ 𝐴𝑐 çàìêíóòîé
äèñêðåòíîé ñèñòåìû âû÷èñëÿåòñÿ ïî òîé æå ôîðìóëå, ÷òî è â íåïðå-
ðûâíîì ñëó÷àå.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íå âñåãäà äîñòóïíî èç-
ìåðåíèþ; ÷àñòî åäèíñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ
åå âûõîäîì 𝑦. Ïîïûòêà ïîñòðîèòü ðåãóëÿòîð â ôîðìå статической
линейной обратной связи по выходу

𝑢 = 𝐾𝑦,

ãäå 𝐾 ∈ R𝑝×𝑙, êàê ïðàâèëî, áûâàåò íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé; îáû÷íî ñ
ïîìîùüþ óïðàâëåíèé òàêîãî âèäà ñèñòåìó äàæå íå óäàåòñÿ ñäåëàòü
óñòîé÷èâîé.

Âìåñòå ñ òåì â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ÷à-
ñòî èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü â âèäå пропорционально-интеграль-
но-дифференцирующего регулятора, èëè ПИД-регулятора. Äëÿ îäíî-
ìåðíîé ñèñòåìû îí èìååò ñòðóêòóðó

𝑢 = 𝑘𝑝𝑦 + 𝑘𝑖

𝑡∫︁
0

𝑦 + 𝑘𝑑�̇�, (Â.38)

ãäå 𝑘𝑝, 𝑘𝑖 è 𝑘𝑑 � íåêîòîðûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå коэффициентами уси-
ления ïðîïîðöèîíàëüíîé, èíòåãðèðóþùåé è äèôôåðåíöèðóþùåé ñî-
ñòàâëÿþùèõ ðåãóëÿòîðà ñîîòâåòñòâåííî.
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Êàê âèäíî èç (Â.38), ÏÈÄ-ðåãóëÿòîð ôîðìèðóåò óïðàâëåíèå, ÿâëÿ-
þùååñÿ ñóììîé òðåõ ñëàãàåìûõ: ïåðâîå èç íèõ ïðîïîðöèîíàëüíî âû-
õîäó 𝑦, âòîðîå � èíòåãðàëó îò âûõîäà, à òðåòüå � åãî ïðîèçâîäíîé.
Ïðè ýòîì настройка ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ åãî êî-
ýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íàèëó÷øåå çíà÷åíèå çà-
äàííîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè.

В.9. Наблюдаемость

Óïðàâëåíèå ìîæåò ýôôåêòèâíî ñòðîèòüñÿ èñõîäÿ èç òåêóùåãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îäíàêî ñîñòîÿíèå íå âñåãäà äîñòóïíî íàáëþäåíèþ;
÷àñòî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè èìåþòñÿ ëèøü èçìåðåíèÿ âûõîäíîé ïå-
ðåìåííîé. Â ýòîì ðàçäåëå îáñóäèì ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïî âûõîäó.

Определение В.4. Ëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

�̇� = 𝐴𝑥,

𝑦 = 𝐶𝑥
(Â.39)

ñ ñîñòîÿíèåì 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 è âûõîäîì 𝑦(𝑡) ∈ Rℓ íàçûâàåòñÿ ненаблюдае-
мой, åñëè åå ðàçíûì òðàåêòîðèÿì ìîãóò îòâå÷àòü îäèíàêîâûå âûõîäû,
òî åñòü íàéäóòñÿ òàêèå 𝑥0 ̸= 𝑥′0, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé
𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡) è âûõîäîâ 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡) áóäåò âûïîëíåíî 𝑦(𝑡) ≡ 𝑦′(𝑡). Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ наблюдаемой.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íàáëþäàåìà, òî ìîæíî âîñ-
ñòàíîâèòü çíà÷åíèå 𝑥(𝑡) ïî çíà÷åíèÿì

𝑦(𝑡), �̇�(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛−1)(𝑡),

òî åñòü äîñòàòî÷íî çíàòü çíà÷åíèÿ âûõîäà è 𝑛− 1 åãî ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ïðîèçâîäíûõ â òîò ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà
ñîñòîÿíèÿ.

Определение В.5. Íàçîâåì матрицей наблюдаемости äëÿ ëè-
íåéíîé ñèñòåìû (Â.39) ìàòðèöó

𝑉 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐶
𝐶𝐴
...

𝐶𝐴𝑛−𝑞

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ Rℓ(𝑛−𝑞+1)×𝑛,

ãäå 𝑞 � ðàíã ìàòðèöû 𝐶.
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Определение В.6. Åñëè ìàòðèöà íàáëþäàåìîñòè èìååò ïîëíûé
ðàíã, òî åñòü

rank𝑉 = 𝑛,

òî ïàðó ìàòðèö (𝐶,𝐴) íàçûâàþò наблюдаемой.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå íàáëþäàåìîñòè.

Теорема В.2 (Ранговый критерий наблюдаемости). Линей-
ная система (Â.39) наблюдаема тогда и только тогда, когда матрица
наблюдаемости имеет полный ранг.

Доказательство. Необходимость. Ïóñòü rank𝑉 < 𝑛. Òîãäà íàé-
äåòñÿ âåêòîð 𝑣 ∈ R𝑛, 𝑣 ̸= 0, òàêîé, ÷òî

𝐶𝑣 = 𝐶𝐴𝑣 = · · · = 𝐶𝐴𝑛−1𝑣 = 0.

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå Â.1 îá óïðàâëÿå-
ìîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

𝐶𝐴𝑘𝑣 = 0 äëÿ âñåõ 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

è, ñëåäîâàòåëüíî, 𝐶𝑒𝐴𝜏𝑣 ≡ 0. Ïîýòîìó ïðè 𝑥(0) = 𝑣 èìååì

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) = 𝐶𝑒𝐴𝑡𝑣 ≡ 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè 𝑥(0) = 0 òàêæå èìååì 𝑦(𝑡) ≡ 0. Òàêèì îáðà-
çîì, ðàçíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì îòâå÷àþò îäèíàêîâûå âûõîäû, ïî-
ýòîìó ñèñòåìà íåíàáëþäàåìà.

Достаточность. Ïîñêîëüêó âûõîä 𝑦(𝑡) ïîðîæäåí ëèíåéíîé ñèñòå-
ìîé (Â.39), èìååì

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡),

�̇�(𝑡) = 𝐶𝐴𝑥(𝑡),

...

𝑦(𝑛−1)(𝑡) = 𝐶𝐴𝑛−1𝑥(𝑡),

òî åñòü
𝑉 𝑥 = 𝑌,

ãäå

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑌 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦(𝑡)
�̇�(𝑡)
...

𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ R𝑛ℓ.
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Ïîëó÷åííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó
rank𝑉 = 𝑛. ■

Замечание В.4. Ìàòðèöà

𝑉 T .
=
(︀
𝐶T 𝐴T𝐶T · · · (𝐴T)𝑛−1𝐶T

)︀
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴T𝑥+ 𝐶T𝑢,

𝑦 = 𝐵T𝑥,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ двойственной ê ëèíåéíîé ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢,

𝑦 = 𝐶𝑥,

ïîñêîëüêó óïðàâëÿåìîñòü îäíîé èç íèõ ýêâèâàëåíòíà íàáëþäàåìîñòè
äðóãîé. ▼

Г. Выпуклость множеств и функций.

Элементы негладкого анализа

Г.1. Выпуклость. Теорема Каратеодори.
Непрерывность выпуклых функций

Определение Г.1. Ìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 íàçûâàåòñÿ выпуклым, åñ-
ëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝒬 è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 𝜆 ∈ [0, 1] âûïîëíåíî
âêëþ÷åíèå (1− 𝜆)𝑥0 + 𝜆𝑥1 ∈ 𝒬 (ñì. ðèñ. Ã.1).

Рис. Г.1. Выпуклое (слева) и невыпуклое (справа) множество.

Âûïóêëîå ìíîæåñòâî𝒬 íàçûâàåòñÿ строго выпуклым, åñëè åãî ãðà-
íèöà 𝜕𝒬 íå ñîäåðæèò îòðåçêîâ.
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Определение Г.2. Ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝒬 ∋ 𝑥→ R, ãäå 𝒬 ⊂ R𝑛 � âûïóê-
ëîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ выпуклой, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝒬
è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 𝜆 ∈ [0, 1] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

𝑓
(︀
(1− 𝜆)𝑥0 + 𝜆𝑥1

)︀
⩽ (1− 𝜆)𝑓(𝑥0) + 𝜆𝑓(𝑥1).

Ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝒬 ∋ 𝑥 → R íàçûâàåòñÿ строго выпуклой, åñëè íåðà-
âåíñòâî â îïðåäåëåíèè Ã.2 ñòðîãîå:

𝑓
(︀
(1− 𝜆)𝑥0 + 𝜆𝑥1

)︀
< (1− 𝜆)𝑓(𝑥0) + 𝜆𝑓(𝑥1).

Ãåîìåòðè÷åñêè ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü ôóíêöèè 𝑓 îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèê 𝑓
íå ñîäåðæèò îòðåçêîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 âûïóêëà, åñëè åå надграфик

epi 𝑓 =
{︀

(𝑥, 𝜇) : 𝑥 ∈ 𝒬, 𝜇 ⩾ 𝑓(𝑥)
}︀

åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî â R𝑛+1.
Ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝒬 ∋ 𝑥 → R íàçûâàåòñÿ вогнутой, åñëè ôóíêöèÿ −𝑓

âûïóêëàÿ.

×àñòî âûïóêëóþ ôóíêöèþ 𝑓 : 𝒬 ∋ 𝑥 → R, ãäå 𝒬 ⊂ R𝑛 � âûïóê-
ëîå ìíîæåñòâî, äîîïðåäåëÿþò íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R𝑛, ïîëàãàÿ, ÷òî
𝑓(𝑥) = +∞ ïðè âñÿêîì 𝑥 ∈ R𝑛∖𝒬. Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì ÷àñòíî
ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå
äîîïðåäåëåíèå ñîõðàíÿåò ñïðàâåäëèâîñòü îïðåäåëåíèÿ Ã.2.

Определение Г.3. Âûïóêëóþ ôóíêöèþ 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞}, êî-
òîðàÿ ïðèíèìàåò â íåêîòîðûõ òî÷êàõ êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, áóäåì íàçû-
âàòü собственной. Эффективным множеством ôóíêöèè 𝑓 íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî

dom 𝑓 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) < +∞}.

Определение Г.4. Ïóñòü {𝑥𝑘}𝑚𝑘=1 ⊂ R𝑛. Áóäåì íàçûâàòü âûðàæå-

íèå
𝑚∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘, 𝜆𝑘 ∈ R,

� линейной комбинацией òî÷åê {𝑥𝑘}𝑚𝑘=1, åñëè ÷èñëà 𝜆𝑘 ïðîèçâîëü-
íû;

� аффинной комбинацией, åñëè
𝑚∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1;

� конической комбинацией, åñëè 𝜆𝑘 ⩾ 0 äëÿ âñåõ 𝑘;

� выпуклой комбинацией, åñëè
𝑚∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1 è 𝜆𝑘 ⩾ 0 äëÿ âñåõ 𝑘.
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Лемма Г.1. Множество 𝒬 ⊂ R𝑛 выпукло тогда и только тогда,
когда оно содержит любую выпуклую комбинацию любого конечного
числа своих точек.

Àíàëîãè÷íî ëåììå Ã.1 ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝒬 → R âû-
ïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé âûïóêëîé êîìáèíàöèè

òî÷åê
𝑚∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

𝑓

(︂ 𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘

)︂
⩽

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑓(𝑥𝑘). (Ã.1)

Íåðàâåíñòâî (Ã.1) íàçûâàåòñÿ неравенством Йенсена. ×àñòíûé ñëó-
÷àé ýòîãî íåðàâåíñòâà (ïðè 𝑚 = 2) åñòü íåðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ
Ã.2; èíîãäà èìåííî îíî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà.

Пример Г.1. Ðàññìîòðèì 𝑓(𝑥) = − ln𝑥 ïðè 𝑥 > 0. Ïîñêîëüêó
𝑓 ′′(𝑥) = 1

𝑥2 > 0, òî ôóíêöèÿ 𝑓 âûïóêëàÿ [14]. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé

âûïóêëîé êîìáèíàöèè
𝑚∑︀
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘 èìååì

− ln

(︂ 𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘

)︂
⩽ −

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 ln𝑥𝑘

èëè, ïîòåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ ñëåäóþùåãî âèäà:
𝑚∏︁
𝑘=1

𝑥𝜆𝑘

𝑘 ⩽
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘 ∀𝑚 ∈ N, 𝑥𝑘 > 0, 𝜆𝑘 ⩾ 0,

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1. ▼

Ìíîæåñòâî 𝒬 áóäåì íàçûâàòü конусом, åñëè èç óñëîâèÿ 𝑥 ∈ 𝒬 äëÿ
ëþáîãî 𝜆 > 0 ñëåäóåò 𝜆𝑥 ∈ 𝒬.

Определение Г.5. Ïóñòü𝒬 ⊂ R𝑛. Áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî
линейной, аффинной è выпуклой îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà𝒬 ìèíèìàëüíîå
ïî âêëþ÷åíèþ ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíîå ìíîæåñòâî, àôôèííîå ìíîæå-
ñòâî èëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 𝒬. Áóäåì îáîçíà÷àòü èõ
÷åðåç lin𝒬, aff𝒬 è co𝒬 ñîîòâåòñòâåííî.

Лемма Г.2. Для произвольного множества 𝒬 ⊂ R𝑛 его выпуклая
оболочка co𝒬 совпадает со множеством

𝒳 =

{︃
𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘 : 𝑚 ∈ N, 𝜆𝑘 ⩾ 0,

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1, 𝑥𝑘 ∈ 𝒬

}︃
всевозможных выпуклых комбинаций точек из 𝒬
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Ëåììà ëåãêî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé, ñì. [19, òåîðåìà 1.2.2].
Íåäîñòàòêîì ëåììû Ã.2 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîå îïèñàíèå âû-

ïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà 𝒬, ïîñêîëüêó âûïóêëûå êîìáèíàöèè ìî-
ãóò ñîäåðæàòü ëþáîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ𝑚. Â òàêîì âèäå ñòðóêòóðà ìíî-
æåñòâà co𝒬 íåÿñíà äàæå äëÿ ñëó÷àÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà 𝒬.

Теорема Г.1 (Каратеодори). Для любого множества 𝒬 ⊂ R𝑛

co𝒬 =

{︃
𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘 : 𝜆𝑘 ⩾ 0,

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1, 𝑥𝑘 ∈ 𝒬

}︃
.

Следствие Г.1. Пусть множество 𝒬 ⊂ R𝑛 компактно. Тогда
co𝒬 — компактное множество.

Доказательство. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè ìíîæå-
ñòâà [0, 1]𝑛+1 ×𝒬𝑛+1, íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

𝜙 : [0, 1]𝑛+1 ×𝒬𝑛+1 → R𝑛, 𝜙(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛+1, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) =

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘

è ðàâåíñòâà 𝜙
(︀
[0, 1]𝑛+1 ×𝒬𝑛+1

)︀
= co𝒬, êîòîðîå âûòåêàåò èç òåîðåìû

Êàðàòåîäîðè. ■

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè äîêàçûâàþòñÿ äâà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Утверждение Г.1. Пусть множество 𝒬 ⊂ R𝑛 есть невыпуклый
конус. Тогда

co𝒬 =

{︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘 : 𝜆𝑘 ⩾ 0,

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1, 𝑥𝑘 ∈ 𝒬

}︃
.

Утверждение Г.2. Пусть множество 𝒬 ⊂ R𝑛 — ëèíåéíî ñâÿç-
íîå, то есть любые его две точки можно соединить непрерывной
кривой. Тогда

co𝒬 =

{︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘 : 𝜆𝑘 ⩾ 0,

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 = 1, 𝑥𝑘 ∈ 𝒬

}︃
.

Определение Г.6. Суммой Минковского (èëè суммой Минков-
ского –Понтрягина) äâóõ ìíîæåñòâ 𝒫,𝒬 ⊂ R𝑛 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

𝒳 = 𝒫 +𝒬 = {𝑥+ 𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑥 ∈ 𝒫, 𝑦 ∈ 𝒬}.
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ 𝒳 + (−𝒫) íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ñóììå
Ìèíêîâñêîãî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà 𝒫 è 𝒬 íå îäíîòî÷å÷-
íûå, òî 𝒫 +𝒬+ (−𝒫) ⊃ 𝒬, íî ðàâåíñòâà çäåñü íåò.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûïóêëûå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå íå
òîëüêî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, íî è çíà÷åíèå +∞. Ýòî óäîáíî, íàïðèìåð,
ïðè ðàáîòå ñî ìíîæåñòâàìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛
ââîäèòñÿ åãî èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ 𝛿(𝑥,𝒬), êîòîðàÿ åñòü 0 ïðè 𝑥 ∈ 𝒬
è +∞ ïðè 𝑥 /∈ 𝒬. Îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå опорная функция ìíîæåñòâà
𝒬 ⊂ R𝑛: äëÿ âñÿêîãî 𝑝 ∈ R𝑛 åå çíà÷åíèå ðàâíî 𝑠(𝑝,𝒬) = sup

𝑥∈𝒬
(𝑝, 𝑥).

Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà: 𝑠(𝜆𝑝,𝒬) = 𝜆𝑠(𝑝,𝒬) äëÿ
ëþáîãî 𝜆 ⩾ 0 è 𝑝 ∈ R𝑛. Ïîñêîëüêó epi 𝑠(·,𝒬) =

⋂︀
𝑥∈𝒬

epi(·, 𝑥), òî íàäãðà-

ôèê epi 𝑠(·,𝒬) åñòü âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
𝑠(𝑝,𝒬) âûïóêëà è ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, ñì. [19, ëåììà 1.6.2]. Åñëè
ìíîæåñòâî 𝒬 êîìïàêòíî, òî ôóíêöèÿ 𝑠(𝑝,𝒬) óäîâëåòâîðÿåò ïî 𝑝 óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 𝐿 = max

𝑥∈𝒬
‖𝑥‖. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì ìíîæå-

ñòâå𝒬 äëÿ íåêîòîðûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ 𝑝 ìîæåò áûòü 𝑠(𝑝,𝒬) = +∞.
Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçðûâíà.

Пример Г.2. Îïðåäåëèì â R2 ìíîæåñòâî

𝒬 = {(x1, x2) : x21 + x22 ⩽ 1}

è ôóíêöèþ 𝑓 : 𝒬 → R òàêóþ, ÷òî 𝑓(x1, x2) = 0 ïðè x21+x22 < 1. Åñëè æå
x21 + x22 = 1 è (x1, x2) ̸= (1, 0), òî ïîëîæèì 𝑓(x1, x2) = 𝜙, ãäå 𝜙 � óãîë,
îòñ÷èòàííûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
îñè 𝑂x1 ê âåêòîðó (x1, x2). Íàêîíåö, ïóñòü 𝑓(1, 0) = 𝜋.

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 âûïóêëà íà 𝒬 (ïîñêîëüêó êàæäàÿ õîðäà,
ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ãðàôèêà 𝑓 , ëåæèò âûøå ãðàôèêà) è íåïðåðûâíà
íà âíóòðåííîñòè 𝒬. Îäíàêî 𝑓 ðàçðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ãðàíèöû 𝒬,
ïðè÷åì â òî÷êå (1, 0) ôóíêöèÿ 𝑓 íå ïîëóíåïðåðûâíà íè ñâåðõó, íè
ñíèçó. ▼

Íåïðåðûâíîñòü 𝑓 íà âíóòðåííîñòè 𝒬 â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå íå
ñëó÷àéíà. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò.

Теорема Г.2 ([19]). Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое открытое под-
множество и 𝑓 : 𝒬 → R — выпуклая функция. Тогда 𝑓 локально лип-
шицева на 𝒬: для любой точки 𝑥0 ∈ 𝒬 существуют числа 𝛿(𝑥0) > 0
и 𝐿(𝑥0) > 0 такие, что для всех 𝑥1, 𝑥2 ∈ intℬ𝛿(𝑥0)(𝑥0) ∩ 𝒬 выполнено
неравенство

|𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)| ⩽ 𝐿(𝑥0)‖𝑥1 − 𝑥2‖.
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Г.2. Метрическая проекция точки на выпуклое
замкнутое множество. Теоремы об отделимости

Расстоянием îò òî÷êè 𝑥0 ∈ R𝑛 äî ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛 íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà 𝜚(𝑥0,𝒬) = inf

𝑥∈𝒬
‖𝑥− 𝑥0‖.

Èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 1 äëÿ íîðìû äëÿ ëþáûõ òî÷åê
𝑥1, 𝑥2 ∈ R𝑛 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî |𝜚(𝑥1,𝒬) − 𝜚(𝑥2,𝒬)| ⩽ ‖𝑥1 − 𝑥2‖.
Ìíîæåñòâî 𝒬 ïðè ýòîì ïðîèçâîëüíî.

Определение Г.7. Метрической проекцией òî÷êè 𝑥0 ∈ R𝑛 íà ìíî-
æåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

𝑃𝒬𝑥0 = {𝑥 ∈ 𝒬 : ‖𝑥− 𝑥0‖ = 𝜚(𝑥0,𝒬)} .

Îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì îáúåê-
òîì èññëåäîâàíèÿ â àíàëèçå è åãî ïðèëîæåíèÿõ è åãî ìîæíî îïðåäå-
ëÿòü ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ íîðì è äàæå ìåòðèê. Çäåñü áóäåò èçó÷àòü-
ñÿ òîëüêî ñëó÷àé åâêëèäîâîé íîðìû ‖𝑥‖ =

√︀
(𝑥, 𝑥) äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ R𝑛.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑃𝒬𝑥0 ìîæåò áûòü ïóñòûì, íàïðèìåð, êî-
ãäà 𝑥0 /∈ 𝒬 è 𝒬 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òàêæå ìíîæåñòâî 𝑃𝒬𝑥0 ìî-
æåò ñîñòîÿòü èç áîëåå ÷åì îäíîé òî÷êè, íàïðèìåð, êîãäà 𝑥0 = 0 è
𝒬 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1}. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå 𝑃𝒬𝑥0 = 𝒬.

Лемма Г.3. Для выпуклого замкнутого подмножества 𝒬 ⊂ R𝑛
множество 𝑃𝒬𝑥0 одноточечно.

Доказательство. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé 𝑥0 /∈ 𝒬. Ïîëî-
æèì 𝑟 = 𝜚(𝑥0,𝒬) > 0. Òîãäà 𝑃𝒬𝑥0 = 𝑃𝒬𝑟𝑥0, ãäå 𝒬𝑟 = 𝐵𝑟+1(𝑥0) ∩𝒬.

Ìíîæåñòâî 𝒬𝑟 êîìïàêòíî, ïîýòîìó çàäà÷à min
𝑥∈𝒬𝑟

‖𝑥− 𝑥0‖ èìååò ðå-
øåíèå 𝑥 ∈ 𝒬𝑟 ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà À.1. Çíà÷èò, 𝑃𝒬𝑥0 ̸= ∅.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {𝑥1, 𝑥2} ⊂ 𝑃𝒬𝑥0, 𝑥1 ̸= 𝑥2. Â ñèëó âûïóêëîñòè
𝒬 îòðåçîê [𝑥1, 𝑥2] öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â 𝒬, çíà÷èò è 𝑧 = 𝑥1+𝑥2

2 ∈ 𝒬.
Ïîñêîëüêó â òðåóãîëüíèêå 𝑥0𝑥1𝑧 ãèïîòåíóçà 𝑥0𝑥1 ñòðîãî áîëüøå êàòåòà
𝑥0𝑧, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ðàâåíñòâó ‖𝑥0 − 𝑥1‖ = min

𝑥∈𝒬
‖𝑥0 − 𝑥‖. ■

Теорема Г.3. Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое замкнутое множество
и 𝑥0 /∈ 𝒬. Тогда существует единичный вектор 𝑝0 ∈ R𝑛 и число 𝜀 > 0
такие, что (𝑝0, 𝑥0)− 𝜀 ⩾ (𝑝0, 𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝒬.

Доказательство. Â ñèëó ëåììû Ã.3 ìíîæåñòâî 𝑃𝒬𝑥0 = {𝑦} îäíî-
òî÷å÷íî. Îïðåäåëèì 𝑝0 = 𝑥0−𝑦

‖𝑥0−𝑦‖ è 𝜀 = ‖𝑥0 − 𝑦‖.
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Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ òî÷êè 𝑥 ∈ 𝒬 âåðíî (𝑝0, 𝑥) > (𝑝0, 𝑥0)−𝜀 = (𝑝0, 𝑦);
ñì. ðèñ. Ã.2. Òîãäà, ïîëîæèâ 𝑥(𝜆) = 𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦 ∈ 𝒬 äëÿ 𝜆 ∈ [0, 1],
ïîëó÷àåì

‖𝑥(𝜆)− 𝑥0‖2 = ‖𝑥0 − 𝑦‖2 − 2𝜆(𝑥0 − 𝑦, 𝑥− 𝑦) + 𝜆2‖𝑥− 𝑦‖2.

Рис. Г.2. Иллюстрация к теореме Г.3.

Ïîñêîëüêó (𝑥0−𝑦, 𝑥−𝑦) > 0, òî ïðè ìàëûõ 𝜆 > 0 äëÿ òî÷êè 𝑥(𝜆) ∈ 𝒬
èìååì ‖𝑥(𝜆) − 𝑥0‖ < ‖𝑥0 − 𝑦‖ = 𝜚(𝑥0,𝒬). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ. ■

Теорема Г.4 ( [19, §1.9]). Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое замкну-
тое множество, а 𝒫 ⊂ R𝑛 — выпуклое компактное множество и
𝒬 ∩ 𝒫 = ∅. Тогда существуют единичный вектор 𝑝0 ∈ R𝑛 и число
𝜀 > 0 такие, что (𝑝0, 𝑥)− 𝜀 ⩾ (𝑝0, 𝑦) для всех 𝑥 ∈ 𝒬, 𝑦 ∈ 𝒫.

Ïóñòü â R2

𝒬 =
{︀

(x1, 0)T : x1 ∈ R
}︀
, 𝒫 =

{︂
(x1, x2)T : x1 > 0, x2 ⩾

1

x1

}︂
.

Îáà ìíîæåñòâà âûïóêëû, çàìêíóòû è íå êîìïàêòíû, 𝒬 ∩ 𝒫 = ∅. Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî 𝒫 −𝒬 = {(x1, x2)T : x2 > 0} îòêðûòî.

Ðåçóëüòàò òåîðåìû Ã.4 íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé îòäåëèìîñòüþ: èìååòñÿ
¾çàïàñ¿ 𝜀 > 0.

Ïðèâåäåì äðóãèå âàðèàíòû òåîðåìû îá îòäåëèìîñòè.

Теорема Г.5 ([19, §1.9]). 1) Пусть 𝒬,𝒫 ⊂ R𝑛 — выпуклые мно-
жества и inf

𝑥∈𝒬, 𝑦∈𝒫
‖𝑥− 𝑦‖ > 0. Тогда существует единичный вектор

𝑝0 и 𝜀 > 0 такие, что (𝑝0, 𝑥)− 𝜀 ⩾ (𝑝0, 𝑦) для всех 𝑥 ∈ 𝒬, 𝑦 ∈ 𝒫.
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2) Пусть 𝒬,𝒫 ⊂ R𝑛 — выпуклые замкнутые множества такие,
что 𝒬∩𝒫 = ∅. Тогда существует такой единичный вектор 𝑝0 ∈ R𝑛,
что для всех 𝑥 ∈ 𝒬, 𝑦 ∈ 𝒫 выполнено неравенство (𝑝0, 𝑥) ⩾ (𝑝0, 𝑦) .

3) Пусть 𝒬,𝒫 ⊂ R𝑛 — выпуклые множества, 𝒬 ∩ 𝒫 = ∅, причем
𝒬 открыто. Тогда существует единичный вектор 𝑝0 ∈ R𝑛 такой,
что (𝑝0, 𝑥) > (𝑝0, 𝑦) для всех 𝑥 ∈ 𝒬, 𝑦 ∈ 𝒫.

Теорема Г.6 ( [19, теорема 1.9.2]). Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпук-
лое замкнутое подмножество и 𝑥 ∈ 𝜕𝒬. Тогда существует такой
единичный вектор 𝑝 ∈ R𝑛, что

(𝑝, 𝑥) = 𝑠(𝑝,𝒬).

Теорема Г.7 ([19, следствие 1.9.5]). Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое
замкнутое подмножество. Тогда

𝒬 = {𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑝, 𝑥) ⩽ 𝑠(𝑝,𝒬) ∀‖𝑝‖ = 1} .

Òåîðåìà Ã.7 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âçÿòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âûïóêëîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî 𝒬, òî ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî 𝒬.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè íà âûïóêëîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâà â R𝑛 óäîâëåòâîðÿåò ïî òî÷êå óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàí-
òîé Ëèïøèöà 1, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæå-
ñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛 è ëþáûõ òî÷åê 𝑥0, 𝑥 ∈ R𝑛 âûïîëíåíà îöåíêà

‖𝑃𝒬𝑥− 𝑃𝒬𝑥0‖ ⩽ 1 · ‖𝑥− 𝑥0‖.

Ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû Ã.3. Îíî êðàéíå âàæíî â ïðîêñèìàëü-
íûõ ìåòîäàõ îïòèìèçàöèè.

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåì îá îòäåëèìîñòè ÿâëÿþòÿ ñâîéñòâà ïî-
ëÿðíîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü 𝒬 ⊂ R𝑛 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Поля-
рой 𝒬 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

𝒬0 =
{︀
𝑝 ∈ R𝑛 : (𝑝, 𝑥) ⩽ 1 ∀𝑥 ∈ 𝒬

}︀
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëÿðíîå ìíîæåñòâî 𝒬0 âûïóêëî, çàìêíóòî è ñîäåðæèò
íîëü. Ìíîæåñòâî

𝒬00 = (𝒬0)0 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑝, 𝑥) ⩽ 1 ∀𝑝 ∈ 𝒬0

}︀
íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïîëÿðîé ê 𝒬. Î÷åâèäíî, ÷òî 𝒬 ⊂ 𝒬00.

Теорема Г.8 ([19, теорема 1.12.1]). Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое
замкнутое подмножество, 0 ∈ 𝒬. Тогда

𝒬 = 𝒬00.
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Г.3. Выпуклые конусы1

Ìíîæåñòâî 𝒦 ⊂ R𝑛 íàçûâàåòñÿ конусом, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝒦
èìååò ìåñòî

𝜆𝑥 ∈ 𝒦 ∀𝜆 > 0.

Åñëè 0 ∈ 𝒦, òî êîíóñ 𝒦 ÷àñòî íàçûâàþò заостренным. Ìíîæåñòâî
𝒦 íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì êîíóñîì, åñëè îíî âûïóêëî è â òî æå âðåìÿ
ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì. Î÷åâèäíî, äëÿ òîãî ÷òîáû êîíóñ 𝒦 ÿâëÿëñÿ âûïóê-
ëûì êîíóñîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

𝑥1 + 𝑥2 ∈ 𝒦 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒦.

Â íàñòîÿùåé êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì çàìêíóòûå
êîíóñû. Î÷åâèäíî, ÷òî çàìêíóòûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ çàîñòðåííûì, òàê
êàê íóëü ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ëþáîãî íåïóñòîãî êîíóñà.

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû êîíóñîâ. Âûïóêëûì êîíóñîì ÿâ-
ëÿþòñÿ: ëþáîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî; íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò â
R𝑛, êîòîðûé ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ 𝑥 = (x1, . . . , x𝑛), ÷òî âñå x𝑖 ⩾ 0;
ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö è ò. ä.

Ïóñòü 𝒦 � êîíóñ. Êîíóñ

𝒦* =
{︀
𝑝 ∈ R𝑛 : (𝑝, 𝑥) ⩾ 0 ∀𝑥 ∈ 𝒦

}︀
íàçûâàåòñÿ сопряженным конусом ê 𝒦.

Î÷åâèäíî, ñîïðÿæåííûé êîíóñ 𝒦* âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è çà-
ìêíóòûì êîíóñîì íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ êîíóñ 𝒦 âûïóêëûì
è çàìêíóòûì èëè íåò. Íàêîíåö, åñëè âåðíî âêëþ÷åíèå 𝒦1 ⊂ 𝒦2, òî
𝒦*

2 ⊂ 𝒦*
1.

Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ ñîïðÿæåííûì ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò нор-
мальный конус ê êîíóñó 𝒦, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝒦0 è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

𝒦0 =
{︀
𝑝 ∈ R𝑛 : (𝑝, 𝑥) ⩽ 0 ∀𝑥 ∈ 𝒦

}︀
.

Î÷åâèäíî, 𝒦0 = −𝒦*. Íàðÿäó ñ òåðìèíîì ¾íîðìàëüíûé¿ èñïîëüçóåòñÿ
òàêæå òåðìèí ¾ïîëÿðíûé êîíóñ¿. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñîïðÿ-
æåííûõ êîíóñîâ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå 𝒦** = (𝐾*)*. Êîíóñ 𝒦** íàçûâàþò
âòîðûì ñîïðÿæåííûì ê êîíóñó 𝒦.

1При написании раздела были использованы материалы, предоставленные А.В.
Арутюновым.
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Утверждение Г.3. Имеет место включение 𝒦 ⊂ 𝒦**.

Åñëè êîíóñ 𝒦 âûïóêëûé è çàìêíóòûé, òî, êàê è âñÿêîå âûïóê-
ëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå 0, îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
𝒦** = 𝒦, ñì. òåîðåìó Ã.8.

Êîíóñ, ïðåäñòàâèìûé â âèäå

𝒦 =

{︂
𝑥 : 𝑥 =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑎𝑖, 𝜆𝑖 ⩾ 0

}︂
,

ãäå 𝑚 íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à 𝑎𝑖 ∈ R𝑛, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, � çàäàííûå âåêòîðû,
íàçûâàåòñÿ конечно порожденным. Îòìåòèì, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûé êîíóñ åùå íàçûâàþò многогранным.

Лемма Г.4. Конечно порожденный конус замкнут.

Íàðÿäó ñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè êîíóñàìè, â ïðèëîæåíèÿõ ÷à-
ñòî âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå полиэдральные конусы. Ïîëèýäðàëü-
íûì íàçûâàåòñÿ êîíóñ, ïðåäñòàâèìûé â âèäå

𝒦 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑎𝑖, 𝑥) = 0, (𝑏𝑗 , 𝑥) ⩽ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚1, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚2

}︀
,

ãäå 𝑚1,𝑚2 � çàäàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à 𝑎𝑖 è 𝑏𝑖 � çàäàííûå âåê-
òîðû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìåæäó êî-
íå÷íî ïîðîæäåííûìè è ïîëèýäðàëüíûìè êîíóñàìè ñóùåñòâóåò òåñíàÿ
âçàèìîñâÿçü. À èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îáùåå óòâåðæäåíèå,
âîñõîäÿùåå ê Ã. Ìèíêîâñêîìó è Ã. Âåéëþ.

Теорема Г.9. Любой конечно порожденный конус является поли-
эдральным, и наоборот: любой полиэдральный конус является конечно
порожденным.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, â [24, ñ. 188�190] è [1]. Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû Ã.9 âûòåêàåò
ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû Ã.4 î êîíå÷íî ïîðîæäåííîì êîíóñå, ïîñêîëüêó
ëþáîé ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ çàìêíóò, ÷òî íåñëîæíî ïðîâåðèòü.

Âû÷èñëåíèå ñîïðÿæåííûõ êîíóñîâ âåñüìà âàæíî äëÿ ïðèëîæåíèé.
Ïîýòîìó ïðèâåäåì îäíó ôîðìóëó, ïîìîãàþùóþ âû÷èñëÿòü ñîïðÿæåí-
íûå êîíóñû. Íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèÿ, äàþùåãî ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ñîïðÿæåííîãî êîíóñà â ñëåäóþùåì âàæíîì ñëó÷àå. Äëÿ âåêòîðà
𝑥 ∈ R𝑛 áóäåì ïèñàòü 𝑥 ⩾ 0, åñëè âñå åãî êîîðäèíàòû íåîòðèöàòåëüíû,
è 𝑥 ⩽ 0, åñëè îíè íåïîëîæèòåëüíû.
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Лемма Г.5 (Фаркаш [1]). Пусть для конуса 𝒦 ⊂ R𝑛 имеет ме-
сто представление

𝒦 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝐴𝑥 = 0, 𝐵𝑥 ⩾ 0

}︀
,

где 𝐴,𝐵 — заданные матрицы размерностей 𝑚× 𝑛 и 𝑘 × 𝑛 соответ-
ственно. Тогда для 𝒦* справедлива формула

𝒦* =
{︀
𝑦 ∈ R𝑛 : 𝑦 = 𝐴T𝑎+𝐵T𝑏, 𝑎 ∈ R𝑚, 𝑏 ∈ R𝑘, 𝑏 ⩾ 0

}︀
.

Г.4. Теоремы о крайних точках и лучах

Определение Г.8. Ïóñòü 𝒬 ⊂ R𝑛 � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî. Òî÷êà 𝑥 ∈ 𝒬 íàçûâàåòñÿ крайней äëÿ ìíîæåñòâà 𝒬, åñëè
ìíîæåñòâî 𝒬∖{𝑥} âûïóêëî. Ìíîæåñòâî êðàéíèõ òî÷åê 𝒬 áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç extr𝒬.

Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝒬 è 𝑦 ∈ R𝑛∖{0}. Ëó÷ 𝑙(𝑥, 𝑦) = {𝑥 + 𝜆𝑦 : 𝜆 ⩾ 0} íàçûâà-
åòñÿ крайним äëÿ ìíîæåñòâà 𝒬, åñëè 𝑙(𝑥, 𝑦) ⊂ 𝒬, ìíîæåñòâî 𝒬∖𝑙(𝑥, 𝑦)
âûïóêëî è äëÿ ëþáîãî 𝜆 < 0 èìååì 𝑥 + 𝜆𝑦 /∈ 𝒬. Ìíîæåñòâî êðàéíèõ
ëó÷åé 𝒬 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç rext𝒬, ñì. ðèñ. Ã.3.

Рис. Г.3. Точки 𝑎 и 𝑏 — крайние, луч 𝑙 — крайний.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà 𝑥 ∈ 𝒬 êðàéíÿÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒬,
𝑦 ̸= 𝑥, 𝑧 ̸= 𝑥 èìååì 𝑥 /∈ [𝑦, 𝑧]. Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ êðàéíåãî
ëó÷à 𝑙(𝑥, 𝑦) ⊂ 𝒬 òî÷êà 𝑥 ∈ extr𝒬.
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Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé öèëèíäð â R𝑛, òî åñòü ìíîæåñòâî âèäà 𝒬 + 𝑙,
ãäå 𝑙 � ïðÿìàÿ (òî åñòü 𝑙 = {(1 − 𝜆)𝑥 + 𝜆𝑦 : 𝜆 ∈ R}, 𝑥 ̸= 𝑦 èç R𝑛), à
𝒬 � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, íå èìååò íè êðàéíèõ òî÷åê,
íè êðàéíèõ ëó÷åé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ,
êîòîðîå íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ, íàáîð êðàéíèõ òî÷åê è ëó÷åé åãî âïîëíå
õàðàêòåðèçóåò.

Теорема Г.10 (Кли [19, теорема 1.18.4]). Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — вы-
пуклое замкнутое множество, которое не содержит прямых. Тогда
extr𝒬 ≠ ∅ и справедливо равенство 𝒬 = co(extr𝒬∪ rext𝒬).

Åñëè 𝒬 ⊂ R𝑛 � âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, 𝑥0 ∈ 𝜕𝒬 è
𝐻 = {𝑥 : (𝑝, 𝑥−𝑥0) = 0} � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê 𝒬 (òî åñòü 𝑝 ̸= 0
è (𝑝, 𝑥) ⩽ (𝑝, 𝑥0) äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝒬), òî extr(𝒬 ∩ 𝐻) = (extr𝒬) ∩ 𝐻 è
rext(𝒬∩𝐻) = (rext𝒬) ∩𝐻 [19, ëåììà 1.18.1].

Áîëåå èçâåñòåí ñëåäóþùèé âàðèàíò òåîðåìû Ã.10, êîòîðûé áûë äî-
êàçàí Ã. Ìèíêîâñêèì äëÿ R𝑛 â íà÷àëå XX âåêà, à çàòåì Ì. Êðåéíîì è
Ä. Ìèëüìàíîì äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ [19, òåîðåìà 1.18.3].

Теорема Г.11 (Минковский). Пусть множество 𝒬 ⊂ R𝑛 —
выпуклый компакт. Тогда 𝒬 = co(extr𝒬).

Äëÿ âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà 𝒬 ⊂ R𝑛 ìîæíî îïðåäåëèòü
асимптотический (èëè рецессивный) êîíóñ

𝑂+𝒬 = {𝑝 ∈ R𝑛 : 𝑥+ 𝜆𝑝 ∈ 𝒬 ∀𝜆 ⩾ 0 ∀𝑥 ∈ 𝒬}. (Ã.2)

Çàìåòèì, ÷òî 𝑂+𝒬 åñòü âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ìíîæåñòâî 𝒬 îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝑂+𝒬 = {0}.

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà 𝒬, êî-
òîðîå íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

𝒬 = co(extr𝒬) +𝑂+𝒬. (Ã.3)

Äîêàæåì åãî. Èç âêëþ÷åíèÿ extr𝒬∪ rext𝒬 ⊂ extr𝒬+𝑂+𝒬 è òåîðåìû
Ã.10 âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

𝒬 = co(extr𝒬∪ rext𝒬) ⊂ co(extr𝒬+𝑂+𝒬) = co(extr𝒬) +𝑂+𝒬.

Âêëþ÷åíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñëåäóåò èç èìïëèêàöèè

extr𝒬+𝑂+𝒬 ⊂ 𝒬 ⇒ co(extr𝒬+𝑂+𝒬) ⊂ 𝒬.

Åùå îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû Ã.10 � óñëîâèÿ äîñòèæèìîñòè
ìàêñèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè â êðàéíåé òî÷êå âûïóêëîãî çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà.
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Теорема Г.12. Пусть 𝒬 ⊂ R𝑛 — выпуклое замкнутое множе-
ство, которое не содержит прямых. Пусть для любого 𝑣 ∈ 𝑂+𝒬 и
для любого 𝑥 ∈ co extr𝒬 выполнено условие 𝑓(𝑥+ 𝑣) ⩽ 𝑓(𝑥). Тогда

sup
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥) = sup
𝑥∈extr𝒬

𝑓(𝑥).

Доказательство. Ïóñòü {𝑥𝑘}� ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, 𝑓(𝑥𝑘)→ sup

𝑥∈𝒬
𝑓(𝑥). Òîãäà 𝑥𝑘 = 𝑧𝑘+𝑣𝑘, ãäå 𝑧𝑘 ∈ co extr𝒬. Òîãäà ïî

òåîðåìå Êàðàòåîäîðè 𝑧𝑘 =
𝑛+1∑︀
𝑖=1

𝜆𝑘𝑖 𝑢
𝑘
𝑖 , 𝑢

𝑘
𝑖 ∈ extr𝒬, à 𝜆𝑘𝑖 ⩾ 0,

𝑛+1∑︀
𝑖=1

𝜆𝑘𝑖 = 1.

Ïðè ýòîì 𝑣𝑘 ∈ 𝑂+𝒬. Èç óñëîâèÿ èìååì 𝑓(𝑥𝑘) = 𝑓(𝑧𝑘 + 𝑣𝑘) ⩽ 𝑓(𝑧𝑘) è

𝑓(𝑥𝑘) ⩽ 𝑓(𝑧𝑘) ⩽
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝜆𝑘𝑖 𝑓(𝑢𝑘𝑖 ) ⩽ max
1⩽𝑖⩽𝑛+1

𝑓(𝑢𝑘𝑖 ) ⩽ sup
𝑥∈extr𝒬

𝑓(𝑥),

òî åñòü sup
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥) ⩽ sup
𝑥∈extr𝒬

𝑓(𝑥). Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. ■

Г.5. Субдифференциал.
Теорема Моро –Рокафеллара

Определение Г.9. Ïóñòü 𝑓 : R𝑛 ⊃ 𝒬 → R ∪ {+∞} � ñîáñòâåííàÿ
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Субградиентом ôóíêöèè 𝑓 â òî÷êå 𝑥 áóäåì íàçû-
âàòü òàêîé âåêòîð 𝑝 ∈ R𝑛, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑧 ∈ R𝑛 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
𝑓(𝑧) ⩾ 𝑓(𝑥) + (𝑝, 𝑧 − 𝑥).

Ìíîæåñòâî âñåõ ñóáãðàäèåíòîâ 𝑓 â òî÷êå 𝑥 áóäåì íàçûâàòü субдиф-
ференциалом ôóíêöèè 𝑓 â òî÷êå 𝑥 è îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝜕𝑓(𝑥).

Íà ðèñ. Ã.4 ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè 𝑓 â
òî÷êå 𝑥0. Íîðìàëè (𝑝𝑖,−1), 𝑖 = 1, 2, ïåðïåíäèêóëÿðíû îïîðíûì ãèïåð-
ïëîñêîñòÿì ê íàäãðàôèêó epi 𝑓 â òî÷êå

(︀
𝑥0, 𝑓(𝑥0)

)︀
, êîòîðûå îáîçíà÷å-

íû íà ðèñóíêå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.
Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 âîãíóòà, òî äëÿ íåå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå супердиффе-

ренциала

𝜕+𝑓(𝑥) =
{︀
𝑝 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑧) ⩽ 𝑓(𝑥) + (𝑝, 𝑧 − 𝑥) ∀𝑧 ∈ R𝑛

}︀
.

Ñóáäèôôåðåíöèàë îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè. Ïóñòü âû-
ïóêëàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 → R èìååò ñóáãðàäèåíòû 𝑝𝑖 ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 2.
Òîãäà 𝑓(𝑥2) ⩾ 𝑓(𝑥1)+(𝑝1, 𝑥2−𝑥1) è 𝑓(𝑥1) ⩾ 𝑓(𝑥2)+(𝑝2, 𝑥1−𝑥2). Ñêëà-
äûâàÿ äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà è ñîêðàùàÿ 𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2), ïîëó÷àåì

(𝑝1 − 𝑝2, 𝑥1 − 𝑥2) ⩾ 0. (Ã.4)
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Ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ìîæåò áûòü ïóñò, íàïðèìåð äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥) = −

√
1− 𝑥2 â

òî÷êàõ 𝑥 = ±1. Îäíàêî âî âíóòðåííîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âûïóê-
ëîé ôóíêöèè ñóáäèôôåðåíöèàë âñåãäà íå ïóñò.

Рис. Г.4. Пример субдифференциала, [𝑝1, 𝑝2] ⊂ 𝜕𝑓(𝑥0).

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìîæíî íàéòè â [19, ñëåäñòâèå 1.16.1].

Теорема Г.13. Пусть 𝑟 > 0 и 𝑓 : intℬ𝑟(𝑥0)→ R — выпуклая функ-
ция. Тогда 𝜕𝑓(𝑥0) — выпуклое компактное множество. При этом его
опорная функция 𝜕𝑓(𝑥0) для любого единичного вектора 𝑝 ∈ R𝑛 есть

𝑠
(︀
𝑝, 𝜕𝑓(𝑥0)

)︀
= 𝑓 ′(𝑥0, 𝑝),

где 𝑓 ′(𝑥0, 𝑝) = lim
𝛼→+0

𝑓(𝑥0+𝛼𝑝)−𝑓(𝑥0)
𝛼 — односторонняя производная по

направлению 𝑝 функции 𝑓 в точке 𝑥0.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äèôôåðåíöèðóåìîñòè âûïóêëîé ôóíêöèè
𝑓 â òî÷êå 𝑥0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 𝜕𝑓(𝑥0) = {𝑓 ′(𝑥0)}.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî 𝑠
(︀
𝑝, 𝜕𝑓(𝑥0)

)︀
= 𝑓 ′(𝑥0, 𝑝) ñïðàâåäëèâî äëÿ

ëþáîé òî÷êè 𝑥0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑝 → 𝑓 ′(𝑥0, 𝑝) ïîëî-
æèòåëüíî îäíîðîäíàÿ, âûïóêëàÿ è ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó. Åñëè 𝑥0 �
âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 𝑓 , òî 𝑝→ 𝑓 ′(𝑥0, 𝑝) ëèïøèöåâà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà âûòåêàåò, ÷òî íåîáõîäèìûì è
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓 â
òî÷êå 𝑥0 ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0). (Ã.5)
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Îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ñóáäèôôåðåíöèàë
íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ïåðåìåííîé 𝑥. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè
𝑓(𝑥) = |𝑥| èìååì 𝜕𝑓(𝑥) = {−1} ïðè 𝑥 < 0, 𝜕𝑓(0) = [−1, 1], 𝜕𝑓(𝑥) = {1}
ïðè 𝑥 > 0. Òåì íå ìåíåå âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå óñëîâèå, êîòîðîå íà-
çûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ ñâåðõó.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç òåîðåìû 24.5 è ñëåäñòâèÿ 24.5.1
èç [24].

Теорема Г.14. Пусть 𝑟 > 0 и 𝑓 : intℬ𝑟(𝑥0)→ R — выпуклая функ-
ция. Тогда для любой последовательности {𝑥𝑘} → 𝑥0 выполнены сле-
дующие условия полунепрерывности сверху:

∀𝜀 > 0 ∀‖𝑝‖ = 1 ∃𝑘𝑝,𝜀 ∈ N ∀𝑘 > 𝑘𝑝,𝜀 𝑓 ′(𝑥𝑘, 𝑝) ⩽ 𝑓 ′(𝑥0, 𝑝) + 𝜀; (Ã.6)

∀𝜀 > 0 ∃𝑘𝜀 ∈ N ∀𝑘 > 𝑘𝜀 𝜕𝑓(𝑥𝑘) ⊂ 𝜕𝑓(𝑥0) + ℬ𝜀(0). (Ã.7)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç (Ã.7) âûòåêàåò (Ã.6): íàäî âçÿòü îïîðíûå ôóíê-
öèè îò îáåèõ ÷àñòåé âêëþ÷åíèÿ (Ã.7) äëÿ âåêòîðà 𝑝. Ìåíåå òðèâèàëü-
íûì îêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â R𝑛 ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Теорема Г.15 (Моро –Рокафеллар [24, теорема 23.8]).Пусть
заданы собственные выпуклые функции 𝑓1, 𝑓2 : R𝑛 → R∪{+∞}. Тогда
для любой точки 𝑥 ∈ dom 𝑓1 ∩ dom 𝑓2

𝜕(𝑓1 + 𝑓2)(𝑥) ⊃ 𝜕𝑓1(𝑥) + 𝜕𝑓2(𝑥). (Ã.8)

Если int dom 𝑓1 ∩ dom 𝑓2 ̸= ∅, то

𝜕(𝑓1 + 𝑓2)(𝑥) = 𝜕𝑓1(𝑥) + 𝜕𝑓2(𝑥). (Ã.9)

Íåðàâåíñòâî (Ã.8) âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà. Íå-
òðèâèàëüíàÿ ÷àñòü òåîðåìû � ðàâåíñòâî (Ã.9). Äëÿ åãî ñïðàâåäëèâîñòè
íóæíî óñëîâèå int dom 𝑓1 ∩ dom 𝑓2 ̸= ∅.

Ïóñòü 𝒬 ⊂ R𝑛 � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó

min
𝑥∈𝒬

𝑓(𝑥) (Ã.10)

äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓 : 𝒰 → R, ãäå 𝒰 � íåêîòîðàÿ âûïóêëàÿ îê-
ðåñòíîñòü 𝒬. Íà ÿçûêå èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè çàäà÷ó (Ã.10) ìîæíî
ïåðåïèñàòü êàê çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

min
𝑥∈R𝑛

(︀
𝑓(𝑥) + 𝛿(𝑥,𝒬)

)︀
. (Ã.11)
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Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝒬. Ñóáäèôôåðåíöèàë 𝜕𝛿(𝑥,𝒬) åñòü ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòî-
ðîâ 𝑝 ∈ R𝑛, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑧 ∈ R𝑛

𝛿(𝑧,𝒬) ⩾ 𝛿(𝑥,𝒬) + (𝑝, 𝑧 − 𝑥) = (𝑝, 𝑧 − 𝑥).

Ïîñêîëüêó ïðè 𝑧 ∈ 𝒬 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 𝛿(𝑧,𝒬) = 0, òî

𝜕𝛿(𝑥,𝒬) =
{︀
𝑝 ∈ R𝑛 : (𝑝, 𝑥− 𝑧) ⩾ 0 ∀𝑧 ∈ 𝒬

}︀
. (Ã.12)

Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî åñòü âûïóêëûé êîíóñ, åãî íàçûâàþò нормаль-
ным конусом êî ìíîæåñòâó 𝒬 â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝒬 è îáîçíà÷àþò ÷åðåç
𝑁(𝒬, 𝑥). Åñëè 𝑥 ∈ int𝒬, òî 𝑁(𝒬, 𝑥) = {0}. Åñëè 𝑥 ∈ 𝜕𝒬, òî â ñèëó
òåîðåìû îá îòäåëèìîñòè Ã.6 𝑁(𝒬, 𝑥) èìååò ðàçìåðíîñòü íå ìåíåå 1.

Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (Ã.5) äëÿ çàäà÷è
(Ã.11) ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå 𝑥0 çàäà÷è (Ã.10) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

0 ∈ 𝜕
(︀
𝑓(𝑥0) +𝑁(𝒬, 𝑥0)

)︀
.

Åñëè int dom 𝑓 ∩ 𝒬 ≠ ∅, òî ïî òåîðåìå Ìîðî �Ðîêàôåëëàðà êðèòåðèé
îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å (Ã.10) åñòü

0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0) +𝑁(𝒬, 𝑥0),

èëè â ýêâèâàëåíòíîì âèäå(︀
−𝜕𝑓(𝑥0)

)︀
∩𝑁(𝒬, 𝑥0) ̸= ∅.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 äèôôåðåíöèðóåìà, òî −𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝑁(𝒬, 𝑥0).
Ðàññìîòðèì â R2 ìíîæåñòâà

𝒬1 = ℬ1
(︀
(0; 1)

)︀
, 𝒬2 = −𝒬1;

î÷åâèäíî, ÷òî 𝒬1 ∩𝒬2 = {(0; 0)}. Èìååì

𝜕
(︁
𝛿
(︀
(0; 0),𝒬1

)︀
+ 𝛿
(︀
(0; 0),𝒬2

)︀)︁
= 𝜕𝛿

(︀
(0; 0), {(0; 0)}

)︀
= R2,

𝜕𝛿
(︀
(0; 0),𝒬1

)︀
= 𝑁

(︀
𝒬1, (0; 0)

)︀
= {𝜆𝑒2 : 𝜆 ⩽ 0},

𝜕𝛿
(︀
(0; 0),𝒬2

)︀
= 𝑁

(︀
𝒬2, (0; 0)

)︀
= {𝜆𝑒2 : 𝜆 ⩾ 0}

è 𝜕𝛿
(︀
(0; 0),𝒬1

)︀
+ 𝜕𝛿

(︀
(0; 0),𝒬2

)︀
= {𝜆𝑒2 : 𝜆 ∈ R}. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåí-

ñòâî (Ã.9) â òåîðåìå Ìîðî �Ðîêàôåëëàðà ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.
Ïðèâåäåì òåîðåìó îá î÷èñòêå [19, òåîðåìû 1.17.3, 1.17.4].
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Теорема Г.16 (о субдифференциале максимума). Предполо-
жим, что 𝒮 ⊂ R𝑚 — компактное подмножество, и пусть функ-
ция 𝑓 : 𝒮 × R𝑛 → R такова, что отображение 𝑓(𝑠, ·) : R𝑛 → R вы-
пукло при всяком 𝑠 ∈ 𝒮, а отображение 𝑓(·, 𝑥) : 𝒮 → R полунепре-
рывно сверху при всяком 𝑥 ∈ R𝑛. Определим 𝑓(𝑥) = max

𝑠∈𝒮
𝑓(𝑠, 𝑥) и

𝒮0(𝑥) = {𝑠 ∈ 𝒮 : 𝑓(𝑠, 𝑥) = 𝑓(𝑥)}.
Если для каждого 𝑠 ∈ 𝒮 в точке 𝑥0 ∈ dom 𝑓 функция 𝑓(𝑠, ·) непре-

рывна, то справедливо равенство

𝜕𝑓(𝑥0) = co

⎛⎝ ⋃︁
𝑠∈𝒮0(𝑥0)

𝜕𝑥𝑓(𝑠, 𝑥0)

⎞⎠, (Ã.13)

где 𝜕𝑥 — субдифференциал по переменной 𝑥.

Теорема Г.17 (об очистке). При выполнении условий теоремы
Г.16 каждый элемент 𝑝 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0) можно представить в виде

𝑝 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑝𝑖, (Ã.14)

где 𝑘 ⩽ 𝑛+ 1, 𝜆𝑖 > 0,
𝑘∑︀
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1, 𝑝𝑖 ∈ 𝜕𝑥𝑓(𝑠𝑖, 𝑥0), 𝑠𝑖 ∈ 𝒮0(𝑥0), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (Ã.14) âûòåêàåò èç (Ã.13) è òåîðåìû Êàðà-
òåîäîðè. Îäíî èç ïðèëîæåíèé òåîðåìû Ã.17 ìîæíî íàéòè â ïðèìåðå
2.8.4.

Г.6. Сильно выпуклые функции

Определение Г.10. Ôóíêöèþ 𝑓 : R𝑛 → R∪{+∞} áóäåì íàçûâàòü
сильно выпуклой ñ êîíñòàíòîé κ ⩾ 0, åñëè ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) − κ

2 ‖𝑥‖
2

âûïóêëàÿ. Ïðè κ = 0 ôóíêöèÿ 𝑓 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.

Ïåðâîå ñåðüåçíîå âíèìàíèå êëàññó ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé â
çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè áûëî óäåëåíî â ðàáîòàõ Á.Ò. Ïîëÿêà, ñì. [57].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåíèå Ã.10 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñ-
ëîâèþ: äëÿ ëþáîãî âåêòîðà 𝑥0 ∈ R𝑛 ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) − κ

2 ‖𝑥 − 𝑥0‖
2 âû-

ïóêëàÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

𝑓(𝑥)− κ
2
‖𝑥− 𝑥0‖2 =

(︁
𝑓(𝑥)− κ

2
‖𝑥‖2

)︁
+ κ(𝑥, 𝑥0)− κ

2
‖𝑥0‖2
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è ôóíêöèÿ â ñêîáêàõ âûïóêëàÿ. Äîáàâêà κ(𝑥, 𝑥0)− κ
2 ‖𝑥0‖

2, ëèíåéíàÿ
ïî 𝑥, íå íàðóøàåò âûïóêëîñòü ôóíêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèëüíî âûïóêëóþ ñ êîíñòàíòîé
κ > 0 ôóíêöèþ, íàäî ê ëþáîé âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑔 : R𝑛 → R ∪ {+∞}
ïðèáàâèòü κ

2 ‖𝑥‖
2.

Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞} ñèëüíî âûïóêëàÿ ñ êîíñòàíòîé
κ > 0. Äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − κ

2 ‖𝑥‖
2, òî÷åê 𝑥, 𝑥0 ∈ R𝑛

è 𝜆 ∈ [0, 1] çàïèøåì íåðàâåíñòâî âûïóêëîñòè:

𝑔
(︀
(1− 𝜆)𝑥0 + 𝜆𝑥

)︀
⩽ (1− 𝜆)𝑔(𝑥0) + 𝜆𝑔(𝑥).

Åñëè ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â òåðìèíàõ ôóíêöèè 𝑓 , òî ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå ñèëüíîé âûïóêëîñòè: äëÿ ëþ-
áîãî 𝜆 ∈ [0, 1] è ëþáûõ 𝑥, 𝑥0 ∈ R𝑛 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

𝑓
(︀
(1− 𝜆)𝑥0 + 𝜆𝑥

)︀
⩽ (1− 𝜆)𝑓(𝑥0) + 𝜆𝑓(𝑥)− 𝜆(1− 𝜆)

κ
2
‖𝑥0 − 𝑥‖2. (Ã.15)

Èç ôîðìóëû (Ã.15), âåðíîé äëÿ ëþáûõ 𝜆 ∈ [0, 1], 𝑥, 𝑥0 ∈ R𝑛, âûòå-
êàåò îïðåäåëåíèå Ã.10.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (Ã.15) â âèäå

1

𝜆

(︁
𝑓
(︀
𝑥0 + 𝜆(𝑥− 𝑥0)

)︀
− 𝑓(𝑥0)

)︁
⩽ 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)− (1− 𝜆)

κ
2
‖𝑥0 − 𝑥‖2

è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè 𝜆 → +0. Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî
íàïðàâëåíèþ âûïóêëûõ ôóíêöèé ïîëó÷èì

𝑠
(︀
𝑥− 𝑥0, 𝜕𝑓(𝑥0)

)︀
= 𝑓 ′(𝑥0, 𝑥− 𝑥0) ⩽ 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)− κ

2
‖𝑥0 − 𝑥‖2.

Åcëè 𝑝0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0) ̸= ∅, òî ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥0) + (𝑝0, 𝑥− 𝑥0) +
κ
2
‖𝑥0 − 𝑥‖2. (Ã.16)

Ôîðìóëà (Ã.16) óòî÷íÿåò ñóáãðàäèåíòíîå íåðàâåíñòâî äëÿ ñèëüíî âû-
ïóêëûõ ôóíêöèé. Èç íåå òàêæå âûòåêàåò, ÷òî íàäãðàôèê ñèëüíî âû-
ïóêëîé ôóíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ íàäãðàôèêîâ
ïàðàáîëîèäîâ âðàùåíèÿ âèäà 𝜙𝑥0

(𝑥) = 𝑓(𝑥0)+(𝑝0, 𝑥−𝑥0)+ κ
2 ‖𝑥0−𝑥‖

2

ïî âñåì òî÷êàì 𝑥0 ýôôåêòèâíîãî ìíîæåñòâà 𝑓 , â êîòîðûõ 𝜕𝑓(𝑥0) ̸= ∅,
è ïî âñåì 𝑝0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0). Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò ñâåðõëèíåéíûé
ðîñò ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R ∪ {+∞}:

lim
‖𝑥‖→+∞

𝑓(𝑥)

‖𝑥‖
= +∞.
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Èç ôîðìóëû (Ã.16) âûòåêàåò íåñêîëüêî ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé. Ïîìå-
íÿâ â (Ã.16) ìåñòàìè 𝑥 è 𝑥0 è ñëîæèâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ (Ã.16),
ìû ïîëó÷èì

κ‖𝑥0 − 𝑥‖2 ⩽ (𝑝0 − 𝑝, 𝑥0 − 𝑥) ∀𝑝0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0) ∀𝑝 ∈ 𝜕𝑓(𝑥). (Ã.17)

Ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè (Ã.17) íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïî-
ëó÷àåì

κ‖𝑥0 − 𝑥‖ ⩽ ‖𝑝0 − 𝑝‖ ∀𝑝0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0) ∀𝑝 ∈ 𝜕𝑓(𝑥), (Ã.18)

ñì. ðèñ. Ã.5.

Рис. Г.5. Близость 𝑝 и 𝑝0 влечет близость 𝑥 и 𝑥0.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå èç óñëîâèé (Ã.16), (Ã.17) è (Ã.18) äëÿ âûïóê-
ëîé ôóíêöèè 𝑓 ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ Ã.10, ñì. [19, �1.19]

Ïîëó÷èì åùå îäíî ïîëåçíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü 𝑓 : R𝑛 → R∪{+∞}
� ñèëüíî âûïóêëàÿ ñ êîíñòàíòîé κ > 0 ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñóáëèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå 𝑥 ∈ R𝑛. Çàôèêñèðóåì 𝑝 ∈ 𝜕𝑓(𝑥). Ïóñòü 𝑥0 ∈ R𝑛
� ãëîáàëüíûé ìèíèìóì 𝑓 íà R𝑛.

Äëÿ ñèëüíî âûïóêëîé (îïðåäåëåíèå Ã.10) ñîáñòâåííîé ôóíêöèè åå
ìèíèìóì íà R𝑛 äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå 𝑥0 ∈ R𝑛. Ýòî ñëå-
äóåò èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè è ñâåðõëèíåéíîãî ðîñòà ñèëüíî âûïóêëîé
ôóíêöèè. Èç ñóáãðàäèåíòíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓
ïîëó÷àåì 𝑓(𝑥0) ⩾ 𝑓(𝑥) + (𝑝, 𝑥0 − 𝑥), òî åñòü

‖𝑝‖ · ‖𝑥− 𝑥0‖ ⩾ (𝑝, 𝑥− 𝑥0) ⩾ 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0). (Ã.19)

Èç íåðàâåíñòâà (Ã.18) äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà 𝑥0, ãäå 𝑝0 = 0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0),
ñëåäóåò

‖𝑥0 − 𝑥‖ ⩽
1

κ
‖𝑝‖. (Ã.20)
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Èç óñëîâèé (Ã.19) è (Ã.20) íàõîäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ dom 𝑓 âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖𝑝‖2 ⩾ κ
(︀
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)

)︀
∀𝑝 ∈ 𝜕𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0) = min

𝑧∈R𝑛
𝑓(𝑧). (Ã.21)

Îíî èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ìåòîäàõ ãðàäèåíòíîé ìèíèìèçàöèè.

Г.7. Сильно выпуклые множества
и проксимально гладкие множества.
Слабо выпуклые и слабо вогнутые функции

Определение Г.11. Âûïóêëûé êîìïàêò 𝒬 ⊂ R𝑛 íàçûâàåòñÿ силь-
но выпуклым ñ ðàäèóñîì 𝑅 > 0, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïå-
ðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ åâêëèäîâûõ øàðîâ ðàäèóñà 𝑅 > 0, òî åñòü

𝒬 =
⋂︁
𝑥∈𝒳
ℬ𝑅(𝑥)

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà öåíòðîâ 𝒳 ⊂ R𝑛.

Ñèëüíî âûïóêëûå ìíîæåñòâà è èõ îáîáùåíèÿ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ
[19, 59, 89, 133].

Ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü âûïóêëîãî êîìïàêòà 𝒬 â R𝑛 ñ ðàäèóñîì 𝑅 > 0
ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) опорный принцип: äëÿ ëþáîãî ‖𝑝‖ = 1 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
𝒬 ⊂ ℬ𝑅

(︀
𝒬(𝑝)−𝑅𝑝

)︀
, ñì. ðèñ. Ã.6;

2) äëÿ ëþáûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ‖𝑝‖ = ‖𝑞‖ = 1 âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî ‖𝒬(𝑝)−𝒬(𝑞)‖ ⩽ 𝑅‖𝑝− 𝑞‖;

3) äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑥1, 𝑥2 ∈ R𝑛, 𝜚(𝑥𝑖,𝒬) ⩾ 𝑟 > 0 è ïðîåêöèé
𝑎𝑖 = 𝑃𝒬𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, âûïîëíåíà îöåíêà

‖𝑎1 − 𝑎2‖ ⩽
𝑅

𝑅+ 𝑟
‖𝑥1 − 𝑥2‖;

4) ìíîæåñòâî𝒬 ðàâíîìåðíî âûïóêëî ñ ìîäóëåì 𝛿𝒬(𝑡) = 𝑡2

8𝑅 . Ïîñëåä-
íåå îçíà÷àåò (ñì. ïîäðîáíåå [75]), ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒬
âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

𝑥1 + 𝑥2
2

+ ℬ𝛿𝒬(‖𝑥1−𝑥2‖)(0) ⊂ 𝒬.

Ñóììà Ìèíêîâñêîãî ñèëüíî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ 𝒬1 ñ ðàäèóñîì
𝑅1 > 0 è𝒬2 ñ ðàäèóñîì 𝑅2 > 0 ñèëüíî âûïóêëà ñ ðàäèóñîì 𝑅1+𝑅2. Ýë-

ëèïñîèä ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì ñ ðàäèóñîì 𝑅 =
𝜆2
max

𝜆min
,
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Рис. Г.6. Опорный принцип для сильно выпуклых множеств.

ãäå 𝜆max � ìàêñèìàëüíàÿ ïîëóîñü ýëëèïñîèäà, à 𝜆min � ìèíèìàëü-
íàÿ [19, ãëàâà 3].

Определение Г.12. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 áóäåì íàçû-
âàòü проксимально гладким (èëè прокс-регулярным, слабо выпуклым)
ñ êîíñòàíòîé𝑅 > 0, åñëè ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ 𝜚(𝑥,𝒬) íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà 𝒰𝒬(𝑅) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 0 < 𝜚(𝑥,𝒬) < 𝑅} � 𝑅-îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà 𝒬.

Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèì ñ ëþáîé êîíñòàíòîé 𝑅 > 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäèåíò Ôðåøå 𝜚(𝑥,𝒬) â òî÷êå 𝑥 /∈ 𝒬 åñòü

𝜚′(𝑥,𝒬) =
𝑥− 𝑃𝒬𝑥

𝜚(𝑥,𝒬)
.

Ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèå ìíîæåñòâà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå èçó-
÷àëèñü â ðàáîòàõ [82, 133]. Î ïðîêñèìàëüíûõ ãðàäèåíòàõ, ïîñòðîåííûõ
íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèõ ìíîæåñòâ, è èõ ïðèìåíå-
íèè â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãå [38].

Ïóñòü 𝒬 ⊂ R𝑛 � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî è 𝑥 ∈ 𝜕𝒬. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî âåêòîð 𝑝 ∈ R𝑛 åñòü проксимальная нормаль êî ìíîæåñòâó
𝒬 â òî÷êå 𝑥, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå 𝑡𝑥 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ (0, 𝑡𝑥)
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 𝑃𝒬(𝑥 + 𝑡𝑝) = {𝑥}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî
âñåõ ïðîêñèìàëüíûõ íîðìàëåé êî ìíîæåñòâó 𝒬 â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝜕𝒬 îáðà-
çóåò конус проксимальных нормалей, êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
𝑁𝑃 (𝒬, 𝑥).
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Ïðîêñèìàëüíàÿ ãëàäêîñòü çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà 𝒬 â R𝑛 ñ êîíñòàí-
òîé 𝑅 > 0 ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) опорный принцип: äëÿ ëþáûõ 𝑥 ∈ 𝜕𝒬 è 𝑝 ∈ 𝑁𝑃 (𝒬, 𝑥), ‖𝑝‖ = 1,

âûïîëíåíî óñëîâèå 𝒬∩ intℬ𝑅(𝑥+𝑅𝑝) = ∅, ñì. ðèñ. Ã.7;

Рис. Г.7. Опорный принцип для проксимально гладких множеств.

2) äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑥 ∈ 𝒰𝒬(𝑅) ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ 𝑃𝒬𝑥 îäíîòî-
÷å÷íà è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò 𝑥;

3) äëÿ 𝑟 ∈ (0, 𝑅), ëþáûõ òî÷åê 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒰𝒬(𝑟) è 𝑎𝑖 = 𝑃𝒬𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2,
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖𝑎1 − 𝑎2‖ ⩽ 𝑅

𝑅−𝑟‖𝑥1 − 𝑥2‖.
Îòìåòèì, ÷òî ëþáîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèì ñ ëþáîé êîíñòàíòîé 𝑅 > 0, òàêæå ìîæíî
ñ÷èòàòü òàêîå ìíîæåñòâî ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèì ñ 𝑅 = +∞.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèõ ìíîæåñòâ.
Ïóñòü 𝑔 : R𝑛 → R � 𝐶1-ôóíêöèÿ è 𝒮 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑔(𝑥) = 0}. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ íîðìàëü ê 𝒮 ëèïøèöåâî
çàâèñèò îò òî÷êè: ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 𝐿 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ
𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒮 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî⃦⃦⃦⃦

𝑔′(𝑥1)

‖𝑔′(𝑥1)‖
− 𝑔′(𝑥2)

‖𝑔′(𝑥2)‖

⃦⃦⃦⃦
⩽ 𝐿‖𝑥1 − 𝑥2‖.

Òîãäà ìíîæåñòâî 𝒮 ïðîêñèìàëüíî ãëàäêîå ñ êîíñòàíòîé 𝑅 = 1/𝐿 [7,
òåîðåìà 1.10.2]. Ïðîêñèìàëüíàÿ ãëàäêîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ óêà-
çàííîãî âûøå âèäà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [70].
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Ìíîãèå ìàòðè÷íûå ìíîãîîáðàçèÿ ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèå [49]. Ðàñ-
ñòîÿíèå â ïðèìåðàõ íèæå èçìåðÿåòñÿ â ñìûñëå íîðìû Ôðîáåíèóñà
‖𝑋‖𝐹 =

√
tr𝑋T𝑋.

Òàê, ìíîãîîáðàçèå Øòèôåëÿ 𝒮𝑛,𝑘 äëÿ ëþáûõ 𝑘 ⩽ 𝑛 ÿâëÿåòñÿ ïðîê-
ñèìàëüíî ãëàäêèì ìíîæåñòâîì ñ íåóëó÷øàåìîé äëÿ ëþáûõ 𝑘, 𝑛 êîí-
ñòàíòîé 𝑅 = 1, ïðè÷åì ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà 𝒮𝑛,𝑘 âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå (Á.17). Ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà 𝒢𝑛,𝑘 äëÿ ëþáûõ 𝑘 ⩽ 𝑛, ðå-
àëèçîâàííîå êàê âëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö S𝑛,
òàêæå ïðîêñèìàëüíî ãëàäêîå ñ íåóëó÷øàåìîé äëÿ ëþáûõ 𝑘, 𝑛 êîíñòàí-
òîé 𝑅 = 1/

√
2. Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà 𝒢𝑛,𝑘 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(Á.18).
Êîíñòàíòû ïðîêñèìàëüíîé ãëàäêîñòè è ôîðìóëû äëÿ ìåòðè÷åñêîé

ïðîåêöèè äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ ìàòðè÷íûõ ìíîæåñòâ ìîæíî íàéòè
â [51].

Определение Г.13. Ïóñòü 𝑓 : R𝑛 ⊃ 𝒰 → R, ãäå 𝒰 � âûïóêëîå îò-
êðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ 𝑓 íàçûâàåòñÿ слабо выпуклой ñ êîí-
ñòàíòîé 𝐿1 ⩾ 0, åñëè ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) + 𝐿1‖𝑥‖2

2 âûïóêëàÿ.
Ôóíêöèÿ 𝑓 íàçûâàåòñÿ слабо вогнутой ñ êîíñòàíòîé 𝐿1 ⩾ 0, åñëè

ôóíêöèÿ ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝐿1‖𝑥‖2

2 âîãíóòàÿ, òî åñòü −ℎ(𝑥) âûïóêëàÿ.

Êîíöåïöèÿ ñëàáîé âîãíóòîñòè è åå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ îïòèìè-
çàöèè âîçíèêëà, âåðîÿòíî, â ðàáîòàõ Å.À. Íóðìèíñêîãî [120]. Ñîâðå-
ìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè ñëàáî âûïóêëûõ è ñëàáî âîãíóòûõ ôóíêöèé
ìîæåò áûòü íàéäåíî â ìîíîãðàôèè [7].

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (Ã.15) äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 èç îïðåäåëåíèÿ Ã.13 ñëàáî âûïóêëàÿ ñ êîíñòàíòîé
𝐿1 > 0, òî äëÿ ëþáûõ 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝒰 , 𝜆 ∈ [0, 1], ýòî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíå-
íèþ íåðàâåíñòâà

𝜆𝑓(𝑥) + (1− 𝜆)𝑓(𝑥0) ⩾ 𝑓
(︀
(1− 𝜆)𝑥0 + 𝜆𝑥

)︀
− 𝜆(1− 𝜆)

2
𝐿1‖𝑥0 − 𝑥‖2.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 èç îïðåäåëåíèÿ Ã.13 ñëàáî âîãíóòàÿ ñ êîíñòàíòîé
𝐿1 > 0, òî äëÿ ëþáûõ 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝒰 , 𝜆 ∈ [0, 1] ýòî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

𝑓
(︀
(1− 𝜆)𝑥0 + 𝜆𝑥

)︀
⩾ 𝜆𝑓(𝑥) + (1− 𝜆)𝑓(𝑥0)− 𝜆(1− 𝜆)

2
𝐿1‖𝑥0 − 𝑥‖2.

Èçâåñòíî, ÷òî ñëàáàÿ âûïóêëîñòü è ñëàáàÿ âîãíóòîñòü ôóíêöèè 𝑓 ñ
êîíñòàíòîé 𝐿1 ýêâèâàëåíòíû ëèïøèöåâîñòè ãðàäèåíòà 𝑓 ′ ñ êîíñòàíòîé
Ëèïøèöà 𝐿1 [7, òåîðåìà 2.1.2]. Îäíàêî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëàáóþ
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âûïóêëîñòü èëè âîãíóòîñòü îòäåëüíî. Íàïîìíèì, ÷òî субдифференци-
алом Фреше ôóíêöèè 𝑓 â òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒰 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

𝜕−𝐹 𝑓(𝑥0) =

{︂
𝑝 ∈ R𝑛 : lim inf

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)− (𝑝, 𝑥− 𝑥0)

‖𝑥− 𝑥0‖
⩾ 0

}︂
,

à супердифференциал Фреше ôóíêöèè 𝑓 â òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒰 åñòü

𝜕+𝐹 𝑓(𝑥0) =

{︂
𝑝 ∈ R𝑛 : lim sup

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)− (𝑝, 𝑥− 𝑥0)

‖𝑥− 𝑥0‖
⩽ 0

}︂
.

Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 ñëàáî âîãíóòà ñ êîíñòàíòîé 𝐿1. Òîãäà ôóíêöèÿ

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝐿1

2
‖𝑥‖2

âîãíóòà è èç [41, óòâåðæäåíèå 1.107(i)] âûòåêàåò ðàâåíñòâî

𝜕+𝐹 𝑓(𝑥0) = 𝜕+ℎ(𝑥0) + 𝐿1𝑥0,

ãäå 𝜕+ℎ(𝑥0) � ñóïåðäèôôåðåíöèàë âîãíóòîé ôóíêöèè ℎ â òî÷êå 𝑥0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝜕+𝐹 𝑓(𝑥0) ïðîèçâîëüíûé ñóïåðãðàäèåíò

Ôðåøå. Òîãäà

ℎ(𝑥) ⩽ ℎ(𝑥0) +
(︀
𝑓 ′(𝑥0)− 𝐿1𝑥0, 𝑥− 𝑥0

)︀
=

= ℎ(𝑥0) +
(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑥− 𝑥0

)︀
− 𝐿1(𝑥0, 𝑥− 𝑥0).

Ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèè 𝑓 , ïîëó÷àåì

𝑓(𝑥)− 𝐿1

2
‖𝑥‖2 ⩽ 𝑓(𝑥0)− 𝐿1

2
‖𝑥0‖2 +

(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑥− 𝑥0

)︀
− 𝐿1(𝑥0, 𝑥− 𝑥0).

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ëþáîãî ñóïåðãðàäèåíòà 𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝜕+𝐹 𝑓(𝑥0)

𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥0) +
(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑥− 𝑥0

)︀
+
𝐿1

2
‖𝑥− 𝑥0‖2. (Ã.22)

Èç ïðèâåäåííûõ âûêëàäîê âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема Г.18. Слабая вогнутость функции 𝑓 в определении Г.13
эквивалентна выполнению неравенства (Ã.22) для любых 𝑥, 𝑥0 ∈ 𝒰
и любого суперградиента Фреше 𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝜕+𝐹 𝑓(𝑥0). При этом имеет
место равенство

𝜕+𝐹 𝑓(𝑥0) = 𝜕+ℎ(𝑥0) + 𝐿1𝑥0,
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где 𝜕+ℎ(𝑥0) — супердифференциал вогнутой функции

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝐿1

2
‖𝑥‖2

в точке 𝑥0.

Ôîðìóëà (Ã.22) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñëàáî âîãíóòîé (íå ëèïøèöå-
âîé!) ñ êîíñòàíòîé 𝐿1 > 0 ôóíêöèè 𝑓 âûïîëíåíà âåðõíÿÿ êâàäðàòè÷-
íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ãäå 𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝜕+𝐹 𝑓(𝑥0) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò.
Ýòîãî áûâàåò äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè íåêîòîðûõ
îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Â íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè îáû÷íî òðå-
áóåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà ãðàäèåíòà äëÿ âûïîëíåíèÿ âåðõíåé êâàäðà-
òè÷íîé àïïðîêñèìàöèè, õîòÿ, â ñèëó ðåçóëüòàòà òåîðåìû Ã.18, â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ðàáîòàòü ñ áîëåå îáùèì êëàññîì ñëàáî âîãíóòûõ
ôóíêöèé. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ñëàáîé âîãíóòîñòè ïðèâåäåí â ëåììå
2.3.1.

Áîëåå ïîäðîáíî îá îáîáùåííûõ ãðàäèåíòàõ ìîæíî ïðî÷èòàòü â ìî-
íîãðàôèÿõ [41, 43].

Г.8. Метрика Хаусдорфа. Погрешности
многогранных аппроксимаций

Определение Г.14. Ïóñòü 𝒫 è𝒬� êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà R𝑛.
Ðàññòîÿíèåì â метрике Хаусдорфа ìåæäó 𝒫 è 𝒬 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ℎ(𝒫,𝒬) = max
{︁

max
𝑥∈𝒬

𝜚(𝑥,𝒫), max
𝑥∈𝒫

𝜚(𝑥,𝒬)
}︁

èëè, ýêâèâàëåíòíî,

ℎ(𝒫,𝒬) = inf
{︀
𝜀 > 0: 𝒫 ⊂ 𝒬+ ℬ𝜀(0), 𝒬 ⊂ 𝒫 + ℬ𝜀(0)

}︀
. (Ã.23)

Äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ 𝒫, 𝒬 èíôèìóì â (Ã.23) äîñòèãàåòñÿ.
Â ñëó÷àå âûïóêëîñòè êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ 𝒫 è 𝒬 ðàññòîÿíèå

ℎ(𝒫,𝒬) ñâÿçàíî ñ îïîðíûìè ôóíêöèÿìè 𝒫 è 𝒬 ïî ôîðìóëå [19, ëåììà
1.11.4]

ℎ(𝒫,𝒬) = max
‖𝑝‖=1

|𝑠(𝑝,𝒫)− 𝑠(𝑝,𝒬)|.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå îáñóäèì îöåíêè ïîãðåøíîñòè âûïóêëîãî êîì-
ïàêòà ìíîãîãðàííèêîì â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Áóäóò ðàññìîòðåíû âíå-
øíèå è âíóòðåííèå àïïðîêñèìàöèè êîìïàêòà ìíîãîãðàííèêîì.

Äàëåå ÷åðåç ̂︀𝒬 áóäåì îáîçíà÷àòü âíåøíþþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîãî-
ãðàííèêîì ìíîæåñòâà 𝒬, òî åñòü 𝒬 ⊂ ̂︀𝒬, à ÷åðåç ̃︀𝒬 � âíóòðåííþþ, òî
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åñòü ̃︀𝒬 ⊂ 𝒬. Îáû÷íî âûïóêëûé êîìïàêò 𝒬 ⊂ R𝑛 ïðèáëèæàþò âíåø-
íåé ìíîãîãðàííîé àïïðîêñèìàöèåé. Äëÿ ýòîãî áåðóò ñåòêó G = {𝑝𝑖}𝐼𝑖=1

åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ìåëêîñòè ∆ ∈ (0, 12 ), ïîä ìåëêîñòüþ ∆ ïîíèìàåò-
ñÿ òàêîå ÷èñëî, ÷òî êàæäûé âåêòîð 𝑝 ìîæíî ïðåäñòàâèòü (âîçìîæíî,
íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì) â âèäå 𝑝 =

∑︀
𝑖∈𝐼𝑝

𝛼𝑖𝑝𝑖, 𝛼𝑖 > 0, 𝑝𝑖 ∈ G, 𝐼𝑝 �

íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî {1, . . . , 𝐼} è ‖𝑝𝑖− 𝑝𝑗‖ ⩽ ∆ äëÿ âñåõ 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼𝑝. Â
êà÷åñòâå âíåøíåé àïïðîêñèìàöèè îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî̂︀𝒬 =

{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑝𝑖, 𝑥) ⩽ 𝑠(𝑝𝑖,𝒬) ∀𝑝𝑖 ∈ G

}︀
. (Ã.24)

Â ñëó÷àå åñëè âûïóêëûé êîìïàêò ïðîèçâîëüíûé, ïîãðåøíîñòü àï-
ïðîêñèìàöèè åñòü

ℎ(𝒬, ̂︀𝒬) ⩽ ∆
diam𝒬
1− Δ2

2

.

Åñëè ìíîæåñòâî 𝒬 ñèëüíî âûïóêëî ñ ðàäèóñîì 𝑅 > 0, òî [19, �4.9]

ℎ(𝒬, ̂︀𝒬) ⩽ ∆2 𝑅

1− Δ2

2

.

Âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå âíåø-
íåé (Ã.24). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℬ𝑟(0) ⊂ 𝒬 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑟 > 0. Òîãäà
äëÿ ℎ = ℎ(𝒬, ̂︀𝒬) èìååì

̂︀𝒬 ⊂ 𝒬+
ℎ

𝑟
ℬ𝑟(0) ⊂

(︂
1 +

ℎ

𝑟

)︂
𝒬,

òî åñòü âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ̃︀𝒬 åñòü

̃︀𝒬 =
𝑟

𝑟 + ℎ
̂︀𝒬 ⊂ 𝒬. (Ã.25)

Ïðè ýòîì èìååì öåïî÷êó âêëþ÷åíèé

𝒬 ⊂ 𝑟

𝑟 + ℎ
̂︀𝒬+

ℎ

𝑟 + ℎ
̂︀𝒬 ⊂ ̃︀𝑄+

ℎ

𝑟 + ℎ

(︀
𝒬+ ℎℬ1(0)

)︀
,

è ïîãðåøíîñòü ℎ( ̃︀𝒬,𝒬) îöåíèâàåòñÿ êàê

ℎ( ̃︀𝒬,𝒬) ⩽
ℎ

𝑟 + ℎ
(diam𝒬+ ℎ) , ℎ = ℎ(𝒬, ̂︀𝒬).

Èòàê, äëÿ âíåøíåé (Ã.24) è âíóòðåííåé (Ã.25) àïïðîêñèìàöèé âû-
ïóêëîãî êîìïàêòà 𝒬 ïîëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ â
ìåòðèêå Õàóñäîðôà.
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Г.9. Выживание решений*

Â ðàçäåëå 3.1.1 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà,
òî åñòü òàêîãî ýëëèïñîèäà, èç êîòîðîãî íå âûõîäèò íèêàêîå ðåøåíèå
óñòîé÷èâîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì òàêæå èç ýòîãî
ýëëèïñîèäà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àíàëîãè÷íûå èíâàðèàíòíîìó ýëëèïñîè-
äó êîíñòðóêöèè ìîæíî ðàññìîòðåòü è â ãîðàçäî áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Ïóñòüℳ⊂ R𝑛 � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, à ðåøåíèå ñèñòåìû

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈ℳ ⊂ R𝑛, 𝑡0 ⩾ 0, (Ã.26)

ñóùåñòâóåò íà ëó÷å 𝑡 ∈ [𝑡0,+∞) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè 𝑥0 ∈ℳ.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü èçìåðèìîñòü ïî Ëåáåãó ôóíêöèè 𝑓(·, 𝑥) ïðè êàæ-
äîì 𝑥 è íåïðåðûâíîñòü 𝑓(𝑡, ·) ïðè êàæäîì 𝑡.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
(Ã.26) ¾âûæèâàåò¿ âℳ, òî åñòü 𝑥(𝑡) ∈ℳ äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ [𝑡0,+∞)? Âûæè-
âàíèå ðåøåíèé � âàæíûé ðàçäåë íåãëàäêîãî è ìíîãîçíà÷íîãî àíàëèçà.
Êëàññè÷åñêèå ìîíîãðàôèè [33] è [34] ïîñâÿùåíû ýòîìó âîïðîñó.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå верхнего касательного конуса (èëè конуса
Булигана) äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâàℳ⊂ R𝑛 â òî÷êå 𝑥 ∈ℳ:

𝑇 (ℳ, 𝑥) =

{︂
𝑣 ∈ R𝑛 : ∀𝜀 > 0 ∃{𝑡𝑘}, 𝑡𝑘 → +0, ℬ𝜀(𝑣)

⋂︁ℳ− 𝑥
𝑡𝑘

̸= ∅
}︂
.

Ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû êîíóñà Áóëèãàíà:

𝑇 (ℳ, 𝑥) =
{︁
𝑣 ∈ R𝑛 : ∃{𝑡𝑘}, 𝑡𝑘 → +0, 𝑥+ 𝑡𝑘𝑣 + 𝑜(𝑡𝑘) ∈ℳ

}︁
,

𝑇 (ℳ, 𝑥) =

{︂
𝑣 ∈ R𝑛 : lim inf

𝑡→+0
𝜚

(︂
𝑣,
ℳ− 𝑥

𝑡

)︂
= 0

}︂
,

èëè

𝑇 (ℳ, 𝑥) =
⋂︁
𝜀>0

⋂︁
𝛿>0

⋃︁
0<𝑡<𝛿

(︂
ℳ− 𝑥

𝑡
+ ℬ𝜀(0)

)︂
.

Âåêòîð 𝑣 ∈ R𝑛 ñîäåðæèòñÿ â êîíóñå 𝑇 (ℳ, 𝑥) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑡𝑘} ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðå-
ìÿùàÿñÿ ê íóëþ, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ {𝑣𝑘}, ñõîäÿùàÿñÿ ê
𝑣, òàêèå, ÷òî 𝑥 + 𝑡𝑘𝑣𝑘 ∈ ℳ. Åñëè ìíîæåñòâîℳ âûïóêëî è çàìêíóòî,
òî äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑥 ∈ℳ âåðíî ðàâåíñòâî

𝑇 (ℳ, 𝑥) = cl
⋃︁
𝑡>0

ℳ− 𝑥
𝑡

.
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Âñå óêàçàííûå ñâîéñòâà êîíóñà 𝑇 (ℳ, 𝑥) ìîæíî íàéòè â [19, �1.4] è
â [34].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (Ã.26) âûïîëíåíî условие выжи-
вания, åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ 𝑡 ⩾ 0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑇 (ℳ, 𝑥) ∀𝑥 ∈ℳ. (Ã.27)

Ïîñêîëüêó äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê 𝑥 ∈ intℳ êîíóñ 𝑇 (ℳ, 𝑥) î÷åâèäíî
ðàâåí R𝑛, òî óñëîâèå âûæèâàíèÿ (Ã.27) äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü â ãðà-
íè÷íûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâàℳ.

Ïóñòü 𝐿1

(︀
[0,+∞), [0,+∞)

)︀
åñòü ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî

Ëåáåãó ôóíêöèé, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà ëó÷å [0,+∞) ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â [0,+∞). Ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
òåîðåìû Ï. Òàëëîñà î âûæèâàíèè äëÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè 𝑓(𝑡, 𝑥),
ñì. [33, òåîðåìà 11.7.1].

Теорема Г.19. Пусть в системе (Ã.26) ℳ ⊂ R𝑛 — замкнутое
подмножество и функция 𝑓(𝑡, 𝑥) удовлетворяет условиям:

1) для любого 𝑥 ∈ℳ отображение 𝑡 ↦→ 𝑓(𝑡, 𝑥) измеримо;
2) для любого 𝑡 ⩾ 0 отображение 𝑥 ↦→ 𝑓(𝑡, 𝑥) непрерывно;
3) существует функция 𝑐(·) ∈ 𝐿1

(︀
[0,+∞), [0,+∞)

)︀
такая, что

‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖ ⩽ 𝑐(𝑡)(1 + ‖𝑥‖).

Если выполнено условие выживания (Ã.27), то для любого 𝑡0 ⩾ 0
и любого начального условия 𝑥0 ∈ ℳ существует решение (Ã.26),
которое удовлетворяет условию 𝑥(𝑡) ∈ℳ для всех 𝑡 ⩾ 0.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì äàëåå ñëó÷àé àâòîíîìíîé ñèñòåìû (Ã.26)
c 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑥). Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû 𝑐 > 0
óäîâëåòâîðÿåò äëÿ âñåõ 𝑥 óñëîâèþ ëèíåéíîãî ðîñòà ‖𝑓(𝑥)‖ ⩽ 𝑐(1+‖𝑥‖),
êîòîðîå ãàðàíòèðóåò ïðîäîëæèìîñòü ëþáîãî ðåøåíèÿ (Ã.26) âïðàâî.
Ïîñêîëüêó 𝑐 /∈ 𝐿1

(︀
[0,+∞), [0,+∞)

)︀
, òî íåâîçìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðå-

ìó Ã.19 ê òàêîé ôóíêöèè. Îäíàêî ïîëîæåíèå ñïàñàåò ñëåäóþùåå ðàñ-
ñóæäåíèå. Çàôèêñèðóåì 𝑇 > 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

𝑓𝑇 (𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓(𝑥), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

(𝑇 + 1− 𝑡)𝑓(𝑥), 𝑡 ∈ (𝑇, 𝑇 + 1],

0, 𝑡 > 𝑇 + 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 𝑓𝑇 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû Ã.19 ñ

𝑐(𝑡) =

{︃
𝑐, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 + 1],

0, 𝑡 > 𝑇 + 1,
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è ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò 𝐿1

(︀
[0,+∞), [0,+∞)

)︀
. Òàêèì îáðà-

çîì, íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè �̇� = 𝑓𝑇 (𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈ ℳ
ïî òåîðåìå Ã.19 âûæèâàåò ïðè 𝑡 ⩾ 𝑡0, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (Ã.26), êîòîðîå âûæèâàåò íà ëþáîì îòðåçêå [𝑡0, 𝑇 ].

Ñëîâà ¾ñóùåñòâóåò ðåøåíèå¿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû Ã.19 âîç-
íèêëè íå ñëó÷àéíî, ïîñêîëüêó äëÿ íåïðåðûâíîé ïî 𝑥 ïðàâîé ÷àñòè â
çàäà÷å (Ã.26) ïîìèìî âûæèâàþùèõ ìîãóò áûòü è íå âûæèâàþùèå ðå-
øåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð. Ïóñòü 𝑓(𝑥) = 3𝑥

2
3 èℳ = {0}.

Òîãäà óñëîâèå âûæèâàíèÿ (Ã.27) âûïîëíåíî, òàê êàê 𝑇 (ℳ, 0) = {0} è
äëÿ òî÷êè 𝑥 = 0 èìååì 𝑓(0) = 0. Íî ó çàäà÷è Êîøè

�̇� = 3𝑥
2
3 , 𝑥(0) = 0,

åñòü êàê âûæèâàþùåå â ℳ ðåøåíèå 𝑥0(𝑡) = 0, òàê è íå âûæèâàþùåå
ðåøåíèå 𝑥1(𝑡) = 𝑡3.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èñêëþ÷èòü ýòó íåîäíîçíà÷íîñòü, áóäåì äàëåå äî-
ïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 𝑓(𝑡, 𝑥) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøè-
öà ïî 𝑥 ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì 𝑡. Êàê èçâåñòíî, ýòî ãàðàíòèðóåò
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ïóñòü 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥) � âîçìóùåíèå â ñèñòåìå

�̇� = 𝑓(𝑥) + 𝑣, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈ℳ, 𝑡0 ⩾ 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑣 èçìåðèìà ïî 𝑡 è ëèïøèöåâà ïî 𝑥. Åñëè
çíà÷åíèÿ 𝑣 ïîä÷èíåíû ãåîìåòðè÷åñêîìó îãðàíè÷åíèþ

𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝒱 =
⋂︁

𝑥∈𝜕ℳ

(︀
𝑇 (ℳ, 𝑥)− 𝑓(𝑥)

)︀
∀𝑡 ⩾ 𝑡0 ∀𝑥 ∈ℳ, (Ã.28)

òî â ñèëó òåîðåìû Ã.19 ðåøåíèå óêàçàííîé âûøå âîçìóùåííîé çàäà÷è
Êîøè âûæèâàåò âî ìíîæåñòâå ℳ. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå 𝒱 ≠ ∅
ôîðìóëà (Ã.28) çàäàåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé 𝒱, ê êî-
òîðûì íå÷óâñòâèòåëüíî ðåøåíèå: ýòè âîçìóùåíèÿ íå ìîãóò èçìåíèòü
âêëþ÷åíèå 𝑥(𝑡) ∈ℳ ïðè 𝑡 ⩾ 𝑡0.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

�̇� = 𝑓(𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈ℳ ⊂ R𝑛, 𝑡0 ⩾ 0. (Ã.29)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ëèïøèöåâà è óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ ëèíåéíîãî ðîñòà. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé âûïóê-
ëîãî ìíîæåñòâà ℳ, ñîäåðæàùåãî íóëü â ñâîåé âíóòðåííîñòè è èìå-
þùåãî ëèïøèöåâó íîðìàëü: ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà 𝐿 > 0 òàêàÿ, ÷òî
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äëÿ âñåõ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝜕ℳ è åäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ 𝑝(𝑥) è 𝑝(𝑦)
â òî÷êàõ 𝑥 è 𝑦 êî ìíîæåñòâó ℳ ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíåíî óñëîâèå
‖𝑝(𝑥)− 𝑝(𝑦)‖ ⩽ 𝐿‖𝑥− 𝑦‖.

Ïóñòü [𝜆]+ = 𝜆 ïðè 𝜆 ⩾ 0 è [𝜆]+ = 0 ïðè 𝜆 < 0. Ðàññìîòðèì
îáðàòíóþ ñâÿçü âèäà

𝑢(𝜆𝑥) =

{︃
−𝑝(𝑥)

[︀(︀
𝑝(𝑥), 𝑓(𝜆𝑥)

)︀]︀
+
, 𝜆 ∈ ( 1

2 , 1],

0, 𝜆 ∈ [0, 12 ],
∀𝑥 ∈ 𝜕ℳ. (Ã.30)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝜕ℳ è 𝜆 ∈ (0, 1] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
𝑝(𝑥) ∈ 𝑁(𝜆ℳ, 𝜆𝑥), òî åñòü åäèíè÷íàÿ íîðìàëü 𝑝(𝜆𝑥) êî ìíîæåñòâó 𝜆ℳ
â òî÷êå 𝜆𝑥 ðàâíà 𝑝(𝑥). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑢(𝑧) êóñî÷íî-ëèïøèöåâà
ïî àðãóìåíòó. Ïî ïîñòðîåíèþ 𝑢(·) äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑧 = 𝜆𝑥 ∈ℳ∖( 1

2ℳ),
𝑥 ∈ 𝜕ℳ, 𝜆 ∈ ( 1

2 , 1], âûïîëíåíî óñëîâèå

𝑢(𝑧) ∈ 𝑇 (𝜆ℳ, 𝑧)− 𝑓(𝑧),

ïîñêîëüêó âåëè÷èíà
[︀(︀
𝑝(𝑥), 𝑓(𝜆𝑥)

)︀]︀
+
åñòü â òî÷íîñòè ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè 𝑓(𝑧) äî

𝑇 (𝜆ℳ, 𝑧) = {𝑦 ∈ R𝑛 : (𝑝(𝑥), 𝑦) ⩽ 0}.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, óïðàâëåíèå 𝑢 ¾ñòðåìèòñÿ¿ íå âûïóñòèòü âåêòîð
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èç 𝜆ℳ, åñëè âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îêàçàëñÿ âî ìíîæå-
ñòâå 𝜆ℳ.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ èäåÿ êóñî÷íî-ëèïøèöåâîé
îáðàòíîé ñâÿçè, êîòîðàÿ çàñòàâëÿåò ðåøåíèå (Ã.29) âûæèâàòü âî ìíî-
æåñòâå ℳ. Ñíà÷àëà âûáèðàåì óïðàâëåíèå 𝑤(𝑡, 𝑥) = 𝑢 ïî ôîðìóëå
(Ã.30). Åñëè âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû 𝑥(𝑡) â ìîìåíò 𝑡 = 𝑡1 ⩾ 𝑡0 ïîïàë
âî ìíîæåñòâî 1

2ℳ, òî ïîëîæèì 𝑤(𝑡, 𝑥) = 0 ïðè 𝑡 > 𝑡1 äî òåõ ïîð, ïîêà
âåêòîð ñîñòîÿíèÿ íå âûéäåò íà ãðàíèöó 𝜕ℳ â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 𝑡2.
Åñëè 𝑥(𝑡2) ∈ 𝜕ℳ, òî îïðåäåëÿåì 𝑤(𝑡, 𝑥) = 𝑢 ïðè 𝑡 > 𝑡2 ïî ôîðìóëå
(Ã.30).

Åñëè âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïîïàäàåò âî ìíîæåñòâî 1
2ℳ â ìî-

ìåíò âðåìåíè 𝑡3 > 𝑡2, òî ñíîâà çàäàåì 𝑤(𝑡, 𝑥) = 0 ïðè 𝑡 > 𝑡3 äî âûõîäà
(åñëè òàêîâîé ñëó÷èòñÿ) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà ãðàíèöó 𝜕ℳ è ò. ä. Ïî-
ëó÷àåì ñèñòåìó

�̇� = 𝑓(𝑥) + 𝑤(𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈ℳ,

â êîòîðîé ïðàâàÿ ÷àñòü êóñî÷íî-ëèïøèöåâà ïî 𝑥. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíê-
öèè 𝑤 ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè âûæèâàåò âℳ.
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Г.10. Неподвижные точки и точки совпадения
отображений1*

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâî 𝒳 ⊂ R𝑛 è îòîáðàæåíèå 𝐹 : 𝒳 → 𝒳 . Òî÷-
êà 𝑥0 ∈ 𝒳 íàçûâàåòñÿ неподвижной точкой îòîáðàæåíèÿ 𝐹 , åñëè
𝐹 (𝑥0) = 𝑥0. Òåîðåìàìè î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ íàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå
óòâåðæäåíèÿ, ñîäåðæàùèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îñíîâàííûå íà ñâîé-
ñòâàõ ìíîæåñòâà 𝒳 è îòîáðàæåíèÿ 𝐹 , êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâî-
âàíèå ó íåãî íåïîäâèæíîé òî÷êè, ñì. ïðèìåð 1.5.6. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòû ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê, èìå-
þùåé áîëüøîå çíà÷åíèå êàê äëÿ òåîðèè, òàê è äëÿ ïðèëîæåíèé. Ê
âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñâîäÿòñÿ òåîðåìû ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ìíîãèõ òèïîâ óðàâíåíèé, è â òîì ÷èñëå äèôôåðåíöèàëüíûõ,
çàäà÷è òåîðèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèè èãð
è ò. ä.

Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî, åñëè ëþáàÿ ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèòñÿ ê
ýëåìåíòó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íà÷íåì ñ принципа сжимающих отображений, êîòîðûé ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Теорема Г.20 (Банах –Качиопполи). Пусть заданы 𝒳 ⊂ R𝑛 —
замкнутое подмножество и 𝜌𝒳 — метрика на 𝒳 , такая, что про-
странство (𝒳 , 𝜌𝒳 ) полное, а 𝐹 : 𝒳 → 𝒳 — сжимающее отображение,
то есть существует такое число 𝑘 ∈ (0, 1), что

𝜌𝒳
(︀
𝐹 (𝑥1), 𝐹 (𝑥2)

)︀
⩽ 𝑘𝜌𝒳 (𝑥1, 𝑥2) ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 .

Тогда у отображения 𝐹 существует неподвижная точка 𝑥0, причем
она единственна. Для произвольной точки 𝜉 ∈ 𝒳 последовательность
итераций 𝐹 (𝑛)(𝜉) отображения 𝐹 сходится при 𝑛→∞ к точке 𝑥0.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî â êà÷åñòâå 𝜌𝒳 (𝑥1, 𝑥2) ðàññìàòðèâàåòñÿ åâ-
êëèäîâî ðàññòîÿíèå ‖𝑥1 − 𝑥2‖, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà
(𝒳 , 𝜌𝒳 ) ñëåäóåò èç çàìêíóòîñòè 𝒳 . Îäíàêî ìåòðèêà 𝜌𝒳 ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ã.20 åñòü âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî àíàëè-
çó (ñì., íàïðèìåð, [10]). Îíî âûòåêàåò èç áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðîå áóäåò ïðèâåäåíî íèæå.

1При написании раздела были использованы материалы, предоставленные А.В.
Арутюновым.
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Ïðèâåäåì òåïåðü ïîíÿòèå òî÷êè ñîâïàäåíèÿ äâóõ îòîáðàæåíèé, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ïîíÿòèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Èòàê, ïóñòü 𝒳 ⊂ R𝑛, 𝒴 ⊂ R𝑚 è Ψ, Φ: 𝒳 → 𝒴 � çàäàííûå íåïðåðûâ-
íûå îòîáðàæåíèÿ.

Определение Г.15. Òî÷êà 𝑥 ∈ 𝒳 íàçûâàåòñÿ точкой совпадения
îòîáðàæåíèé Ψ è Φ, åñëè Ψ(𝑥) = Φ(𝑥).

Ïóñòü 𝜌𝒳 � ìåòðèêà íà 𝒳 , à 𝜌𝒴 � ìåòðèêà íà 𝒴. Îïðåäåëèì äëÿ
òî÷êè 𝑥0 ∈ 𝒳 ìåòðè÷åñêèé øàð

ℬ𝒳 (𝑥0, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝒳 : 𝜌𝒳 (𝑥, 𝑥0) < 𝑟}.

Àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷êè 𝑦0 ∈ 𝒴 îïðåäåëèì ìåòðè÷åñêèé øàð

ℬ𝒴(𝑦0, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝒴 : 𝜌𝒴(𝑦, 𝑦0) < 𝑟}.

Íèæå òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà (𝒳 , 𝜌𝒳 ).

Определение Г.16. Ïóñòü çàäàíî 𝛼 > 0. Îòîáðàæåíèå Ψ: 𝒳 → 𝒴
íàçûâàåòñÿ 𝛼-накрывающим, åñëè

Ψ
(︀
ℬ𝒳 (𝑥, 𝑟)

)︀
⊃ ℬ𝒴

(︀
Ψ(𝑥), 𝛼𝑟

)︀
∀𝑟 ⩾ 0 ∀𝑥 ∈ 𝒳 . (Ã.31)

Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íàêðûâàþùèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ 𝛼-íàêðû-
âàþùèì äëÿ íåêîòîðîãî 𝛼 > 0.

Îáñóäèì ïîíÿòèå íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ. Î÷åâèäíî, íàêðû-
âàþùåå îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äëÿ íå-
êîòîðîãî 𝛼 > 0 îòîáðàæåíèå Ψ ÿâëÿåòñÿ 𝛼-íàêðûâàþùèì, òî îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ 𝛾-íàêðûâàþùèì è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 0 < 𝛾 ⩽ 𝛼. Ïðîñòåéøèì
ïðèìåðîì 1-íàêðûâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ Ψ: 𝒳 → 𝒳 ÿâëÿåòñÿ òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå Ψ(𝑥) ≡ 𝑥.

Åñëè 𝐹 = 𝐴, ãäå 𝐴 : 𝒳 → 𝒴 � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, òî
îí ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì äëÿ íåêîòîðîãî 𝛼 > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åãî îáðàç {𝐹 (𝑥) : 𝑥 ∈ 𝒳} ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì 𝒴. Ýòî
óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò òåîðåìó Áàíàõà îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè è
èçâåñòíî [10].

Определение Г.17. Ïóñòü 𝛽 ⩾ 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðà-
æåíèå Φ: 𝒳 → 𝒴 ÿâëÿåòñÿ 𝛽-липшицевым, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà 𝛽, òî åñòü

𝜌𝒴(Φ(𝑥1),Φ(𝑥2)) ⩽ 𝛽𝜌𝒳 (𝑥1, 𝑥2) ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝒳 .
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Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî. Êðîìå
òîãî, åñëè 𝒳 = 𝒴, òî îòîáðàæåíèå Φ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì òîãäà, êîãäà
îíî ÿâëÿåòñÿ 𝛽-ëèïøèöåâûì ïðè íåêîòîðîì 𝛽 < 1.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
òî÷åê ñîâïàäåíèÿ.

Теорема Г.21 ([47]). Пусть даны числа 𝛼 > 𝛽 > 0. Предполо-
жим, что отображение Ψ является 𝛼-накрывающим, отображение
Φ является 𝛽-липшицевым и пространство (𝒳 , 𝜌𝒳 ) полное.

Тогда для произвольного 𝑥 ∈ 𝒳 существует такое 𝜉 = 𝜉(𝑥) ∈ 𝒳 ,
что

Ψ(𝜉) = Φ(𝜉), 𝜌𝒳 (𝜉, 𝑥) ⩽
𝜌𝒴
(︀
Ψ(𝑥),Φ(𝑥)

)︀
𝛼− 𝛽

. (Ã.32)

Доказательство. Äåëÿ ìåòðèêó 𝜌𝒴 íà 𝛼, íå òåðÿÿ îáùíîñòè áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝛼 = 1 è, çíà÷èò, 𝛽 < 1. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû,
êàê è äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû Áàíàõà �Êà÷èîïïî-
ëè, îñíîâàíî íà ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå 𝑥 ∈ 𝒳 è ïîëîæèì 𝑥0 = 𝑥. Â ñèëó óñëî-
âèÿ íàêðûâàíèÿ (Ã.31) ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑥1 ∈ 𝒳 òàêàÿ, ÷òî

Ψ(𝑥1) = Φ(𝑥0), 𝜌𝒳 (𝑥0, 𝑥1) ⩽ 𝜌𝒴
(︀
Ψ(𝑥0),Φ(𝑥0)

)︀
. (Ã.33)

Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑖}, ÷òî ïðè
𝑖 ⩾ 2 âûïîëíÿåòñÿ

Ψ(𝑥𝑖) = Φ(𝑥𝑖−1), 𝜌𝒳 (𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1) ⩽ 𝛽𝜌𝒳 (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖−2). (Ã.34)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èñêîìûå 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖 óæå ïîñòðîåíû. Òîãäà â
ñèëó (Ã.31) ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑥𝑖+1 ∈ 𝒳 òàêàÿ, ÷òî

Ψ(𝑥𝑖+1) = Φ(𝑥𝑖), 𝜌𝒳 (𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖) ⩽ 𝜌𝒴
(︀
Ψ(𝑥𝑖),Φ(𝑥𝑖)

)︀
.

Íî òîãäà

𝜌𝒳 (𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖) ⩽ 𝜌𝒴
(︀
Ψ(𝑥𝑖),Φ(𝑥𝑖)

)︀
= 𝜌𝒴

(︀
Φ(𝑥𝑖−1),Φ(𝑥𝑖)

)︀
⩽ 𝛽𝜌𝒳 (𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1),

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ îòîáðà-
æåíèÿ Φ. Ïîñòðîåíèå 𝑥𝑖+1, à âìåñòå ñ ýòèì è âñåé èñêîìîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, çàâåðøåíî.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑖} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîé. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå íîìåðà 𝑗 > 𝑙. Â ñèëó íå-
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà èìååì

𝜌𝒳 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑙) ⩽ 𝜌𝒳 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑗−1) + · · ·+ 𝜌𝒳 (𝑥𝑙+1, 𝑥𝑙).
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Íî â ñèëó íåðàâåíñòâà èç (Ã.34) èìååò ìåñòî

𝜌𝒳 (𝑥𝑠+1, 𝑥𝑠) ⩽ 𝛽𝑠𝜌𝒳 (𝑥1, 𝑥0)

äëÿ ëþáîãî 𝑠. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè, èìååì

𝜌𝒳 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑙) ⩽
𝑗−1∑︁
𝑠=𝑙

𝛽𝑠𝜌𝒳 (𝑥1, 𝑥0) ⩽ 𝛽𝑙(1− 𝛽)−1𝜌𝒳 (𝑥1, 𝑥0)

è, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑖} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, òàê
êàê â ñèëó ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà 𝜌𝒳 (𝑥𝑗 , 𝑥𝑙) → 0 ïðè 𝑗 > 𝑙 → ∞.
Êðîìå òîãî, èç íåãî â ñèëó (Ã.33) èìååì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑖

𝜌𝒳 (𝑥𝑖, 𝑥0) ⩽ (1− 𝛽)−1𝜌𝒴
(︀
Ψ(𝑥0),Φ(𝑥0)

)︀
. (Ã.35)

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî (𝒳 , 𝜌𝒳 ) ïîëíîå, òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑥𝑖} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå 𝜉 ∈ 𝒳 . Ïîýòîìó â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Φ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Φ(𝑥𝑖)} òàê-
æå ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâà èç (Ã.34) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Ψ(𝑥𝑖)} òàêæå ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðà-
æåíèÿ Ψ îíà ñõîäèòñÿ ê Ψ(𝜉). Â ñèëó óêàçàííîãî ðàâåíñòâà èç (Ã.34)
Ψ(𝜉) = Φ(𝜉). Ïåðåõîäÿ â (Ã.35) ê ïðåäåëó ïðè 𝑖 → ∞, îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì (Ã.32). ■

Åñëè â äîêàçàííîé òåîðåìå âçÿòü 𝒳 = 𝒴, à â êà÷åñòâå Ψ � òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå Ψ(𝑥) ≡ 𝑥, òî ïîëó÷èì ïðèíöèï Áàíàõà �Êà÷èîï-
ïîëè ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (òî÷íåå, ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé
òî÷êè; åå åäèíñòâåííîñòü ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ).

Д. Сведения из теории

экстремальных задач

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû ãëàäêèå è âûïóêëûå çàäà÷è. Ìû
îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ïî ïîâîäó ãëàäêèõ çàäà÷ ê ñòàíäàðòíûì êóðñàì ïî
àíàëèçó, íàïðèìåð [14], à âûïóêëûõ � ê ìîíîãðàôèÿì ïî âûïóêëîìó
àíàëèçó [6, 19, 24]. Ìû òàêæå îáðàùàåì âíèìàíèå íà êëàññè÷åñêèå
ìîíîãðàôèè, ãäå îñâåùåíû è ãëàäêèå, è âûïóêëûå çàäà÷è, íàïðèìåð
[8].

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà 𝑥0 ∈ 𝒬 ⊂ R𝑛 åñòü ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàê-
ñèìóì) 𝑓 : R𝑛 → R íà 𝒬, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå 𝛿 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ
𝑥 ∈ ℬ𝛿(𝑥0) ∩𝒬 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(𝑥0) (𝑓(𝑥) ⩽ 𝑓(𝑥0)).
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Ýêñòðåìóì 𝑥0 íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì, åñëè ïðåäûäóùèå íåðàâåíñòâà
ñòðîãèå äëÿ âñåõ 𝑥 ∈

(︀
ℬ𝛿(𝑥0)∖{𝑥0}

)︀
∩𝒬.

Д.1. Безусловная оптимизация

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó min
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥) äëÿ ôóíêöèè 𝑓 : R𝑛 → R; ìîæíî òàê-
æå ðàññìîòðåòü çàäà÷ó max

𝑥∈R𝑛
𝑓(𝑥).

Ïóñòü ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå 𝑥0. Òîãäà íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè 𝑓 â òî÷êå 𝑥0 ∈ R𝑛 çàäàåòñÿ пра-
вилом Ферма:

𝑓 ′(𝑥0) = 0, (Ä.1)

ãäå 𝑓 ′(𝑥0) � ãðàäèåíò Ãàòî. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ïî Ôðåøå ôóíê-
öèè 𝑓 íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â òî÷êå 𝑥0 òàêæå çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé (Ä.1), ãäå 𝑓 ′(𝑥0) � ãðàäèåíò Ôðåøå, ñì. (À.1), (À.2).

Åñëè 𝑓 ∈ 𝐶2 â îêðåñòíîñòè 𝑥0 ∈ R𝑛, òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíè-
ìóìà (ìàêñèìóìà) åñòü 𝑓 ′(𝑥0) = 0 è

(︀
ℎ, 𝑓 ′′(𝑥0)ℎ

)︀
⩾ 0 äëÿ âñåõ ℎ ∈ R𝑛

(𝑓 ′(𝑥0) = 0 è
(︀
ℎ, 𝑓 ′′(𝑥0)ℎ

)︀
⩽ 0 äëÿ âñåõ ℎ ∈ R𝑛). Åñëè 𝑓 ′(𝑥0) = 0 è íàé-

äóòñÿ äâà òàêèõ âåêòîðà ℎ𝑖 ∈ R𝑛, 𝑖 = 1, 2, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà(︀
ℎ1, 𝑓

′′(𝑥0)ℎ1
)︀
< 0 è

(︀
ℎ2, 𝑓

′′(𝑥0)ℎ2
)︀
> 0, òî â òî÷êå 𝑥0 ýêñòðåìóìà íåò.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà 𝑓 ∈ 𝐶2 â òî÷êå 𝑥0 äàåò
óñëîâèå 𝑓 ′(𝑥0) = 0 è

(︀
ℎ, 𝑓 ′′(𝑥0)ℎ

)︀
> 0 äëÿ âñåõ ℎ ∈ R𝑛∖{0}. Äîñòàòî÷-

íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå 𝑓 ′(𝑥0) = 0 è(︀
ℎ, 𝑓 ′′(𝑥0)ℎ

)︀
< 0 äëÿ âñåõ ℎ ∈ R𝑛∖{0}.

Âñå ïðèâåäåííûå âûøå óñëîâèÿ âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèé ýêñòðå-
ìóìà è ðàçëîæåíèÿ (À.4).

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 âûïóêëàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå 𝑥0, òî
óñëîâèå 𝑓 ′(𝑥0) = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà 𝑓 íà R𝑛.

Äëÿ íåãëàäêîé âûïóêëîé ôóíêöèè 𝑓 íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèåì ìèíèìóìà â òî÷êå 𝑥0 ∈ R𝑛 ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå 0 ∈ 𝜕𝑓(𝑥0),
ñì. ðàçäåë Ã.5.

Äîâîëüíî ðåäêî â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ áûâàþò èçâåñòíû ðàçëî-

æåíèÿ âèäà (À.3). Òîãäà ïðè ÷åòíîì 𝑚 ïðè óñëîâèè 𝜕𝑘𝑓(𝑥0)
𝜕x𝑖1

...𝜕x𝑖𝑘
= 0 äëÿ

âñåõ 𝑘 < 𝑚 è ïðè
∑︀

𝑖1,...,𝑖𝑚

𝜕𝑚𝑓(𝑥0)
𝜕x𝑖1 ...𝜕x𝑖𝑚

h𝑖1 . . . h𝑖𝑚 > 0 ïðè âñåõ ℎ ∈ R𝑛∖{0}

òî÷êà 𝑥0 åñòü òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à ïðè îáðàòíîì íåðàâåíñòâå

(< 0) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Åñëè 𝑚 íå÷åòíî, 𝜕𝑘𝑓(𝑥0)
𝜕x𝑖1

...𝜕x𝑖𝑘
= 0

ïðè âñåõ 𝑘 < 𝑚 è 𝜕𝑚𝑓(𝑥0)
𝜕x𝑖1

...𝜕x𝑖𝑚
̸= 0 äëÿ íåêîòîðûõ íàáîðîâ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, òî

ýêñòðåìóìà íåò.
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Д.2. Гладкая задача условного экстремума.
Метод множителей Лагранжа

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó â R𝑛

min(max)𝑓0(𝑥) ïðè óñëîâèè 𝑓𝑖(𝑥) = 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚. (Ä.2)

Êàê è â ðàçäåëå 2.8.1, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå функцию Лагранжа

𝐿(𝑥, 𝜆) = 𝑓0(𝑥) +
(︀
𝜆, 𝑓(𝑥)

)︀
= 𝑓0(𝑥) +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓𝑖(𝑥),

ãäå R𝑚 ∋ 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)T � âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è

𝑓(𝑥) =
(︀
𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑚(𝑥)

)︀T
.

Àíàëîãîì ïðàâèëà Ôåðìà (Ä.1) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема Д.1. Пусть функции 𝑓𝑖 ∈ 𝐶1, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, точка 𝑥0
удовлетворяет системе 𝑓(𝑥0) = 0 и является локальным экстрему-
мом в задаче (Ä.2). Если в точке 𝑥0 выполнено условие полного ран-
га rank

(︀
𝑓 ′1(𝑥0), . . . , 𝑓 ′𝑚(𝑥0)

)︀
= 𝑚, то найдется вектор множителей

Лагранжа 𝜆 ∈ R𝑚 такой, что

𝐿′
𝑥(𝑥0, 𝜆) = 𝑓 ′0(𝑥0) +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓
′
𝑖(𝑥0) = 0.

Òî÷êà 𝑥0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì 𝑓(𝑥0) = 0 è 𝐿′
𝑥(𝑥0, 𝜆) = 0

äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà 𝜆, íàçûâàåòñÿ стационарной точкой функции
Лагранжа, èëè ïðîñòî стационарной точкой. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
íàéòè âñå ïîäîçðèòåëüíûå íà ýêñòðåìóì òî÷êè â çàäà÷å (Ä.2), íàäî
ðåøèòü ñèñòåìó 𝑓(𝑥) = 0 è 𝐿′

𝑥(𝑥, 𝜆) = 0. Â ýòîé ñèñòåìå èìååòñÿ 𝑛+𝑚
ïåðåìåííûõ (𝑥, 𝜆) ∈ R𝑛+𝑚 è ñòîëüêî æå óðàâíåíèé. Îòìåòèì, ÷òî áåç
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ïîëíîãî ðàíãà, òî åñòü ïðè

rank
(︀
𝑓 ′1(𝑥0), . . . , 𝑓 ′𝑚(𝑥0)

)︀
< 𝑚,

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð (𝜆0, 𝜆) ∈ R𝑚+1, 𝜆0 = 0,
òàêîé, ÷òî

𝑚∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖𝑓
′
𝑖(𝑥0) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝑓
′
𝑖(𝑥0) = 0,
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òî åñòü ïðèõîäèì ê òàâòîëîãèè. Èìåííî óñëîâèå ïîëíîãî ðàíãà ãàðàí-
òèðóåò, ÷òî 𝜆0 = 1.

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå R2 ðàññìîòðèì çà-

äà÷ó (Ä.2) ñ ôóíêöèåé 𝑓0(x1, x2) = x21+(x2−1)2 è 𝑓1(x1, x2) = x22−
x4

1

4 = 0
(îäíî îãðàíè÷åíèå). Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå 𝑓1(x1, x2) = 0 çàäà-

åò äâå ïàðàáîëû x2 = ±x
2
1

2 . Ðåøåíèåì (ìèíèìóìîì) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
(0; 0), òàê êàê êðóã ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì (0; 1) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê

ïàðàáîëå x2 =
x2

1

2 â òî÷êå (0; 0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

𝑓 ′1(0, 0) = (−x31, 2x2)|(0;0) = (0; 0).

Óñëîâèå ïîëíîãî ðàíãà íå âûïîëíåíî, òåîðåìà Ä.1 íå ðàáîòàåò.
Äëÿ ñèñòåìû 𝑓(𝑥) = 0, 𝑓 ∈ 𝐶1, â òî÷êå 𝑥0 (𝑓(𝑥0) = 0) îïðåäåëèì

êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

𝑇 (𝑥0) = {ℎ ∈ R𝑛 : 𝑓 ′(𝑥0)ℎ = 0} . (Ä.3)

Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑇 (𝑥0) åñòü ïåðåñå÷åíèå êàñàòåëüíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ � ðåøåíèé ñèñòåì 𝑓 ′𝑖(𝑥0)ℎ = 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìèíèìóìà èëè
ìàêñèìóìà â òî÷êå 𝑥0 â çàäà÷å (Ä.2) ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ôóíêöèè
𝑓𝑖 ∈ 𝐶2, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚.

Теорема Д.2. Пусть функции 𝑓𝑖 ∈ 𝐶2, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, и точка 𝑥0
является стационарной точкой функции Лагранжа, 𝜆 ∈ R𝑚 есть со-
ответствующий вектор множителей Лагранжа. Определим квадра-
тичную форму

𝑘(ℎ) =
(︀
ℎ, 𝐿′′

𝑥𝑥(𝑥0, 𝜆)ℎ
)︀
, ℎ ∈ R𝑛.

Тогда для задачи (Ä.2) выполнены следующие утверждения:
— если квадратичная форма 𝑘(ℎ) > 0 для всех ℎ ∈ 𝑇 (𝑥0)∖{0}, то

точка 𝑥0 — локальный минимум;
— если квадратичная форма 𝑘(ℎ) < 0 для всех ℎ ∈ 𝑇 (𝑥0)∖{0}, то

точка 𝑥0 — локальный максимум;
— если квадратичная форма 𝑘(ℎ) принимает разные знаки на век-

торах ℎ1, ℎ2 ∈ 𝑇 (𝑥0)∖{0}, то 𝑥0 не является точкой экстремума.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà Ä.2 íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ îá ýêñòðåìóìå
ïðè óñëîâèè 𝑘(ℎ) ⩾ 0 èëè 𝑘(ℎ) ⩽ 0 äëÿ âñåõ ℎ ∈ 𝑇 (𝑥0)∖{0}.

Îòìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â òåîðåìå Ä.1 ãåî-
ìåòðè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî àíòèãðàäèåíò −𝑓 ′(𝑥0) íàõîäèòñÿ â íîðìàëü-
íîì êîíóñå ê êàñàòåëüíîìó êîíóñó (è â äàííîì ñëó÷àå ïîäïðîñòðàí-
ñòâå) 𝑇 (𝑥0) (Ä.3).
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Д.3. Выпуклая задача условного экстремума

Ïóñòü 𝑓𝑖 : R𝑛 → R∪{+∞}, 𝑖 ∈ {0}∪𝐼1, 𝐼1 = {1, . . . ,𝑚}, � âûïóêëûå
ôóíêöèè, à 𝑓𝑖(𝑥) = (𝑝𝑖, 𝑥)+𝜈𝑖 = 0, 𝑖 ∈ 𝐼2 = {𝑚+1, . . . , 𝑁}, � ëèíåéíûå
ôóíêöèè. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû {𝑝𝑖}𝑁𝑖=𝑚+1 ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû. Ïóñòü 𝒬 ⊂ R𝑛 � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó

min 𝑓0(𝑥) ïðè 𝑓𝑖(𝑥) ⩽ 0, 𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑓𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 ∈ 𝐼2, 𝑥 ∈ 𝒬. (Ä.4)

Îïðåäåëèì êîíóñ

𝒦 = {𝜆 = (𝜆0, . . . , 𝜆𝑁+1) ∈ R𝑁+1 : 𝜆𝑖 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚}.

Ôóíêöèåé Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (Ä.4) áóäåì íàçûâàòü

𝐿(𝑥, 𝜆) =

𝑁∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖𝑓𝑖(𝑥), 𝜆 ∈ 𝒦, 𝑥 ∈ 𝒬.

Седловой точкой ôóíêöèè Ëàãðàíæà áóäåì íàçûâàòü òàêîé âåêòîð
(𝑥0, 𝜆) ∈ 𝒬×𝒦, ÷òî

𝐿(𝑥0, 𝜆) ⩽ 𝐿(𝑥0, 𝜆) ⩽ 𝐿(𝑥, 𝜆) ∀𝑥 ∈ 𝒬 ∀𝜆 ∈ 𝒦.

Î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

min
𝑥∈𝒬

𝐿(𝑥, 𝜆) = max
𝜆∈𝒦

𝐿(𝑥0, 𝜆) = 𝐿(𝑥0, 𝜆).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà Ã. Êóíîì è À. Òàêêåðîì; îíà äàåò
íåîáõîäèìûå, à òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (Ä.4).

Теорема Д.3 (Кун –Таккер [19, теорема 2.4.1]). 1. Если точ-
ка 𝑥0 — решение задачи (Ä.4), то найдется ненулевой вектор мно-
жителей Лагранжа 𝜆 ∈ 𝒦 такой, что выполняются условия:

а) принцип минимума для функции Лагранжа

min
𝑥∈𝒬

𝐿(𝑥, 𝜆) = 𝐿(𝑥0, 𝜆); (Ä.5)

б) условия дополняющей нежесткости

𝜆𝑖𝑓𝑖(𝑥0) = 0, 𝑖 ∈ 𝐼1. (Ä.6)



Д. Сведения из теории экстремальных задач 423

2. Если для допустимой точки 𝑥0 в задаче (Ä.4) существует нену-
левой вектор 𝜆 ∈ 𝒦 такой, что для него выполнены условия а), б) и
𝜆0 > 0, то точка 𝑥0 — решение задачи (Ä.4), а (𝑥0, 𝜆) — седловая
точка функции Лагранжа.

3. Если в задаче (Ä.4) выполнено условие Слейтера, то есть су-
ществует такая точка 𝑥 ∈ R𝑛, что 𝑥 ∈ int𝒬 и 𝑓𝑖(𝑥) < 0 для всех
𝑖 ∈ 𝐼1, а для допустимой точки 𝑥0 существует ненулевой вектор
𝜆 ∈ 𝒦 такой, что выполнены условия а), б), то точка 𝑥0 — решение
задачи (Ä.4), а (𝑥0, 𝜆) — седловая точка функции Лагранжа.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ñëåéòåðà òåîðåìà äàåò
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (Ä.4). Óñëîâèå
Ñëåéòåðà íå òðåáóåòñÿ, åñëè ìíîæåñòâî 𝒬 åñòü âûïóêëûé ïîëèýäð, à
ôóíêöèè 𝑓𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼1, � àôôèííûå [24, �19, �20].

Åñëè ïðåîáðàçîâàòü (Ä.5) ê ñóáãðàäèåíòíîé ôîðìå, òî ïîëó÷èì ñ
ó÷åòîì òåîðåìû Ìîðî �Ðîêàôåëëàðà Ã.15 (åñëè îíà ïðèìåíèìà):

0 ∈
𝑁∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖𝜕𝑓𝑖(𝑥0) +𝑁(𝒬, 𝑥0),

ãäå 𝑁(𝒬, 𝑥0) � íîðìàëüíûé êîíóñ ê 𝒬 â òî÷êå 𝑥0 (Ã.12). Ñîâìåñòíî
ñ óñëîâèÿìè äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (Ä.6) ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ
íàõîæäåíèÿ òî÷êè (𝑥0, 𝜆).

Д.4. Замечание о необходимых условиях минимума
функции на проксимально гладком множестве

Åñëè ìíîæåñòâî 𝒬 ⊂ R𝑛 ïðîêñèìàëüíî ãëàäêîå (ñì. îïðåäåëåíèå
Ã.12), òî â êàæäîé òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒬 îíî ðåãóëÿðíî. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî îñíîâíûå êàñàòåëüíûå êîíóñû êî ìíîæåñòâó𝒬 â òî÷êå 𝑥0, âêëþ÷àÿ
êîíóñ Êëàðêà, íèæíèé è âåðõíèé êàñàòåëüíûé êîíóñ (êîíóñ Áóëèãàíà)
(ñì. îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ êîíóñîâ â [19, �1.4]) ñîâïàäàþò [80, ðàç-
äåë 6], [124, ñëåäñòâèå 2.2]. Ýòî æå äîêàçàíî â [7, òåîðåìà 1.17.1].

Ïóñòü

𝑇í(𝒬, 𝑥0) = {𝑞 ∈ R𝑛 : 𝑥0 + 𝜆𝑞 + 𝑜(𝜆) ∈ 𝒬, 𝜆→ +0}

åñòü íèæíèé êàñàòåëüíûé êîíóñ ê 𝒬 â òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒬. Äëÿ ëþáîé òî÷êè
𝑥0 ∈ 𝒬 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà êàñàòåëüíûõ êîíóñîâ è òåîðåìû [7, òåîðåìà
1.17.3] äëÿ ïðîêñèìàëüíî ãëàäêîãî ìíîæåñòâà 𝒬 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
äëÿ êîíóñà ïðîêñèìàëüíûõ íîðìàëåé 𝑁𝑃 (𝒬, 𝑥0):

𝑁𝑃 (𝒬, 𝑥0) = 𝑇−
í (𝒬, 𝑥0) =

{︀
𝑝 ∈ R𝑛 : (𝑝, 𝑞) ⩽ 0 ∀𝑞 ∈ 𝑇í(𝒬, 𝑥0)

}︀
.
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Ïîêàæåì, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà â òî÷êå 𝑥0 ∈ 𝒬 äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ïî Ôðåøå ôóíêöèè 𝑓 åñòü âêëþ÷åíèå

−𝑓 ′(𝑥0) ∈ 𝑁𝑃 (𝒬, 𝑥0). (Ä.7)

Рис. Д.1. Иллюстрация к формуле (Д.8).

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü âêëþ÷åíèå íåâåðíî. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
âåêòîðà 𝑞 ∈ 𝑇í(𝒬, 𝑥0) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑞

)︀
< 0. Îòñþäà â

ñèëó îïðåäåëåíèÿ íèæíåãî êàñàòåëüíîãî êîíóñà äëÿ âñåõ ìàëûõ 𝜆 > 0
âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå 𝑥0 + 𝜆𝑞 + 𝑜(𝜆) ∈ 𝒬 è

𝑓(𝑥0) ⩽ 𝑓
(︀
𝑥0 + 𝜆𝑞 + 𝑜(𝜆)

)︀
= 𝑓(𝑥0) + 𝜆

(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑞

)︀
+ 𝑜(𝜆) < 𝑓(𝑥0)

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì 𝜆 > 0 â ñèëó óñëîâèÿ
(︀
𝑓 ′(𝑥0), 𝑞

)︀
< 0. Èòàê,

óñëîâèå (Ä.7) äîêàçàíî.
Â ñèëó îïîðíîãî óñëîâèÿ 1) äëÿ ïðîêñèìàëüíî ãëàäêèõ ìíîæåñòâ

âêëþ÷åíèå (Ä.7) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

𝑃𝒬
(︀
𝑥0 − 𝛼𝑓 ′(𝑥0)

)︀
= {𝑥0} ∀𝛼 ∈

(︂
0,

𝑅

‖𝑓 ′(𝑥0)‖

)︂
(Ä.8)

ïðè 𝑓 ′(𝑥0) ̸= 0, ñì. ðèñ. Ä.1.
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M.R. Global exponential convergence of gradient methods over the
nonconvex landscape of the linear quadratic regulator // Proc. 2019
IEEE 58th Conference on Decision and Control. 2019. P. 7474�7479.

[114] Mohammadi H., Zare A., Soltanolkotabi M., Jovanović

M.R. Convergence and sample complexity of gradient methods
for the model-free linear quadratic regulator problem // IEEE
Transactions on Automatic Control. 2022. Vol. 67. Iss. 5. P. 2435�
2450.

[115] Mostafa E.-S.M.E. A conjugate gradient method for discrete-
time output feedback control design // Journal of Computational
Mathematics. 2012. Vol. 30. No. 3. P. 279�297.

[116] Necoara I., Nesterov Yu., Glineur F. Linear convergence
of �rst order methods for non-strongly convex optimization //
Mathematical Programming. Series A. 2019. Vol. 175. No. 1�2. P. 69�
107.

[117] Nesterov Yu. E�ciency of Coordinate Descent Methods on Huge-
Scale Optimization Problems // SIAM Journal on Optimization.
2012. Vol. 22. No. 2. P. 341�362.



литература 435

[118] Nesterov Yu., Protasov V.Yu. Computing closest stable
nonnegative matrices // SIAM Journal on Matrix Analysis and
Applications. 2020. Vol. 41. Iss. 1. P. 1�28.

[119] Newman D.J. Location of the maximum on unimodal surfaces //
Journal of the ACM (JACM). 1965. Vol. 12. No 3. P. 395�398.

[120] Nurminskii E.A. The quasigradient method for the solving of the
nonlinear programming problems // Cybernetics. 1973. Vol. 9. No. 1.
P. 145�150.
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