
Руководитель,д.ф./м.н.,,профессор,,г.н.с.,,
Лычагин,В.В.,

Отчет,за,второй,год,проекта,МНШ,
17,мая,2022,
ИПУ,РАН,

,
,



№" ФИО" Дата"рождения" Должность" Уч."звание"" Лаб" Примечание"

1, Арутюнов,А.А., 15.02.,1988,,
,

с.н.с., К.ф./м.н., 6,

2, Костючек,М.И., 31.08.,1997,, математик,, нет, 6, В,МНШ,с,февраля,
2022,,

3, Латипов,А.Р., 16.09.,1997,,
,

м.н.с.,, нет, 82,

4, Мухина,С.С., 14.08.1998, матем., нет, 6,

5, Рябушев,Е.А., 30.12.,
1996,"

м.н.с., нет, 6, В,МНШ,с,января,
2022,,

6, Горинов,А.А., 24.12.,1991,, м.н.с., нет, 6, Выбыл,в,связи,с,
увольнением,в,
апреле,2022,

7, Рооп,М.Д., 21.11.1996, м.н.с., нет, 6, Выбыл,в,связи,с,
увольнением,в,
январе,2022,

8, Пучковский,С.А.,, 24.01.1997, матем., нет, 82,

9, Лычагин,В.В., 01.04.1947, г.н.с., Д.ф./м.н.,
,

06, Руководитель,

10, Батов,А.В., 21.10.,1986,,
,

с.н.с., К.ф./м.н.,
,

Выбыл,по,возрасту,
в,октябре,2021,
,

11, Шевляков,А.,А., 25.07.1986,, с.н.с., К.ф./м.н., Выбыл,по,возрасту,
в,июле,2021,
,



Объявленные"цели"проекта"
""
Этап"1:""
•  Ударные,волны,и,фазовые,переходы,в,течениях,газов,в,трубопроводах.,,,
•  Управление,фильтрацией,в,газовых,месторождениях.,,
•  Разработка,моделей,движения,сред,,обладающих,внутренней,

структурой.,,
•  Управление,термодинамическими,процессами.,,
Этап"2:,
•  Будут,развиты,методы,расчета,и,управления,процессами,в,сплошных,

средах.,,
•  Будут,рассмотрены,задачи,фильтрации,газов,,даны,методы,расчета,

областей,фазового,перехода,,,
•  Будут,рассмотрены,задачи,моделирования,и,управления,в,сплошных,

средах,управления,термодинамическими,процессами.,,
•  Будет,развита,геометрическая,теория,термодинамики,для,

многокомпонентных,сред.,



Участие"в"научных"мероприятиях,

•  Winter,School,&,Workshop,Wisla,22,«Differenral,Geometry,and,its,
applicarons:,fluid,dynamics,,dispersive,systems,,image,processing,,
and,beyond»,,24,января,/,4,февраля,2022,года,,Wisla,,Poland.,,

•  14th,Internaronal,Conference,“Management,of,Large/Scale,System,
Development",(MLSD/2021),,Russia,,Moscow,,ICS,RAS,,27/29,Sept.,
2021.,

•  14/я,Мультиконференция,«МКПУ/2021»,,27,сентября,/,2,октября,
2021,г.,Дивноморское,,Геленджик.,,

•  Ломоносовские,чтения,/,2022.,МГУ,имени,М.В.Ломоносова,,
Россия,,18/21,апреля,2022.,

•  II,Всероссийская,научная,конференция,«Дифференциальные,
уравнения,и,их,приложения»,,Рязань,,РГУ,имени,С.А.,Есенина,
18/20,мая,2022,г.,



Публикации"и"диссертации"

Всего,13,публикаций,,из,них:,,
WoS,и,Scopus:,3.,,
РИНЦ:,10.,,
,
Кандидатская"диссертация"
Рооп,М.Д.,Критические)явления)в)решениях)нелинейных)
дифференциальных)уравнений)механики)сплошных)сред)
(01.01.03,/,Математическая,физика).,Защищена,в,совете,МГУ,
24,ноября,2021,г.,

,
,



,

Заявка,на,новый,проект,МНШ,
2022,–,2024,,

Руководитель,д.ф./м.н.,,профессор,,г.н.с.,,
Лычагин,В.В.,

,
17,мая,2022,
ИПУ,РАН,

,
,



№" ФИО" Дата"рождения" Должность" Уч."
звание""

Лаб"

1, Арутюнов,А.А., 15.02.,1988,,
,

с.н.с., К.ф./м.н., 6,

2, Костючек,М.И., 31.08.,1997,, математик,, нет, 6,

3, Латипов,А.Р., 16.09.,1997,, м.н.с.,, нет, 82,

4, Рябушев,Е.А., 30.12.1996," м.н.с., нет, 6,

5, Пучковский,С.А.,, 24.01.1997, матем., нет, 82,

6, Лычагин,В.В., 01.04.1947, г.н.с., Д.ф./м.н.,
,

6,



Краткое,описание,проекта,

Проект,посвящен,исследованию,течений,жидкости,и,газа,,
описываемых,уравнениями,Навье,—,Стокса,,Эйлера,и,
Дарси,—,Форхаймера.,,
Особое,внимание,будет,уделено,анализу,сингулярных,
явлений,,таких,как,ударные,волны,и,фазовые,переходы,
первого,и,второго,рода.,Это,потребует,более,детального,
термодинамического,описания,рассматриваемых,сред,,а,
также,развития,методов,исследования,фазовых,
переходов,,основанных,на,теории,Маслова/Арнольда,
особенностей,проекций,лагранжевых,и,лежандровых,
многообразий.,,
Предполагается,изучать,течение,,в,средах,,обладающих,
внутренней,структурой,,а,также,магнитогидродинамике.,,



Фундаментальная"научная"проблема,"на"решение"которой"направлен"
проект,
Развитие,аналитических,и,численных,методов,для,анализа,и,управления,
течениями,и,фильтрацией,жидкостей,и,газа,в,средах,,обладающих,
внутренней,структурой,,и,в,присутствии,гравитационного,и,
электромагнитных,полей.,,
,
Конкретная"фундаментальная"задача,,
Будут,развиты,аналитические,,асимптотические,и,численные,методы,расчета,
и,управления,течениями,Навье/Стокса,,Эйлера,и,Дарси/Форхаймера,в,
средах,,обладающих,внутренней,структурой,(например,,в,молекулярных,
средах),,с,учетом,гравитационного,,и,электромагнитного,полей,
(магнитогидродинамика).,,
Для,исследования,критических,явлений,,таких,как,ударные,волны,и,фазовые,
переходы,,будет,использована,теория,особенностей,проекций,лагранжевых,
многообразий,,а,также,теория,дифференциальных,инвариантов,и,фактор/
уравнений.,,
Принцип,максимума,энтропии,будет,использовани,при,анализе,управления,
добычей,газа,для,большого,количества,скважин,при,заданной,системе,
ограничений.,,



Поэтапное,планирование,

•  Этап,1,(июнь,2022,/,май,2023),
Разработка,методов,расчета,и,управления,течениями,Навье/
Стокса,,Эйлера,и,Дарси/Форхаймера,в,средах,,обладающих,
внутренней,структурой,,с,учетом,гравитационного,,и,
электромагнитного,полей.,
Публикации:,Scopus,,Wos:,2,РИНЦ:,4,
Этап,1,(июнь,2023,/,май,2024),
Исследование,критических,явлений,(ударных,волн,и,фазовых,
переходов),с,помощью,теория,особенностей,проекций,
лагранжевых,многообразий,,а,также,теории,дифференциальных,
инвариантов,и,фактор/уравнений.,,
Анализе,управления,добычей,углеводородов,при,большом,
количестве,источников,при,заданной,системе,ограничений.,,
Публикации:,Scopus,,Wos:,2,РИНЦ:,2,
,



Stallings theorem

Андроник

Арутюнов

Операторные

алгебры

Пространство характеров
�� – группоид действия. Т.е. Obj(��) = G , Hom(�) = G ⇥ G .
Причем морфизм (a, g) 2 Hom(a, g(a)). Если a = h(b), то
композиция определяется естественным образом

(a, g) � (b, h) := (b, gh) 2 Hom(b, g(a)).

Пространство характеров

Через X (��) обозначим пространство отображений
� : Hom(��) ! C таких, что �( � ') = �( ) + �('), для пар
компонируемых морфизмов, удовлетворяющих условию
локальной финитности.
А именно для каждого a 2 G имеем �(a, g) = 0 для всех
кроме конечного числа g .

Два важных (для нас) подпространства в X (��)

I X0(��) – характеры, тривиальные на петлях;
I X c

0 (��) – характеры, тривиальные на петлях и таких, что
� нетривиален на Hom(a, b) для конечного числа
элементов a.



Stallings theorem

Андроник

Арутюнов

Операторные

алгебры

Операторная алгебра
На групповой алгебре C[G ] для характера � 2 X (��) зададим
оператор по формуле

↵(a) := a
X

m2G

�(m, a)a�1(m).

Операторы, порождаемые X (��),X0(��),X c
0 (��) обозначим

через A,A0,Ac
0 соответственно.

Теорема (А, 21)

A – алгебра Ли.

Мотивирующий пример

Если � – действие сопряжениями, т.е. g(a) = g�1ag , то
I A – совпадает с дифференцированиями групповой

алгебры;
I A0 – квазивнутренними дифференцированиями;
I Ac

0 – внутренними дифференцированиями вида x 7! [a, x ].



Stallings theorem

Андроник

Арутюнов

Операторные

алгебры

Связь операторов и графов
Через A(�[u]),A0(�[u]),Ac

0(�[u]) будем обозначать операторные
пространства, порождаемые характерами, нетривиальными
только на субгруппоиде �[u].

Теорема (А, 21)

Для конечнопорожденной группы G число e(sku) – не зависит
от копредставления группы, и справедливо неравенство
e(sku)  e(G ). Если, кроме того, 0 < e(sku), то справедливо
равенство

dim
�
A0(�[u])/Ac

0(�[u])
�
= e(sku)� 1.

Конечно, если e(sku) = 0, то в правой части получаем 0.

Идея доказательства

Элементы пространства A0(�[u])/Ac
0(�[u]) отождествляются с

концами графа sku, то есть с характерами, у которых при
”больших” g количество ненулевых значений на морфизмах
вида (⇤, g) неограниченно растет.



Stallings theorem

Андроник

Арутюнов

Операторные

алгебры

Дифференцирования
Определение

Линейный оператор d : C[G ] ! C[G ] называется
дифференцированием, если справедливо правило Лейбница

d(uv) = d(u)v + ud(v).

Дифференцирование называется внутренним, если оно можно
быть записано в виде x ! [a, x ] для некоторого a 2 C[G ].

Теорема (AMS, 2016)

Линейный оператор d : C[G ] – является дифференцированием
d 2 Der(C[G ]) тогда и только тогда, когда существует
� 2 X (�) такой, что 8g 2 G

d(g) =
X

m2G

�(m, g)mg .

При этом характеры � 2 X c
0 (и только они) соответствуют

внутренним дифференцированиям Inn(C[G ]).



Stallings theorem

Андроник

Арутюнов

Операторные

алгебры

Применение теоремы
Дифференцирования из A0 – образуют идеал квазивнутренних
QInn. Применяя теорему о числе концов в графе sku получаем

Некоторые следствия

I Если e(G ) = 1, то QInn = Inn;
I Все дифференцирования в FC�группах внутренние;
I Если e(G ) > 1, то стандартные результаты для

вычисления гомологий Хохшильда не могут быть
пересены на случай ”алгебраических” групповых алгебр.

Декомпозиция

GG – множество классов сопряженных элементов, Z ([u]) –
соответствующий централизатор, Hom(Z ([u],C) –
пространство групповых характеров на Z ([u]), порождаемых
локально-финитными характерами. Тогда:

QOut(C[G ]) ⇠=
M

[u]2GG

Hom(Z ([u]),C).



Stallings theorem

Андроник

Арутюнов

Операторные

алгебры

Если A – ассоциативная алгебра над полем K и �, ⌧ 2 End(A),
то (�, ⌧)-дифференцирование D : A ! A это K-линейное
отображение такое, что

D(ab) = D(a)⌧(b) + �(a)D(b)

Chaudhuri, ”(�, ⌧)�derivations of group rings”, 2018

Если G – конечная группа, то все (�, ⌧)-дифференцирования в
C[G ] – внутренние.

Для бесконечных групп это вообще говоря неверно.

Theorem (AAS, 2020)

Если �, ⌧ 2 End(G ),' : G ! (C,+), a 2 Z�,⌧ (G ) то будет �, ⌧
дифференцированием отображение, заданное на образующих

D(g) = '(g)�(g)a.

Здесь a 2 Z�,⌧ значит, что a⌧(v) = �(v)a.



Stallings theorem

Андроник

Арутюнов

Операторные

алгебры

Пусть x =
P
g2G

x(g)g , где x(g) – коэффициент, x(g) 2 C.

Зададим ”супремумную” норму, и соответствующий бимодуль
As

kxks := sup
g2G

|x(g)|. (1.1)

Lemma

Все дифференцирования в бимодуле As – квазивнутренние.

Пусть теперь имеем норму k · k на кольце C[G ] такую, что
kgk � kgks , 8g 2 C[G ]. Соответствующий норме k · k бимодуль
обозначим через A.

Theorem

Все дифференцирования в бимодуле A квазивнутренние.
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+ div(⇢U) = 0.

U = � k

µ
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1

v
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k = k(v, T ) T µ = µ(v, T )

m = m(x) x



⇢ T
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p = p(⇢).
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D
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p(v1, T ) = p(v2, T ), �(v1, T ) = �(v2, T ),

�

(v1, v2) (v, T )









t x Ox
u(t, x) v(t, x)

h(v)

(
@u

@t

= �@u

@x

� h(v)u,
@v

@t

= h(v)u,



X = A(t, x, u, v)
@

@t
+B(t, x, u, v)

@

@x
+ E(t, x, u, v)

@

@u
+ F (t, x, u, v)

@

@v
,

A(t, x, u, v), B(t, x, u, v), E(t, x, u, v), F (t, x, u, v)

(
f1 = u1,0 + u0,1 + h(v0,0)u0,0,

f2 = v1,0 � h(v0,0)u0,0.

e = {f1 = 0, f2 = 0} ⇢ J1(R2 ! R2)
⇣
�(1)

⌧

⌘⇤
(f

i

) = �⌧

i1f1 + �⌧

i2f2,

d

d⌧

���
⌧=0

⇣
�(1)

⌧

⌘⇤
(f

i

) =
d�⌧

i1

d⌧

���
⌧=0

f1 +
d�⌧

i2

d⌧

���
⌧=0

f2 = h1f1 + h2f2

L
X

(1)(f
i

) = h1f1 + h2f2 = X(1)(f
i

)

X(1)(f
i

)
���
e

= 0
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�h(v)2(A(t, x, u, v))
u

u2 + h(v)2(A(t, x, u, v))
v
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t
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t
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x
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+
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v
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v

= 0,

h(v)2 ((A(t, x, u, v))
u

� (A(t, x, u, v))
v

)u2 � h(v)((A(t, x, u, v))
t

�
�(F (t, x, u, v))

u

)u+ h(v)(F (t, x, u, v))
v

u� F (t, x, u, v)uḣ(v)u�
�E(t, x, u, v)h(v) + (F (t, x, u, v))

t

= 0,

h(v)(A(t, x, u, v))
u

u� (F (t, x, u, v))
u

= 0,

h(v)(B(t, x, u, v))
u

u� (B(t, x, u, v))
v

h(v)u� (B(t, x, u, v))
t

= 0,

(B(t, x, u, v))
u

= 0.



ḧ(v)
⇣
B̈(x)v � ḟ0(x)

⌘
= 0.

ḧ(v) = 0 h(v)
ḧ(v) 6= 0 B̈(x)v � ḟ0(x) = 0

h(v) = h1v + h2

X1 = (B(x) + a(x� t))
@

@t
+B(x)

@

@x
+ a

x

(x� t)u
@

@u
�
 
Ḃ(x)(h1v + h2)

h1

!
@

@v
.

h(v) = (E0v � b1v + f0)
� b1

�b1+E0

X2 = (b1t+ a(x� t))
@

@t
+ (b1x+ b0)

@

@x
+

+ ((a
x

(x� t) + E0 � b1)u)
@

@u
+ ((E0 � b1) v + f0)

@

@v
.



h h(v) = k(↵v + �)�

↵,�, �, k
�

@

@x
, ��↵

✓
t
@

@t
+ x

@

@x

◆
+↵u

@

@u
+(↵v+�)

@

@v
, A(x� t)

@

@t
+uA0(x� t)

@

@u
.

� = k = 1

@

@x
, A(x� t)

@

@t
+ uA0(x� t)

@

@u
, B(x)

✓
@

@t
+

@

@x

◆
� (v + ↵�1�)B0(x)

@

@v
.

A,B C1

@

@x



� = k = 1

X = �↵t
@

@t
� ↵x

@

@x
+ ↵u

@

@u
+ (↵v + �)

@

@v

J(t, x, u, v) = G

✓
x

t
, ut,

(↵v + �)t

↵

◆

u(t, x) =
U
�
x

t

�

t
, v(t, x) =

V
�
x

t

�

t
� �

↵(
↵(�U(z)�D(U)(z)z +D(U)(z) + V (z)↵U(z) = 0,

�↵V (z)� ↵D(V )(z)z � ↵2V (z)U(z) = 0,

u(t, x) =
C1C2(

x�t

t

)C1

↵(x� t)(C2(
x�t

t

)C1 + ↵(x
t

)C1)
, v(t, x) =

C1(
x

t

)C1�1

(C2(
x�t

t

)C1 + ↵(x
t

)C1)t
� �

↵
,

C1, C2



C1 = 1, C2 = 10,↵ = 10,� = 1



ɊȺɐɂɈɇȺɅɖɇɈȿ�ɊȺɁɆȿɓȿɇɂȿ�ȽȺɁɈȼɕɏ�ɋɄȼȺɀɂɇ

Ⱥ�Ɋ��Ʌɚɬɢɩɨɜ�
ɋ�Ⱥ��ɉɭɱɤɨɜɫɤɢɣ

1

Ⱦɨɤɥɚɞ�ɧɚ�ɬɟɦɭ�

ˇʫʪʫˀʤʸːʻʽʫ�ʧʽˁ˄ʪʤˀˁ˃ʦʫʻʻʽʫ�ʥ˓ʪʮʫ˃ʻʽʫ�˄ˋˀʫʮʪʫʻʰʫ�ʻʤ˄ʶʰ�
ʰʻˁ˃ʰ˃˄˃�ʿˀʽʥʸʫʺ�˄ʿˀʤʦʸʫʻʰ˔�ʰʺ͘�ʦ͘�ʤ͘�˃ˀʤʿʫʯʻʰʶʽʦʤ�

ˀʽˁˁʰʱˁʶʽʱ�ʤʶʤʪʫʺʰʰ�ʻʤ˄ʶ



2

ɄɊɂɌȿɊɂɂ�ɊȺɐɂɈɇȺɅɖɇɈȽɈ�ɊȺɁɆȿɓȿɇɂə�ɋɄȼȺɀɂɇ

ɉɨɞ ɪɚɰɢɨɧɚɥɶɧɵɦ ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɟɦ ɡɚɛɨɟɜ ɞɨɛɵɜɚɸɳɢɯ ɫɤɜɚɠɢɧ ɩɨɧɢɦɚɟɬɫɹ
ɬɚɤɨɟ ɪɚɫɩɨɥɨɠɟɧɢɟ� ɤɨɬɨɪɨɟ ɨɛɟɫɩɟɱɢɜɚɟɬ�

Ⱥ� ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨ ɜɨɡɦɨɠɧɨɟ ɩɪɢɛɥɢɠɟɧɢɟ ɫɤɜɚɠɢɧ ɤ ɭɱɚɫɬɤɚɦ ɩɥɚɫɬɚ�
ɢɦɟɸɳɢɦ ɛȩɥɶɲɢɟ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɩɪɨɞɭɤɬɢɜɧɨɫɬɢ �ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɢ��

Ȼ� ɤɚɤ ɦɨɠɧɨ ɦɟɧɶɲɟɟ ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɟ ɫɤɜɚɠɢɧ ɞɨ ɥɸɛɨɣ ɬɨɱɤɢ ɩɥɚɫɬɚ ɢ
ɩɪɢɦɟɪɧɨɟ ɪɚɜɟɧɫɬɜɨ ɨɛɥɚɫɬɟɣ ɞɪɟɧɢɪɨɜɚɧɢɹ ɫɤɜɚɠɢɧ�

ȼ� ………………



ɊȺɁɆȿɓȿɇɂȿ�ɋɄȼȺɀɂɇ�ɇȺ�ȽȺɁɈȼɈɃ�ɁȺɅȿɀɂ

3

ܿ௜௝ ؠ ൝ ௝ߣ
ଵିఊ ȉ ௜௝ݎ

ఊ, ݅ ് ݆
0, ݅ = ݆

݅, ݆ = 1…݊, ߛ א [0,1]

• Ɋɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ�ɡɚɥɟɠɶ�ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ�ɮɨɪɦɵ��ɡɚɞɚɧɧɚɹ�ɞɜɭɦɟɪɧɨɣ�ɨɛɥɚɫɬɶɸ��ɫɨɫɬɨɹɳɟɣ�ɢɡ�n
ɛɥɨɤɨɜ�

• ɂɫɯɨɞɹ�ɢɡ�ɤɪɢɬɟɪɢɟɜ�Ⱥ��Ȼ��ȼ��«�ɨɩɪɟɞɟɥɢɬɶ�V�ɛɥɨɤɨɜ��ɫɨɞɟɪɠɚɳɢɯ�ɞɨɛɵɜɚɸɳɢɟ�ɫɤɜɚɠɢɧɵ��ɝɞɟ��
s – ɤɨɥɢɱɟɫɬɜɨ�ɫɤɜɚɠɢɧ��s < n�

• n/s – ɰɟɥɨɟ�ɱɢɫɥɨ��

ܿ௜௝ െ ©ɜɡɜɟɲɟɧɧɨɟª ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɟ ɨɬ i-ɝɨ
ɛɥɨɤɚ ɞɨ j-ɝɨ (©ɲɬɪɚɮª��

ɝɞɟ�

௝ߣ ؠ
௏ೕ

௏೘ೌೣ

ɧɨɪɦɢɪɨɜɚɧɧɵɟ�ɡɚɩɚɫɵ�j-ɝɨ ɛɥɨɤɚ

௜௝ݎ ؠ
ோ೔ೕ
ோ೘ೌೣ

ɧɨɪɦɢɪɨɜɚɧɧɨɟ�ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɟ�ɨɬ L�-ɝɨ ɛɥɨɤɚ�
ɞɨ�j-ɝɨ

ߛ ɷɤɫɩɟɪɬɧɚɹ�ɨɰɟɧɤɚ�ɜɚɠɧɨɫɬɢ�ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɹ�
R - ©ɪɚɫɫɬɨɹɧɢɹª�ɩɨ�ɨɬɧɨɲɟɧɢɸ�ɤ�
ɩɨɤɚɡɚɬɟɥɸߣ� - ©ɡɚɩɚɫɵª



෍
௜ୀଵ

௡

෍
௝ୀଵ

௡

ܿ௜௝ݔ௜௝ ՜ min
௫ ՜

Ʉɪɢɬɟɪɢɣ�ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɫɬɢ�
ɋɭɦɦɚɪɧɵɣ�ɲɬɪɚɮ�ɞɨɥɠɟɧ�ɛɵɬɶ�ɦɢɧɢɦɢɡɢɪɨɜɚɧ
�ɫɭɦɦɚɪɧɵɣ�ɲɬɪɚɮ�– ɷɬɨ�ɲɬɪɚɮ�ɡɚ�ɧɚɪɭɲɟɧɢɟ�ɩɪɚɜɢɥ
ɪɚɰɢɨɧɚɥɶɧɨɣ�ɪɚɫɫɬɚɧɨɜɤɢ�ɫɤɜɚɠɢɧ��

෍
௜ୀଵ

௡

௜௜ݔ = ݏ ՜ Ⱦɨɥɠɧɨ�ɛɵɬɶ�ɪɚɡɦɟɳɟɧɨ�ɡɚɞɚɧɧɨɟ�ɱɢɫɥɨ�ɫɤɜɚɠɢɧ

෍
௜ୀଵ

௡

௜௝ݔ = 1, ݆ = 1,݊ ՜ Ʉɚɠɞɵɣ�ɛɥɨɤ�ɞɨɥɠɟɧ�ɩɪɢɧɚɞɥɟɠɚɬɶ�ɬɨɥɶɤɨ�ɨɞɧɨɣ�ɨɛɥɚɫɬɢ�ɜɥɢɹɧɢɹ

෍
௝ୀଵ

௡

௜௝ݔ = n/s ௜௜ݔ , ݅ = 1,݊ ՜ Ʉɚɠɞɚɹ�ɨɛɥɚɫɬɶ�ɜɥɢɹɧɢɹ�ɞɨɥɠɧɚ�ɫɨɞɟɪɠɚɬɶ ɨɞɢɧɚɤɨɜɨɟ�ɱɢɫɥɨ�ɛɥɨɤɨɜ

௜௝ݔ א 0,1 , ݅ = 1,݊, ݆ = 1,݊

ɊȺɁɆȿɓȿɇɂȿ�ɋɄȼȺɀɂɇ�ɇȺ�ȽȺɁɈȼɈɃ�ɁȺɅȿɀɂ

4

ɂɫɤɨɦɵɟ�ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɟ�
• ௜௝ݔ��࢐࢏࢞ = 1, ɟɫɥɢ�M-ɣ�ɛɥɨɤ�ɜɯɨɞɢɬ�ɜ�ɨɛɥɚɫɬɶ�ɜɥɢɹɧɢɹ�ɫɤɜɚɠɢɧɵ��ɧɚɯɨɞɹɳɟɣɫɹ�ɜ�L-ɦ�ɛɥɨɤɟ��ɢ�

௜௝ݔ = 0 ɜ�ɢɧɨɦ�ɫɥɭɱɚɟݔ��௜௜ = 1, ɟɫɥɢ�ɜ�i-ɦ�ɛɥɨɤɟ�ɟɫɬɶ�ɫɤɜɚɠɢɧɚ��ɢɧɚɱɟݔ�௜௜ = 0.



5

ɋɊȺȼɇȿɇɂȿ�ɊȿɁɍɅɖɌȺɌɈȼ

ǽȞȜȦșȩȗ�ȞȓȕȡșȪȠȎȠ ȀȓȘȡȧȖȗ�ȞȓȕȡșȪȠȎȠ



෍
௜ୀଵ

௡

෍
௝ୀଵ

௡

ܿ௜௝ݔ௜௝ ՜ min
௫ ՜

Ʉɪɢɬɟɪɢɣ�ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɫɬɢ�
Ɇɢɧɢɦɢɡɚɰɢɹ�ɲɬɪɚɮɚ�ɡɚ�ɧɚɪɭɲɟɧɢɟ�ɭɫɥɨɜɢɣ�ɪɚɰɢɨɧɚɥɶɧɨɝɨ�
ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɹ�ɫɤɜɚɠɢɧ

+ ෍
ୀ૚࢏

࢔

෍
ୀ૚࢐

࢔

࢐࢏࢞࢐࢏ࡾ ՜ܖܑܕ
࢞ ՜ Ɇɢɧɢɦɢɡɚɰɢɹ�ɱɢɫɥɚ�©ɱɭɠɢɯª�ɛɥɨɤɨɜ�ɜ�ɡɨɧɚɯ�ɜɥɢɹɧɢɹ�ɫɤɜɚɠɢɧ

෍
௜ୀଵ

௡

௜௜ݔ = ݏ ՜ Ⱦɨɥɠɧɨ�ɛɵɬɶ�ɪɚɡɦɟɳɟɧɨ�ɡɚɞɚɧɧɨɟ�ɱɢɫɥɨ�ɫɤɜɚɠɢɧ

෍
௜ୀଵ

௡

௜௝ݔ = 1, ݆ = 1,݊ ՜ Ʉɚɠɞɵɣ�ɛɥɨɤ�ɞɨɥɠɟɧ�ɩɪɢɧɚɞɥɟɠɚɬɶ�ɬɨɥɶɤɨ�ɨɞɧɨɣ�ɨɛɥɚɫɬɢ�ɜɥɢɹɧɢɹ

- ෍
௝ୀଵ

௡

௜௝ݔ = n/s ௜௜ݔ , ݅ = 1,݊ ՜ Ʉɚɠɞɚɹ�ɨɛɥɚɫɬɶ�ɜɥɢɹɧɢɹ�ɞɨɥɠɧɚ�ɫɨɞɟɪɠɚɬɶ ɨɞɢɧɚɤɨɜɨɟ�ɱɢɫɥɨ�ɛɥɨɤɨɜ

+ ෍
ୀ૚࢐

࢔

࢐࢏࢞࢐ࢂ െ
ࢂ
࢙

૛

ȉ ൑࢏࢏࢞ ૛࢞ࢇ࢓ࢂࢿ ՜ Ɂɚɩɚɫɵ�ɤɚɠɞɨɣ�ɫɤɜɚɠɢɧɵ�ɧɟ�ɞɨɥɠɧɵ�ɨɬɥɢɱɚɬɶɫɹ�ɨɬ�ɪɚɜɧɨɦɟɪɧɨɝɨ�
ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɢɹ�ɛɨɥɟɟ��ɱɟɦ�ɧɚ�ɡɚɞɚɧɧɭɸ�ɜɟɥɢɱɢɧɭ

+ ෍
ܑୀ૚

࢔

෍
ୀ૚ܒ

࢔

࢐ࢂ ȉ ࢐࢏࢞ ȉ ࢏࢏࢞ = ܄ ՜ ȼɫɟ�ɡɚɩɚɫɵ�ɝɚɡɚ�ɞɨɥɠɧɵ�ɛɵɬɶ�ɪɚɫɩɪɟɞɟɥɟɧɵ�ɦɟɠɞɭ�ɫɤɜɚɠɢɧɚɦɢ

ɆɈȾɂɎɂɄȺɐɂə�ɁȺȾȺɑɂ

6

ȅȠȜ�ȖȕȚȓțȖșȜȟȪ�



ǽȓȞȐȎȭ�ȕȎȒȎȥȎ� ǰȜ�ȐȠȜȞȜȗ�ȕȎȒȎȥȓ�ȒȜȏȎȐșȭȓȠȟȭ�

෍
௜ୀଵ

௡

෍
௝ୀଵ

௡

ܿ௜௝ݔ௜௝ ՜ min
௫

``

෍
୧ୀଵ

௡

෍
୨ୀଵ

௡

ܴ௜௝ݔ௜௝ ՜݉݅݊
௫

෍
୧ୀଵ

௡

௜௜ݔ = ݏ ``

෍
୧ୀଵ

௡

௜௝ݔ = 1, j = 1,݊ ``

௜௜ݔ = 1, ݅ = {݅ଵכ, ݅ଶכ, … , ݅௦ିଵכ , ݅௦כ} ݅௦כ െ ɧɨɦɟɪ�ɛɥɨɤɚ�ɫɨ ɫɤɜɚɠɢɧɨɣ��

෍
௝ୀଵ

௡

௝ܸݔ௜௝ െ
ܸ
ݏ

ଶ

ȉ ௜௜൑ݔ ߝ ௠ܸ௔௫
ଶ ``

෍
௜ୀଵ

௡

෍
௝ୀଵ

௡

௝ܸ ȉ ௜௝ݔ ȉ ௜௜ݔ = ܸ ``

ɊȺɁȾȿɅȿɇɂȿ�ɁȺȾȺɑɂ

7



ɆȿɌɈȾ�ɉȿɊȿɋɑȿɌȺ�ɒɌɊȺɎɇɕɏ�
ɄɈɗɎɎɂɐɂȿɇɌɈȼ�ɋ�ɍɑȿɌɈɆ�ɈɋɈȻȿɇɇɈɋɌȿɃ�

ɉɅȺɋɌȺ

8



ɆȿɌɈȾ�ɉɈɌȿɇɐɂȺɅɈȼ

9

෍
௜ୀଵ

௦

෍
௝ୀଵ

௡

ܿ௜௝ݔ௜௝ ՜ ݉݅݊, (1)

෍
௜ୀଵ

௦

௜௝ݔ = 1 , ݆ = 1,݊ (2)

෍
௝ୀଵ

௡

௜௝ݔ =
݊
ݏ , ݅ = 1, ݏ (3)

௜௝ݔ א 0,1 , ݅ = 1, ݏ (4)



ɆȿɌɈȾ�ȼȿɌȼȿɃ�ɂ�ȽɊȺɇɂɐ

10

ܿ௜௝ > 0 ˒ˑ ˑ˒˓ˈˇˈˎˈːˋˡ

Ɂɚɞɚɟɦ�ɧɚɱɚɥɶɧɨɟ�ɪɚɡɦɟɳɟɧɢɟ��
ɞɚɸɳɟɟ�ɩɨɪɨɝɨɜɨɟ�ɡɧɚɱɟɧɢɟ�݄଴

:௜௝ݔ

ɇɚɱɢɧɚɟɦ�ɜɟɬɜɥɟɧɢɟ�ɩɨ�ɞɢɚɝɨɧɚɥɢ�ɢ�
ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦ�ɜɫɟɜɨɡɦɨɠɧɵɟ�ɜɚɪɢɚɧɬɵ�
ɪɚɫɫɬɚɧɨɜɤɢ�ɨɫɬɚɜɲɢɯɫɹ�( ௡

௦ െ 1) ɟɞɢɧɢɰ

݄ ൒ ݄଴ െ ɞɚɥɶɲɟ�ɧɟ�
ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɦ�ɷɬɭ�
ɜɟɬɜɶ

݄ < ݄଴ െ
ɩɪɨɞɨɥɠɚɟɦ�
ɜɟɬɜɥɟɧɢɟ�ɩɨ�
ɞɢɚɝɨɧɚɥɢ



ǺǳȀǼǲ�ȆȀǾǮȂǻȉȃ�ǸǼȋȂȂǶȄǶǳǻȀǼǰ

ǶȟȣȜȒțȎȭ ȝȜȟȠȎțȜȐȘȎ� ǽȞȓȜȏȞȎȕȜȐȎțȖȭ� ǻȜȐȎȭ�ȝȜȟȠȎțȜȐȘȎ�

෍
௜ୀଵ

௡

෍
௝ୀଵ

௡

ܿ௜௝ݔ௜௝ ՜ ݉݅݊
ܿ௜௝௧ = ܿ௜௝ െ ௜௧ܽ௜௝ߚ

෍
௜ୀଵ

௡

෍
௝ୀଵ

௡

ܿ௜௝௧ ௜௝௧ݔ ՜ min
௫

෍
௝ୀଵ

௡

௜௝ݔ = ௜௜ݔ݇ , ݅ = 1,݊ ܽ௜௝ = ቊ
1, ݅ ് ݆

െ ݇ െ 1 , ݅ = ݆ ෍
௝ୀଵ

௡

ܽ௜௝ݔ௜௝௧ ൒ 0, ݅ = 1,݊

෍
௜ୀଵ

௡

௜௝ݔ = 1 , ݆ = 1,݊
௜௧ߚ ൒ 0

෍
௜ୀଵ

௡

௜௝௧ݔ = 1 , ݆ = 1,݊

௜௝ݔ א 0,1 , ݅ = 1,݊, ݆ = 1,݊ ௜௝௧ݔ א 0,1 , ݅ = 1,݊, ݆ = 1,݊
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ǺǳȀǼǲ�ȆȀǾǮȂǻȉȃ�ǸǼȋȂȂǶȄǶǳǻȀǼǰ

ǿȝȜȟȜȏȩ�țȎȕțȎȥȓțȖȭ�ȦȠȞȎȢțȩȣ�ȘȜȫȢȢȖȤȖȓțȠȜȐ
ǽȜȟȠȓȝȓțțȜȓ�ȡȚȓțȪȦȓțȖȓ�ȦȎȑȎ� ǺȓȠȜȒ�ȒȓșȓțȖȭ�ȜȠȞȓȕȘȎ�ȝȜȝȜșȎȚ�

௜௧ାଵߚ = max ௜௧ߚ,0 െ ௧ାଵߠ ෍
௝ୀଵ

௡

ܽ௜௝ݔ௜௝௧ ,

݅ = 1,݊, ෍
௧ୀ଴

ஶ

௧ߠ = λ, ௧ߠ > 0,

lim
௧՜ஶ

௧ߠ = 0

௜௧ߚ = 0 – șȓȐȎȭ�ȥȎȟȠȪ�ȜȑȞȎțȖȥȓțȖȭ�ȏȡȒȓȠ�
ȚȓțȪȦȓ���
௜௧ߚ = ߚ = ୫ୟ୶{௖೔ೕ}

௞ିଵ – șȓȐȎȭ�ȥȎȟȠȪ�ȘȎȔȒȜȑȜ�
ȜȑȞȎțȖȥȓțȖȭ�ȏȡȒȓȠ�ȏȜșȪȦȓ���
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Магнитная(
Гидродинамика:(
термодинамика(и(
динамические(
уравнения(

Рябушев(Е.А.Институт(проблем(Управления(им.(В.А.(
Трапезникова(Российской(Академии(Наук(




Магнитная(гидродинамика(
• Течение(проводящей(жидкости(в(((
электромагнитном(поле


• Удержание(плазмы(в(магнитных(ловушках(
различных(типов((открытых(и(закрытых)


• Устойчивость(равновесного(состояния(
плазмы(




Термодинамика(и(контактная(геометрия


• Вещество(описывается(экстенсивными(и(
интенсивными(величинами


• Термодинамическое(состояние(задается(как(
многообразие(в(фазовом(пространстве


• Термодинамические(симметрии(и(квадратность(
энергии(приводят(к(уравнениям(состояния.


• Неравновесной(термодинамики(открывает(путь(к(
определению(кинетических(коэффициентов.(







Геометрия(уравнений(динамики


• Динамика(записывается(в(инвариантных(
терминах(на(произвольном(многообразии


• Это(позволяет(исследовать(поведение(системы(в(
различных(областях(трехмерного(пространства


• К(динамическим(уравнениям(применяется(
редукция(по(её(симметриям


• Исходная(система(уравнений(записывается(в(
терминах(дифференциальных(инвариантов
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