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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы исследования
Задачи планирования маршрута подвижных объектов обычно связаны

с задачами планирования пути (path planning, сокращенно PP) и планирова
ния траектории (trajectory planning, сокращенно TP). Задача планирования
пути состоит в определении точек пространства, через которые должен прой
ти управляемый подвижный объект (УПО), чтобы достичь заданного пункта
назначения из начальной позиции, в то время как описание движения по
движного объекта во времени считается задачей планирования траектории.
Эти задачи возникают при планировании траекторий уклонения от обнару
жения, например, беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) или автоном
ных необитаемых подводных аппаратов (АНПА), а также управляемых, в том
числе пилотируемых, подвижных объектов и групп таких объектов.

Совершенствование возможностей разнообразных беспилотных УПО
в последние десятилетия привело к развитию новой математической области
исследований, посвященной задачам управления как подкласса задач поиска
уклонения, получивших в англоязычной литературе название «Path Planning
in Threat Environment». В русскоязычной литературе эта область науки полу
чила название теории планирования траектории УПО в конфликтной среде.

Под конфликтной средой здесь понимается наличие в области движе
ния УПО одного или нескольких объектов, оказывающих негативное воздей
ствие на УПО. Целью такого воздействия может считаться, например, об
наружение объекта. В свою очередь цель управления УПО при движении
в конфликтной среде состоит в минимизации негативного воздействия, со
здаваемого конфликтующими объектами. В качестве критерия оптимизации
в задачах уклонения от обнаружения используется риск обнаружения, за
висящий от методов и алгоритмов поиска, определяемый через вероятность
обнаружения и являющийся функционалом от траектории движения УПО.

Развитие морской робототехники приводит к повышению эффективно
сти использования специальных систем и образцов вооружения военно-мор
ских сил, расширению их функциональных возможностей, обеспечению без
опасности жизнедеятельности экипажей подводных лодок, надводных кораб
лей и вспомогательных судов, а также летательных аппаратов морской авиа
ции при выполнении боевых задачи и задач обеспечения, включая специаль
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ные, подводно-технические и аварийно-спасательные работы. Что невозмож
но без совершенствования систем управления робототехническими системами
и УПО, их интеллектуализации и информационной поддержки принимаемых
решений.

Общемировой тенденцией развития морской робототехники военного
назначения является акцент на повышении автономности действий подвод
ных и надводных аппаратов, что связано с их возможностями по сверхпро
должительному (от недель до года) пребыванию в морской среде, и соответ
ственно с возможностями системы интеллектуального управления, в том чис
ле движением УПО, с обоснованным выбором целеуказания, обеспечивающей
комплексное и эффективное решение типовых задач в автономном режиме в
неопределенной и конфликтной средах. Поэтому решение конкретных РР/TP
задач зависит от эффективности работы бортовых алгоритмов УПО.

Исследуемые в диссертационной работе задачи и весь класс подобных
TP-задач чрезвычайно актуален для современных военных приложений, а
рассматриваемые в постановках УПО могут быть моделями АНПА или БП
ЛА для практических применений. Полученные решения могут быть полезны
при разработке алгоритмов реального времени для бортовых модулей плани
рования маршрутов этих объектов, а решение данных TP-задач может су
щественно снизить величину риска обнаружения и обеспечить большую без
опасность АНПА на найденном оптимальном маршруте в задаче уклонения
от обнаружения.

Таким образом, с учетом вышесказанного, проблема поиска оптималь
ных траекторий УПО в задачах уклонения от обнаружения, исследуемая в
работе, является актуальной.

Степень научной разработанности темы
Задача об оптимизации закона уклонения УПО от одиночного стаци

онарного обнаружителя в случае движения объекта на постоянной скорости
рассмотрена во многих статьях. В некоторых работах предлагается постанов
ка задачи с расширенным критерием оптимизации, который включает допол
нительный регуляризирующий функционал. Отдельные авторы рассматрива
ли задачу уклонения от обнаружения при наличии энергетического ограниче
ния на движение УПО. Постановка с переменной скоростью тоже исследова
на в ряде статей. Для задач, в которых количество сенсоров больше одного,
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аналитическое решение получить не удаётся, однако может быть приведен
численный алгоритм для произвольного числа одинаковых сенсоров, незави
симо принимающих излучаемый УПО сигнал. В основе предложенного под
хода лежит алгоритм Дейкстры для графа, построенном на квадратной сетке
на плоскости. Также такой подход используется в других статьях. Галяевым
А.А. предложена замена переменных для исследуемых задач оптимизации
траектории УПО при уклонении от обнаружения, которая отождествляет ве
щественные координаты объекта с комплексными. Достаточно полный обзор
алгоритмов планирования пути для беспилотных аппаратов, находящих опти
мальный или субоптимальный маршрут между начальной и конечной точкой
в морской среде, приведен в различных обзорах. Эти алгоритмы включают
алгоритм кратчайшего пути на основе графа, известный как 𝐴*, алгоритм ис
кусственного потенциального поля, последовательное квадратичное програм
мирование и так далее. Также часто используется подход, основанный на по
ведении муравьиной колонии. В последние годы, благодаря прогрессу нейрон
ных сетей, все более популярными становятся подходы глубокого обучения и,
в частности, глубокого обучения с подкреплением. В литературе преоблада
ют методы решения в виде численных алгоритмов, тогда как аналитический
вывод результатов часто затруднен для многих постановок.

Объектом исследования являются оптимальные траектории управ
ляемых подвижных объектов.

Предметом исследования являются аналитические методы и алго
ритмы поиска оптимальных траекторий управляемых подвижных объектов.

Целью диссертационного исследования является повышение эф
фективности управления подвижными объектами в задачах уклонения от об
наружения путем оптимизации траекторий движения и скоростных режимов
методами оптимального управления и вариационного исчисления.

Для достижения данной цели были поставлены и решены следу
ющие задачи:

1. Задача планирования траектории УПО при уклонении от одиноч
ного обнаружителя с учётом ограничения на длину траектории.

2. Задача планирования траектории УПО при уклонении от одиноч
ного обнаружителя с учётом ограничения на кривизну траектории.
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3. Задача планирования траекторий УПО при уклонении от одиночно
го обнаружителя при наличии у объекта неоднородной индикатри
сы излучения.

Область исследования
Работа выполнена в соответствии со следующими пунктами паспор

та специальности 05.13.01 "Системный анализ, управление и обработка ин
формации (в отраслях информатики, вычислительной техники и автоматиза
ции)":

– п.1. Теоретические основы и методы системного анализа, оптимиза
ции, управления, принятия решений и обработки информации.

– п.2. Формализация и постановка задач системного анализа, оптими
зации, управления, принятия решений и обработки информации.

– п.3. Разработка критериев и моделей описания и оценки эффектив
ности решения задач системного анализа, оптимизации, управления,
принятия решений и обработки информации.

– п.4. Разработка методов и алгоритмов решения задач системного
анализа, оптимизации, управления, принятия решений и обработки
информации.

Методологическую основу работы составили методы вариацион
ного исчисления, методы оптимального управления, а также методы компью
терного моделирования.

Достоверность полученных в диссертационной работе результатов
подтверждается корректностью и полнотой исходных положений, достовер
ностью, воспроизводимостью и непротиворечивостью математических выкла
док. Результаты теоретических исследований подтверждены средствами ком
пьютерного моделирования.

Положения, выносимые на защиту:
1. Модель обнаружителя с формализацией функционала риска обна

ружения для случая малого отношения сигнал/шум как критерия
оптимизации для задач планирования траектории (соответствует
п.1, п.2, п.3 паспорта специальности 05.13.01).

2. Метод построения оптимальной траектории на основе аналитическо
го решения задачи планирования траектории УПО при уклонении
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от одиночного обнаружителя с учётом ограничения на длину тра
ектории (соответствует п.2, п.4 паспорта специальности 05.13.01).

3. Метод построения оптимальной траектории на основе аналитиче
ского решения задачи планирования траектории УПО при укло
нении от одиночного обнаружителя с учётом ограничения на кри
визну траектории (соответствует п.2, п.4 паспорта специальности
05.13.01).

4. Метод построения оптимальной траектории на основе аналитическо
го решения задачи планирования траекторий УПО при уклонении
от одиночного обнаружителя при наличии у объекта неоднородной
индикатрисы излучения для случая выполнения достаточных усло
вий оптимальности траекторий (соответствует п.2, п.4 паспорта спе
циальности 05.13.01).

5. Метод и алгоритм построения двухзвенной оптимальной траекто
рии на основе аналитического решения задачи планирования тра
екторий УПО при уклонении от одиночного обнаружителя при на
личии у объекта неоднородной индикатрисы излучения для случая
невыполнения достаточных условий оптимальности траекторий (со
ответствует п.2, п.4 паспорта специальности 05.13.01).

Научная новизна диссертации заключается в следующем:
1. Новизна постановки задачи планирования траектории УПО при

уклонении от одиночного обнаружителя с учётом ограничения на
кривизну траектории заключается в том, что в качестве УПО рас
смотрен объект, обладающий динамикой машины Дубинса, которая
действует в условиях обнаружения и решает задачу уклонения по
критерию риска обнаружения. Произведено сравнение с решением
известной задачи быстродействия для машины Дубинса.

2. Новизна постановки задачи планирования траекторий УПО при
уклонении от одиночного обнаружителя при наличии у объекта
неоднородной индикатрисы излучения заключается в формализа
ции критерия риска обнаружения с введением в него мультипли
кативной составляющей, зависящей от направленности излучения
объекта. В отличие от известных задач для изотропных индикатрис
излучения, рассмотренная постановка позволяет находить аналити
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ческие решения для более широкого класса задач уклонения, анали
тически строить траектории уклонения с оптимальным скоростным
режимом.

3. Научная новизна заключается в разработке методов решения пред
ложенных постановок задач на основе их полного аналитического
решения, анализе и классификации получаемых решений. Предло
жен метод определения вида оптимальной траектории в задаче пла
нирования траекторий УПО при уклонении от одиночного обнару
жителя при наличии у объекта неоднородной индикатрисы излуче
ния, основанный на положительности гессиана индикатрисы излу
чения. При невыполнении условия положительности гессиана инди
катрисы излучения предложен метод построения двухзвенных оп
тимальных траекторий УПО.

Теоретическая значимость работы заключается в развитии мате
матической теории планирования траектории УПО в конфликтных средах
(задачах уклонения от обнаружения) и рассмотрении новых для данной об
ласти науки постановок, связанных с наличием фазовых, интегральных и
динамических ограничений на движение объекта.

Практическая значимость работы заключается в том, что полу
ченные научные результаты могут использоваться в создании оперативно
советующих систем стратегически важных подвижных объектов и бортовых
планировщиков миссий беспилотных летательных и подводных аппаратов, а
именно в алгоритмах получения опорных траекторий для этих управляемых
объектов.

Апробация работы.
Результаты диссертационной работы неоднократно докладывались на

научном семинаре ИПУ РАН «Управление по неполным данным» под руко
водством чл.-корр. РАН, д.т.н. Галяева А.А., а также на ведущих отечествен
ных и зарубежных конференциях: Мультиконференции по проблемам управ
ления (МКПУ-2018, МКПУ-2020), Всероссийском совещании по проблемам
управления (ВСПУ XIII), 7th International Conference on Control, Decision
and Information Technologies (CoDIT), Международной конференции «Опти
мальное управление и дифференциальные игры», посвященной 110-летию со
дня рождения Льва Семеновича Понтрягина.
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Реализация и внедрение результатов работы
Результаты использовались для выполнения работ при финансовой

поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 20-38-90215, а также в раз
работке системы поддержки принятия решений в рамках ОКР «Странник»,
выполненной по гособоронзаказу. Подтверждением практической ценности
полученных результатов служит акт внедрения результатов работы, выдан
ный АО «Морские неакустические комплексы и системы» и приведенный в
приложении А.

Публикации.
Результаты диссертационной работы отражены в 13 публикациях, в

том числе в 3 статьях в журналах из списка ВАК, 3 статьях в журналах, вхо
дящем в Russian Science Citation Index, 7 статьях, входящих в Science Citation
Index Expanded Web of Science, из них 3 статьи в журналах Q1, и 7 статьях,
индексируемых наукометрической базой Scopus, а также 6 докладах на кон
ференциях, опубликованных в материалах этих конференций.

Личный вклад автора. Все результаты исследования, изложенные
в диссертационной работе, получены автором лично. Постановки задач иссле
дования осуществлялись совместно с научным руководителем.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснована актуальность и практическая значимость те
мы диссертационной работы, сформулированы цели и задачи исследования,
проведен краткий анализ научных публикаций по тематике задач планиро
вания траекторий управляемых подвижных объектов, а также представлены
основные результаты, полученные в ходе выполнения диссертационного ис
следования, и сформулирована научная новизна.

В первой главе проведен обзор различных постановок задач пла
нирования траектории движения УПО. Кратко изложена научная история
развития таких постановок. Приведен анализ современных приложений рас
сматриваемых задач для управления БПЛА и АНПА, который показывает,
что данные задачи являются актуальными в виду развития беспилотников
самого разного назначения.

Приведен анализ основных наиболее распространенных в литературе
постановок задач уклонения УПО от обнаружения, а также численные алго
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ритмы планирования траекторий, на основании чего можно сделать вывод,
что большинство статей фокусируются на численных методах решения задач
в виду сложности получения аналитических решений. Тем самым подтвер
ждается важность разработки аналитических моделей и методов планирова
ния траекторий, которые являются темой исследования данной диссертаци
онной работы.

Во второй главе рассматриваются задача планирования траектории
УПО при уклонении от одиночного обнаружителя с учётом ограничения на
длину траектории и задача планирования траектории УПО при уклонении
от одиночного обнаружителя с учётом ограничения на кривизну траектории.
Кроме того, в этой главе сформулирована математическая модель обнаружи
теля, выведен риск обнаружения как критерий оптимизации всех рассматри
ваемых в диссертационном исследовании задач и сформулирован общий вид
задачи уклонения УПО от обнаружения.

В подразделе 2.1 рассматривается вероятность необнаружения УПО
при пассивном наблюдении в случае малого отношения сигнал/шум. Спра
ведлива следующая лемма.

Лемма 2.1. На i-том такте наблюдения вероятность необнаружения
УПО при пассивном наблюдении при малом отношении сигнал/шум равна

𝑃𝑛𝑑𝑖 = 1− 𝛼− Φ′ (︀Φ−1(1− 𝛼)
)︀
·
(︂
Φ−1(1− 𝛼) +

√
𝑁F𝑁H√

2

)︂
𝜎2
𝑠(𝑖)

𝜎2
𝜉(𝑖)

,

где Φ – функция стандартного нормального распределения, 𝛼 – вероятность
ложной тревоги, 𝑁F и 𝑁H – постоянные параметры обнаружителя, 𝜎𝑠 и
𝜎𝜉 – дисперсии сигнала и шума соответственно.

Общая вероятность обнаружения УПО формально соответствует ве
роятности наступления события обнаружения хотя бы один раз в серии из
𝑁 наблюдений и для независимых событий (наблюдений) рассчитывается по

формуле 𝑃𝑑 = 1−
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑃𝑛𝑑𝑖, или, если ввести понятие «риск обнаружения»:

𝑅 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖, (1)
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где 𝑅𝑖 = − ln𝑃𝑛𝑑𝑖 – риск на i -ом такте обнаружения. Последняя сумма пред
ставляется в виде интеграла, который будем называть функционалом риска
обнаружения

𝑅 =

∫︁ 𝑇

0

𝜎2
𝑠(𝑡)

𝜎2
𝜉(𝑡)

𝑑𝑡. (2)

Таким образом, задача планирования траектории движения УПО при
уклонении от обнаружителя определяется как двухточечная задача вариаци
онного исчисления для функционала риска обнаружения (2) или как зада
ча оптимального управления. При этом рассматривается один неподвижный
обнаружитель, расположенный в начале координат. Начальная и конечная
точки траектории 𝐴 и 𝐵 всегда заданы, а время движения может быть фик
сировано или не фиксировано, так же как и направления векторов начальной
и конечной скорости УПО.

Пусть шум 𝜎𝜉 в каждой точке траектории является постоянной вели
чиной, не зависящей от времени. Тогда функционал (2) зависит только от
мгновенного уровня сигнала 𝑆(𝑡), принимаемого обнаружителем

𝜎2
𝑠(𝑡)

𝜎2
𝜉(𝑡)

∼ 𝑆(𝑡).

Следовательно, оптимизационная задача состоит в минимизации вдоль тра
ектории риска обнаружения, который имеет вид

𝑅 =

∫︁ 𝑇

0

𝑆(𝑡)𝑑𝑡. (3)

На движение УПО могут быть наложены различные ограничения:
ограничения на скорость движения, на длину траектории, на радиус разво
рота и т.п.

Рассматриваемые далее в исследовании постановки являются модифи
кациями описанной в данном подразделе общей задачи. Так, в подразделе
2.2 рассматривается задача планирования траектории УПО при уклонении
от обнаружителя при наличии ограничения на длину траектории.
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Задача 2.1. Найти траекторию движения УПО и закон изменения ориен
тации его вектора скорости, доставляющие минимум функционалу

𝑅 =

∫︁ 𝑇

0

(︁𝑣
𝑟

)︁2
𝑑𝑡. (4)

Здесь 𝑣 – скорость УПО, а 𝑟 – расстояние между УПО и обнаружителем.
Граничные условия заданы в виде

𝑥(0) = 𝑥𝐴, 𝑥(𝑇 ) = 𝑥𝐵, 𝑦(0) = 𝑦𝐴, 𝑦(𝑇 ) = 𝑦𝐴,

где 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴), 𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵) – начальная и конечная точки маршрута.
Время 𝑇 движения по траектории фиксировано, на модуль скорости

𝑣 наложено ограничение 𝑣 = 𝑣0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, т.е. фиксирована максимальная
длина траектории.

После перехода в полярные координаты (𝑟, 𝜙) и замены переменной
𝜌 = ln 𝑟, 𝜌 ∈ (−∞,+∞), т.к. 𝑟 ∈ (0,+∞), функционал (4) принимает вид

𝑅(𝜌(·)) =
∫︁ 𝜙𝐵

𝜙𝐴

exp(−𝜌)

√︁
1 + 𝜌′2𝑑𝜙 (5)

при ограничении на длину траектории∫︁ 𝜙𝐵

𝜙𝐴

exp(𝜌)

√︁
1 + 𝜌′2𝑑𝜙 ≤ 𝑣𝑇.

Задача решается как задача вариационного исчисления. Необходимые
условия экстремума выражаются через уравнения Эйлера-Лагранжа:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︁ 𝜌𝑄

𝜌𝐴

1√︀
𝐶2(exp(−𝜌) + 𝜆 exp(𝜌))2 − 1

𝑑𝜌+

∫︁ 𝜌𝑄

𝜌𝐵

1√︀
𝐶2(exp(−𝜌) + 𝜆 exp(𝜌))2 − 1

𝑑𝜌 = 𝜙𝐵 − 𝜙𝐴,

𝐶(exp(−𝜌𝑄) + 𝜆 exp(𝜌𝑄)) = 1,∫︁ 𝜌𝑄

𝜌𝐴

exp(𝜌)(exp(−𝜌) + 𝜆 exp(𝜌))√︀
𝐶2(exp(−𝜌) + 𝜆 exp(𝜌))2 − 1

𝑑𝜌+

∫︁ 𝜌𝑄

𝜌𝐵

exp(𝜌)(exp(−𝜌) + 𝜆 exp(𝜌))√︀
𝐶2(exp(−𝜌) + 𝜆 exp(𝜌))2 − 1

𝑑𝜌 =
𝑣𝑇

𝐶
.

(6)

Решения уравнения Эйлера-Лагранжа представляются в виде эллип
тических интегралов Лежандра первого и второго рода. Данный факт уста
навливают следующие леммы.
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Лемма 2.1. ∫︁ 𝜌𝑄

𝜌𝐴

1√︀
𝐶2(exp(−𝜌) + 𝜆 exp(𝜌))2 − 1

𝑑𝜌 =
̃︀𝐹 (1,𝑘)− ̃︀𝐹 (𝜉𝐴,𝑘)

𝑎𝐶
, (7)

где ̃︀𝐹 (𝜉𝐴,𝑘) =

∫︁ 𝜉𝐴

0

𝑑𝜉√︀
(1− 𝜉2)(1− 𝑘2𝜉2)

,

𝑘 =
1− 2𝜆𝐶2 −

√
1− 4𝜆𝐶2

2𝜆𝐶2
,

𝑎 =

√︂
𝜆

𝑘
,

𝜉𝐴 = 𝑎𝑟𝐴.

(8)

Здесь ̃︀𝐹 (𝜉, 𝑘) – нормальный эллиптический интеграл Лежандра первого рода.

Лемма 2.2.∫︁ 𝜌𝑄

𝜌𝐴

exp(𝜌)(exp(−𝜌) + 𝜆 exp(𝜌))√︀
𝐶2(exp(−𝜌) + 𝜆 exp(𝜌))2 − 1

𝑑𝜌 =

=

(︂
1 +

𝜆

𝑘2𝑎2

)︂ ̃︀𝐹 (1,𝑘)− ̃︀𝐹 (𝜉𝐴,𝑘)

𝑎𝐶
− 𝜆

𝑘2𝑎2

̃︀𝐸(1,𝑘)− ̃︀𝐸(𝜉𝐴,𝑘)

𝑎𝐶
,

(9)

где ̃︀𝐸(𝜉,𝑘) =

∫︁ 𝜉

0

√︀
1− 𝑘2𝜉2√︀
1− 𝜉2

𝑑𝜉,

𝑘 =
1− 2𝜆𝐶2 −

√
1− 4𝜆𝐶2

2𝜆𝐶2
,

𝑎 =

√︂
𝜆

𝑘
,

𝜉𝐴 = 𝑎𝑟𝐴.

(10)

Здесь ̃︀𝐸(𝜉, 𝑘) – нормальный эллиптический интеграл Лежандра второго рода.

Рассмотрены симметричный и несимметричный случаи краевых усло
вий. Оптимальный закон изменения скорости определяется касательной к
траектории движения и имеет вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑣𝑥(𝜙) =
𝜌′(𝜙) cos(𝜙)− sin𝜙√︀

𝜌′(𝜙)2 + 1
𝑣,

𝑣𝑦(𝜙) =
𝜌′(𝜙) sin(𝜙) + cos𝜙√︀

𝜌′(𝜙)2 + 1
𝑣.

(11)

Средствами языка Python был разработан программный модуль, поз
воляющий перебором по (𝜆, 𝑘) для заданных граничных условий находить
набор (𝜆, 𝐶, 𝜉𝐴, 𝑘), строить оптимальную траекторию и вычислять значение
функционала.
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В подразделе 2.2 рассмотрена задача планирования траектории УПО
при уклонении от обнаружителя при наличии ограничения на кривизну тра
ектории.

Задача 2.1. Динамика УПО имеет вид:⎧⎪⎨⎪⎩
�̇�1 = cos 𝜃,

�̇�2 = sin 𝜃,

𝜃 = 𝑢,

(12)

где 𝑥1, 𝑥2 - координаты на плоскости, а 𝜃 - угол поворота вектора скорости.
Система координат нормирована так, что линейная скорость по

стоянна и равна единице, 𝑣 = 1.
На управление наложено ограничение, связанное с максимально воз

можной кривизной траектории

|𝑢| ≤ 𝐾. (13)

Требуется перевести объект из начальной точки 𝐴 в конечную точ
ку 𝐵, при этом в обеих заданы направления вектора скорости:

𝑥1(0) = 𝑥1𝐴, 𝑥2(0) = 𝑥2𝐴, 𝑥1(𝑇 ) = 𝑥1𝐵, 𝑥2(𝑇 ) = 𝑥2𝐵, 𝜃(0) = 𝜃𝐴, 𝜃(𝑇 ) = 𝜃𝐵.

(14)
Конечное время 𝑇 движения нефиксировано. Движение происходит в зоне
действия обнаружителя, расположенного в начале координат. Критерием
оптимизации служит интегральный риск обнаружения на траектории от
𝐴 до 𝐵, который с учётом условия 𝑣 = 1, равен

𝑅 =

∫︁ 𝐵

𝐴

𝑑𝑠

𝑥21 + 𝑥22
=

∫︁ 𝑇

0

𝑑𝑡

𝑥21 + 𝑥22
. (15)

Применение принципа максимума непосредственно к Задаче 2.1 невоз
можно в виду наличия особенности у подынтегральной функции критерия оп
тимизации (15) в точке (0, 0). Однако с помощью замены переменных можно
избавиться от этой особенности. Переход в координатную плоскость (𝜌,𝜙, 𝜃)

позволяет переписать постановку Задачи 2.1. Новая постановка лишена недо
статков первоначальной задачи, поскольку подинтегральная функция не име
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ет особенностей на всей области определения, бесконечное число раз непре
рывно дифференцируема, а значит, можно применить принцип максимума
Понтрягина.

Представлены леммы, которые устанавливают эквивалентность необ
ходимых условий оптимальности для двух постановок задачи, а значит, даль
нейшее исследование Задачи 2.1 с функцией Понтрягина (16) обоснованно.

Лемма 2.3. Функция Понтрягина для Задачи 2.1 имеет вид

𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝜃, 𝑢,Ψ1,Ψ2,Ψ3) = Ψ1 cos 𝜃 +Ψ2 sin 𝜃 +Ψ3𝑢− 1

𝑥21 + 𝑥22
, (16)

где Ψ1,Ψ2,Ψ3 – сопряженные переменные.

Согласно принципу максимума

max
𝑢∈[−𝐾,𝐾]

𝐻(𝑥*, 𝑢,Ψ) = 𝐻(𝑥*, 𝑢*,Ψ). (17)

Закон оптимального управления имеет вид

𝑢* = sign(Ψ3) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐾, Ψ3 > 0,

𝑢*𝑜(𝑡), |𝑢*𝑜(𝑡)| < 𝐾, Ψ3 = 0,

−𝐾, Ψ3 < 0.

(18)

здесь 𝑢*𝑜(𝑡) - управление в случае особого режима. В случае Ψ3 ̸= 0 оптималь
ное управление принимает крайнее значение своего допустимого множества,
то есть УПО движется по окружности максимально возможной кривизны
(минимального радиуса).

Лемма 2.4. Оптимальный закон управления 𝑢*𝑜 в особом режиме для Зада
чи 2.1 удовлетворяет уравнению

𝑢*𝑜 =
2(𝑥1�̇�2 − 𝑥2�̇�1)

𝑟2
, (19)

где 𝑟 =
√︀

𝑥21 + 𝑥22 - модуль радиус-вектора УПО.

Замечание 2.1. Вид оптимальной траектории, соответствующей интер
валу особого управления в решении Задачи 2.1 совпадает с видом оптималь
ной траектории из решения аналогичной задачи без ограничения на кривиз
ну траектории.
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По аналогии с решением задачи быстродействия для машины Дубинса
результат представляет собой траекторию с тремя интервалами управления:
начальным и конечным с предельными значениями кривизны траектории и
интервалом с особым управлением между ними. Но в отличии от решения
классической задачи, траектория УПО при особом управлении представляет
собой дугу окружности, проходящую через начало координат, что совпадает
с решением аналогичной задачи при отсутствии ограничения на кривизну
траектории. На рисунке 1 продемонстрирован полученный результат.

Рис. 1 — Пример оптимальной траектории, содержащей дугу с особым
режимом управления

В третьей главе рассматривается задача уклонения от обнаружения
УПО, обладающего неоднородной индикатрисой излучения.

Задача 3.1. Найти такую траекторию (𝑟*(𝑡), 𝜙*(𝑡)), которая минимизи
рует функционал

𝑅 =

∫︁ 𝑇

0

(︁𝑣
𝑟

)︁𝜇
𝑔 (𝛽) 𝑑𝑡, (20)

где 𝑣 – скорость подвижного объекта, 𝑟 – расстояние между обнаружите
лем и объектом, 𝛽 – угол поворота объекта относительно направления на
обнаружитель, а 𝑔(𝛽) – функция индикатрисы излучения. Краевые условия

𝑟(0) = 𝑟𝐴, 𝑟(𝑇 ) = 𝑟𝐵, 𝜙(0) = 𝜙𝐴, 𝜙(𝑇 ) = 𝜙𝐵.

Время 𝑇 движения по маршруту от точки 𝐴 к точке 𝐵 фиксирова
но.
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Как указано в Главе 2, для задач такого рода существует преобразова
ние координат, которое приводит функционал к удобной для последующего
исследования форме и к такой системе координат, в которой оптимальные
траектории являются геодезическими, т.е. представлены в виде прямых ли
ний. Для рассматриваемой задачи (20) такое преобразование также существу
ет, и с учетом него ранее сформулированная Задача 3.1 эквивалента новой
Задаче.

Задача 3.2. Требуется найти траекторию (𝜌*(𝑡), 𝜙*(𝑡)), которая миними
зирует функционал

𝑅(𝜌(·),𝜙(·)) =
∫︁ 𝑇

0

𝑆(𝜌, �̇�, 𝜙, �̇�, 𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

(︀
�̇�2 + �̇�2

)︀𝜇/2
𝑔

(︂
arctan

�̇�

�̇�

)︂
𝑑𝑡 (21)

с краевыми условиями

𝜌(0) = 𝜌𝐴, 𝜌(𝑇 ) = 𝜌𝐵, 𝜙(0) = 𝜙𝐴, 𝜙(𝑇 ) = 𝜙𝐵.

Записанная в таком виде, исходная Задача более удобна для аналити
ческого решения, так как функционал оптимизации зависит только от произ
водных координат по времени.

Прежде всего следует рассмотреть необходимые условия для экстре
мальной траектории, т.е. найти кандидатов в оптимальные траектории. В
силу формы уравнения (21) этот функционал имеет несколько первых инте
гралов. Справедлива следующая лемма.

Лемма 3.1. Если 𝑔 (𝛽) – дважды непрерывно дифференцируемая функция,
тогда лагранжиан 𝑆(𝜌, �̇�, 𝜙, �̇�, 𝑡) имеет постоянное значение 𝑆* вдоль экс
тремальной траектории (𝜌*(𝑡), 𝜙*(𝑡)).

Следующая теорема определяет необходимое условие экстремума тра
ектории, которая может быть решением Задачи 3.2.

Теорема 3.1. Пусть 0 < 𝑔1 < 𝑔(𝛽) < 𝑔2 для всех 𝛽 ∈ [0, 2𝜋] – дважды
непрерывно дифференцируемая функция угла 𝛽, где 𝑔1, 𝑔2 – некоторые кон
станты, а 𝜌(𝑡), 𝜙(𝑡) существуют и являются непрерывными функциями
времени 𝑡. Тогда экстремальная траектория удовлетворяет следующей си
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стеме уравнений {︃
�̇� = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

�̇� = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
(22)

Следствие 3.1. Из Теоремы (3.1) следует, что экстремальная траекто
рия является логарифмической спиралью, уравнение которой в полярных
координатах имеет вид

𝑟(𝜙) = 𝑟𝐴 exp

(︂
𝜙− 𝜙𝐴

𝜙𝐵 − 𝜙𝐴
ln

𝑟𝐵
𝑟𝐴

)︂
. (23)

Следующие две леммы определяют скоростной режим подвижного
объекта на экстремальной траектории и величину риска на ней.

Лемма 3.2. Закон изменения скорости на экстремальной траектории, удо
влетворяющей уравнению (23), имеет вид

𝑣(𝑡) =
𝑟𝐴
𝑇

exp

(︂
𝑡

𝑇
ln

𝑟𝐵
𝑟𝐴

)︂√︂
ln2

𝑟𝐵
𝑟𝐴

+ (𝜙𝐵 − 𝜙𝐴)
2. (24)

Лемма 3.3. Значение функционала (21) на экстремальной траектории (23)
равняется

𝑅* =

(︁
(𝜌𝐵 − 𝜌𝐴)

2 + (𝜙𝐵 − 𝜙𝐴)
2
)︁𝜇/2

𝑇 𝜇−1
𝑔(𝛽*) =

𝐿𝜇

𝑇 𝜇−1
𝑔(𝛽*), (25)

где 𝛽* = arctan
𝜙𝐵 − 𝜙𝐴

𝜌𝐵 − 𝜌𝐴
, и зависит только от краевых условий и

𝐿 =
√︁

(𝜌𝐵 − 𝜌𝐴)
2 + (𝜙𝐵 − 𝜙𝐴)

2 – длина прямолинейного сегмента между
точками 𝐴 и 𝐵 в пространстве (𝜌, 𝜙).

Доказано, что полученная выше экстремальная траектория, заданная
уравнением (23), является оптимальным решением задачи 3.2, т.е. она приво
дит к сильному минимуму функционал (21). Для этого исследована матрица
Гессе.
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Лемма 3.4. Пусть 𝑆(𝜌, �̇�, 𝜙, �̇�, 𝑡) =
(︀
�̇�2 + �̇�2

)︀𝜇/2
𝑔 (𝛽), 𝑔(𝛽) – трижды непре

рывно дифференцируемая функция 𝛽, тогда матрица Гессе H равна

H =

(︃
𝐻11 𝐻12

𝐻21 𝐻22

)︃

где

𝐻11 =
𝜕2𝑆

𝜕�̇�2
=
(︀
−2�̇��̇� (𝜇− 1) 𝑔′ (𝛽) + 𝜇

(︀
�̇�2 + �̇�2 (𝜇− 1)

)︀
𝑔 (𝛽) + 𝑔′′ (𝛽) �̇�2

)︀ (︀
�̇�2 + �̇�2

)︀𝜇
2
−2

,

𝐻12 =
𝜕2𝑆

𝜕�̇�𝜕�̇�
=
(︀(︀
�̇�2 − �̇�2

)︀
(𝜇− 1) 𝑔′(𝛽) + �̇��̇�

(︀(︀
𝜇2 − 2𝜇

)︀
𝑔(𝛽)− 𝑔′′(𝛽)

)︀)︀ (︀
�̇�2 + �̇�2

)︀𝜇
2
−2

,

𝐻21 =
𝜕2𝑆

𝜕�̇�𝜕�̇�
=
(︀(︀
�̇�2 − �̇�2

)︀
(𝜇− 1) 𝑔′(𝛽) + �̇��̇�

(︀(︀
𝜇2 − 2𝜇

)︀
𝑔(𝛽)− 𝑔′′(𝛽)

)︀)︀ (︀
�̇�2 + �̇�2

)︀𝜇
2
−2

,

𝐻22 =
𝜕2𝑆

𝜕�̇�2
=
(︀
2�̇��̇� (𝜇− 1) 𝑔′ (𝛽) + 𝜇

(︀
�̇�2 + �̇�2 (𝜇− 1)

)︀
𝑔 (𝛽) + 𝑔′′ (𝛽) �̇�2

)︀ (︀
�̇�2 + �̇�2

)︀𝜇
2
−2

,

(26)
а сам гессиан как определитель этой матрицы равен

detH =
(︀
�̇�2 + �̇�2

)︀𝜇−2
(𝜇− 1)

(︀
𝑔2(𝛽)𝜇2 + 𝑔(𝛽)𝑔′′(𝛽)𝜇− 𝑔′2(𝛽)(𝜇− 1)

)︀
. (27)

Следующая теорема дает достаточное условие оптимальности экстре
мальной траектории.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия Теоремы 3.1, Лемм 3.1 и 3.4, и
detH > 0 для всех значений 𝛽. Тогда оптимальная траектория, удовлетво
ряющая уравнению (22), доставляет сильный минимум функционалу риска
(21).

Таким образом, положительность определителя матрицы Гессе гаран
тирует, что логарифмическая спираль является оптимальным решением за
дачи. Теорема 3.2 позволяет для любой функции 𝑔(𝛽) ответить, является ли
экстремальная траектория (23) оптимальной или нет. Действительно, знак
гессиана (27) зависит от знака третьего множителя, который зависит только
от функции 𝑔(𝛽). Если достаточные условия не выполняются, то оптимальная
траектория имеет более сложную форму и состоит из нескольких логариф
мических спиралей.

Прежде всего, следует рассмотреть случай вырождения уравнений Эй
лера-Лагранжа. Дело в том, что два уравнения могут совпадать друг с другом
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для некоторой индикатрисы излучения 𝑔(𝛽) и некоторых постоянных значе
ний 𝐶1, 𝐶2.

Лемма 3.5. Функция 𝑔(𝛽) = 𝐶| cos(𝛾 − 𝛽)|𝜇, где tan 𝛾 =
𝐶2

𝐶1
, приводит

систему уравнений Эйлера-Лагранжа к вырождению.

Согласно Лемме 3.5 полученная специальная форма функции 𝑔(𝛽) вы
рождает уравнения Эйлера-Лагранжа только при одном конкретном значе
нии параметра 𝛾, отвечающем направлению, связанному с граничными усло
виями задачи 3.2, выраженными через константы 𝐶1 и 𝐶2, когда она уже
решена.

После анализа вырождения необходимых условий оптимальности рас
сматриваются и достаточные условия. Одним из интересных для исследова
ния случаев является случай нулевого гессиана (27):

𝑔2(𝛽)𝜇2 + 𝑔(𝛽)𝑔′′(𝛽)𝜇− 𝑔′2(𝛽)(𝜇− 1) = 0. (28)

Лемма 3.6. Функция 𝑔(𝛽), обнуляющая гессиан (27), равна

𝑔(𝛽) = 𝐶| cos(̃︀𝛽 − 𝛽)|𝜇, (29)

где ̃︀𝛽 – произвольная константа.

Теперь из сравнения индикатрис излучения 𝑔(𝛽), заданных Леммами
3.5 и 3.6, следует идентичность обоих выражений при фиксированной 𝛾 и
некотором значении 𝛽0.

Значение риска на оптимальной двузвенной траектории, проходящей
через точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, приведено в следующей лемме.

Лемма 3.7. Минимальное значение риска на двузвенной траектории, по
следовательно проходящей через точки 𝐴, 𝐶, 𝐵 за интервал времени 𝑇 ,
равно

𝑅𝐴𝐶𝐵 =
1

𝑇 𝜇−1

(︁
𝐿1𝑔

1/𝜇(𝛽1) + 𝐿2𝑔
1/𝜇(𝛽2)

)︁𝜇
, (30)
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где
𝐿1 =

√︀
(𝜌𝐶 − 𝜌𝐴)2 + (𝜙𝐶 − 𝜙𝐴)2,

𝐿2 =
√︀

(𝜌𝐵 − 𝜌𝐶)2 + (𝜙𝐵 − 𝜙𝐶)2,

𝛽1 = arctan

(︂
𝜙𝐶 − 𝜙𝐴

𝜌𝐶 − 𝜌𝐴

)︂
,

𝛽2 = arctan

(︂
𝜙𝐵 − 𝜙𝐶

𝜌𝐵 − 𝜌𝐶

)︂
.

(31)

В связи с тем, что реальные индикатрисы излучения УПО имеют бо
лее сложную форму, Лемма 3.7 предоставляет простой способ проверки типа
оптимальной траектории. Действительно, если в одном из случаев леммы
3.7, 𝑅*

𝐴𝐶 + 𝑅*
𝐶𝐵 < 𝑅*

𝐴𝐵, то логарифмическая спираль, напрямую соединяю
щая точки 𝐴, 𝐵 не является оптимальной, и двузвенная траектория является
предпочтительной в смысле минимизации функционала риска.

Рассмотрение оптимальных двузвенных траекторий в пространстве
(𝜌, 𝜙) позволяет переписать уравнение (30) в более простом виде.

Следствие 3.2. Минимальное значение риска на двузвенной траектории,
последовательно проходящей через точки 𝐴, 𝐶, 𝐵 за интервал времени 𝑇

может быть записано как

𝑅𝐴𝐶𝐵 =
𝐿𝜇
0

𝑇 𝜇−1

(︂
sin(𝛽2 − 𝛽0)𝑔

1/𝜇(𝛽1) + sin(𝛽0 − 𝛽1)𝑔
1/𝜇(𝛽2)

sin(𝛽2 − 𝛽1)

)︂𝜇

, (32)

где
𝐿0 =

√︀
(𝜌𝐵 − 𝜌𝐴)2 + (𝜙𝐵 − 𝜙𝐴)2,

𝛽1 = arctan

(︂
𝜙𝐶 − 𝜙𝐴

𝜌𝐶 − 𝜌𝐴

)︂
,

𝛽2 = arctan

(︂
𝜙𝐵 − 𝜙𝐶

𝜌𝐵 − 𝜌𝐶

)︂
,

𝛽0 = arctan

(︂
𝜙𝐵 − 𝜙𝐴

𝜌𝐵 − 𝜌𝐴

)︂
.

(33)

Согласно доказательству леммы 3.7 величина риска на двузвенной экс
тремальной траектории равна

𝑅𝐴𝐶𝐵(𝛽1,𝛽2,𝑇1,𝑇2) =
𝐿𝜇
1(𝛽1)

𝑇 𝜇−1
1

𝑔(𝛽1) +
𝐿𝜇
1(𝛽2)

𝑇 𝜇−1
2

𝑔(𝛽2). (34)

Следующая теорема конкретизирует результат о структуре оптималь
ных двузвенных траекторий.
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Теорема 3.3. Оптимальные углы 𝛽*
1 , 𝛽

*
2 для двузвенной оптимальной тра

ектории не зависят от направления 𝛽0 между начальной и конечной точ
ками, полностью определяются индикатрисой излучения 𝑔(𝛽) и удовлетво
ряют системе уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(︂
𝑔(𝛽2)

𝑔(𝛽1)

)︂1/𝜇

= cos(𝛽2 − 𝛽1) +
1

𝜇
sin(𝛽2 − 𝛽1)

𝑔′(𝛽1)

𝑔(𝛽1)
,(︂

𝑔(𝛽1)

𝑔(𝛽2)

)︂1/𝜇

= cos(𝛽2 − 𝛽1)−
1

𝜇
sin(𝛽2 − 𝛽1)

𝑔′(𝛽2)

𝑔(𝛽2)
.

(35)

Таким образом, любая оптимальная двузвенная траектория для кон
кретной функции индикатрисы излучения 𝑔(𝛽) строится из отрезков двух
оптимальных направлений 𝛽*

1 и 𝛽*
2 . Более того, легко показать, что на этих

отрезках строятся и оптимальные многозвенные траектории.
Следующая лемма определяет систему уравнений, полученную в Тео

реме 3.3, которая позволяет найти оптимальные углы 𝛽*
1 и 𝛽*

2 , минимизирую
щие функционал риска на двузвенной траектории.

Лемма 3.8. Углы 𝛽*
1 , 𝛽

*
2 для оптимальной двузвенной траектории могут

быть найдены из системы⎧⎨⎩ cos(𝛽2 − 𝛽1) = cos(𝜉1 − 𝜉2),
𝑔(𝛽2)

𝑔(𝛽1)
=

⃒⃒⃒⃒
cos𝜇 𝜉2
cos𝜇 𝜉1

⃒⃒⃒⃒
,

(36)

где ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜉1 = arctan

1

𝜇

𝑔′(𝛽1)

𝑔(𝛽1)
,

𝜉2 = arctan
1

𝜇

𝑔′(𝛽2)

𝑔(𝛽2)
.

(37)

Пример далее иллюстрирует случай двузвенной оптимальной траекто
рии. Индикатриса излучения более сложная и, как показано на рисунке 2,
представлена в виде эллипса с косинусной волной

𝑔(𝛽) =
1√︀

1 + 0.8 sin(𝛽)
+ 0.3 cos(6𝛽).
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а) б)

Рис. 2 — Индикатриса излучения как зависимость 𝑔(𝛽) в полярных
координатах (a) и на декартовой плоскости (b).

Рисунок 3 показывает, что гессиан det𝐻 не является положительным
для всех 𝛽, что означает, что достаточные условия оптимальности не вы
полнены. Как однозвенная 𝐴𝐵, так и двузвенные траектории 𝐴𝐶1𝐵, 𝐴𝐶2𝐵

показаны на рисунках 4 и 5. Был разработан программный модуль в Matlab
для вычисления оптимальных 𝛽1*, 𝛽2* на основе системы уравнений (36) из
леммы 3.8.

Рис. 3 — Зависимость гессиана det𝐻 от 𝛽.
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а) б)

Рис. 4 — Оптимальная траектория в пространстве (𝜌− 𝜌0, 𝜙− 𝜙0, 𝑅−𝑅0)

(a) и ее проекция на плоскость (𝜌− 𝜌0, 𝜙− 𝜙0) (b).

Рис. 5 — Оптимальная траектория на декартовой плоскости.

В данном примере двузвенные траектории предпочтительнее в смысле
минимизации риска почти на 37%.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИОННОЙ

РАБОТЫ

В данной диссертационной работе решены актуальные задачи опти
мального планирования маршрута УПО при уклонении от обнаружения при
наличии ограничений на длину и кривизну траектории, а так же при наличии
у УПО неоднородной индикатрисы излучения.

1. Формализованы математическая модель обнаружителя и функцио
нал риска обнаружения для случая малого отношения сигнал/шум
как критерий оптимизации для задач планирования траектории.
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2. Разработаны методы построения оптимальной траектории на осно
ве аналитического решения задач планирования траектории УПО
при уклонении от одиночного обнаружителя с учётом ограничений
на длину траектории и на кривизну траектории для УПО с дина
микой машины Дубинса.

3. Предложен метод построения оптимальной траектории на основе
аналитического решения задачи планирования траекторий УПО
при уклонении от одиночного обнаружителя при наличии у объек
та неоднородной индикатрисы излучения для случая выполнения
достаточных условий оптимальности траекторий. На основании по
лученных методов аналитически получены законы изменения ско
рости УПО и значения риска обнаружения на оптимальной траек
тории.

4. Разработаны метод и алгоритм построения оптимальной траекто
рии на основе аналитического решения задачи планирования траек
торий УПО при уклонении от одиночного обнаружителя при на
личии у объекта неоднородной индикатрисы излучения для слу
чая невыполнения достаточных условий оптимальности траекто
рий. Представлен метод определения типа оптимальной траектории
на основе положительности гессиана индикатрисы излучения.

5. Показана эффективность разработанных методов и алгоритмов для
планирования движения УПО. На оптимальных траекториях и при
оптимальных скоростных режимах движения УПО риск обнаруже
ния значительно уменьшается по сравнению с известными решени
ями задач уклонения.

Данная диссертационная работа открывает значительное количество
возможных направлений будущих исследований. Дальнейшая работа может
быть направлена на усложнение и обобщение математических моделей и оп
тимизационного функционала задачи. В Главах 2, 3 исследована поисковая
система, содержащая единственный неподвижный стационарный обнаружи
тель. Увеличение числа обнаружителей и частот обработки сигналов пред
ставляет интересную и важную для приложений задачу. Физические осо
бенности среды, несущей сигнал, такие как коэффициент затухания, также
предстоит рассмотреть для получения аналитических оценок при построении
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опорных траекторий движения УПО. Разработка бортовых алгоритмов на
основе полученных методов построения опорных траекторий УПО является
важным направлением будущих работ.
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