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Введение

Актуальность темы исследования. В данной диссертационной работе
рассматриваются подходы к решению реальных практических задач, возни-
кающих в спутниковой навигации и в планировании путей колесных роботов,
основанные на переходе к задачам полуопределенного программирования.

В стандартной постановке задачи полуопределенного программирования
состоят в минимизации (или максимизации) линейной функции на ограни-
чениях, заданных линейными матричными неравенствами. Полуопределенное
программирование является одним из классов задач выпуклой оптимизации,
включающим в себя классы задач линейного программирования и конического
программирования второго порядка. Свойство выпуклости задач полуопреде-
ленного программирования позволяет использовать для их численного решения
вычислительно эффективные алгоритмы. Задачи полуопределенного програм-
мирования возникают в различных областях техники, например, в автомати-
ческом управлении и обработке сигналов. Однако они редко формулируются
напрямую в стандартной постановке. Часто задачи, возникающие на практике,
свойством выпуклости не обладают. Это относится в первую очередь к задачам
дискретного программирования, а также к некоторым задачам оптимизации
с вещественными переменными. Численные методы решения таких задач от-
личаются высокой трудоемкостью, подчас экспоненциальной. В приложениях
широкое распространение получил подход, называемый выпуклой релаксаци-
ей. Этот подход состоит в таком ослаблении ограничений исходной задачи,
что допустимая область задачи с ослабленными ограничениями (релаксирован-
ной задачи) оказывается выпуклой. Вместо исходной задачи рассматривается
релаксированная задача, для решения которой могут использоваться вычисли-
тельно эффективные методы. Часто они имеют полиномиальную трудоемкость:
число операций полиномиально зависит от размерности задачи. При этом для
релаксированной задачи минимизации (максимизации) мы получим значение
целевой функции равное либо меньшее (большее), чем у исходной. Практиче-
скую значимость имеет оценка разницы между этими значениями.

В настоящее время активно развиваются существующие глобальные
спутниковые навигационные системы и появляются новые. При совместном
использовании сигналов нескольких глобальных навигационных спутниковых



6

систем (ГНСС), таких, как ГЛОНАСС, GPS, Бэйдоу и Galileo, для навига-
ционного приемника число видимых спутников может достигать нескольких
десятков. При этом сложность решения задачи точного позиционирования
экспоненциально зависит от числа обрабатываемых сигналов. Актуальной яв-
ляется задача выбора ограниченного числа видимых спутников, геометрическая
конфигурация которых обеспечивает наилучшую точность позиционирования.
До последнего времени эта задача не имела метода решения с гарантированной
оценкой точности, несмотря на огромное количество опубликованных эвристи-
ческих алгоритмов. Для определения относительной ориентации твердого тела
методом G.Wahba [1] с помощью спутниковых навигационных измерений много-
антенного приемника необходим выбор конфигурации базовых линий – набора
векторов, попарно соединяющих антенны ГНСС. Одним из критериев выбо-
ра может быть число обусловленности матрицы базовых линий, используемой
при определении относительной ориентации твердого тела указанным спосо-
бом. Задачи выбора базовых линий и выбора подмножества видимых спутников
являются комбинаторными и могут быть решены точно с использованием пере-
бора. Однако размер множества перебора для ряда случаев не позволяет решать
указанные задачи в режиме реального времени на навигационных приемниках.
В связи с этим на практике строится приближенное решение. В данной диссер-
тационной работе получен алгоритм выбора спутников с двусторонней оценкой
гарантированной точности приближенного решения.

Область применения разработок данного исследования по планированию
путей – точное земледелие. В точном земледелии предполагается использование
точных навигационных измерений, геоинформационных систем, мониторин-
га урожайности в целях повышения производительности. Точное земледелие
позволяет эффективно использовать посевные площади и сокращать время
выполнения работ. Одним из современных направлений развития точного зем-
леделия являются автономные колесные сельскохозяйственные роботы. Эти
машины могут проводить посадку растений, мониторинг их состояния, опрыс-
кивание от вредителей, внесение удобрений и сбор урожая. Для работы
автономных сельскохозяйственных машин требуются измерения позиции (как
правило, с сантиметровой точностью) и относительной ориентации. Достижение
требуемой точности позиционирования возможно, например, при использова-
нии ГНСС в фазово-дифференциальном режиме позиционирования в реальном
времени (Real Time Kinematic, RTK) [2] с наземной базовой станцией для
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передачи поправок. Для обеспечения работы автономных роботов на сельско-
хозяйственном поле требуется с использованием собранных данных строить
траектории и расписания их движения. При решении задач планировании путей
должны учитываться такие факторы, как рельеф поля, наличие препятствий,
ограничение на нормальную кривизну траектории движения сельскохозяй-
ственных машин. Предложенный в диссертационной работе метод позволяет
с учетом этих факторов строить пути, покрывающие поле, с помощью решения
задач конического программирования второго порядка.

Степень научной разработанности темы. Практическое применение
задач полуопределенного программирования и линейных матричных нера-
венств рассматривается в ряде работ, в частности по системам автоматического
управления [3; 4], синтезу цифровых фильтров [5; 6] и спутниковой навига-
ции [7; 8]. Для задачи выбора спутников ранее предложены методы построения
приближенного решения на основе набора правил выбора по углу возвы-
шения и азимуту (совместные работы F. Meng, B. Zhu и S. Wang [9; 10]),
анализа вклада отдельных спутников в точность позиционирования (квазиоп-
тимальный алгоритм Ch. Park и J. How [11], рекурсивный алгоритм M. Liu,
M.-A. Fortin и Jr. R. Landry [12], алгоритм G. Li с соавторами [13]), ис-
пользования нейронных сетей (работа J. Wei с соавторами [14]). Разработаны
методы определения относительной ориентации твердых тел в пространстве
с помощью спутниковой навигации при заранее определенных базовых лини-
ях на основе решения задачи G. Wahba [1] с применением SVD-разложения
(изложен в работе C. E. Cohen [15]), полуопределенного программирования
(предложен Л. Б. Рапопортом [16]). Планирование путей, полностью покры-
вающих ограниченный участок поверхности, в литературе рассматривается
отдельно для плоских [17—19] и для трехмерных рельефов (серии работ J. Jin
и L. Tang, I. A. Hameed и других авторов [20—24]). Для оптимизации покры-
тия предложены различные виды целевых функций [20], учитывающих число
разворотов, время разворота между рядами, водную эрозию почвы, кривизну
получаемых путей. Для учета препятствий при построении путей разработа-
ны методы, основанные на декомпозиции рабочей области [25] (трапециевидная
декомпозиция [26], декомпозиция бустрофедон [27], декомпозиция Морзе [28]),
поиске на графе (алгоритмы А* [29] и D* [30]), деформации путей с при-
менением штрафных функций (искусственных потенциальных полей, работы
J. Chuang [31], Л. Б. Рапопорта и Р. Ф. Гилимьянова [32]). Также А. В. Пестере-
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вым и Р. Ф. Гилимьяновым рассмотрены особенности применения B-сплайнов
для планирования путей колесных роботов [33].

Объектом исследования являются оптимизационные задачи, возни-
кающие в спутниковой навигации и ее применении к планированию путей
колесных роботов.

Предмет исследования — формализация и способы решения оптимиза-
ционных задач, возникающих при применении методов спутниковой навигации
к управлению колесными роботами.

Целью исследования является построение вычислительно эффектив-
ных методов решения следующих задач:

– выбора оптимального множества навигационных сигналов, используе-
мых в позиционировании;

– выбора базовых линий, используемых при определении относительной
ориентации твердого тела по измерениям от нескольких навигационных
антенн;

– планирования путей с ограниченной нормальной кривизной, покрыва-
ющих заданный ландшафт с препятствиями.

Соответствие области исследования научной специальности. Ра-
бота соответствует следующим направлениям исследований, указанным в
паспорте специальности 2.3.1. Системный анализ, управление и обработка ин-
формации, статистика (физико-математические науки).

п. 2. Формализация и постановка задач системного анализа, оптимиза-
ции, управления, принятия решений, обработки информации и искусственного
интеллекта.

п. 4. Разработка методов и алгоритмов решения задач системного ана-
лиза, оптимизации, управления, принятия решений, обработки информации и
искусственного интеллекта.

Положения, выносимые на защиту.
1. Формализация релаксированной задачи выбора подмножества види-

мых спутников ограниченного размера по критерию параметра геомет-
рического снижения точности по местоположению и времени в виде
полуопределенного программирования (соответствует п.2 паспорта спе-
циальности).
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2. Метод и алгоритм выбора спутников, используемых при вычислении
позиции, с двусторонней оценкой точности (соответствует п.4 паспорта
специальности).

3. Метод и алгоритм оценки оптимального выбора базовых линий для
определения относительной ориентации твердого тела в пространстве
на основе спутниковой навигации (соответствует п.4 паспорта специ-
альности).

4. Формализация построения покрытия заданного трехмерного ланд-
шафта путями в виде задачи конического программирования второго
порядка (соответствует п.2 паспорта специальности).

5. Формализация деформации путей для обхода препятствий колесным
роботом с ограничением на кривизну реализуемой траектории в виде
задачи конического программирования второго порядка (соответствует
п.2 паспорта специальности).

6. Метод построения покрытия трехмерного ландшафта путями колесных
роботов с механизмом руления поворотом передних колес (соответству-
ет п.4 паспорта специальности).

Научная новизна исследования заключается в том, что рассматрива-
емые практические задачи формализованы в виде задач полуопределенного
программирования, что позволило построить вычислительно эффективные ал-
горитмы их решения. Для выбора множества навигационных спутников новизна
также заключается в том, что построен алгоритм с двусторонней оценкой точ-
ности. Для построения путей условия на нормальную кривизну траектории
сформулированы в виде конусных ограничений, что позволяет строить покры-
тие заданного ландшафта решением задач выпуклой оптимизации.

Достоверность полученных в исследовании результатов подтверждает-
ся использованием строгого математического аппарата, а также результатами
вычислительных экспериментов.

Теоретическая значимость работы заключается в математической
формализации нескольких задач навигации и точного земледелия с использо-
ванием полуопределенного программирования, формализации ограничений на
нормальную кривизну траектории в виде конусных ограничений, построении
двусторонних оценок точности решения задач выбора спутников и конфигура-
ции базовых линий.
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Практическая значимость работы состоит в разработке алгоритмов
решения в режиме реального времени ряда задач, возникающих в спутниковой
навигации и планировании путей колесных роботов. При этом вычислительная
эффективность предложенных алгоритмов достигается за счет использования
полуопределенного программирования.

Апробация работы. Результаты данной диссертационной работы до-
кладывались автором на научном семинаре «Автоматическое управление»
(Москва, ИПУ РАН, в 2021 году и в 2025 году), на научном семинаре меж-
дународной общественной организации «Академия навигации и управления
движением» и журнала «Гироскопия и навигация» (Санкт-Петербург, в 2022
году), на Международной конференции Optimization and Applications (Черно-
гория, Петровац, OPTIMA-2019 и OPTIMA-2021), на Международной научной
конференции «Устойчивость и колебания нелинейных систем управления (кон-
ференция Пятницкого)» (Москва, ИПУ РАН, STAB-18, STAB-20 и STAB-22), на
13-ом Всероссийском совещании по проблемам управления (Москва, ИПУ РАН,
ВСПУ-2019), на Всероссийской научной конференции МФТИ (Долгопрудный,
МФТИ, в 2018 году, в 2020 году и в 2021 году).

Публикации. Результаты диссертационного исследования опубликованы
в 17 научных работах. В их число входят три статьи [34—36] в рецензируе-
мых научных изданиях категории К1 Перечня ВАК по специальности 2.3.1
(физ.-мат.) и в приравниваемых к ним научных изданиях, индексируемых меж-
дународными наукометрическими базами данных. Шесть докладов в сборниках
материалов научных конференций [37—42] индексируются системой Scopus.
Остальные работы [43—50] опубликованы в иных сборниках материалов на-
учных конференций.

Личный вклад автора. Методы, алгоритмы и формализации задач,
полученные в данном исследовании, разработаны автором лично. Автором
доказаны сформулированные в диссертации математические утверждения, ре-
ализованы основанные на них алгоритмы и выполнялась экспериментальная
проверка результатов с помощью компьютерного моделирования.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четы-
рех глав и заключения. Полный объем диссертации составляет 123 страницы,
включая 39 рисунков и две таблицы. Список литературы содержит 119 наиме-
нований.
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Диссертация организована следующим образом. В главе 1 приведены
в общем виде формулировки задач полуопределенного программирования и
частично-целочисленного полуопределенного программирования, обсуждается
вопрос о выпуклой релаксации комбинаторных задач. Эти сведения являются
необходимыми для решения ряда задач спутниковой навигации и планирования
путей, обсуждаемых в главах 2–4, с помощью полуопределенного программи-
рования. Глава 2 посвящена задаче поиска оптимального рабочего созвездия
навигационных спутников для позиционирования, а глава 3 — оптимального
выбора базовых линий при определении относительной ориентации твердого
тела в пространстве методами спутниковой навигации. В главе 4 обсуждает-
ся задача построения путей ограниченной нормальной кривизны для колесных
роботов, покрывающих заданную поверхность.
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Глава 1. Полуопределенное программирование

1.1 Формулировка задачи полуопределенного программирования

Будем обозначать как trace(𝐴) след (сумму диагональных элементов)
некоторой квадратной матрицы 𝐴, пространство вещественных симметричных
матриц размера 𝑛 × 𝑛 — как S𝑛, пространство 𝑛-мерных векторов с действи-
тельными компонентами — как 𝑅𝑛. Для единичной матрицы размерности 𝑛×𝑛

будем использовать обозначение 𝐼𝑛.
Приведем определения неотрицательно определенной и положительно

определенной матриц в соответствии с [51; 52].

Определение 1.1. Матрица 𝐴 ∈ S𝑛 называется неотрицательно опре-
деленной, если для любого вектора 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 выполняется 𝑥𝑇𝐴𝑥 ⩾ 0.

Определение 1.2. Матрица 𝐴 ∈ S𝑛 называется положительно опреде-
ленной, если для любого ненулевого вектора 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 выполняется 𝑥𝑇𝐴𝑥 > 0.

Чтобы показать, что матрица 𝐴 положительно определена, будем ис-
пользовать обозначение 𝐴 ≻ 0; неотрицательно определена — 𝐴 ⪰ 0. Для
собственных значений неотрицательно определенной матрицы можно привести
следующую теорему.

Теорема 1.1. [51; 53] Матрица 𝐴 ∈ S𝑛 неотрицательно определена то-
гда и только тогда, когда все ее собственные числа неотрицательны.

Для двух матриц 𝑀 и 𝑁 одинакового размера 𝑎× 𝑏 их скалярное произ-
ведение ⟨𝑀,𝑁⟩ определяется в соответствии с [54] выражением

⟨𝑀,𝑁⟩ = trace(𝑀𝑇𝑁) =
𝑎∑︁

𝑖=1

𝑏∑︁
𝑗=1

𝑚𝑖𝑗𝑛𝑖𝑗, (1.1)

где 𝑚𝑖𝑗 и 𝑛𝑖𝑗 — элементы матриц 𝑀 и 𝑁 . Причем из (1.1) следует, что

⟨𝑀,𝑁⟩ = trace(𝑀𝑇𝑁) = trace(𝑁𝑇𝑀) = ⟨𝑁,𝑀⟩, (1.2)

⟨𝑀𝑇 , 𝑁𝑇 ⟩ = ⟨𝑀,𝑁⟩ = trace(𝑀𝑇𝑁) = trace(𝑁𝑀𝑇 ) = ⟨𝑁,𝑀⟩. (1.3)



13

Из равенства (1.3), в частности, следует, что сомножители под знаком trace(·)
можно менять местами. Скалярное произведение квадратной матрицы 𝑀 с са-
мою собой соответствует квадрату нормы Фробениуса для 𝑀 :

‖𝑀‖2𝐹 = ⟨𝑀,𝑀⟩. (1.4)

Линейными матричными неравенствами (англ. linear matrix inequality,
LMI ) обычно называют условия вида

𝐹 (𝑥) = 𝐹0 + 𝑥1𝐹1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝐹𝑛 ⪰ 0 (1.5)

где матрицы 𝐹0, 𝐹1, . . . , 𝐹𝑛 являются симметричными, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 ,

𝑥 ∈ 𝑅𝑛 — переменная.
Далее будем обозначать как max

𝑥
𝑓(𝑥) максимальное значение функции

𝑓(𝑥), как min
𝑥

𝑓(𝑥) минимальное значение функции 𝑓(𝑥), где 𝑥 – переменная.
В задачах поиска максимального или минимального значения функции будем
подразумевать, что оптимальное значение переменной также требуется найти.

Приведем в соответствии с [54—57], следующие две постановки задачи
полуопределенного программирования (англ. semidefinite programming, SDP).

Задача 1.1. Найти
min
𝑋

⟨𝐶,𝑋⟩ (1.6)

при ограничениях
⟨𝐴𝑖, 𝑋⟩ = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1.7)

𝑋 ⪰ 0, (1.8)

где 𝐶 ∈ S𝑚, 𝐴𝑖 ∈ S𝑚, 𝑏𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑋 ∈ S𝑚.

Задача 1.2 (двойственная к задаче 1.1). Найти

max
𝑢

𝑏𝑇𝑢 (1.9)

при ограничениях

𝐶 −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢𝑖𝐴𝑖 ⪰ 0, (1.10)

где 𝐶 ∈ S𝑚, 𝐴𝑖 ∈ S𝑚, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑏 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑅𝑛.

В постановке 1.1 требуется найти неотрицательно определенную матрицу
𝑋, удовлетворяющую ограничениям (1.7), для которой значение trace(𝐶𝑇𝑋)

минимально. В постановке 1.2 нужно максимизировать линейную функцию 𝑏𝑇𝑢
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при ограничениях, заданных линейными матричными неравенствами (1.10). За-
дача 1.2 является двойственной к 1.1, доказательство приведено, например,
в работе [54]. Очевидно, что заменой переменных можно перейти от задачи
максимизации 1.2 к следующей задаче минимизации, также относящейся к по-
луопределенному программированию.

Задача 1.3 (SDP). Найти

min
𝑥

𝑐𝑇𝑥 (1.11)

при ограничениях
𝐹0 + 𝑥1𝐹1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝐹𝑛 ⪰ 0, (1.12)

где 𝐹𝑖 ∈ S𝑚, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛, 𝑐 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛.

Отметим, что совместные задачи полуопределенного программирования
являются выпуклыми: критерий оптимизации в них — линейная функция, а
ограничения задают выпуклое множество. В несовместных задачах множество
допустимых значений переменных, задаваемое ограничениями задачи, являет-
ся пустым.

1.2 Подклассы задач полуопределенного программирования

1.2.1 Линейное программирование

Задачи линейного программирования (англ. linear programming, LP) мож-
но представить в следующем виде [55; 57; 58].

Задача 1.4 (LP). Найти

min
𝑥

𝑐𝑇𝑥 (1.13)

при ограничениях
𝐴𝑥 = 𝑏, (1.14)

𝐺𝑥 ⩾ ℎ, (1.15)

где 𝐺 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝐴 ∈ 𝑅𝑙×𝑛, 𝑐 ∈ 𝑅𝑛, 𝑏 ∈ 𝑅𝑙, ℎ ∈ 𝑅𝑚, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, неравенство (1.15)
покомпонентное.
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Ограничение вида равенство (1.14) можно представить в виде двух нера-
венств вида (1.15). В тоже время, можно получить представление задачи 1.4
в виде 1.3 (полуопределенного программирования). Для этого нужно в задаче
1.3 взять 𝐹0 диагональной с элементами вектора −ℎ, а каждую матрицу 𝐹𝑖, где
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, задать в виде диагональной матрицы с элементами из 𝑖-й стро-
ки матрицы 𝐺. Таким образом, задачи линейного программирования входят в
класс задач полуопределенного программирования.

1.2.2 Коническое программирование второго порядка

Здесь и далее обозначение ‖ ·‖ будем использовать для евклидовой нормы
вектора: для 𝑢 ∈ 𝑅𝑛 выполняется ‖𝑢‖ =

√
𝑢𝑇𝑢. Приведем общую формулировку

задач конического программирования второго порядка (англ. second-order cone
programming, SOCP) в соответствии с работой [59].

Задача 1.5 (SOCP). Найти

min
𝑥

𝑓𝑇𝑥 (1.16)

при ограничениях

‖𝐴𝑖𝑥+ 𝑏𝑖‖ ⩽ 𝑐𝑇𝑖 𝑥+ 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (1.17)

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝐴𝑖 ∈ 𝑅(𝑛𝑖−1)×𝑛, 𝑏𝑖 ∈ 𝑅𝑛𝑖−1, 𝑐𝑖 ∈ 𝑅𝑛, 𝑑𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , 𝑁
— число ограничений, 𝑛𝑖 — размерность 𝑖-ого ограничения.

При 𝑛𝑖 = 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , задача 1.5 относится к линейному програм-
мированию. Поэтому класс задач конического программирования включает в
себя задачи линейного программирования. Конус второго порядка размерности
𝑘 можно определить следующим образом.{︃(︃

𝑢

𝑡

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑢 ∈ 𝑅𝑘−1, 𝑡 ∈ 𝑅, ‖𝑢‖ ⩽ 𝑡

}︃
. (1.18)

Заметим, что для произвольного вектора 𝑢 ∈ 𝑅𝑛 условие ‖𝑢‖ ⩽ 𝑡 эквивалентно
линейному матричному неравенству(︃

𝑡𝐼𝑛 𝑢

𝑢 𝑡

)︃
⪰ 0. (1.19)
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Это означает, что ограничения (1.17), задающие конуса второго порядка, могут
быть представлены в виде линейных матричных неравенств. Тогда задачи ко-
нического программирования второго порядка являются частными случаями
задач полуопределенного программирования.

1.3 Частично-целочисленное полуопределенное программирование

Приведем формулировку задачи частично-целочисленного полуопре-
деленного программирования (англ. mixed-integer semidefinite programming,
MISDP) [60].

Задача 1.6 (MISDP). Найти

max
𝑢

𝑏𝑇𝑢 (1.20)

при ограничениях

𝐶 −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢𝑖𝐴𝑖 ⪰ 0, (1.21)

𝑢𝑖 ∈ Z ∀𝑖 ∈ 𝑀, (1.22)

где 𝐶 ∈ S𝑚, 𝐴𝑖 ∈ S𝑚, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑏 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑅𝑛, 𝑀 ⊆ {1, . . . , 𝑛}.
Формировка задачи 1.6 отличается от 1.2 только тем, что область до-

пустимых значений для переменных, индексы которых входят в множество
𝑀 , ограничена условием (1.22) целыми числами. Частыми случаями являют-
ся задачи целочисленного линейного программирования (англ. integer linear
programming), смешанного линейного программирования (англ. mixed-integer
linear programming, MILP), частично-целочисленного конического программи-
рования второго порядка (англ. mixed-integer second order cone programing,
MISOCP). Для всех этих задач область допустимых значений в общем случае
является невыпуклым множеством.

Решение задачи 1.6 может предполагать перебор всевозможных значений
целочисленных переменных с последующим решением задач полуопредленно-
го программирования относительно вещественных переменных. Однако таким
способом его не всегда можно получить за приемлемое время. Сократить вре-
мя решения, как правило, позволяют приведенные в работе [60] алгоритмы на
основе выпуклой релаксации, метода ветвей и границ.
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1.4 Выпуклая релаксация оптимизационных задач

Релаксацией называется подход к решению задачи, заключающийся в
ослаблении ее ограничений (расширении области допустимых значений пе-
ременных) для получения нижних или верхних оценок ее решения. Целью
релаксации может быть сведение невыпуклой задачи к выпуклой, допускающей
эффективное решение. После решения релаксированной задачи можно сделать
следующие выводы.

1. Если релаксированная задача несовместна, то и исходная задача несов-
местна. В таком случае область допустимых значений обеих задач —
пустое множество. Алгоритмы решения выпуклых задач часто позво-
ляют сделать вывод о их несовместности.

2. Если оптимальное решение релаксированной задачи удовлетворяет
ограничениям исходной, то оно является оптимальным для обеих за-
дач.

3. Если решение релаксированной задачи минимизации (максимизации)
существует, то оно является нижней (верхней) оценкой оптимального
значения критерия оптимизации для решения исходной задачи.

Приведем один из классических примеров применения полуопределенной
релаксации к комбинаторной оптимизации — решение задачи о максимальном
разрезе графа (англ. MAX CUT ) [51; 54; 58; 61]. Предлагается рассмотреть
полный взвешенный неориентированный граф 𝐺(𝑉, 𝐸) c множествами вершин
𝑉 = {1, . . . , 𝑛} и ребер между ними 𝐸. Вес ребра (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 задается элемен-
том 𝑎𝑖𝑗 симметричной матрицы 𝐴. Пусть 𝑉𝑐 — подмножество множества вершин
𝑉 . Под разрезом графа относительно 𝑉𝑐 понимается множество ребер из 𝐸,
таких, что один из их концов лежит в 𝑉𝑐, а второй — нет. Требуется найти та-
кой разрез графа 𝐺(𝑉, 𝐸), что сумма весов ребер разреза будет максимальной.
Максимальный разрез может быть найдет как решение задачи комбинаторной
оптимизации поиска

max
𝑥∈{−1,1}𝑛

∑︁
𝑖, 𝑗, 𝑖<𝑗

𝑎𝑖𝑗
1− 𝑥𝑖𝑥𝑗

2
. (1.23)

Решение интерпретируется следующим образом: если вершина 𝑖 принадлежит
множеству 𝑉𝑐, то 𝑥𝑖 = 1, иначе 𝑥𝑖 = −1. Тогда максимальный разрез — мно-
жество всех ребер (𝑖, 𝑗), для которых 𝑥𝑖𝑥𝑗 = −1. При этом целевая функция
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(1.23) построена так, что ее значение для оптимального решения равно сумме
весов ребер максимального разреза. Также ее можно преобразовать следую-
щим образом [54]∑︁

𝑖, 𝑗, 𝑖<𝑗

𝑎𝑖𝑗
1− 𝑥𝑖𝑥𝑗

2
=
∑︁
𝑖, 𝑗

𝑎𝑖𝑗
𝑥𝑖𝑥𝑖 − 𝑥𝑖𝑥𝑗

4
= 𝑥𝑇𝐶𝑥 =

= trace(𝑥𝑇𝐶𝑥) = trace(𝐶𝑥𝑥𝑇 ) = ⟨𝐶, 𝑥𝑥𝑇 ⟩, (1.24)

где 𝐶 = 0,25 (diag(𝐴𝑒)− 𝐴)), 𝑒 — вектор из единиц размера 𝑛. При этом мат-
рица 𝑥𝑥𝑇 неотрицательно определена, ее ранг равен единице: rank(𝑥𝑥𝑇 ) = 1.
Рассматривается следующая эквивалентная задача оптимизации.

Задача 1.7 (о максимальном разрезе графа). Найти

max
𝑋

⟨𝐶,𝑋⟩ (1.25)

при ограничениях
𝑋𝑖𝑖 = 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑋 ⪰ 0, (1.26)

rank(𝑋) = 1. (1.27)

Задача (1.25) с ограничением (1.26) относится к полуопределенному про-
граммированию и является полуопределенной релаксацией задачи (1.25) с
ограничениями (1.26) и (1.27). При этом существует оценка точности: теорема
Геманса-Виллиамсона [61] утверждает, что значение критерия оптимизации для
решения задачи (1.23) лежит в диапазоне от γ𝑓 до 𝑓 , где 𝑓 — значение критерия
для решения релаксированной задачи (1.25) с ограничением (1.26), γ ≈ 0,87856.

1.5 Методы решения задач полуопределенного программирования

Для того, чтобы задачи полуопределенного программирования можно
было применять на практике, как правило, требуются численные методы их
решения. Приведем примеры таких методов. Часть из них предназначены для
задач более общих классов задач, включающих в себя полуопределенное про-
граммирование.

Метод эллипсоидов, который предложили Д.Б. Юдин и А.С. Немировский
[62], Н.З. Шор [63], основан на использовании отсекающей гиперплоскости и ге-
нерации последовательности эллипсоидов уменьшающегося объема. Приведем
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алгоритм метода эллипсоидов в соответствии с [3; 58], который предназначен
для минимизации выпуклой непрерывной функции 𝑓(𝑥) на выпуклом компакт-
ном множестве 𝑄:

min
𝑥∈𝑄

𝑓(𝑥). (1.28)

Алгоритм является итеративным. Эллипсоидом на 𝑘-ой итерации алгоритма
является выпуклое множество вида

ℰ𝑘 =
{︀
𝑥 ∈ 𝑅𝑛

⃒⃒
(𝑥− 𝑐𝑘)

𝑇𝐻−1
𝑘 (𝑥− 𝑐𝑘) ⩽ 1

}︀
, (1.29)

где 𝑐𝑘 ∈ 𝑅𝑛 — центр эллипсоида, 𝐻𝑘 ∈ S𝑛. Полуоси эллипсоида соответствуют
собственным векторам 𝐻𝑘, их длины — собственным значениям 𝐻𝑘. На нулевой
итерации выбирается точка 𝑐0 и эллипсоид ℰ0, гарантированно содержащий оп-
тимальное решение. Таким является евклидов шар с центром 𝑐0, содержащий
все множество 𝑄: 𝐻0 = 𝑅2𝐼𝑛, 𝑅 — радиус шара. На каждой итерации (с номером
𝑘 + 1) генерируется эллипсоид ℰ𝑘+1 с центром в точке

𝑐𝑘+1 = 𝑐𝑘 −
1

𝑛+ 1

𝐻𝑘𝑔𝑘√︁
𝑔𝑇𝑘𝐻𝑘𝑔𝑘

(1.30)

и матрицей

𝐻𝑘+1 =
𝑛2

𝑛2 − 1

(︂
𝐻𝑘 −

2

𝑛+ 1

𝐻𝑘𝑔𝑘𝑔
𝑇
𝑘𝐻𝑘

𝑔𝑇𝑘𝐻𝑘𝑔𝑘

)︂
, (1.31)

где в случае 𝑐𝑘 /∈ 𝑄 вектор 𝑔𝑘 — отсекающая гиперплоскость, такая, что оп-
тимальное решение лежит в полупространстве

{︀
𝑥
⃒⃒
(𝑥− 𝑐𝑘)

𝑇𝑔𝑘 ⩽ 0
}︀
, а в случае

𝑐𝑘 ∈ 𝑄 вектор 𝑔𝑘— один из субградиентов целевой функции в 𝑐𝑘. На каждой ите-
рации получается эллипсоид ℰ𝑘+1 меньшего, чем ℰ𝑘 объема, который включает
в себя половину ℰ𝑘, отделенную секущей плоскостью и включающей оптималь-
ное решение. Можно показать (см. [58]), что объем эллипсоида ℰ𝑘 не превышает
exp(−0,5𝑘/𝑛) от объема ℰ0, что подтверждает сходимость метода.

На практике, как указано в [3], более эффективными, чем метод эллипсо-
идов, оказываются методы внутренней точки. Они нацелены на решение задач
конического программирования, которые в общем виде можно записать как [58]

min
𝑥∈𝐾×𝑅𝑝

⟨𝑐, 𝑥⟩ (1.32)
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при ограничении 𝐴𝑥 = 𝑏, где 𝐴 — матрица размера 𝑚 × 𝑛, 𝑏 ∈ 𝑅𝑚,
𝐾 ⊂ 𝑅𝑛−𝑝 — замкнутый выпуклый конус, который не содержит прямых и внут-
ренность которого непустое множество. Методы внутренней точки генерируют
последовательность итераций во внутренности выпуклого конуса. В основе
метода лежит использование самосогласованных функций, введенных Ю.Е.
Нестеровым и А.С. Немировским, и самосогласованных барьеров для ограниче-
ний задачи, см. [52]. Как правило, методы внутренней точки сочетают шаги по
методу Ньютона и следование центральному пути. Подробное описание метода
внутренней точки можно найти в книге [64], в применении к задачам полуопре-
деленного программирования — в работе [65].

Метод множителей переменного направления (англ. alternating direction
method of multipliers, ADMM ) [66] позволяет разделять вычисления по пере-
менным. Задача оптимизации представляется в виде

min
𝑥∈𝑅𝑛, 𝑧∈𝑅𝑚

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑧) (1.33)

при ограничении

𝐴𝑥+𝐵𝑧 = 𝑐, (1.34)

где 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑧) — выпуклые функции, 𝐴 ∈ 𝑅𝑝×𝑛, 𝐵 ∈ 𝑅𝑝×𝑚, 𝑐 ∈ 𝑅𝑝. Для этой
задачи строится модифицированная функция Лагранжа

𝐿ρ(𝑥, 𝑧, 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑧) + 𝑦𝑇 (𝐴𝑥+𝐵𝑧 − 𝑐) +
ρ

2
‖𝐴𝑥+𝐵𝑧 − 𝑐‖2, (1.35)

где ρ — неотрицательный параметр. На каждой 𝑘-й итерации ADMM вычисля-
ется приближение для следующей итерации (𝑥𝑘+1, 𝑧𝑘+1, 𝑦𝑘+1) по следующему
алгоритму.

1. Определяется 𝑥𝑘+1 как решение задачи

min
𝑥∈𝑅𝑛

𝐿ρ (𝑥, 𝑧𝑘, 𝑦𝑘) . (1.36)

2. Определяется 𝑧𝑘+1 как решение задачи

min
𝑧∈𝑅𝑚

𝐿ρ (𝑥𝑘+1, 𝑧, 𝑦𝑘) . (1.37)

3. Вычисляется 𝑦𝑘+1 по формуле

𝑦𝑘+1 = 𝑦𝑘 + ρ (𝐴𝑥𝑘+1 +𝐵𝑧𝑘+1 − 𝑐) . (1.38)
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Для решения прямой и двойственной задач 1.1 и 1.2 полуопределенного
программирования также были предложены прямой и двойственный симплекс-
методы, описание которых можно найти в [54]. Однако, в отличие от линейного
программирования, допустимое множество задач полуопределенного програм-
мирования может иметь бесконечное число крайних точек, что вызывает
сложности со сходимостью симплекс-методов. В работе [67] предложен рандо-
мизированный подход к решению задач полуопределенного программирования
для поиска оптимального значения критерия, использующий отсекающую ги-
перплоскость.

Компьютерные программы для решения задач полуопределенной опти-
мизации доступны в виде оптимизационных пакетов программ и библиотек. В
оптимизационном пакете SDPA (от англ. SemiDefinite Programming Algorithm)
[68—71] доступно решение задач полуопредленного программирования с помо-
щью прямо-двойственного метода внутренний точки, поддерживаются версии
для программирования на языках C++ и Python, в среде Matlab. Для Matlab
также доступны пакеты SDPT3 [72; 73] и SeDuMi [74], реализующие разные
варианты прямо-двойственных методов внутренней точки. В пакете SCS (англ.
Splitting Conic Solver) [75; 76] доступно решение задач конического программи-
рования. Существуют реализации библиотек SCS для C/С++, Python, Julia, R,
Matlab и Ruby. Алгоритм в SCS использует, в частности, метод ADMM и позво-
ляет решать задачи большой размерности, с достаточно большим количеством
переменных и ограничений. Для задач конического программирования второго
порядка разработан также встраиваемый пакет ECOS [77], использующий метод
внутренней точки со схемой предиктор-корректор и логарифмическими барьер-
ными функциями для конусов. Его особенность заключается в независимости
от внешних библиотек (например, он не требует LAPACK и BLAS). Код реали-
зован на C, но также имеются интерфейсы для его использования на Python,
Julia, R и Matlab. ECOS показывает хорошие результаты по времени работы
для задач небольшой размерности, в работе [77] рассмотрен тест времени ра-
боты ECOS для задачи оптимизации инвестиционного портфеля, в которой он
показал время, на порядок меньшее, чем у ряда распространенных алгоритмов
решения задач полуопределенного и конического программирования.

Большинство оптимизационных пакетов программ требуют представление
задачи в строго определенном виде. Иногда это заметно усложняет написание
кода компьютерных программ, использующих решение задач полуопределен-
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ного программирования. При проведении экспериментов или компьютерного
моделирования часто удобно использовать вспомогательные библиотеки, поз-
воляющие представить оптимизационную задачу и ее ограничения с помощью
заданного набора конструкций. Примерами таких библиотек являются CVX
(для Matlab) и CVXPY (для Python) [78] и YALMIP [79]. CVX и CVXPY ис-
пользуют подход DCP (англ. Disciplined Convex Programming — управляемое
выпуклое программирование) [80] к формированию задач в некоторой заданной
форме. В DCP программа формируется по определенным правилам, позволя-
ющим, например, проверить достаточные условия ее выпуклости.

1.6 Выводы к главе 1

Приведены постановки оптимизационных задач следующих классов.
1. Полуопределенного программирования (SDP).
2. Линейного программирования (LP).
3. Конического программирования второго порядка (SOCP).
4. Частично-целочисленного полуопределенного программирования

(MISDP).
При этом выполнено соотношение вложенности между этими классами задач

LP ⊂ SOCP ⊂ SDP ⊂ MISDP. (1.39)

MISDP расширяют класс задач полуопределенного программирования на
случай целочисленных переменных. Для любой задачи SOCP существует экви-
валентная задача полуопределенного программирования. Ограничения задач
линейного программирования представимы в виде условия принадлежности
конусу размерности 1. Обсужден вопрос о выпуклой релаксации, приведен
классический пример полуопределенной релаксации — решение задачи о макси-
мальном разрезе графа, имеющее гарантированную оценку точности решения.
Приведены сведения о численных методах решения задач полуопределенного
программирования и их реализациях в виде компьютерных программ.

Сведения, содержащиеся в главе 1, являются необходимыми для описа-
ния решения задач спутниковой навигации и планирования путей с помощью
полуопределенного программирования и полуопределенной релаксации.
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Глава 2. Задача выбора навигационных спутников

2.1 Постановка задачи

Глобальные навигационные спутниковые системы (ГНСС, англ. Global
Navigation Satellite Systems — GNSS) позволяют производить позиционирование
приемников спутниковых навигационных сигналов. Примерами ГНСС являют-
ся GPS (США), ГЛОНАСС (Россия) и Бэйдоу (Китай) и Galileo (Европейское
космическое агентство). В настоящее время эти системы активно развиваются.
Навигационные приемники могут принимать сигналы сразу нескольких систем,
при этом общее число одновременно принимаемых сигналов может достигать
нескольких десятков. Использование большого числа спутников, как правило,
позволяет повысить точность определения координат. При этом использование
избыточного числа спутников приводит к значительному увеличению време-
ни решения навигационных уравнений приемником сигнала. По этой причине
возникает задача выбора подмножества навигационных спутников ограничен-
ного размера.

Навигационные спутники могут передавать сигналы в разных полосах
частот, находящихся, как правило, внутри L-диапазона радиоволн (1–2 ГГц).
Например, в системе GPS для разных целей выделяют несущие частоты (и
диапазоны) L1, L2, L5; в ГЛОНАСС — L1, L2, L3. В данной работе рассмат-
ривается случай, когда приемник получает сигналы L1, которые в настоящее
время используются в большей части приемников гражданской навигации.

Для координат спутников и антенны приемника будем использовать
глобальную геоцентрическую систему координат ECEF (от англ. Earth-fixed
coordinate system). ECEF представляет собой правую декартову систему ко-
ординат (𝑋, 𝑌, 𝑍) с началом координат в центре Земли. Ось 𝑍 направлена к
географическому северному полюсу, ось 𝑋 – к точке пересечения нулевого ме-
ридиана и экватора, ось 𝑌 направлена так, чтобы оси 𝑋, 𝑌, 𝑍 в данном порядке
составляли правую тройку векторов.
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Рисунок 2.1 — Прием сигналов антенной навигационного приемника (1),
находящегося на поверхности Земли (2) от группы спутников (3).

Предположим, что навигационный приемник использует псевдодально-
мерный метод позиционирования и за некоторый интервал измерения получает
сигналы от 𝑛 спутников (рисунок 2.1), относящихся к 𝐽 ГНСС. Для систем
будем использовать индексы 𝑗 = 1, . . . , 𝐽 , а для отдельных спутников — индек-
сы 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. Обозначим 𝑗(𝑠) — индекс (от 1 до 𝐽) спутниковой системы, к
которой принадлежит спутник с индексом 𝑠. Определяется псевдодальность 𝑝𝑠

каждого навигационного спутника 𝑠 (см. [2]):

𝑝𝑠 = 𝑐(𝑡прием. − 𝑡передат.), (2.1)

где 𝑐 — скорость света, 𝑡прием. — показание часов приемника при получении сиг-
нала и 𝑡передат. — показание часов передатчика (спутника) в момент отправки
сигнала. При этом не учитывается несинхронность внутренних часов спутника
и приемника.

Для используемого набора спутников справедлива система из уравнений
вида

𝑝𝑠 = ||r− r𝑠||+ 𝑐∆𝑡𝑗(𝑠) + ε𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, (2.2)

где r — координата антенны приемника, r𝑠 — координата спутника 𝑠, ||r− r𝑠|| —
евклидова норма разности этих векторов, ∆𝑡𝑗(𝑠) — смещение часов для навига-
ционной системы, в которую входит спутник 𝑠, 𝑐 — скорость света в вакууме, ε𝑠
— ошибка измерения псевдодальности спутника 𝑠. Поскольку система навига-
ционных уравнений (2.2) нелинейная, то, как правило, она решается (в смысле
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минимизации взвешенной суммы квадратов ошибок измерений псевдодально-
стей) итеративно, например, методом Гаусса-Ньютона [81]. Решение системы
уравнений (2.2) относительно координаты приемника и смещений часов нави-
гационных систем имеет смысл только в случае 𝑛 ⩾ 𝐽 + 3.

Линеаризуем систему уравнений (2.2). Пусть r̂ – оценка координаты ан-
тенны приемника, сделанная на предыдущей итерации (на первой итерации
можно выбрать нулевое решение). Тогда направляющий вектор h𝑠 спутника 𝑠

вычисляется по формуле

h𝑠 =
r̂− r𝑠

||r̂− r𝑠||
. (2.3)

Координаты вектора h𝑠 являются направляющими косинусами спутника. Обо-
значим ∆𝑝𝑠 = 𝑝𝑠−||r̂−rs||, e𝑗 — вектор размерности 𝐽 , для которого координата
𝑗 равна единице, а остальные — нулю. Получаем систему линейных уравнений⎛⎜⎜⎜⎜⎝

∆𝑝1

∆𝑝2

. . .

∆𝑝𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
h𝑇
1 e𝑇𝑗(1)

h𝑇
2 e𝑇𝑗(2)

. . . . . .

h𝑇
𝑛 e𝑇𝑗(𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠×

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
r− r̂

𝑐∆𝑡1

. . .

𝑐∆𝑡𝐽

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
ν1

ν2

. . .

ν𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.4)

где компоненты ν1, ν2, . . . , ν𝑛 отвечают нормально распределенной ошибке с
нулевым средним. Обозначим

∆x =
(︁
r− r̂, 𝑐∆𝑡1, . . . , 𝑐∆𝑡𝐽

)︁𝑇
, (2.5)

∆p =
(︁
∆𝑝1, ∆𝑝2, . . . , ∆𝑝𝑛

)︁𝑇
, (2.6)

v =
(︁
ν1, ν2, . . . , ν𝑛

)︁𝑇
, (2.7)

𝐻 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
h1

𝑇 e𝑇𝑗(1)
h2

𝑇 e𝑇𝑗(2)
. . . . . .

hn
𝑇 e𝑇𝑗(𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.8)

Тогда систему уравнений (2.4) можно записать в виде

∆p = 𝐻∆x+ v. (2.9)
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Из-за ошибок измерений системы (2.4) и (2.9) могут не иметь решений.
Поэтому на практике находят и используют в дальнейших расчетах значение
∆x, при котором квадрат евклидовой нормы вектора ошибки v минимален:

∆̃︀x = (𝐻𝑇𝐻)−1𝐻𝑇∆p. (2.10)

Точность позиционирования зависит от геометрического расположения
спутников. Кроме того, отличие часов для разных ГНСС требует решение на-
вигационных уравнений для 𝐽 дополнительных временных переменных. Для
того, чтобы оценивать влияние этих факторов, для множества используемых
в данный момент спутников определяют параметр GDOP (от англ. Geometric
dilution of precision), который вычисляется по формуле

GDOP =
√︁

trace((𝐻𝑇𝐻)−1). (2.11)

GDOP отражает для выбранного множества спутников суммарное снижение
точности позиционирования антенны приемника по местоположению и времени.
При отсутствии информации об ошибках измерений, обусловленных другими
причинами (ошибки эфемерид, многолучевость), из двух множеств видимых
спутников, возможно пересекающихся, для позиционирования следует выбрать
то, GDOP которого меньше.

Использование сигналов от большого числа ГНСС спутников, как прави-
ло, позволяет минимизировать GDOP. Однако, как отмечено выше, сложность
решения задачи позиционирования экспоненциально зависит от числа учиты-
ваемых спутников.

Рассмотрим задачу выбора не более 𝑚 спутников из 𝑛 возможных (где
𝑚 ⩽ 𝑛). Введем 𝑛-мерный вектор 𝑥, такой, что

𝑥 =
(︁
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛

)︁𝑇
, (2.12)

где компонента 𝑥𝑠 принимает значение 1, если спутник 𝑠 используется для ре-
шения задачи позиционирования, и 0 — если не используется. Обозначим

diag(𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1 0 · · · 0

0 𝑥2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.13)
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Множество выбранных спутников ГНСС также называется рабочим созвезди-
ем. GDOP рабочего созвездия может быть вычислен по формуле

GDOP =
√︁

trace((𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)−1). (2.14)

Чтобы решение системы навигационных уравнений соответствовало пози-
ции приемника, необходимо выбрать не менее 𝑝 = 𝐽 + 3 спутников. Учитывая,
что квадратный корень является монотонной функцией своего аргумента, по-
лучаем следующую оптимизационную задачу.

Задача 2.1 (выбора спутников). Найти

min
𝑥

trace((𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)−1), (2.15)

при ограничениях
𝑥𝑠 ∈ {0,1}, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛, (2.16)

𝑝 ⩽
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑥𝑠 ⩽ 𝑚, (2.17)

∑︁
𝑠: 𝑗(𝑠)=𝑗

𝑥𝑠 ⩾ 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝐽. (2.18)

Формулировка задачи 2.1 предполагает, что ее нужно решать отдельно
для спутников каждой навигационной системы и для всех комбинаций выбора
ГНСС. Причем, при решении для нескольких ГНСС нужно потребовать выбор
хотя бы одного спутника каждой из систем (условия (2.18)). В противном случае
матрица 𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻 вырождается и ее нельзя обратить. Соблюдение условий
(2.18) позволяет предотвратить появление нулевых столбцов матрицы (2.8) для
каждого возможного выбора спутников.

2.2 Оценка вычислительной сложности

Задача 2.1 относится к комбинаторной оптимизации. Число возможных
значений переменных, удовлетворяющих ее ограничениям (2.16) и (2.17), ко-
нечно и равно

∑︀𝑚
𝑘=𝑝𝐶

𝑘
𝑛, где 𝐶𝑘

𝑛 – число сочетаний, определяемое формулой
𝐶𝑘

𝑛 = 𝑛!
𝑘!(𝑛−𝑘)! . Точное решение задачи 2.1 может быть получено, например, пол-

ным перебором.
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Однако нет необходимости при переборе рассматривать все возможные ва-
рианты. Как доказано в работе [82], в случае, когда используется только одна
ГНСС система, при добавлении новых спутников GDOP всегда уменьшается.
Тогда для одной ГНСС для оптимального решения задачи 2.1 выбирается ров-
но 𝑚 спутников и можно ограничиться рассмотрением только 𝐶𝑚

𝑛 возможных
комбинаций.

Для случая нескольких ГНСС множество перебора можно сократить, если
использовать следующие утверждения об изменении GDOP параметра при до-
бавлении спутников, доказанные в работе [83]. Если спутники некоторой ГНСC
уже содержатся в наборе, что добавление еще одного спутника из этой системы
уменьшает GDOP. Если к набору добавляется один спутник из ГНСС, которая
еще не использовалась для позиционирования, то GDOP увеличивается; но при
добавлении двух таких спутников об увеличении или об уменьшении GDOP
определенно сказать нельзя.

В качестве примера рассмотрим случай позиционирования с использова-
нием двух ГНСС систем. Пусть число видимых спутников каждой из систем 𝑛1

и 𝑛2 соответственно, 𝑛1+𝑛2 = 𝑛, 𝑛 > 𝑚. Если 4 ⩽ 𝑛1 ⩽ 𝑚, то при выборе спут-
ников только из первой ГНСС достаточно рассмотреть только один вариант, в
котором выбираются все спутники, поскольку при исключении любых из них
GDOP будет увеличиваться. Если 𝑛1 < 4, позиционирование с использованием
спутников только первой ГНСС невозможно. Если 𝑛1 > 𝑚, то требуется пере-
бор 𝐶𝑚

𝑛1
вариантов. Аналогичные выводы можно сделать о выборе спутников

только из второй ГНСС.
Каждый элемент множества перебора нужно оценить, определив GDOP

(или его квадрат) для соответствующего выбора спутников. Если вычис-
лять GDOP по формуле (2.14), то для этого требуется обращение матрицы
размерности 𝑝×𝑝. Значительное число обращений матриц требует вычислитель-
ных ресурсов. Помимо этого существуют аналитические формулы вычисления
GDOP, не требующие нахождения обратной матрицы. Например, в работе [84]
для случая одной ГНСС (𝑝 = 4) предложена формула

𝐺𝐷𝑂𝑃 =
√︁
(0.5ℎ3

1 − 1.5ℎ1ℎ2 + ℎ3)/(3ℎ4), (2.19)

где 𝑀 = 𝐻𝑇𝐻, ℎ1 = trace(𝑀), ℎ2 = trace(𝑀 2), ℎ3 = trace(𝑀 3), ℎ4 = det(𝑀).

Использование формулы (2.19) позволяет незначительно сократить число опе-
раций с плавающей точкой при расчете GDOP. В работе [85] рассмотрены
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Рисунок 2.2 — Азимут φ и угол возвышения λ спутника (2) относительно
навигационной антенны (1), плоскость локального горизонта с направлениями

N (север) и E (восток).

алгоритмы эффективного вычисления GDOP при использовании нескольких
ГНСС. В [14] предлагается использовать обобщенно – регрессионную нейрон-
ную сеть (GRNN, [86]) для вычисления оценки GDOP.

2.3 Существующие методы решения

Большое количество операций делает невозможным решение задачи вы-
бора спутников с помощью полного перебора в режиме реального времени. В
связи с этим на практике используются приближенные алгоритмы, применение
которых в общем случае не гарантирует оптимальность выбора по критерию
(2.1). Приведем примеры таких алгоритмов.

Местоположение спутника ГНСС относительно антенны приемника мож-
но характеризовать лучом, выпущенным из точки наблюдения на спутник.
Этот луч задается либо углом φ с направлением на север (азимутом) и уг-
лом возвышения λ (рисунок 2.2) над плоскостью локального горизонта, либо
направляющими косинусами вектора, направленного от навигационного при-
емника на спутник. Как видно из формул (2.3), (2.8) и (2.11), GDOP зависит
только от направлений на спутники и того, к каким ГНСС они относятся. Та-
ким образом, входными данными для алгоритма выбора спутников могут быть
как их направляющие косинусы, так и азимуты с углами возвышения.

В работе [87] приведен метод выбора 𝑚 = 4 спутников одной ГНСС (GPS),
основанный на вычислении объема 𝑉 тетраэдра, вершины которого получаются
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Рисунок 2.3 — Определение тетраэдра (а) и системы координат (б) для
алгоритма на основе объема многогранника.

с помощью направляющих векторов спутников. Матрица 𝐻 для случая четырех
спутников будет квадратной с размером 4× 4. Показано, что 𝑉 прямо пропор-
ционален det𝐻. Также указано на взаимосвязь между значениями 𝑉 и GDOP.
Доказано, что минимальное значение GDOP для 4 спутников достигается, ко-
гда углы между их направляющими векторами составляют 109,47∘. Предложен
следующий алгоритм выбора спутников.

1. В качестве первого выбирается спутник с максимальным углом возвы-
шения λ. Направляющий вектор этого спутника h1.

2. Второй спутник выбирается так, чтобы угол между векторами h1 и h2

был близок по значению к 109,47∘.
3. Третий спутник выбирается так, чтобы принимала максимальное зна-

чение функция

𝑓(𝑙3,𝑚3, 𝑛3) =
1− 𝑙3
6

(︃√︃
2(1− 𝑙2)(1 + 𝑙3)

(1− 𝑙2𝑙3 −𝑚2𝑚3)−1
+ |𝑚2𝑛3|

)︃
, (2.20)

где (𝑙2,𝑚2, 0), (𝑙3,𝑚3, 𝑛3) – координаты направляющих векторов h2 и h3

второго и третьего спутников в правой декартовой системе координат
(𝑥, 𝑦, 𝑧) (рисунок 2.3а), начало которой совпадает с антенной прием-
ника, ось 𝑥 сонаправлена h1, а вектор h2 лежит в плоскости (𝑥, 𝑦).

4. Четвертый спутник (с направляющим вектором h4) выбирается так,
чтобы максимизировать объем тетраэдра (рисунок 2.3б), вершинами
которого служат концы векторов h1, h2, h3, h4.

Асимптотическую сложность алгоритма можно оценить как 𝑂(𝑛), перебор
на каждом шаге идет только по оставшимся спутникам, а не по их комбинациям.
Однако данный алгоритм предназначен для выбора только четырех спутников.
Как отмечено в обзоре [88], четырех спутников на практике может быть недо-
статочно для обеспечения надежности и точности позиционирования. Метод,
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основанный на вычислении объема тетраэдра для двух ГНСС (GPS и Beidou),
предложен в работе [89].

В работе [11] рассмотрен квазиоптимальный алгоритм, использующий
упрощенную целевую функцию. Пусть θ𝑖,𝑗 – угол между направляющими векто-
рами h𝑖 и h𝑗 спутников 𝑖 и 𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Для каждого спутника
𝑖 определяется вес по формуле 𝐽𝑖 =

∑︀𝑛
𝑗=1 cos(2θ𝑖,𝑗). Из набора исключается

спутник с наибольшим весом. Затем веса спутников определяются заново. Для
этого достаточно вычесть из каждого 𝐽𝑖 слагаемое, относящееся к исключен-
ному спутнику. Процедура повторяется до тех пор, пока не останется ровно 𝑚

спутников. Основная идея заключается в том, что если h𝑖 и h𝑗 перпендику-
лярны, то cos(2θ𝑖,𝑗) принимает минимальное значение, равное −1. Если же они
сонаправлены и, вероятно, не вносят существенного вклада в точность позицио-
нирования, то значение cos(2θ𝑖,𝑗) максимальное, равное 1. В данном алгоритме
значительно сокращено число операций по сравнению с полным перебором, он
может быть использован в системе реального времени. Однако в 24-часовом
тесте, приведенном в работе [9], среднеквадратичная ошибка GDOP состави-
ла ∆𝑟𝑚𝑠 = 1,0099 для 𝑚 = 6. Также при тестировании в отдельных случаях
выявлена ошибка GDOP на 2,5 единицы.

В работе [12] введен рекурсивный квазиоптимальный метод выбора спут-
ников, основанный на эвристическом предположении о том, что оптимальное
множество из 𝑚 спутников целиком содержится в оптимальном из 𝑚+ 1 спут-
ника. Выбор спутников предлагается проводить по следующему итеративному
алгоритму, где 𝑀 — текущее множество спутников, 𝑘 — его размер.

1. Определяются начальные условия: 𝑀 — множество всех видимых спут-
ников, 𝑘 = 𝑛.

2. Из подмножеств множества 𝑀 с размером 𝑘− 1 выбирается то, GDOP
которого минимален.

3. 𝑀 заменяется на выбранное подмножество, 𝑘 уменьшается на единицу.
4. Если 𝑘 > 𝑚, то осуществляется возврат на п. 2.

Для данного алгоритма размер множества перебора существенно меньше, чем
у полного перебора: на каждой итерации проводится перебор только 𝑘 рабочих
созвездий, 𝑘 ⩽ 𝑛, а число итераций 𝑛−𝑚. При этом также не требуется перемно-
жать матрицы геометрии для каждого рабочего созвездия. Пусть 𝑄𝑘 = 𝐻𝑇

𝑘 𝐻𝑘,
где 𝐻𝑘 состоит из строк матрицы 𝐻, соответствующих спутникам выбранного
рабочего созвездия из 𝑘 элементов. Если исключить из набора спутник 𝑠, то
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приходим к матрице

𝑄𝑘−1 = 𝑄𝑘 − 𝑤𝑇𝑤, (2.21)

где 𝑤 — строка спутника 𝑠 в матрице 𝐻𝑘:

𝑤 =
(︁
hs

𝑇 eTj(s)

)︁
. (2.22)

Матрицы 𝑄𝑘 и 𝑄𝑘−1 имеют размерность 𝑝×𝑝, где 𝑝 = 𝐽+3. На каждой итерации
требуется сравнивать значения квадрата GDOP, равного trace(𝑄−1

𝑘−1).
Алгоритмы выбора рабочего созвездия, основанные на исключении спут-

ников, могут быть построены и другим способом. В работе [13] рассматривается
исключение избыточных спутников, не вносящих заметного вклада в GDOP.
Обозначая 𝐺𝑘 = 𝑄−1

𝑘 и используя формулу Шермана—Моррисона (см. [90]),
из (2.21) получаем

𝐺𝑘−1 = (𝐻𝑇
𝑘 𝐻𝑘 − 𝑤𝑇𝑤)−1 = 𝐺𝑘 +𝐺𝑘𝑤

𝑇 (1− 𝑤𝐺𝑘𝑤
𝑇 )−1𝑤𝐺𝑘. (2.23)

Тогда изменение квадрата GDOP рабочего созвездия при исключении спутни-
ка 𝑠 составляет trace(𝐺𝑘𝑤

𝑇𝑤𝐺𝑘/α), где α = 1− 𝑤𝐺𝑘𝑤
𝑇 . При этом α является

скалярной величиной. В приближенном алгоритме предполагается исключение
спутников, для которых величина trace(𝐺𝑘𝑤

𝑇𝑤𝐺𝑘/α) не превышает некоторого
заранее заданного значения, например 0,15. Размер рабочего созвездия с тече-
нием времени для данного алгоритма может изменяться. На практике, GDOP
созвездий всех видимых спутников и рабочего отличаются незначительно, а
значит, как правило, исключаются избыточные измерения.

Приближенный алгоритм определения рабочего созвездия также может
представлять собой набор применяемых последовательно правил выбора спут-
ников по информации об их угле возвышения λ и азимуте φ. Для двух ГНСС
(Beidou и GPS) в работе [9] предложен такой алгоритм для 𝑚 = 6. В нем по уг-
лу возвышения λ видимые спутники классифицируются на высокие (65∘÷90∘),
средние (30∘ ÷ 65∘) и низкие (5∘ ÷ 30∘). Спутники, находящиеся близко к гори-
зонту, для которых λ < 5∘, не рассматриваются. Первым выбирается спутник,
наиболее близкий к зениту (с максимальным углом возвышения λ), вторым —
наиболее близкий к горизонту (с минимальным углом возвышения λ, таким,
что λ ⩾ 5∘). Третий спутник выбирается в зависимости от того, сколько низких
спутников доступны для позиционирования.
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1. Если низких спутников меньше двух, то выбирается средний спутник
с наименьшим λ, азимут которого отличается от азимута второго спут-
ника более чем на 60∘.

2. Если низких спутников два, то выбирается оставшийся при условии,
что его азимут отличается от азимута второго спутника более чем на
60∘.

3. Если низких спутников больше двух, то выбирается низкий спутник,
для которого разница азимута со вторым будет максимальной.

При этом, если не удается выбрать третий спутник по заданному набору правил,
то выбирается тот, для которого разница азимута со вторым наибольшая. Чет-
вертый спутник выбирается так, чтобы GDOP рабочего созвездия из четырех
спутников был минимален. Точно также выбираются последовательно пятый и
шестой. Средняя абсолютная ошибка (MAE) GDOP в 24-часовом тесте соста-
вила 0,3026, среднеквадратичная (MSE) 0,1119. При этом для теста решение
почти всегда не совпадает с оптимальным. Модификация данного алгоритма
для трех ГНСС (GPS, Galileo и Beidou) предложена в работе [10].

В работе [91] предложен алгоритм, использующий данные об оптимальном
рабочем созвездии предыдущих навигационных эпох. Он построен на предполо-
жении, что переходе от одной эпохи к другой оптимальное подмножество может
отличаться лишь на небольшое число спутников.

2.4 Предлагаемый метод решения

2.4.1 Релаксация бинарных условий

В задаче 2.1 выбора 𝑚 спутников к невыпуклой области допустимых
значений приводят ограничения (2.16), которые требуют бинарных значений
переменных 𝑥𝑠 ∈ {0; 1}, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛 для решения задачи. Рассмотрим линей-
ную релаксацию (ослабление ограничений), заключающуюся в замене условий
(2.16) на 𝑥𝑠 ∈ [0; 1], 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛 и приводящую к следующей задаче оп-
тимизации.
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Задача 2.2 (релаксированная задача выбора спутников). Найти

min
𝑥

trace((𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)−1) (2.24)

при ограничениях (2.18),

𝑥𝑠 ∈ [0,1], 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛, (2.25)

𝑝 ⩽
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑥𝑠 ⩽ 𝑚. (2.26)

Лемма 2.1. Задача оптимизации 2.2 является выпуклой.

Доказательство. Пусть 𝑀 ⊂ 𝑅𝑛 — множество допустимых значений 𝑥 для за-
дачи 2.2, которое не является пустым. Каждое ограничение вида (2.25), как и
условие (2.26), описывает выпуклое множество. Тогда 𝑀 — выпуклое множе-
ство, поскольку оно образовано пересечением выпуклых множеств. Рассмотрим
критерий оптимизации (2.24). Покажем, что эпиграф (надграфик) функции

φ(𝑥) = trace((𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)−1), (2.27)

определяемый как
epi φ = {𝑥, 𝑡|𝑥 ∈ 𝑀,φ(𝑥) ⩽ 𝑡}, (2.28)

является выпуклым множеством. Запишем эпиграф в эквивалентном виде

epi φ = {𝑥, 𝑡|𝑥 ∈ 𝑀,

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑒𝑇𝑗 (𝐻
𝑇diag(𝑥)𝐻)

−1
𝑒𝑗 ⩽ 𝑡}, (2.29)

где 𝑒𝑗 ∈ 𝑅𝑝 — единичный вектор, 𝑗-я компонента которого равна единице, а
остальные — нулю. Для каждого слагаемого суммы введем дополнительную
переменную 𝑞𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. Определим 𝑞 = (𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑝)

𝑇 . Используя лемму
Шура для нестрогих линейных матричных неравенств ([55; 92]), можно запи-
сать (2.29) в виде

epi φ = {𝑥, 𝑡, 𝑞|𝑥 ∈ 𝑀,

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗 ⩽ 𝑡,

[︃
𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻 𝑒𝑗

𝑒𝑇𝑗 𝑞𝑗

]︃
⪰ 0, 𝑗 = 1, ..., 𝑝}. (2.30)

Получаем, что epi φ описывается пересечением выпуклых множеств. Поэтому
он является выпуклым множеством. Тогда задача 2.2 является выпуклой.
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Лемма 2.2. Значение критерия оптимизации для оптимального ре-
шения задачи 2.2 является нижней оценкой квадрата GDOP оптимального
рабочего созвездия, определяемого решением задачи 2.1.

Доказательство. Область допустимых значений переменных задачи 2.1 цели-
ком входит в область допустимых значений задачи 2.2. Критерии оптимизации
совпадают. Это означает, что значение критерия для оптимального решения 2.2
не может быть больше квадрата GDOP оптимального рабочего созвездия.

Леммы 2.1 и 2.2 позволяют построить нижнюю оценку GDOP оптималь-
ного рабочего созвездия с помощью решения задачи выпуклого программиро-
вания 2.2. Для того, чтобы использовать вычислительно эффективные методы
решения для задачи выпуклого программирования, остается свести ее к стан-
дартной постановке задачи некоторого класса. Рассмотрим сведение к двум
задачам полуопределенного программирования и к одной — конического про-
граммирования второго порядка.

2.4.2 Сведение к задаче полуопределенного программирования

Введем дополнительную переменную — симметричную неотрицательно
определенную матрицу 𝑃 ⪰ 0 с размерностью 𝑝× 𝑝. Обозначим как 𝐼𝑝 единич-
ную матрицу размерности 𝑝× 𝑝. Рассмотрим следующую задачу оптимизации.

Задача 2.3. Найти
min
𝑥,𝑃

trace𝑃 (2.31)

при ограничениях (2.18), (2.25), (2.26) и[︃
𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻 𝐼𝑝

𝐼𝑝 𝑃

]︃
⪰ 0. (2.32)

Критерий оптимизации (2.31) задачи 2.3 представляет собой линейную
функцию от элементов матрицы 𝑃 (сумму диагональных элементов). Ограни-
чения (2.25) и (2.26) являются линейными неравенствами, а (2.32) — линейное
матричное неравенство. Это означает, что задача 2.3 относится к классу полу-
определенного программирования. Рассмотрим, как соотносятся оптимальные
решения задач 2.2 и 2.3.
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Лемма 2.3. Для оптимального решения 𝑥*, 𝑃 * задачи 2.3 выполняется
равенство

𝑃 * = (𝐻𝑇diag(𝑥*)𝐻)
−1
. (2.33)

Доказательство. Из ограничений задачи 2.3 следует неотрицательная опреде-
ленность матрицы 𝐻𝑇diag(𝑥*)𝐻. В силу специфики выбора 𝐻 при ограничени-
ях (2.25) и (2.26) матрица 𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻 также будет невырожденной. По лемме
Шура для нестрогих линейных матричных неравенств условие (2.32) выполня-
ется тогда и только тогда, когда

𝑃 − (𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)
−1 ⪰ 0. (2.34)

Поскольку след квадратной матрицы равен сумме ее собственных значений, ко-
торые для неотрицательно определенной матрицы неотрицательны, то из (2.34)
следует, что

trace (𝑃 − (𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)
−1
) ⩾ 0, (2.35)

что эквивалентно
trace𝑃 ⩾ trace(𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)

−1
. (2.36)

Рассмотрим оптимальное решение 𝑥*, 𝑃 * задачи 2.3. Из (2.34) следует, что су-
ществует неотрицательно определенная матрица 𝑍*, такая, что

𝑃 * = (𝐻𝑇diag(𝑥*)𝐻)
−1

+ 𝑍*. (2.37)

Пусть λ1, ..., λ𝑝 — собственные числа 𝑍*. Из 𝑍* ⪰ 0, следует, что λ𝑖 ⩾ 0 ∀𝑖 =
1, ..., 𝑝. Используя спектральное разложение симметричной матрицы, запишем
𝑍* в виде

𝑍* = 𝑄diag(λ1, . . . , λ𝑝)𝑄𝑇 , (2.38)

где 𝑄 — некоторая ортогональная матрица. Для оптимального решения задачи

trace𝑃 * = trace(𝐻𝑇diag(𝑥*)𝐻)
−1
. (2.39)

Тогда trace𝑍* =
∑︀𝑝

𝑖=1 λ𝑖 = 0. Используя (2.38), получаем, что 𝑍* — нулевая
матрица. Тогда для оптимального решения 𝑥*, 𝑃 * задачи 2.3 выполняется ра-
венство (2.33)

Основное значение леммы 2.3 состоит в том, оптимальные решения задач
2.3 и 2.2 по переменной 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 совпадают. Вместо матрицы 𝑃 можно ввести
набор скалярных переменных 𝑞𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝 и рассмотреть следующую задачу.
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Задача 2.4. Найти

min
𝑥,𝑞1,...,𝑞𝑝

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗 (2.40)

при ограничениях (2.18), (2.25), (2.26) и[︃
𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻 𝑒𝑗

𝑒𝑇𝑖 𝑞𝑗

]︃
⪰ 0, 𝑗 = 1, ..., 𝑝, (2.41)

где 𝑒𝑗 ∈ 𝑅𝑝 — единичный вектор, 𝑗-ая компонента которого равна единице, а
остальные равны нулю.

Критерий оптимизации (2.40) представляет собой линейную функцию,
ограничения (2.18), (2.25) и (2.26) — линейные неравенства, (2.41) — линей-
ные матричные неравенства. Задача 2.4, также, как и 2.3, относится к классу
полуопределенного программирования.

Лемма 2.4. Оптимальные решения задач 2.2, 2.3 и 2.4 по переменной
𝑥 совпадают.

Доказательство. Совпадение оптимальных решений задач 2.2 и 2.3 по 𝑥 сле-
дует из леммы 2.3. Заметим, что

trace(𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)
−1

=

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑒𝑇𝑖 (𝐻
𝑇diag(𝑥)𝐻)

−1
𝑒𝑖. (2.42)

Матрица 𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻 положительно определена в силу специфики задачи. То-
гда по лемме Шура условие (2.41) эквивалентно

𝑒𝑇𝑖 (𝐻
𝑇diag(𝑥)𝐻)

−1
𝑒𝑖 ⩽ 𝑞𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. (2.43)

Тогда критерий оптимизации (2.40) эквивалентен (2.24), причем области допу-
стимых значений для 𝑥 в задачах 2.2 и 2.4 совпадают. Тогда по переменной 𝑥

совпадают оптимальные решения задач 2.2, 2.3 и 2.4.

Совпадение оптимальных решений задач 2.2, 2.3 и 2.4 означает, что можно
решить релаксированную задачу 2.2 путем решения задачи полуопределенно-
го программирования 2.3 либо 2.4. При этом результаты будут совпадать по
переменной 𝑥. Выбор той или иной задачи влияет только на вычислительную
сложность решения: они отличаются размерностью переменных и ограничений.
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2.4.3 Сведение к задаче конического программирования

Рассмотрим следующую задачу конического программирования второго
порядка относительно переменных 𝑥𝑠, 𝑤𝑗, 𝑡𝑗𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.

Задача 2.5. Найти

min
𝑥𝑠, 𝑤𝑗 , 𝑡𝑗𝑠, 𝑗=1,...,𝑝, 𝑠=1,...,𝑛

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑡𝑗𝑠 (2.44)

при ограничениях (2.18), (2.25), (2.26) и

𝐻𝑇𝑤𝑗 = 𝑒𝑗, 𝑤𝑗 = (𝑤𝑗1, . . . , 𝑤𝑗𝑛)
𝑇 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, (2.45)⃦⃦⃦⃦

⃦
(︃

2𝑤𝑗𝑠

𝑥𝑠 − 𝑡𝑗𝑠

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ⩽ 𝑥𝑠 + 𝑡𝑗𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, (2.46)

где 𝑒𝑗 ∈ 𝑅𝑝 — единичный вектор, 𝑗-я компонента которого равна единице, а
остальные равны нулю; норма вектора в (2.46) евклидова.

Покажем, что оптимальное решение (𝑥*1, . . . , 𝑥
*
𝑛, 𝑤

*
1, . . . , 𝑤

*
𝑝, 𝑡

*
11, . . . , 𝑡

*
𝑝𝑛) за-

дачи 2.5 может быть использовано для решения релаксированной задачи 2.2.
Сначала предположим, что

0 < 𝑥𝑠 < 1, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. (2.47)

В силу специфики задачи из ее ограничений следует невырожденность матрицы
𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻. Обозначим 𝑋 = diag(𝑥),

𝑣𝑗 = (𝐻𝑇𝑋𝐻)−1𝑒𝑗, 𝑣𝑗 ∈ 𝑅𝑝, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. (2.48)

Используя равенство (2.42), задачу 2.2 можно сформулировать в виде поиска

min
𝑥, 𝑣1,...,𝑣𝑝

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑣𝑇𝑗 𝐻
𝑇𝑋𝐻𝑣𝑗 (2.49)

при ограничениях (2.25), (2.26) и

𝑣𝑗 = (𝐻𝑇𝑋𝐻)−1𝑒𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. (2.50)

Матрица 𝑋 невырождена в силу предположения (2.47). Обозначая

𝑤𝑗 = 𝑋𝐻𝑣𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, (2.51)
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получаем эквивалентную формулировку задачи 2.2 в виде поиска

min
𝑥,𝑤𝑗 , 𝑗=1,...,𝑝

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑤𝑇
𝑗 𝑋

−1𝑤𝑗 (2.52)

при ограничениях (2.25), (2.26), (2.51) и

𝐻𝑇𝑤𝑗 = 𝑒𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. (2.53)

Матрица 𝑋 обратима в силу условия (2.47). Существование 𝑣𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝,
удовлетворяющих ограничениям задачи, гарантируется, поэтому условие (2.51)
может быть опущено. Чтобы показать это, зафиксируем 𝑥𝑠 = 𝑥*𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛,
где 𝑥*𝑠 — часть оптимального решения задачи (2.52) с ограничениями (2.25),
(2.26), (2.50) и (2.51), 𝑋* = diag(𝑥*1, 𝑥

*
2, . . . , 𝑥

*
𝑛). Тогда решение задачи поиска

min
𝑤𝑗 , 𝑗=1,...,𝑝

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑤𝑇
𝑗 (𝑋

*)−1𝑤𝑗 (2.54)

при ограничениях

𝐻𝑇𝑤𝑗 = 𝑒𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, (2.55)

полностью определяется решениям 𝑝 задач поиска

min
𝑤𝑗

𝑤𝑇
𝑗 (𝑋

*)−1𝑤𝑗 (2.56)

при
𝐻𝑇𝑤𝑗 = 𝑒𝑗, (2.57)

сформулированных для каждого 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. Условия Каруша—Куна—Таккера
(формулировку которых можно найти в [55]) для оптимального решения
𝑤*

1, . . . , 𝑤
*
𝑝 задач вида (2.56) с ограничением (2.57) гарантируют существова-

ние векторов ν𝑗 ∈ 𝑅𝑝, таких, что

1

2
(𝑋*)−1𝑤*

𝑗 +𝐻ν𝑗 = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. (2.58)

Полагая 𝑣𝑗 = −2ν𝑗, мы приходим в выводу, что условия (2.51) всегда выполня-
ются для оптимального решения задачи (2.49) с ограничениями (2.25), (2.26), и
(2.53). Введем дополнительные перемененные 𝑡𝑗𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛,
такие, что

𝑡𝑗𝑠 ⩾
𝑤2

𝑗𝑠

𝑥𝑠
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. (2.59)
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Как и в работах [55; 59], будем интерпретировать 𝑤2
𝑗𝑠/𝑥𝑠 при 𝑥𝑠 = 0 как 0 если

𝑤𝑗𝑠 = 0 и как +∞ иначе. Тогда задачу оптимизации (2.52) с ограничениями
(2.25), (2.26), и (2.53) можно записать в виде поиска

min
𝑥𝑠, 𝑤𝑗 , 𝑡𝑗𝑠, 𝑗=1,...,𝑝, 𝑠=1,...,𝑛

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑡𝑗𝑠 (2.60)

при (2.25), (2.26) и (2.59). Поскольку 𝑡𝑗𝑠 ⩾ 0, 𝑥𝑠 ⩾ 0 (что следует из (2.25) и
(2.59)), неравенства вида⃦⃦⃦⃦

⃦
(︃

2𝑤𝑗,𝑠

𝑥𝑠 − 𝑡𝑗𝑠

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ⩽ 𝑥𝑠 + 𝑡𝑗𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛 (2.61)

эквивалентны неравенствам

4𝑤2
𝑗𝑠 + (𝑥𝑠 − 𝑡𝑗𝑠)

2 ⩽ (𝑥𝑠 + 𝑡𝑗𝑠)
2, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛 (2.62)

Тогда условие (2.59) можно заменить на (2.61).
При численном решении задач полуопределенного программирования

часто используют следующее допущение. Строгие линейные матричные нера-
венства вида 𝑀(𝑥) ≻ 0, где 𝑥 — вектор неизвестных переменных, заменяют на
нестрогие 𝑀(𝑥) ⪰ ε𝐼, где 𝐼 — единичная матрица соответствующей размерно-
сти, ε— достаточно малое положительно число. Если задача полуопределенного
программирования решается методом внутренней точки с барьерной функцией

Φ(𝑥) = − ln det𝑀(𝑥), (2.63)

то в случае вырождения матрицы 𝑀(𝑥) барьерная функция Φ(𝑥) принимает
неограниченные значения. Минимизация суммы барьерной и целевой функции
не дает приблизиться слишком близко к границе допустимой области. Близость
решения к границе регулируется выбором малого ε (например, это может быть
число из диапазона 10−8÷10−6). Тогда строгое неравенство (2.47) при численном
решении заменяется на нестрогое:

ε ⩽ 𝑥𝑠 ⩽ 1− ε, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. (2.64)
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2.4.4 Алгоритм выбора спутников

Для задач полуопределенного программирования 2.3, 2.4 и 2.5 можно
ограничить область допустимых значений путем введения бинарных ограни-
чений (2.16). В таком случае получаются задачи частично-целочисленного
полуопределенного программирования, и их можно использовать для оптималь-
ного выбора спутников. Точное решение этих задач можно получить, например,
с использованием метода ветвей и границ. Однако на практике время, за кото-
рое требуется выбрать спутники, меньше, чем то, которое требуется для точного
решения.

Приведем алгоритм для двух ГНСС (например, ГЛОНАСС и GPS),
использующий предположение о близости решения исходной задачи комбина-
торной оптимизации 2.1 и релаксированной задачи 2.2. Данное предположение
не всегда выполняется, однако как уже было отмечено, задачи 2.3, 2.4 и 2.5
могут быть использованы для определения нижней оценки точности прибли-
женного решения.

Алгоритм 2.1 (выбора спутников из двух ГНСС).

1. Решается релаксированная задача для всех спутников при условии, что
выбирается хотя бы один спутник каждой ГНСС.

2. Определяются решения релаксированной задачи для спутников только
первой и только второй ГНСС. Задача решается только в том случае,
когда к выбранной ГНСС относятся хотя бы четыре спутника.

3. Для всех трех случаев выбираются 𝑚 спутников с наибольшими зна-
чениями 𝑥𝑠 для решения релаксированной задачи (выбор ближайшего
подходящего решения).

4. Из рабочих созвездий, полученных на предыдущем шаге, выбирается
то, GDOP которого минимален.

Алгоритм 2.1 обобщается на случай трех и более ГНСС: нужно решать ре-
лаксированную задачу для каждой ГНСС и всех комбинаций их использования.
Поскольку алгоритм является приближенным, то требуется оценка гарантиро-
ванной точности.
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2.4.5 Двусторонняя оценка точности решения

Рассмотрим более подробно построение оценки точности приближенно-
го решения, получаемого в приведенном выше алгоритме выбора спутников.
Обозначим

φ(𝑥) =
√︁

trace((𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)−1). (2.65)

Лемма 2.5. Пусть 𝑥* — решение исходной комбинаторной задачи 2.1,̃︀𝑥 — решение релаксированной задачи 2.2, ̂︀𝑥 — результат выбора спутников
по приближенному алгоритму 2.1. Тогда справедлива двусторонняя оценка

φ(̃︀𝑥) ⩽ φ(𝑥*) ⩽ φ(̂︀𝑥), (2.66)

где φ(𝑥*) равен GDOP оптимального рабочего созвездия, а GDOP выбранного
рабочего созвездия — φ(̂︀𝑥).
Доказательство. По лемме 2.2 GDOP оптимального рабочего созвездия не мо-
жет быть больше, чем значение критерия (2.65) для решения релаксированной
задачи:

φ(̃︀𝑥) ⩽ φ(𝑥*). (2.67)

GDOP выбранного рабочего созвездия не может быть меньше GDOP оптималь-
ного:

φ(𝑥*) ⩽ φ(̂︀𝑥). (2.68)

Из (2.67) и (2.68) получаем двустороннюю оценку (2.66).

Практическое значение имеет оценка точности приближенного решения в
единицах GDOP. Можно привести также следующую лемму.

Лемма 2.6. Пусть ∆ — разница GDOP истинного и приближенного
решения задачи выбора спутников

∆ = φ(̂︀𝑥)−φ(𝑥*), (2.69)

а ̃︀∆ — разница значений функции φ(𝑥) для решения релаксированной задачи
2.2 и GDOP приближенного решения̃︀∆ = φ(̂︀𝑥)−φ(̃︀𝑥). (2.70)

Тогда ̃︀∆ – верхняя оценка величины ∆ (точности решения задачи), получае-
мая без вычисления точного решения.
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Доказательство. Вычтем из обеих частей двустороннего неравенства (2.66)
значение φ(̂︀𝑥). Получаем

φ(̃︀𝑥)−φ(̂︀𝑥) ⩽ φ(𝑥*)−φ(̂︀𝑥) ⩽ 0. (2.71)

Тогда
0 ⩽ ∆ ⩽ ̃︀∆. (2.72)

Заметим, что оценка ̃︀∆ получается в процессе работы алгоритма при ре-
шении релаксированной задачи. Если задача решается для нескольких ГНСС,
то нужно выбирать максимальную оценку ̃︀∆, получаемую при решении релак-
сированных задач, описанных в алгоритме выше.

2.5 Результаты экспериментов

Экспериментальное исследование было проведено с использованием изме-
рений, полученных с использованием ГНСС приемника в 12-часовом тесте. За
время теста спутники сделали полный оборот вокруг Земли: для GPS период
обращения 11 часов 58 минут, ГЛОНАСС — 11 часов 15 минут. Рассматри-
вались только сигналы диапазона L1 систем GPS и ГЛОНАСС. Поскольку
требовалось сравнение с точным решением, вычисление которого часто не мо-
жет проводиться с частотой получения навигационных измерений, в рамках
данного тестирования выбор спутников проводился раз в минуту.
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Рисунок 2.4 — Зависимость числа спутников GPS и ГЛОНАСС от времени от
начала теста (навигационной эпохи).

На рисунке 2.4 показано, как изменялось число видимых спутников каж-
дой ГНСС и их общее число в течение теста. Время указано от начала
тестирования. Как видно из графика, общее число спутников 𝑛 находилось в
диапазоне 12 ⩽ 𝑛 ⩽ 20, число спутников GPS — в диапазоне 5 ⩽ 𝑛1 ⩽ 12, и
ГЛОНАСС — в диапазоне 6 ⩽ 𝑛1 ⩽ 9. Антенна ГНСС приемника была непо-
движно закреплена под открытым небом с целью принять как можно большее
число навигационных сигналов.

2.5.1 Оценка точности работы алгоритма

Для оценки точности работы алгоритма вычислялись ∆ (абсолютная ве-
личина разницы GDOP истинного и приближенного решения задачи выбора
спутников) и ̃︀∆ (абсолютная величина разницы значения функции φ(𝑥) для
решения релаксированной задачи и GDOP приближенного решения), опреде-
ляемые формулами (2.69) и (2.70). Определялись ∆max и ̃︀∆max — максимальные
значения ∆ и ̃︀∆ в процессе тестирования, ∆rms и ̃︀∆rms — среднеквадратичные
значения ∆ и ̃︀∆. Также определялся процент навигационных эпох от их общего
числа, для которых приближенным алгоритмом получено точное решение. Для
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Рисунок 2.5 — Величина ошибки GDOP ∆ и ее оценка ̃︀∆ для 𝑚 = 6

оценки точности работы алгоритма выбора спутников использовалась задача
конического программирования второго порядка 2.5, поскольку с помощью за-
дач 2.3 и 2.4 получились эквивалентные решения. Они могут отличаться лишь
из-за конечной разрядности вычислений и разных доверительных интервалов
численных алгоритмов решения задач полуопределенного программирования.
Такие случаи при тестировании не выявлены.

Таблица 1 — Результаты тестирования точности работы алгоритма выбора
спутников.

𝑚 Процент точных решений ∆max ∆rms ̃︀∆max
̃︀∆rms

6 77,8 0,20 0,0364 0,37 0,0888
7 75,3 0,21 0,0355 0,29 0,0703
8 78,9 0,10 0,0117 0,15 0,0358
9 81,5 0,16 0,0150 0,19 0,0271
10 80,7 0,07 0,0070 0,09 0,0184

Результаты тестирования для разных 𝑚 (ограничений на максималь-
ный размер рабочего созвездия) представлены в таблице 1. Отметим, что
предложенный приближенный алгоритм достаточно часто возвращал точное
решение, причем для неточных решений ошибка ∆max не превышала 0,21, что
свидетельствует о хорошей точности приближенного алгоритма. Кроме того,
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Рисунок 2.6 — Величина ошибки GDOP ∆ и ее оценка ̃︀∆ для 𝑚 = 8

среднеквадратичная ошибка ∆rms получилась заметно меньше, чем для ряда
существующих методов в аналогичных тестах других приближенных алгорит-
мов (например, [11], [9]; меньше, но сравнима по величине с полученной в работе
[10]). Величина верхней оценки точности ̃︀∆ для всех навигационных эпох в те-
сте позволяет утверждать без вычисления точного решения путем перебора о
том, что полученное в результате работы алгоритма решение достаточно близ-
ко к оптимальному.

На рисунках 2.5, 2.6 и 2.7 представлены графики для 𝑚 = 6, 8 и 10,
отражающие изменение величины ошибки ∆ и ее оценки ̃︀∆ при переходе от
одной навигационной эпохи к другой. Видно, что даже при ∆ = 0 оценка точ-
ности ̃︀∆ может отличаться от нуля. Однако, на практике это отличие оказалось
незначительным.

2.5.2 Анализ результатов для отдельной эпохи

Рассмотрим результаты выбора рабочего созвездия для одной навигацион-
ной эпохи, для которой число видимых спутников было 𝑛 = 19, из них 𝑛1 = 11

относятся к GPS, 𝑛2 = 8 — к ГЛОНАСС. Результаты такого тестирования
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Рисунок 2.7 — Величина ошибки GDOP ∆ и ее оценка ̃︀∆ для 𝑚 = 10

представимы в виде графиков созвездий в полярных координатах. Угловая ко-
ординатная ось на них соответствует азимутам спутников φ, φ ∈ [0∘, 360∘], а
радиальная ось — углам 90∘ − λ, где λ — угол возвышения спутника. Зениту
соответствует начало координат, а горизонту — внешняя окружность графика.
Закрашенным окружностям и треугольникам соответствуют выбранные спут-
ники GPS и ГЛОНАСС соответственно, не закрашенным — не выбранные.

Для различных 𝑚 вычислялось приближенное решение по предложен-
ному алгоритму, а также наилучшее (оптимальное) и наихудшее решения по
алгоритму полного перебора. Наихудшее решение соответствует ситуации, ко-
гда проводится случайный выбор созвездия размера 𝑚 и выбирается рабочее
созвездие с наибольшим GDOP.

В соответствии с классификацией, приведенной в работе [93], созвездие с
GDOP параметром 1 можно считать идеальным, 2 ÷ 4 — отличным, 4 ÷ 6 —
хорошим, 6÷8 — удовлетворительным, 8÷20 – нежелательным, а со значениями
больше 20 — неудовлетворительным.
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Рисунок 2.8 — Выбранное созвездие спутников для 𝑚 = 6 в сравнении с
наилучшим и наихудшим выбором

Рисунок 2.9 — Выбранное созвездие спутников для 𝑚 = 7 в сравнении с
наилучшим и наихудшим выбором
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Рисунок 2.10 — Выбранное созвездие спутников для 𝑚 = 8 в сравнении с
наилучшим и наихудшим выбором

На рисунках 2.8, 2.9 и 2.10 представлены результаты выбора созвездий для
𝑚 = 6, 7, 8. Для 𝑚 = 6 и 𝑚 = 7 точное и приближенное решения совпадают, а
для 𝑚 = 8 отличаются на небольшую величину. Наихудшие решения для этих
случаев приводит к неудовлетворительному GDOP согласно приведенной выше
классификации, а приближенное и точное решения — к идеальному GDOP. Это
означает, что выбор спутников нельзя проводить случайным образом, посколь-
ку это может привести к существенной потере точности позиционирования.

Рисунок 2.11 — Выбранное созвездие спутников для 𝑚 = 11 в сравнении с
наилучшим и наихудшим выбором

На рисунках 2.11 и 2.12 представлены результаты выбора созвездий для
𝑚 = 11 и 𝑚 = 12. Здесь для наихудшего решения GDOP уже классифицируется
как приемлемый для позиционирования. Приближенное и точное решения не
совпадают, но отличие GDOP составляет не более, чем 0,003.
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Рисунок 2.12 — Выбранное созвездие спутников для 𝑚 = 12 в сравнении с
наилучшим и наихудшим выбором

В случаях 𝑚 = 6 и 𝑚 = 7 должны были быть выбраны спутники только
одной ГНСС, а для 𝑚 = 8, 𝑚 = 11, 𝑚 = 12 — двух. Это подтверждает необхо-
димость решения трех релаксированных задач: только для ГЛОНАСС, только
для GPS и для всех видимых спутников. Заметим, что GDOP оптимального
рабочего созвездия, состоящего из не более чем 𝑚+ 1 спутника не может быть
больше, чем GDOP созвездия из не более чем 𝑚 спутников. Причем добавление
ровно одного спутника из ГНСС, ранее не использованной для позиционирова-
ния, согласно выводам работы [83], всегда увеличивает GDOP.

Кроме того, видно, что при переходе от некоторого 𝑚 к 𝑚−1 оптимальное
рабочее созвездие может отличаться более, чем на один спутник. Соответствен-
но, рекурсивные алгоритмы, основанные на исключении ровно одного спутника
при переходе от созвездия с ограничением на размер 𝑚 к 𝑚− 1, не позволяют
получить оптимальное решение для данной навигационной эпохи.

2.5.3 Оценка времени работы программы

Поскольку позиционирование в навигационном приемнике обычно прово-
дится в режиме реального времени, то накладываются требования на скорость
работы алгоритма выбора спутников. Оценка времени работы программы про-
водилась в описанном выше 12-часовом тесте. Для вычислений использовался
центральный процессор CPU 2.60GHz Intel Core i5-3230M. Для исчерпывающего
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поиска совершался полный перебор по возможным созвездиям с вычислением
GDOP каждого из них. Приближенный алгоритм был реализован с использова-
нием библиотек SCS (для задач полуопределенного программирования 2.3, 2.4)
и ECOS (для задачи конического программирования второго порядка 2.5). Как
было отмечено ранее, количество переменных и ограничений в оптимизацион-
ных задачах 2.3, 2.4 и 2.5 различно, а значит, может отличаться и время их
решения.

На рисунках 2.13, 2.14, 2.15 для 𝑚 = 6, 8, 10 переставлены графики
зависимости времени принятия решения о выборе рабочего созвездия от нави-
гационной эпохи (времени от начала теста). Под SDP I подразумевается задача
2.3, SDP II — 2.4 и SOCP — 2.5. Все алгоритмы, основанные на решении ре-
лаксированных выпуклых задач, вернули результат не позже, чем через 0,6

секунды. При использовании задачи конического программирования второго
порядка время решения в течение всего теста не превышало 0,012 секунды.
Время работы программы исчерпывающего поиска в ряде случаев превышало
10 секунд, что для большинства применений является неприемлемым.
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Рисунок 2.13 — Время решения задачи для различных методов для 𝑚 = 6
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Рисунок 2.14 — Время решения задачи для различных методов для 𝑚 = 8
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Рисунок 2.15 — Время решения задачи для различных методов для 𝑚 = 10

Необходимо отметить, что в навигационном приемнике, работающем в ре-
жиме реального времени, может быть целесообразно вынесение в отдельный
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процесс определения рабочего созвездия. Когда позиционирование приемника
проводится несколько раз в секунду, изменение геометрической конфигурации
спутников при переходе от одной навигационной эпохи к другой может быть
незначительным. В связи с этим выбор спутников можно вести лишь с необ-
ходимой для этого частотой.

2.6 Выводы к главе 2

Рассмотрена задача выбора навигационным приемником рабочего созвез-
дия ограниченного размера по критерию GDOP. Данная задача относится к
комбинаторной оптимизации. В силу большого размера множества перебора в
ряде случаев ее не удается решать точно в системах реального времени.

Приведен краткий обзор существующих методов приближенного решения.
Некоторые методы применимы только для определенных размеров рабочего
созвездия 𝑚 или только для одной ГНСС системы. При этом большинство
методов не позволяют получить приемлемую двустороннюю оценку точности
решения.

В данной работе на основе выпуклой релаксации предложен метод по-
строения двусторонней оценки точности приближенного решения. Получены
задачи полуопределенного программирования и конического программирова-
ния второго порядка, к которым сводится решение релаксированной задачи;
сформулированы и доказаны леммы об их оптимальных решениях. Предложен
алгоритм построения приближенного решения. Применимость предложенного
метода проверена в 12-часовом тесте. Тестирование подтвердило высокую точ-
ность и вычислительную эффективность предложенного метода. Результаты
исследования опубликованы в работах [34; 37; 39; 43; 44].
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Глава 3. Задача выбора базовых линий

3.1 Постановка задачи

Предположим, что на некотором твердом теле (например, на корпу-
се колесного робота, пример которого показан на рисунке 3.1) закреплено
𝑛 навигационных антенн 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛, подключенных к одному навигацион-
ному приемнику. Каждая антенна принимает сигналы от спутников ГНСС.
Требуется с помощью спутниковых навигационных измерений определить от-
носительную ориентацию твердого тела в пространстве.

Рисунок 3.1 — Определение относительной ориентации с помощью
спутниковой навигации.

Векторы, попарно соединяющие навигационные антенны, называют базо-
выми линиями. На рисунке 3.1 они показаны пунктиром. Если имеется 𝑛 антенн,
то без учета направлений можно выбрать 𝑚 = 𝑛(𝑛− 1)/2 базовых линий. Ми-
нимально возможное количество базовых линий, при котором используются все
антенны, равно 𝑛 − 1. Навигационный приемник может вычислять координа-
ты векторов базовых линий в системе координат локального горизонта (𝑥, 𝑦, 𝑧).
Сравнение с теми же векторами, определенными в связанной с телом системе
координат (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), позволяет вычислить матрицу ориентации данного твер-
дого тела относительно локального горизонта.
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Предположим, что выбрано 𝑙 базовых линий (например, 𝑙 = 𝑛−1). Матри-
цей базовых линий будем называть такую матрицу размера 3×𝑙, что ее каждый
𝑖-ый столбец содержит координаты вектора, соединяющего антенны, относящи-
еся к 𝑖-ой базовой линии в выбранной системе координат. Пусть 𝑋 ∈ 𝑅3×𝑙 —
матрица базовых линий в координатах локального горизонта (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑋0 ∈ 𝑅3×𝑙

— матрица тех же базовых линий в системе координат (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), связанной с
телом. Обе системы координат правые декартовы. В задаче определения относи-
тельной ориентации требуется найти такую ортогональную матрицу 𝑄 ∈ 𝑅3×3,
с помощью которой можно было бы осуществить переход от 𝑋0 к 𝑋. Матрицу
𝑄 можно представить следующим образом

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos(ψ) cos(θ)

(︃
cos(ψ) sin(φ) sin(θ)−

− cos(φ) sin(ψ)

)︃ (︃
sin(φ) sin(ψ)+

+ cos(φ) cos(ψ) sin(θ)

)︃

cos(θ) sin(ψ)

(︃
cos(φ) cos(ψ)+

+ sin(φ) sin(ψ) sin(θ)

)︃ (︃
cos(φ) sin(ψ) sin(θ)−

− cos(ψ) sin(φ)

)︃
− sin(θ) cos(θ) sin(φ) cos(φ) cos(θ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

(3.1)
где ψ, θ,φ — углы Эйлера, соответствующие азимуту, тангажу и крену.

Обозначим как 𝐼3 единичную матрицу размера 3 × 3. Один из методов,
позволяющий найти матрицу 𝑄 с учетом наличия погрешностей измерений,
основан на решении задачи Wahba [1; 15]:

min
𝑄

‖𝑄𝑋0 −𝑋‖2𝐹 (3.2)

при ограничении

𝑄𝑄𝑇 = 𝐼3, 𝑄 ∈ 𝑅3×3. (3.3)

Используя соотношение (1.4) для квадрата нормы Фробениуса, целевую функ-
цию (3.2) можно записать в виде

‖𝑄𝑋0 −𝑋‖2𝐹 = trace(𝑋𝑇
0 𝑄

𝑇𝑄𝑋0)− 2trace(𝑋𝑇
0 𝑄

𝑇𝑋) + trace(𝑋𝑇𝑋) (3.4)

Учитывая ограничение (3.4) и переставляя местами сомножители под знаком
trace(·) в соответствии с (1.3), получаем эквивалентную задачу максимизации

max
𝑄

trace(𝑋𝑋𝑇
0 𝑄

𝑇 ) (3.5)

при ограничении (3.3). Матрица 𝑋𝑋𝑇
0 имеет размер 3 × 3. Используя SVD-

разложение, ее можно представить в виде 𝑋𝑋𝑇
0 = 𝑈Σ𝑉 , где матрицы 𝑈 и
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𝑉 ортогональны, а Σ — диагональная матрица из сингулярных чисел 𝑋𝑋𝑇
0 .

Преобразуем целевую функцию (3.5):

trace(𝑋𝑋𝑇
0 𝑄

𝑇 ) = trace(𝑈Σ𝑉 𝑄𝑇 ) = trace(Σ𝑉 𝑄𝑇𝑈). (3.6)

Получаем задачу

max
𝑄

trace(Σ𝑉 𝑄𝑇𝑈) (3.7)

при ограничении (3.3). Максимум достигается при 𝑉 𝑄𝑇𝑈 = 𝐼3, откуда 𝑄 =

𝑈𝑉 . Тогда для решения задачи Wahba достаточно найти SVD-разложение
матрицы 𝑋𝑋𝑇

0 . Поскольку матрица базовых линий в координатах (𝑥, 𝑦, 𝑧) в
каждый момент времени может быть различной, то 𝑋 может изменяться с те-
чением времени. Тогда для каждого измерения требуется вычислять данное
SVD-разложение. В работе [38] предложен способ решения задачи Wahba без
SVD-разложения, основанный на полуопределенной релаксации условия (3.3).
Точность определения ориентации зависит от обусловленности матрицы 𝑋𝑋𝑇

0 ,
которая тем лучше, чем лучше обусловленность матрицы 𝑋0𝑋

𝑇
0 . Рассмотрим

задачу выбора 𝑛 − 1 базовой линии, обеспечивающей наилучшую обусловлен-
ность матрицы 𝑋0𝑋

𝑇
0 .

Для того, чтобы охарактеризовать обусловленность некоторой матрицы
𝑀 ∈ 𝑅𝑝×𝑞, 𝑝 ⩾ 𝑞, для нее определяется параметр — число обусловленности.
Число обусловленности равно отношению максимального сингулярного числа
матрицы к минимальному. Функцию, определяющую число обусловленности
для матрицы, будем обозначать cond(). Согласно работе [3], этот параметр мо-
жет быть определен формулой

cond(𝑀) =

(︂
λmax(𝑀

𝑇𝑀)

λmin(𝑀𝑇𝑀)

)︂1/2

, (3.8)

если матрица 𝑀 полного ранга, и cond(𝑀) = ∞ иначе, где λmin и λmax — мини-
мальное и максимальное собственные числа матрицы соответственно.

Базовые линии будем учитывать только с одним направлением, посколь-
ку противоположно направленные базовые линии вносят одинаковый вклад
в вычисления. Пусть 𝑌 – матрица, строками которой являются координаты
всевозможных базовых линий. Общее число базовых линий составляет 𝑚 =

𝑛 (𝑛− 1) /2, а матрица 𝑌 имеет размер 3 × 𝑚. Введем бинарные переменные
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𝑠𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑚, для которых значение 1 соответствует выбору базовой ли-
нии c номером 𝑘, а значение 0 соответствует случаю, когда базовая линия не
используется. Обозначим 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑚)

𝑇 . Для рассматриваемых бинар-
ных переменных также будем использовать обозначение 𝑠𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
𝑠𝑖𝑗 ≡ 𝑠𝑗𝑖, где 𝑖 и 𝑗 – номера навигационных антенн 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗, которые соответ-
ствующая базовая линия соединяет. Пусть 𝑊 — множество всех навигационных
антенн, закрепленных на рассматриваемом твердом теле. Обозначим как

⃒⃒
𝑉
⃒⃒

мощность некоторого множества антенн 𝑉 . Отметим, что выбор базовых линий,
образующих остовное дерево, позволяет задействовать максимальное число ан-
тенн (а значит и навигационных измерений) без внутренних циклов, вносящих
избыточность. Задача выбора базовых линий может быть математически сфор-
мулирована следующим образом.

Задача 3.1 (выбора базовых линий). Найти

min
𝑠

cond
(︀
𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇

)︀
(3.9)

при ограничениях
𝑠𝑘 ∈ {0; 1} , 𝑘 = 1, . . . , 𝑚, (3.10)

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑠𝑘 = 𝑛− 1, (3.11)

𝑛∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

𝑠𝑖𝑗 ⩾ 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.12)

где 𝑠𝑘 ≡ 𝑠𝑖𝑗 если базовая линия 𝑘 соединяет антенны 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗. Если также
потребовать, чтобы составленный из них граф являлся остовным деревом,
требуется добавить хотя бы одно из следующих двух условий:

∀𝑉 ⊂ 𝑊, 𝑉 ̸= ∅, 𝑉 ̸= 𝑊
∑︁

𝐴𝑖∈𝑉 , 𝐴𝑗 /∈𝑉

𝑠𝑖𝑗 ⩾ 1, (3.13)

∀𝑉 ⊂ 𝑊, 𝑉 ̸= ∅, 𝑉 ̸= 𝑊
∑︁

𝐴𝑖∈𝑉 , 𝐴𝑗∈𝑉 , 𝑖<𝑗

𝑠𝑖𝑗 ⩽
⃒⃒
𝑉
⃒⃒
− 1. (3.14)

Условие (3.13) означает, что из любого непустого подмножества антенн,
не совпадающего с 𝑊 , выходит хотя бы одна базовая линия. Это, в частности,
гарантирует отсутствие внутренних циклов в конфигурации базовых линий.
Условие (3.14) гарантирует отсутствие внутренних циклов другим способом: в
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любом множестве 𝑉 не может быть базовых линий больше, чем число вершин.
Для любого допустимого решения задачи 3.1 выполнено соответствие

𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇 = 𝑋0𝑋
𝑇
0 , (3.15)

где 𝑋0 — матрица размерности 3 × (𝑛 − 1) выбранных базовых линий (их на-
правляющих векторов) в системе координат (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).

Отметим, что если для одной из базовых линий выбрать противополож-
но направленный вектор, т.е. изменить знаки элементов одного из столбцов
матрицы 𝑋0 на противоположные, то матрица 𝑋0𝑋

𝑇
0 не изменится. Поэтому

два противоположных направления векторов базовых линий вносят одинако-
вый вклад в обусловленность матрицы 𝑋0𝑋

𝑇
0 .

3.2 Оценка вычислительной сложности

Задача 3.1 вне зависимости от выбора дополнительных ограничений (3.13)
или (3.14) является невыпуклой. При этом ее решение предполагает перебор
𝐶𝑛−1

𝑚 всевозможных комбинаций базовых линий. По теореме Кэли о числе остов-
ных деревьев при введении ограничения (3.13) или (3.14) число возможных
конфигураций базовых линий будет 𝑛𝑛−2. За приемлемое время точно задачу
выбора базовых линий можно решить только для определенного небольшого
числа антенн. Так, например, для 𝑛 = 8 необходимо рассматривать уже 1184040
всевозможных конфигураций (без учета изолированности вершин), а общее чис-
ло остовных деревьев в этом случае 262144. Это обстоятельство обуславливает
необходимость использования методов оценки оптимальной конфигурации ба-
зовых линий, отличных от перебора.

Размерность матрицы, от которой определяется число обусловленности в
(3.9), составляет 3 × 3. Помимо 𝑛 бинарных ограничений (3.10), задача 3.1 со-
держит 𝑛+1 линейное ограничение. При введении дополнительного требования
выбора конфигурации в виде основного дерева, число линейных ограничений
возрастает до 2𝑛 + 𝑛 − 1.

Однако, стоит отметить, что для часто используемой трехантенной
системы, описание которой можно найти в работе [35], число возможных
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конфигураций базовых линий равно трем, и для решения задачи 3.1 можно
использовать полный перебор.

3.3 Предлагаемый метод решения

3.3.1 Релаксация ограничений

Применим линейную релаксацию к бинарным условиям задачи 3.1. Полу-
чаем следующую релаксированную задачу.

Задача 3.2. Найти

min
𝑠

cond
(︀
𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇

)︀
(3.16)

при ограничениях (3.11)—(3.12) и

𝑠𝑘 ∈ [0; 1] , 𝑘 = 1, . . . , 𝑚, (3.17)

а также (3.13) или (3.14) в случае поиска остовного дерева.

Заметим, что для произвольной симметричной положительно определен-
ной матрицы 𝐴 ≻ 0 число обусловленности равно отношению ее максимального
собственного числа λmax (𝐴) к минимальному λmin (𝐴) [94; 95]:

cond (𝐴) = λmax (𝐴) /λmin (𝐴) . (3.18)

Предположим, что матрица 𝐴 (𝑠) является аффинной комбинацией сим-
метричных положительно определенных матриц 𝐴0, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛:

𝐴 (𝑠) = 𝐴0 + 𝐴1𝑠1 + 𝐴2𝑠2 + · · ·+ 𝐴𝑛𝑠𝑛, (3.19)

а матрица 𝐵 (𝑠) также является аффинной комбинацией симметричных мат-
риц, причем ограничения задачи представимы в виде линейного матричного
неравенства 𝐵 (𝑠) ⪰ 0. Тогда, как следует из работ [3; 96], задачу минимизации
максимального собственного числа 𝐴 (𝑠)

min
𝑠
λmax (𝐴 (𝑠)) (3.20)
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при 𝐵 (𝑠) ⪰ 0 можно записать в виде поиска

min
𝑠, λ

λ (3.21)

при ограничениях 𝐵 (𝑠) ⪰ 0, λ𝐼 − 𝐴(𝑠) ⪰ 0. Аналогично задача максимизации
минимального собственного числа 𝐴 (𝑠)

max
𝑠
λmin (𝐴 (𝑠)) (3.22)

при 𝐵 (𝑠) ⪰ 0 представима в виде поиска

min
𝑠, λ

λ (3.23)

при ограничениях 𝐵 (𝑠) ⪰ 0, 𝐴(𝑠) − λ𝐼 ⪰ 0.
Объединяя эти два результата, можно записать задачу 3.2 в виде поиска

min
𝑠,γ,µ

γ (3.24)

при ограничениях (3.11)—(3.12) (а также (3.13) или (3.14) в случае поиска остов-
ного дерева), (3.17) и

γµ𝐼 − 𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇 ⪰ 0, (3.25)

𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇 − µ𝐼 ⪰ 0, (3.26)

µ > 0. (3.27)

3.3.2 Метод масштабирования

Применим к задаче 3.2 метод масштабирования, описанный в работе [3].
Введем дополнительные переменные ν = 1/µ, 𝑐𝑖 = 𝑠𝑖/µ, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚. Как
и для переменных 𝑠𝑖, будем также использовать двойные индексы: 𝑐𝑖𝑗 соответ-
ствует базовой линии между антеннами 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗. Отметим, что

𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖𝑌𝑖𝑌
𝑇
𝑖 = µ

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑌𝑖𝑌
𝑇
𝑖 , (3.28)

где 𝑌𝑖 – столбец матрицы 𝑌 , соответствующий базовой линии с номером 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑚. Таким образом, мы получаем следующую задачу оптимизации.
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Задача 3.3. Найти
min

𝑐1,...,𝑐𝑚,γ, ν
γ (3.29)

при ограничениях

γ𝐼 −
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑌𝑖𝑌
𝑇
𝑖 ⪰ 0, (3.30)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑌𝑖𝑌
𝑇
𝑖 − 𝐼 ⪰ 0, (3.31)

0 ⩽ 𝑐𝑘 ⩽ ν, 𝑘 = 1, . . . , 𝑚, (3.32)
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘 = (𝑛− 1)ν, (3.33)

𝑛∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

𝑐𝑖𝑗 ⩾ ν, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (3.34)

Чтобы полученный граф являлся остовным деревом, нужно добавить хотя
бы одно из условий:

∀𝑉 ⊂ 𝑊, 𝑉 ̸= ∅, 𝑉 ̸= 𝑊
∑︁

𝐴𝑖∈𝑉 , 𝐴𝑗 /∈𝑉

𝑐𝑖𝑗 ⩾ ν, (3.35)

∀𝑉 ⊂ 𝑊, 𝑉 ̸= ∅, 𝑉 ̸= 𝑊
∑︁

𝐴𝑖∈𝑉 , 𝐴𝑗∈𝑉 , 𝑖<𝑗

𝑐𝑖𝑗 ⩽ (
⃒⃒
𝑉
⃒⃒
− 1)ν. (3.36)

В задаче 3.3 целевая функция является линейной по переменным, условия
(3.32)—(3.36) являются линейными, а (3.30) и (3.31) представляют собой ли-
нейные матричные неравенства. Таким образом, это задача полуопределенного
программирования. Для ее решения могут быть использованы вычислительно-
эффективные методы решения.

Связь между оптимальными решениями задачи полуопределенного про-
граммирования 3.3 ̃︀𝑐1, . . . , ̃︀𝑐𝑚, ̃︀γ, ̃︀ν и релаксированной задачи 3.2 ̃︀𝑠1, . . . ,̃︀𝑠𝑚,
как следует из замены переменных, задается формулой

̃︀𝑠𝑖 = ̃︀𝑐𝑖/̃︀ν, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚. (3.37)
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3.3.3 Итерационный метод

Для задачи 3.2 также можно применить итерационный метод минимиза-
ции числа обусловленности с заданной точностью, описанный в работах [94; 95].
Его можно описать следующим образом. Сначала выбираются конечные верх-
няя κ и нижняя κ границы для значения числа обусловленности κ, κ ⩽ κ ⩽ κ.
На каждой итерации решается для 𝑣 = (κ + κ)/2 следующая задача опти-
мизации.

Задача 3.4. Найти

min
𝑠
λmax(𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇 )− 𝑣λmin(𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇 ) (3.38)

при ограничениях (3.11)—(3.12), (3.17), а также (3.13) или (3.14) в случае
поиска остовного дерева.

Если оптимальное значение критерия положительное, то обновляем ниж-
нюю границу, полагая κ = 𝑣, в противном случае – верхнюю, полагая κ = 𝑣.
Итеративное решение проводится до тех пор, пока разность κ− κ не достигнет
заданного порога точности.

Поскольку λmax ⩾ λmin, то из (3.18) следует, что для положительно опре-
деленной матрицы число обусловленности всегда больше либо равно единице.
Тогда на первой итерации можно положить, что κ = 1. Для определения κ мож-
но использовать значение cond

(︀
𝑋0𝑋0

𝑇
)︀

для любой допустимой конфигурации
из 𝑛 − 1 базовой линии.

Задача 3.4 с использованием соотношений между критериями оптими-
зации (3.20)—(3.23) может быть записана в виде следующей задачи полу-
определенного программирования, для которой 𝑣 также является заданным
параметром.

Задача 3.5. Найти
min

𝑠, λ1, λ2
λ1 − 𝑣λ2 (3.39)

при ограничениях (3.11)—(3.12), (3.17),

λ1𝐼 − 𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇 ⪰ 0, (3.40)

𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇 − λ2𝐼 ⪰ 0, (3.41)

а также (3.13) или (3.14) в случае поиска остовного дерева.
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Размерности задач 3.3 и 3.5 схожи. Отличие заключается в том, что ите-
рационный метод позволяет напрямую получить значения вектора переменных
𝑠 для оптимального релаксированной задачи 3.2. Однако он явным образом
требует решения нескольких задач полуопределенного программирования. Схо-
димость итерационного метода обусловлена тем, что он использует деление
отрезка пополам: число итераций определяется только точностью определения
числа обусловленности и выбором его верхней и нижней оценки.

3.3.4 Алгоритм выбора базовых линий

Поскольку из-за использования релаксации бинарного условия получают-
ся вещественные значения переменных 𝑠𝑘 ∈ [0, 1], их можно использовать в
качестве весов 𝑤𝑘 (например, 𝑤𝑘 = 1 − 𝑠𝑘 или 𝑤𝑘 = 1/(𝑠𝑘 + 0.25)2) для ал-
горитма построения остовного дерева с минимальной суммой весов, например,
для алгоритма Прима, изложенного в работе [97]. В случае, если ищется не
обязательно остовное дерево, результат можно получить как решение соответ-
ствующей задачи целочисленного линейного программирования поиска

min
𝑠

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑤𝑗𝑠𝑗 (3.42)

при ограничениях (3.11)—(3.12) и 𝑠𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.
Алгоритм выбора базовых линий можно представить следующим образом.

Алгоритм 3.1 (выбора базовых линий).

1. Определить положение всех 𝑛 навигационных антенн в системе коор-
динат, связанной с телом.

2. Определить матрицу всевозможных базовых линий 𝑌 .
3. Решить релаксированную задачу оптимизации 3.2 для матрицы 𝑌 в

помощью метода масштабирования либо итерационного метода. Опти-
мальное решение релаксированной задачи — набор значений ̃︀𝑠𝑘, 𝑘 =

1, . . . ,𝑚.
4. Перейти от вещественных значений ̃︀𝑠𝑘 ∈ [0, 1] к бинарным 𝑠𝑘 ∈ {0, 1},

𝑘 = 1, . . . ,𝑚, с помощью одного из предложенных выше методов оцен-
ки.
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Рисунок 3.2 — Результат выбора базовых линий.

5. Выбрать базовые линии, которым соответствуют 𝑠𝑘 = 1, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.
Заметим, что подстановкой значений ̃︀𝑠𝑘 в целевую функцию (3.16) можно по-
лучить нижнюю оценку числа обусловленности.

3.4 Результаты экспериментов

Поскольку оба метода — итерационный и масштабирования — решают
одну и ту же релаксированную задачу оптимизации 3.2, а алгоритм не предна-
значен для работы в системе реального времени, требуется оценить точность
работы алгоритма по одному из методов минимизации числа обусловленности.

Рассмотрим пример (рисунок 3.2), для которого приближенное решение по
предложенному алгоритму отличается от точного. Для вычислений использо-
вался метод масштабирования. Приближенное и точное решения показаны на
рисунке 3.2. Координаты антенн 𝐴0 = (1, 2, 0) , 𝐴1 = (3, − 2, − 5) , 𝐴2 =

(−4, 7, − 5) , 𝐴3 = (4, 3, 5) , 𝐴4 = (−5, − 4, − 3). В этом случае 𝑛 =

5 навигационных антенн и 𝑚 = 10 всевозможных базовых линий. Число
островных деревьев 625, что позволяет получить для сравнения точное ре-
шение. В таком случае предложенный метод дает решение 𝑠, для которого
cond

(︀
𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇

)︀
≈ 2,62. Точный метод, основанный на переборе всевоз-
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можных вариантов (исчерпывающий поиск), дает решение 𝑠*, для которого
cond

(︀
𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇

)︀
≈ 2,08. Числа обусловленности не отличаются значительно.

Экспериментальная оценка точности на 1000 различных тестах для слу-
чаев 𝑛 = 4 и 𝑛 = 5 проводилась с помощью итерационного алгоритма. Число
итераций алгоритма было равно 5. Для решения задач полуопределенного про-
граммирования использовался алгоритм SCS, приведенный в работах [75] и
[76]. Проводилось сравнение с точным решением, полученным путем перебо-
ра (для 𝑛 = 4 и 𝑛 = 5 его можно получить за приемлемое время). Результаты
представлены в таблице 2. Под κopt подразумевается число обусловленности
матрицы для точного решения, κapprox – для приближенного. В таблице при-
ведены как процент от общего числа различных тестов с полным совпадением
оптимального и приближенного решения, так и max(κapprox/κopt) — максималь-
ное отношение числа обусловленности для приближенного решения к числу
обусловленности для точного решения.

Таблица 2 — Результаты теста алгоритма выбора базовых линий.

n поиск остовного дерева поиск графа (общий вид)
% совпадений max(κapprox/κopt) % совпадений max(κapprox/κopt)

4 92,4 6,92 92,5 3,59
5 65,8 3,21 61 3,95

Из результатов эксперимента видно, что есть определенный процент сов-
падения с точным решением для приведенных значений 𝑛, при этом даже в
случае неточного решения число обусловленности матрицы получается пример-
но того же порядка, что и в точном решении. Существенным было бы отличие
числа обусловленности на несколько порядков.

3.5 Выводы к главе 3

Рассмотрена задача выбора базовых линий при определении относитель-
ной ориентации твердого тела в пространстве методами спутниковой навигации
с помощью решения задачи Wahba. В качестве критерия оптимизации вы-
брано число обусловленности матрицы 𝑋0𝑋

𝑇
0 , где 𝑋0 — матрица выбранных
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базовых линий в системе координат, связанной с телом. Данная задача отно-
сится к комбинаторной оптимизации. Ее точное решение предполагает перебор
всевозможных вариантов. Если имеется большое количество закрепленных на
твердом теле антенн, то перебор требует значительного времени вычислений.

Предложена линейная релаксация бинарных условий задачи. Релаксиро-
ванная задача может быть решена, например, одним из двух существующих
методов: масштабирования переменных или итерационным. Сформулирован
приближенный алгоритм выбора базовых линий с использованием решения
релаксированной задачи. Проведено экспериментальное исследование, подтвер-
ждающее работоспособность алгоритма. Предложенный метод может быть
использован для оценки оптимального выбора базовых линий при определе-
нии ориентации твердого тела с помощью методов ГНСС навигации. Данные
результаты опубликованы в работах [38; 45; 46].
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Глава 4. Задача планирования путей колесных роботов,
покрывающих заданную поверхность

4.1 Постановка задачи

В точном земледелии предполагается использование спутниковой навига-
ции, геоинформационных систем, мониторинга с помощью различных сенсоров
в целях совершенствования технологий выращивания сельскохозяйственных
культур. Эффективное использование собранных данных позволяет, например,
сократить время выполнения работ, площадь задействованных участков земли,
количество необходимых ресурсов.

Рисунок 4.1 — Реализация путей (1), спланированных с учетом препятствия
(3), колесным роботом (2). 𝐿 — расстояние между осями, αmax

— максимальный эффективный угол поворота передних колес.

Одной из задач планирования работ на поле в точном земледелии являет-
ся построение путей автономных сельскохозяйственных роботов, покрывающих
заданный участок ландшафта (рисунок 4.1). Предполагается, что рельеф по-
ля достаточно пологий. При планировании путей, покрывающих поле, как
правило, требуется минимизировать перекрытие соседних рядов и полностью
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исключить пропуски в покрытии (за исключением областей вблизи препят-
ствий, которые могут обрабатываться отдельно).

Построение путей, полностью покрывающих заданную поверхность (ан-
гл. Complete Coverage Path Planning), встречается в различных приложениях,
например, в точном земледелии [20—22; 98], роботизированной окраске [99]
и очистке [18] поверхностей. В точном земледелии для решения этой задачи
обычно используются почти параллельные траектории. Их построение может
проводиться относительно некоторого начального пути. Предположим, что ши-
рина рабочего инструмента сельскохозяйственной машины 𝑑. На расстоянии 𝑑

от исходного пути с одной стороны (или с обеих, если это возможно) строит-
ся следующий путь, который далее используется в качестве начального. Затем
процедура повторяется, пока все поле не будет покрыто рядами.

Спланированные пути должны быть реализуемы. Колесные роботы,
использующие механизм руления поворотом передних колес, не могут ре-
ализовывать траектории с нормальной кривизной, превышающей пороговое
значение, определяемое характеристиками машины. Во всех точках сплани-
рованной траектории движения должно выполняться условие на нормальную
кривизну 𝑢

‖𝑢‖ < 𝑢max, (4.1)

где 𝑢max – максимальная реализуемая нормальная кривизна траектории, опре-
деляемая формулой

𝑢max =
tgαmax

𝐿
, (4.2)

где 𝐿 — расстояние между передней и задней осями робота, αmax — макси-
мальный эффективный угол поворота передних колес [100]. Если у робота
два передних колеса, то углы их поворота могут быть различны. Поэтому в
формуле (4.2) используется эффективный угол поворота. Колесные роботы с
дифференциальным приводом способны совершить разворот на месте, в силу
чего выполнение условия (4.1) для их траекторий не требуется. Заметим, что
в (4.1) используется именно нормальная кривизна пути, а не трехмерная. Раз-
ницу между этими характеристиками можно проиллюстрировать на простом
примере: преодолеваемый без поворота колес путь в гору, рельеф которой в
вертикальном разрезе представляет собой сегмент окружности, имеет ненуле-
вую трехмерную кривизну. При этом поворот колес определяется нормальной
кривизной пути.
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При планировании путей должны учитываться находящиеся на поле
препятствия, которые могут быть как подвижными (динамическими), так и
неподвижными (стационарными). Динамические препятствия могут изменять
свое местоположение во время проведения работ. Это могут быть, например,
животные и другие сельскохозяйственные машины. В автономных роботах тра-
ектории объезда подвижных препятствий планируются в процессе движения
с использованием информации, собираемой в режиме реального времени сте-
реокамерами, лидарами и другими сенсорами. Перепланирование траектории
требует вычислительных ресурсов, которые, как правило, ограничены. Поэто-
му учет стационарных препятствий следует проводить до начала выполнения
работ роботов. Траектории объезда также должны удовлетворять ограниче-
нию (4.1).

4.2 Существующие методы построения траекторий, покрывающих
заданную поверхность

4.2.1 Построение путей, покрывающих плоскую поверхность

Если поверхность является плоской, либо с достаточно хорошей точно-
стью может быть описана плоскостью, то можно использовать прямолинейный
начальный путь. Полное покрытие поля может быть обеспечено параллельны-
ми путями с расстоянием 𝑑 между каждой парой соседних из них.

Предположим, что для описания путей используется плоская декартова
система координат, ось 𝑥 направлена на восток и 𝑦 — на север. Начальный путь
можно полностью задать положением одной из его точек (𝑥0, 𝑦0) и азимутом
φ — углом с направлением на север.

Простейший алгоритм построения путей, приведенный, например, в ра-
боте [22], заключается в следующем. Относительно прямой, проходящей через
(𝑥0, 𝑦0), строятся параллельные пути на кратных 𝑑 расстояниях так, чтобы все
поле было покрыто. Затем производится обрезка путей на границе поля. Та-
ким образом, покрытие поля полностью задается с помощью начальной точки
(𝑥0, 𝑦0) и азимута φ.
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Рисунок 4.3 — Маршруты движения двух роботов для
а) φ = −50∘, б) φ = 30∘.
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Рисунок 4.2 — Покрытие поля параллельными путями для
а) φ = −50∘, б) φ = 30∘.

В зависимости от выбора (𝑥0, 𝑦0) иφ получается разное число точек разво-
рота для переходов на соседние ряды. Рассмотрим примеры построения путей,
показанные на рисунке 4.2. Точка (𝑥0, 𝑦0) для них одинаковая, а азимуты φ раз-
личны и составляют −50∘ и 30∘. На рисунке 4.3 показаны возможные маршруты
движения при одновременном выполнении работ двумя роботами. В случае
φ = 30∘ длины маршрутов 𝐷1 = 546,3 м и 𝐷2 = 544 м а в случае φ = −50∘

значительно больше, 𝐷1 = 670,8 м и 𝐷2 = 671,3 м. Такое значительное отличие
длин маршрутов связано с большим отличием количества точек разворота.
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С одной стороны, можно оптимизировать число точек разворота, варьи-
руя (𝑥0, 𝑦0) в некоторой окрестности радиусом 𝑑/2 и азимут φ в диапазоне
[−90∘; 90∘). С другой стороны, можно использовать криволинейный начальный
путь. В ряде случаев удобно выбирать в качестве начального пути участок гра-
ницы поля, как это сделано в примере на рисунке 4.4, где длины маршрутов
равны 𝐷1 = 557,3 м и 𝐷2 = 556,6 м. Заметим, что в данном примере длины
путей после маршрутизации получились незначительно больше, чем с прямо-
линейным начальным путем при φ = 30∘.

Для полей сложной формы к лучшим результатам может привести раз-
биение поля на участки, для каждого из которых покрытие строится отдельно.
Постановки и методы решения таких задач рассмотрены в работе [17] по по-
строению путей в пахотном земледелии.
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Рисунок 4.4 — Покрытие поля путями (а) и маршруты движения (б) двух
роботов для криволинейного начального пути.

При построении покрытия с использованием криволинейного начального
пути необходимо учитывать, что максимальная кривизна каждого следующего
пути может оказаться больше, чем у предыдущего. Для машин с механизмом
руления поворотом передних колес это может привести к нарушению условия
(4.1), а значит, к нереализуемым траекториям. В таком случае ограничения на
кривизну не позволяют обработать поле без пропусков. Кроме того, независимо
от способа руления и параметра 𝑢max (бесконечного в случае машины с диф-
ференциальным приводом), при большой кривизне пути может образоваться
самопересечение следующего (по построению) пути. Пример такого построения
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приведен на рисунке 4.5. В литературе этот эффект называется «ласточкин
хвост» [23; 24; 101]. Причина его возникновения заключается в том, что для
криволинейной траектории нормали длиной 𝑑 могут пересекаться. Как прави-
ло, при устранении самопересечения образуется траектория с разрывной первой
производной по параметру. Все это значительно усложняет построение покры-
тия с использованием криволинейного начального пути.

−20 −10
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Рисунок 4.5 — Возникновение особенностей «ласточкин хвост» при
построении покрытия поля путями.

4.2.2 Построение путей, покрывающих пологую поверхность

Построение покрывающих путей для трехмерного ландшафта заметно
отличается от случая плоского поля. Как замечено в работе [22], если при по-
строении покрывающих путей по неровной поверхности использовать простое
проецирование двумерных путей на поверхность поля, то часто возникают пе-
рекрытия и пропуски в покрытии. Это связано с тем, что расстояние между
путями в таком случае не сохраняется и может превысить ширину 𝑑 рабоче-
го инструмента сельскохозяйственной машины. В той же работе предложено
проводить расчет трехмерных путей с помощью пресечения цилиндров с ради-
усом 𝑑 вокруг исходного пути и поверхности. Такой подход позволяет избежать
перекрытия и пропусков в покрытии для ряда случаев.
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В работе [23] рассмотрена задача построения параллельных кривых по
дифференцируемой криволинейной поверхности, заданной параметрически.
Предложен метод расчета решением систем дифференциальных уравнений.
Отметим, что среди предложенных авторами примеров также есть такие, в
которых возникает особенность «ласточкин хвост». Таким образом, самопере-
сечение соседнего пути может возникнуть и на криволинейной поверхности.

В пахотном земледелии целевые функции, позволяющие оценивать по-
крытие пологого поля, могут учитывать число разворотов, время разворота
между рядами, водную эрозию почвы, кривизну получаемых путей. В работе
[20] рассмотрены способы построения таких целевых функций. Задачи поиска
начальной кривой, позволяющей получить наилучшее (по заданному критерию)
покрытие трехмерного поля, также рассмотрены в работе [21].

4.2.3 Учет препятствий

В работах, посвященных учету препятствий в задачах планирования
путей, обычно рассматривается либо декомпозиция поля на участки, не содер-
жащие внутренних недоступных для проезда областей, либо расчет траектории
их объезда.

Рисунок 4.6 — Трапециевидная декомпозиция (а) и декомпозиция
бустрофедон (б).

Рассмотрим случай плоского поля. Предположим, что на поле находятся
препятствия, форма которых может быть описана выпуклым полигоном. Про-
стейшим способом разделения рабочей области на участки, покрытие которых
может быть построено без учета этого препятствия, является трапециевидная
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декомпозиция [26]. Пример трапециевидной декомпозиции показан на рисунке
4.6а. Препятствие отображено в виде закрашенного полигона. Внешний кон-
тур показывает границу поля, которое требуется обработать. Пунктирными
линиями показан результат декомпозиции, а получившиеся участки поля без
препятствий пронумерованы. Для каждого участка начальный путь вертика-
лен относительно графика. В трапециевидной декомпозиции каждая вершина
полигона препятствия задает границу участка. Участки получаются, как пра-
вило, в форме трапеций, откуда и возникает название метода. Отметим, что
если у полигона препятствия достаточно много вершин, то и число участков
может оказаться большим. Сократить их количество позволяет другой способ
— декомпозиция бустрофедон [27]. Его название восходит от техники письма,
в которой направление следования букв чередуется в зависимости от четности
строки. В декомпозиции бустрофедон участки имеют такую форму, что они
могут быть обработаны с помощью движения по двум чередующимся проти-
воположным направлениям. Пример показан на рисунке 4.6б. Участки также
пронумерованы, для участка 4 показан возможный способ обхода рядов. Чис-
ло участков для трапециевидной декомпозиции — восемь, а для декомпозиции
бустрофедон оказалось достаточным выделения четырех участков, при этом
некоторые из них можно объединить. Обобщением метода бустрофедон для
неполигональных препятствий является декомпозиция Морзе [25; 28].

Одним из способов построения траекторий объезда препятствий являются
алгоритмы поиска на графе. Для этих алгоритмов граф включает в себя заранее
заданные возможные изменения направления движения. Например, по проезду
некоторого заданного расстояния может приниматься решение двигаться прямо
либо повернуть колеса на максимальный угол влево или вправо. Исчерпываю-
щий поиск на графе часто невозможно провести за приемлемое время. В связи
с этим актуально выбирать порядок обхода ветвей графа. Направление поиска
по графу может быть выбрано, например, детерминированными алгоритмами
А* [29] и D* [30], либо стохастическим алгоритмом RRT [102; 103]. В работе [104]
рассмотрено применение алгоритма А* для динамического перепланирования и
стабилизации движения по траекториям.

Другим способом построения траекторий объезда препятствий являет-
ся деформация пути с применением штрафных функций. Предположим, что
пути колесных роботов построены без учета препятствий. Требуется видоиз-
менить часть путей так, чтобы они не пересекали препятствия. Построение
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Рисунок 4.7 — Пример штрафной функции для задачи деформации пути
а) граница препятствия, б) штрафная функция 𝑈(𝑥, 𝑦).

штрафных функций (искусственных потенциальных полей) для препятствий
выпуклой полигональной формы рассмотрено в работах [31; 32]. Штрафные
функции должны, с одной стороны, содержать некоторый барьер, не позволя-
ющий точкам пути пересекать недопустимые области, а с другой стороны, их
форма внутри препятствия должна позволять выталкивать из него точки пу-
ти в процессе численного решения оптимизационной задачи. В связи с этим,
как правило, данные штрафные функции являются невыпуклыми, что услож-
няет решение задачи. Пример штрафной функции 𝑈(𝑥, 𝑦) и соответствующего
ей препятствия в плоскости (𝑥, 𝑦) приведен на рисунке 4.7, оттенком допол-
нительно отображено значение 𝑈(𝑥, 𝑦). В [32] предложен метод деформации
путей, представленных однородными кубическими B-сплайнами, с применением
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Рисунок 4.8 — Пример деформации покрывающих путей.

штрафных функций. В представленном алгоритме одновременно с деформаци-
ей происходит сглаживание кривизны получившегося пути [105].

Рассмотрим результат деформации путей, представленный на рисунке 4.8.
Из данного примера видно, что в точном земледелии решение задачи дефор-
мации пути с применением барьерных функций 𝑈(𝑥, 𝑦) может привести к
значительным пропускам в покрытии вблизи препятствий. В связи с этим тре-
буется подход, позволяющий сокращать площадь необрабатываемой области.

4.3 Предлагаемый метод

4.3.1 Описание поверхности и путей

При работе с трехмерным ландшафтом можно использовать локальную
правую декартову систему координат (𝑥, 𝑦, 𝑧) ENU (от англ. East, North, Up).
Начало координат выбирается в некоторой точке поля. Ось 𝑧 направлена по
нормали к эллипсоиду используемой модели Земли, ось 𝑥 — на восток, ось 𝑦

— на север, как показано на рисунке 4.9.
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Рисунок 4.9 — Система координат ENU, сплайновая кривая 𝑟(𝑡),
элементарный сплайн 𝑟(𝑖)(𝑡) и его контрольные точки.

Чтобы определить поверхность, по которой движутся роботы, необходимо
задать функцию 𝑧(𝑥, 𝑦), возвращающую для известных координат 𝑥 и 𝑦 коор-
динату 𝑧 точки на поверхности. На практике такую функцию задать точно не
всегда возможно. В связи с этим используются интерполяционные методы. В
работе [22] предлагается использовать билинейную или бикубическую интерпо-
ляцию. Эти два метода позволяют строить поверхность по данным о высотах
в узлах равномерной сетки. В случае, если карта высот строится по данным
ГНСС RTK-измерений, полученным при проезде робота по полю, то следует
использовать методы, не требующие данных на равномерной сетке. Примерами
являются двумерная B-сплайновая интерполяция [106] и геостатистические ме-
тоды на основе кригинга [107]. Вид функции 𝑧(𝑥, 𝑦) и ее параметры определяют
цифровую модель высот (англ. digital elevation model, DEM ).

Для задания траекторий движения колесных роботов в большинстве
приложений требуются гладкие функции. Примером являются однородные ку-
бические B-сплайны, обладающие непрерывной первой и второй производной
по параметру. Особенности их применения для колесных роботов рассмотре-
ны в работе [33]. Сплайновая кривая 𝑟(𝑡) ∈ 𝑅3 полностью задается набором
своих контрольных точек 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅3. 𝑟(𝑡) состоит из набора элементар-
ных B-сплайнов 𝑟(𝑖)(𝑡) ∈ 𝑅3, определяемых четырьмя соседними контрольными
точками 𝑟𝑖−1, 𝑟𝑖, 𝑟𝑖+1, 𝑟𝑖+2 ∈ 𝑅3 по формуле

𝑟(𝑖)(𝑡) = 𝑏0(𝑡)𝑟𝑖−1 + 𝑏1(𝑡)𝑟𝑖 + 𝑏2(𝑡)𝑟𝑖+1 + 𝑏3(𝑡)𝑟𝑖+2, (4.3)

где 𝑡 — параметр сплайна, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1,
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𝑏0(𝑡) =
(1− 𝑡)3

6
, 𝑏1(𝑡) =

4− 6𝑡2 + 3𝑡3

6
,

𝑏2(𝑡) =
1 + 3𝑡+ 3𝑡2 − 3𝑡3

6
, 𝑏3(𝑡) =

𝑡3

6
.

(4.4)

Набор контрольных точек дополняется еще двумя точками

𝑟0 = 2𝑟1 − 𝑟2,

𝑟𝑛+1 = 2𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1,
(4.5)

в результате чего концы сплайновой кривой 𝑟(𝑡) совпадают с 𝑟1 и 𝑟𝑛. Элемен-
тарный сплайн 𝑟(𝑖)(𝑡) лежит в выпуклой оболочке своих четырех контрольных
точек 𝑟𝑖−1, 𝑟𝑖, 𝑟𝑖+1, 𝑟𝑖+2. Сплайновая кривая 𝑟(𝑡) и ее контрольные точки могут
лежать либо на поверхности, задаваемой цифровой моделью высот, либо вблизи
нее. Отметим, что для случая плоского поля (𝑟(𝑡) ∈ 𝑅2) формулы B-сплайнов
имеют тот же вид.

4.3.2 Построение соседнего пути с возможным перекрытием

Рассмотрим построение соседней сплайновой кривой ̃︀𝑟(𝑡) по заданной
начальной кривой 𝑟(𝑡). Будем считать, что контрольные точки для 𝑟(𝑡) располо-
жены на приблизительно равных расстояниях друг от друга 𝐷𝑠 ≈ ‖𝑟𝑖−1− 𝑟𝑖‖ ≈
‖𝑟𝑖− 𝑟𝑖+1‖. Тогда максимальное отклонение контрольной точки 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

от соответствующей точки кривой 𝑟(𝑖)(0) не превышает 𝐷2
𝑠𝑘max/6, где 𝑘max —

максимальная кривизна траектории на данном участке (см. [108; 109]). Выбо-
ром 𝐷𝑠 можно уменьшить значение этого отклонения.

Рисунок 4.10 — Построение соседнего пути.
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Обозначим как 𝑁
𝑥
𝑖 и 𝑁

𝑦
𝑖 первые две координаты вектора нормали к

начальной кривой в точке 𝑟(𝑖)(0), направленной в сторону построения следу-
ющего сплайна, такие, что длина вектора (𝑁

𝑥
𝑖 , 𝑁

𝑦
𝑖 , 0) равна 𝑑. Определим

𝑁
𝑧
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 как

𝑁
𝑧
𝑖 = 𝑧(𝑥𝑖 +𝑁

𝑥
𝑖 , 𝑦𝑖 +𝑁

𝑦
𝑖 )− 𝑧(𝑥𝑖, 𝑦𝑖). (4.6)

Контрольные точки соседнего пути будем искать вдоль векторов 𝑁 𝑖 =

(𝑁
𝑥
𝑖 , 𝑁

𝑦
𝑖 , 𝑁

𝑧
𝑖 ), отложенных из точек 𝑟𝑖. Введем единичные векторы 𝑁𝑖 =

𝑁 𝑖/
⃦⃦
𝑁 𝑖

⃦⃦
. Контрольные точки нового пути ̃︀𝑟𝑖 зададим через перемененные 𝑑𝑖,

𝑖 = 1, . . . 𝑛, так, что ̃︀𝑟𝑖 = 𝑟𝑖 + 𝑑𝑖𝑁𝑖 (рисунок 4.10). Для дополнения сплайновой
кривой положим 𝑑0 = 𝑑𝑛+1 = 𝑑. Значение 𝑑𝑖 соответствует смешению контроль-
ной точки в единицах длины при построении соседнего пути. Поскольку мы
должны исключить пропуски в покрытии, 𝑑𝑖 ⩽ 𝑑.

В то же время, если положить 𝑑𝑖 = 𝑑 для всех возможных 𝑖, то, как
указано ранее, для следующего сплайна может нарушиться условие на кривиз-
ну (4.1), а также возникнуть самопересечение («ласточкин хвост»). По этой
причине для обеспечения возможности спрямления разрешим небольшое пе-
рекрытие путей, не более η% по ширине. Пусть γ = 1 − η/100. Тогда для
ограничения перекрытия нужно потребовать, чтобы 𝑑𝑖 ⩾ γ𝑑.

4.3.3 Условия на нормальную кривизну траектории для плоского
поля

Рассмотрим сначала случай плоского поля с декартовой системой коор-
динат (𝑥, 𝑦). Для компонент вектора 𝑟𝑖 будем использовать обозначения 𝑥𝑖, 𝑦𝑖,
где 𝑟𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). Обозначим как 𝑟(𝑖)′(𝑡) и 𝑟(𝑖)′′(𝑡) первую и вторую производ-
ные элементарного сплайна по параметру. При движении в плоскости кривизна
𝑘(𝑖)(𝑡) трехмерной кривой 𝑟(𝑖)(𝑡) элементарного сплайна совпадает с нормальной
кривизной 𝑢(𝑖)(𝑡). Можно сформулировать следующую лемму.

Лемма 4.1. Для элементарного B-сплайна 𝑟(𝑖)(𝑡) максимальное значе-
ние ‖𝑟(𝑖)′′(𝑡)‖, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1 достигается при 𝑡 = 0 или 𝑡 = 1.
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Рисунок 4.11 — Ромб, образующийся равномерно расположенными

контрольными точками, и векторы 𝑟(𝑖)′(𝑡) и 𝑟(𝑖)′′(𝑡) при 𝑡 = 0.

Доказательство. Из формул (4.3) и (4.4) следует, что

𝑟(𝑖)′′(𝑡) = (𝑟𝑖−1 − 2𝑟𝑖 + 𝑟𝑖+1) + 𝑡 (−𝑟𝑖−1 − 2𝑟𝑖 + 𝑟𝑖+1 + 𝑟𝑖+2) . (4.7)

Определим константы 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝐷 как

𝐴 = 𝑥𝑖−1 − 2𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+1, (4.8)

𝐵 = −𝑥𝑖−1 − 2𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+1 + 𝑥𝑖+2, (4.9)

𝐶 = 𝑦𝑖−1 − 2𝑦𝑖 + 𝑦𝑖+1, (4.10)

𝐷 = −𝑦𝑖−1 − 2𝑦𝑖 + 𝑦𝑖+1 + 𝑦𝑖+2. (4.11)

Используя (4.7), (4.8), (4.9), (4.10) и (4.11), получаем

‖𝑟(𝑖)′′(𝑡)‖2 = 𝑡2
(︀
𝐵2 +𝐷2

)︀
+ 2𝑡(𝐴𝐵 + 𝐶𝐷) + 𝐴2 +𝐵2. (4.12)

Это означает, что ‖𝑟(𝑖)′′(𝑡)‖2 является выпуклой функцией от параметра сплайна
𝑡 (прямой или параболой с ветвями вверх). Тогда хотя бы на одной из границ
отрезка [0; 1] будет достигаться максимальное значение ‖𝑟(𝑖)′′(𝑡)‖2, а значит и
‖𝑟(𝑖)′′(𝑡)‖.

Норма вектора трехмерной кривизны 𝑘(𝑖)(𝑡) в точке 𝑟(𝑖)(𝑡) ∈ 𝑅2 может
быть определена по формуле

‖𝑘(𝑖)(𝑡)‖ =
‖𝑟(𝑖)′′(𝑡)‖ sinφ(𝑡)⃦⃦

𝑟(𝑖)′(𝑡)
⃦⃦2 , (4.13)

где φ(𝑡) — угол между векторами 𝑟(𝑖)′(𝑡) и 𝑟(𝑖)′′(𝑡). При движении в плоскости
кривизна трехмерной кривой 𝑘(𝑖)(𝑡) совпадает с нормальной кривизной 𝑢(𝑖)(𝑡).
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Лемма 4.2 (необходимое условие реализуемости пути). Если усло-
вия ‖𝑢(𝑖)(𝑡)‖ ⩽ 𝑢max, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛−1 выполняются для плоского однородного
кубического B-сплайна с эквидистантными контрольными точками 𝑟𝑖, 𝑖 =

0, 1, 2, . . . , 𝑛+ 1, причем 𝐷𝑠 = ‖𝑟𝑖−1 − 𝑟𝑖‖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 1, то

‖𝑟𝑖−1 − 2𝑟𝑖 + 𝑟𝑖+1‖ ⩽ 𝑢max𝐷𝑠
2 (4.14)

для 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Доказательство. Поскольку контрольные точки сплайнов эквидистантны,
векторы 𝑟𝑖−𝑖 − 𝑟𝑖 и 𝑟𝑖+1 − 𝑟𝑖 образуют ромб (рисунок 4.11). Тогда для элемен-
тарного сплайна с индексом 𝑖 угол φ(0) является прямым и sinφ(0) = 1. Из
формулы (4.3) следует, что

𝑟(𝑖)′(0) = −0,5 𝑟𝑖−1 + 0,5 𝑟𝑖+1, (4.15)

𝑟(𝑖)′′(0) = (𝑟𝑖−1 − 𝑟𝑖) + (𝑟𝑖+1 − 𝑟𝑖). (4.16)

В точках стыка элементарных сплайнов⃦⃦⃦
𝑢(𝑖)(0)

⃦⃦⃦
=

⃦⃦
𝑟(𝑖)

′′
(0)
⃦⃦⃦⃦

𝑟(𝑖)′(0)
⃦⃦2 =

4 ‖𝑟𝑖−1 − 2𝑟𝑖 + 𝑟𝑖+1‖
‖𝑟𝑖+1 − 𝑟𝑖−1‖2

. (4.17)

Используя неравенство треугольника ‖𝑟𝑖+1 − 𝑟𝑖−1‖ ⩽ 2𝐷𝑠, получаем условие
(4.14).

Если считать, что неравномерность расположения контрольных точек при
переходе к соседнему пути искажается незначительно, то для новых контроль-
ных точек можно потребовать выполнения условий⃦⃦⃦⃦

⃦
(︃
𝑥𝑖−1 +𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑥𝑖 +𝑁𝑥
𝑖 𝑑𝑖) + 𝑥𝑖+1 +𝑁𝑥

𝑖+1𝑑𝑖+1

𝑦𝑖−1 +𝑁 𝑦
𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑦𝑖 +𝑁 𝑦

𝑖 𝑑𝑖) + 𝑦𝑖+1 +𝑁 𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ⩽ 𝑢max𝐷

2
𝑠 , (4.18)

где 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Лемма 4.3 (достаточные условия). Если для плоского однородного
кубического B-сплайна с контрольными точками 𝑟𝑖 + 𝑁𝑖𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и
дополнением (4.5) выполнены условия⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃
𝑥𝑖−1 +𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑥𝑖 +𝑁𝑥
𝑖 𝑑𝑖) + 𝑥𝑖+1 +𝑁𝑥

𝑖+1𝑑𝑖+1

𝑦𝑖−1 +𝑁 𝑦
𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑦𝑖 +𝑁 𝑦

𝑖 𝑑𝑖) + 𝑦𝑖+1 +𝑁 𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ⩽ 𝑢maxℎ̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1),

(4.19)
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4ℎ̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) = (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)
2 + 2(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)(𝑁

𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1 −𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1)+

+ (𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖−1)
2 + 2(𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖−1)(𝑁

𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1 −𝑁 𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1), (4.20)

где 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, то для точек стыка элементарных сплайна норма вектора
кривизны ограничена значением 𝑢max :

‖𝑢(𝑖)(0)‖ ⩽ 𝑢max, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (4.21)

Доказательство. В случае плоского сплайна вектор кривизны кривой 𝑘(𝑡) сов-
падает с вектором нормальной кривизны 𝑢(𝑡). Тогда евклидова норма вектора
𝑢(𝑡) может быть также определена по формуле (4.13). Векторы первой и второй
производных в точках стыка элементарных сплайнов имеют вид

𝑟(𝑖)′(0) =
1

2
(𝑟𝑖+1 +𝑁𝑖+1𝑑𝑖+1 − 𝑟𝑖−1 −𝑁𝑖−1𝑑𝑖−1) , (4.22)

𝑟(𝑖)
′′
(0) = 𝑟𝑖−1 +𝑁 𝑟

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑟𝑖 +𝑁 𝑟
𝑖 𝑑𝑖) + 𝑟𝑖+1 +𝑁 𝑟

𝑖+1𝑑𝑖+1. (4.23)

Заметим, что функция ℎ̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1), определяемая формулой (4.20), являет-
ся оценкой снизу для

⃦⃦
𝑟(𝑖)

′
(0)
⃦⃦2, не учитывающей квадратичные слагаемые по

смещению:⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)

′
(0)
⃦⃦⃦2

= ℎ̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) +
1

4
(𝑁𝑥

𝑖+1𝑑𝑖+1 −𝑁𝑥
𝑖−1𝑑𝑖−1)

2 +
1

4
(𝑁 𝑦

𝑖+1𝑑𝑖+1 −𝑁 𝑦
𝑖−1𝑑𝑖−1)

2
.

(4.24)

Тогда из (4.19) следует, что⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)′′(0)

⃦⃦⃦
sinφ(0) ⩽ 𝑢max

⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)′(0)

⃦⃦⃦2
, (4.25)

а значит, в точках стыка элементарных сплайнов условие (4.21) выполнено.

Оценка квадрата нормы вектора первой производной на стыках элемен-
тарных сплайнов ℎ̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) предполагает, что смешения контрольных точек
малы. В случае построения соседнего пути можно предположить, что малыми
будут величины 𝑑 − 𝑑𝑖. Тогда можно вести следующую лемму, аналогичную
лемме 4.3, использующую другую нижнюю оценку для

⃦⃦
𝑟(𝑖)

′
(0)
⃦⃦2.

Лемма 4.4 (достаточные условия). Если для плоского однородного
кубического B-сплайна с контрольными точками 𝑟𝑖 + 𝑁𝑖𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и
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дополнением (4.5) выполнены условия⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃
𝑥𝑖−1 +𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑥𝑖 +𝑁𝑥
𝑖 𝑑𝑖) + 𝑥𝑖+1 +𝑁𝑥

𝑖+1𝑑𝑖+1

𝑦𝑖−1 +𝑁 𝑦
𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑦𝑖 +𝑁 𝑦

𝑖 𝑑𝑖) + 𝑦𝑖+1 +𝑁 𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ⩽ 𝑢max𝑙̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1),

(4.26)

4𝑙̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) =
(︀
𝑥𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑥

𝑖+1 − 𝑥𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑥
𝑖−1

)︀2
+

+ 2
(︀
𝑥𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑥

𝑖+1 − 𝑥𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑥
𝑖−1

)︀ (︀
𝑁𝑥

𝑖−1(𝑑− 𝑑𝑖−1)−𝑁𝑥
𝑖+1(𝑑− 𝑑𝑖+1)

)︀
+

+
(︀
𝑦𝑖+1 + 𝑑𝑁 𝑦

𝑖+1 − 𝑦𝑖−1 − 𝑑𝑁 𝑦
𝑖−1

)︀2
+

+ 2
(︀
𝑦𝑖+1 + 𝑑𝑁 𝑦

𝑖+1 − 𝑦𝑖−1 − 𝑑𝑁 𝑦
𝑖−1

)︀ (︀
𝑁 𝑦

𝑖−1(𝑑− 𝑑𝑖−1)−𝑁 𝑦
𝑖+1(𝑑− 𝑑𝑖+1)

)︀
,

(4.27)

где 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, то для точек стыка элементарных сплайна норма вектора
кривизны ограничена значением 𝑢max :

‖𝑢(𝑖)(0)‖ ⩽ 𝑢max, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (4.28)

Доказательство. Как и для леммы 4.3, в случае плоского сплайна нормы
векторов нормальной кривизны и трехмерной кривизны совпадают, векторы
первой и второй производных в точках стыка элементарных сплайнов опреде-
ляются формулами (4.22) и (4.23). При этом

4
⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)

′
(0)
⃦⃦⃦2

= ‖𝑟𝑖+1 +𝑁𝑖+1𝑑𝑖+1 − 𝑟𝑖−1 −𝑁𝑖−1𝑑𝑖−1‖2. (4.29)

Обозначим 𝑞𝑖 = 𝑑− 𝑑𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛+ 1. Тогда

4
⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)

′
(0)
⃦⃦⃦2

=
⃦⃦
𝑟𝑖+1 +𝑁𝑖+1(𝑑− 𝑞𝑖+1)− 𝑟𝑖−1 −𝑁𝑖−1(𝑑− 𝑞𝑖+1)

⃦⃦2
. (4.30)

Раскрывая скобки, получаем

4
⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)

′
(0)
⃦⃦⃦2

=
⃦⃦
𝑟𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑖+1 − 𝑟𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑖−1 +𝑁𝑖−1𝑞𝑖−1 −𝑁𝑖+1𝑞𝑖+1

⃦⃦2
. (4.31)

Формула (4.31) может быть представлена в виде

4
⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)

′
(0)
⃦⃦⃦2

=

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃
𝑥𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑥

𝑖+1 − 𝑥𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑥
𝑖−1 +𝑁𝑥

𝑖−1𝑞𝑖−1 −𝑁𝑥
𝑖+1𝑞𝑖+1

𝑦𝑖+1 + 𝑑𝑁 𝑦
𝑖+1 − 𝑦𝑖−1 − 𝑑𝑁 𝑦

𝑖−1 +𝑁 𝑦
𝑖−1𝑞𝑖−1 −𝑁 𝑦

𝑖+1𝑞𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦
2

. (4.32)



84

Тогда

4
⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)

′
(0)
⃦⃦⃦2

=
(︀
𝑥𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑥

𝑖+1 − 𝑥𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑥
𝑖−1

)︀2
+

+ 2 (𝑁𝑥
𝑖−1𝑞𝑖−1 −𝑁𝑥

𝑖+1𝑞𝑖+1)
(︀
𝑥𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑥

𝑖+1 − 𝑥𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑥
𝑖−1

)︀
+

+ (𝑁𝑥
𝑖−1𝑞𝑖−1 −𝑁𝑥

𝑖+1𝑞𝑖+1)
2+

+
(︀
𝑦𝑖+1 + 𝑑𝑁 𝑦

𝑖+1 − 𝑦𝑖−1 − 𝑑𝑁 𝑦
𝑖−1

)︀2
+

+ 2
(︀
𝑁 𝑦

𝑖−1𝑞𝑖−1 −𝑁 𝑦
𝑖+1𝑞𝑖+1

)︀ (︀
𝑦𝑖+1 + 𝑑𝑁 𝑦

𝑖+1 − 𝑦𝑖−1 − 𝑑𝑁 𝑦
𝑖−1

)︀
+

+
(︀
𝑁 𝑦

𝑖−1𝑞𝑖−1 −𝑁 𝑦
𝑖+1𝑞𝑖+1

)︀2
.

(4.33)

Используя формулу (4.27), получаем, что⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)

′
(0)
⃦⃦⃦2

= 𝑙̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) +
1

4
(𝑁𝑥

𝑖−1𝑞𝑖−1 −𝑁𝑥
𝑖+1𝑞𝑖+1)

2 +
1

4

(︀
𝑁 𝑦

𝑖−1𝑞𝑖−1 −𝑁 𝑦
𝑖+1𝑞𝑖+1

)︀2
.

(4.34)

Заметим, что 𝑙̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) — нижняя оценка для квадрата нормы первой про-
изводной в начале 𝑖-ого элементарного сплайна. Из (4.26) следует, что⃦⃦⃦

𝑟(𝑖)′′(0)
⃦⃦⃦
sinφ(0) ⩽ 𝑢max

⃦⃦⃦
𝑟(𝑖)′(0)

⃦⃦⃦2
. (4.35)

Тогда в точках стыка элементарных сплайнов условие (4.28) выполнено.

Заметим, что множества допустимых значений условий (4.18) и (4.19) яв-
ляются конусами второго порядка. Их правая часть является константой либо
линейной функцией по переменным 𝑑𝑖−1 и 𝑑𝑖+1. Из леммы 4.1 следует, что числи-
тель дроби (4.13) принимает максимальное значение на границах элементарного
сплайна. Длина вектора 𝑟(𝑖)

′
(𝑡) остается примерно постоянной величиной для

элементарного сплайна и отражает соответствие между малым изменением дли-
ны траектории и соответствующим ему изменении параметра сплайна 𝑡. В связи
с этим для практической реализации можно требовать лишь выполнения доста-
точного условия на кривизну в точках стыка элементарных сплайнов.

4.3.4 Условия на нормальную кривизну траектории для пологого
поля

Для пологого поля длины векторов нормальной кривизны и трехмерной
кривизны могут отличаться. Предположим, что ландшафт является достаточ-
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но пологим: в окрестности радиусом max(𝐷𝑠, 𝑑) его поверхность можно описать
наклонной плоскостью, т.е. главные кривизны поверхности достаточно малы.
Тогда значения ‖𝑢(𝑖)(𝑡)‖ можно оценить модулем вектора кривизны сплайна,
формирующегося при проецировании четверки контрольных точек на эту на-
клонную плоскость. Пусть 𝑟′𝑖 — единичный вектор касательной для точки 𝑟(𝑖)(0)

на исходной кривой. Введем двумерную декартову систему координат (̃︀𝑥, ̃︀𝑦),
оси которой ̃︀𝑥 и ̃︀𝑦 сонаправлены c векторами 𝑟′𝑖 и 𝑁𝑖 соответственно. В системе
(̃︀𝑥, ̃︀𝑦) можно записать следующие условия, соответствующие (4.18), (4.19) и
(4.34). ⃦⃦⃦⃦

⃦
(︃ ̃︀𝑥𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 + ̃︀𝑥𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1̃︀𝑦𝑖−1 + ̃︀𝑁 𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2𝑑𝑖 + ̃︀𝑦𝑖+1 + ̃︀𝑁 𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ⩽ 𝑢max𝐷

2
𝑠 , (4.36)⃦⃦⃦⃦

⃦
(︃ ̃︀𝑥𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 + ̃︀𝑥𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1̃︀𝑦𝑖−1 + ̃︀𝑁 𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2𝑑𝑖 + ̃︀𝑦𝑖+1 + ̃︀𝑁 𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ⩽ 𝑢max

̃︀ℎ𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1), (4.37)

4̃︀ℎ𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) = (𝑥̃𝑖+1 − ̃︀𝑥𝑖−1)
2 + 2(̃︀𝑥𝑖+1 − 𝑥̃𝑖−1)( ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1𝑑𝑖+1 − ̃︀𝑁𝑥
𝑖−1𝑑𝑖−1)+

+(̃︀𝑦𝑖+1 − ̃︀𝑦𝑖−1)
2 + 2(̃︀𝑦𝑖+1 − ̃︀𝑦𝑖−1)( ̃︀𝑁 𝑦

𝑖+1𝑑𝑖+1 − ̃︀𝑁 𝑦
𝑖−1𝑑𝑖−1),

(4.38)⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ̃︀𝑥𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 + ̃︀𝑥𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1̃︀𝑦𝑖−1 + ̃︀𝑁 𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2𝑑𝑖 + ̃︀𝑦𝑖+1 + ̃︀𝑁 𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ⩽ 𝑢max

̃︀𝑙𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1), (4.39)

4̃︀𝑙𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) =
(︁̃︀𝑥𝑖+1 + 𝑑 ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1 − ̃︀𝑥𝑖−1 − 𝑑 ̃︀𝑁𝑥
𝑖−1

)︁2
+

+2
(︁̃︀𝑥𝑖+1 + 𝑑 ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1 − ̃︀𝑥𝑖−1 − 𝑑 ̃︀𝑁𝑥
𝑖−1

)︁(︁ ̃︀𝑁𝑥
𝑖−1(𝑑− 𝑑𝑖−1)− ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1(𝑑− 𝑑𝑖+1)
)︁
+

+
(︁̃︀𝑦𝑖+1 + 𝑑 ̃︀𝑁 𝑦

𝑖+1 − ̃︀𝑦𝑖−1 − 𝑑 ̃︀𝑁 𝑦
𝑖−1

)︁2
+

+2
(︁̃︀𝑦𝑖+1 + 𝑑 ̃︀𝑁 𝑦

𝑖+1 − ̃︀𝑦𝑖−1 − 𝑑 ̃︀𝑁 𝑦
𝑖−1

)︁(︁ ̃︀𝑁 𝑦
𝑖−1(𝑑− 𝑑𝑖−1)− ̃︀𝑁 𝑦

𝑖+1(𝑑− 𝑑𝑖+1)
)︁
,

(4.40)

где для каждого элементарного сплайна константы (̃︀𝑥𝑖−1, ̃︀𝑦𝑖−1) и (̃︀𝑥𝑖+1, ̃︀𝑦𝑖+1) —
координаты в (̃︀𝑥, ̃︀𝑦) соседних проецируемых точек исходной кривой 𝑟𝑖−1 и 𝑟𝑖+1,
а ( ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1,
̃︀𝑁 𝑦
𝑖−1) и ( ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1,
̃︀𝑁 𝑦
𝑖+1) — проекции на плоскость (̃︀𝑥, ̃︀𝑦) векторов нормалей

𝑁𝑖−1 и 𝑁𝑖+1. Их можно определить по формулам

(̃︀𝑥𝑖−1, ̃︀𝑦𝑖−1) = (⟨ 𝑟𝑖−1 − 𝑟𝑖, 𝑟
′
𝑖⟩, ⟨ 𝑟𝑖−𝑖 − 𝑟𝑖, 𝑁𝑖⟩) , (4.41)

(̃︀𝑥𝑖+1, ̃︀𝑦𝑖+1) = (⟨ 𝑟𝑖+1 − 𝑟𝑖, 𝑟
′
𝑖⟩, ⟨ 𝑟𝑖+1 − 𝑟𝑖, 𝑁𝑖⟩) , (4.42)(︁ ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1, ̃︀𝑁 𝑦
𝑖−1

)︁
= (⟨𝑁𝑖−1, 𝑟

′
𝑖⟩, ⟨𝑁𝑖−1, 𝑁𝑖⟩) , (4.43)(︁ ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1, ̃︀𝑁 𝑦
𝑖+1

)︁
= (⟨𝑁𝑖+1, 𝑟

′
𝑖⟩, ⟨𝑁𝑖+1, 𝑁𝑖⟩) . (4.44)
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Важно отметить, что координаты, определенные по формулам (4.41) —
(4.44) можно использовать лишь для точки 𝑖: у каждой точки своя наклонная
плоскость (̃︀𝑥, ̃︀𝑦) и для других точек эти проекции могут отличаться. В фор-
мулах (4.41) — (4.44) индексы 𝑖 − 1 и 𝑖 + 1 обозначает лишь предыдущую и
следующую контрольную точку.

4.3.5 Задача конического программирования второго порядка
построения покрытия поля путями

Новые соседние пути предлагается получать как решение следующей за-
дачи конического программирования второго порядка.

Задача 4.1 (построения соседнего пути в виде SOCP). Найти

min
𝑢,𝑑0,...𝑑𝑛+1

β
‖𝑢‖
𝑢max

− (𝑑)−1
𝑛+1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑖, (4.45)

где 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛), при ограничениях (4.39) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

γ𝑑 ⩽ 𝑑𝑖 ⩽ 𝑑, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛+ 1, (4.46)

0 ⩽ 𝑢𝑖 ⩽ 𝑢max, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.47)⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ̃︀𝑥𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 + ̃︀𝑥𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1̃︀𝑦𝑖−1 + ̃︀𝑁 𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2𝑑𝑖 + ̃︀𝑦𝑖+1 + ̃︀𝑁 𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ⩽ 𝑢𝑖𝐷

2
𝑠 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (4.48)

В задаче 4.1 параметр β (β ⩾ 0) является безразмерным и отвечает за
компромисс между спрямлением траекторий и перекрытием соседних дорожек.
После того, как путь получен, он параметризуется эквидистантными контроль-
ными точками. Затем относительно него строится следующий путь. Процедура
повторяется до тех пор, пока все поле не будет покрыто. После того, как все
пути построены, производится их обрезка на границе поля.

Если задача 4.1 оказалась несовместной, то это означает, что указанным
методом при данном начальном пути и параметре β построение путей невоз-
можно. В таком случае нужно либо выбрать другую начальную кривую, либо,
уменьшая γ, разрешить большее по ширине перекрытие дорожек. Значение
γ = 0 всегда отвечает совместной задаче при корректном задании параметров.
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4.3.6 Деформация путей для учета препятствий

Предположим, что покрытие поля путями построено без учета препят-
ствий. Требуется деформировать пересекающие препятствия пути так, чтобы
они стали реализуемыми. Направления 𝑁𝑖 поиска новых положений контроль-
ных точек выберем точно также, как и для построения соседнего пути (рисунок
4.12). 𝑑𝑖 будут отвечать смещениям контрольных точек вдоль этих направлений.
Для дополнения сплайновой кривой положим 𝑑0 = 𝑑𝑛+1 = 0.

Множества допустимых значений ограничений на кривизну (4.37) явля-
ются конусами второго порядка. Правая часть этих условий линейно зависит
от значений переменных 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Это позволяет сформулировать за-
дачу деформации пути с ограничением на кривизну в виде следующей задачи
конического программирования второго порядка.

Рисунок 4.12 — Сплайновая кривая 𝑟(𝑡) до (штриховая линия) и после
(пунктирная линия) деформации пути, контрольные точки 𝑟𝑖, направления

поиска 𝑁𝑖. Контур препятствия отображен сплошной линией.

Задача 4.2 (деформации пути в виде SOCP). Найти

min
𝑞

𝑞𝑛+1 (4.49)

при ограничении (4.37) при 𝑞𝑖 = 𝑑𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,⃦⃦
𝑤T𝑞

⃦⃦
⩽ 𝑞𝑛+1, (4.50)

𝑑𝑖 ⩽ 𝑞𝑖 ⩽ 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.51)

где 𝑞𝑖 — 𝑖-я компонента вектора 𝑞 ∈ 𝑅𝑛+1.
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Для оптимального решения задачи первые 𝑛 компонент вектора 𝑞 рав-
ны смещениям контрольных точек, которые требуется провести: 𝑑𝑖 = 𝑞𝑖, 𝑖 =

1, . . . , 𝑛. Значения 𝑑𝑖 и 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 определяют геометрические ограниче-
ния на отклонения контрольных точек вдоль направления 𝑁𝑖, обусловленные
препятствиями и границами поля. При этом для каждого препятствия выби-
рается направление обхода. Первые 𝑛 компонент вектора 𝑤 ∈ 𝑅𝑛+1 являются
фиксированными значениями весовой функции, которые могут быть выбраны
как одинаковыми, так и зависящими от расположения контрольных точек отно-
сительно препятствий. Последняя компонента вектора 𝑤 равна нулю: 𝑤𝑛+1 = 0.
Критерий оптимизации (4.49) в сочетании с условием (4.50) позволяет мини-
мизировать смещения контрольных точек и сократить пропуски в покрытии,
образующиеся при объезде препятствий из-за ограничения на нормальную кри-
визну пути.

На практике для определения значений 𝑑𝑖 и 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 можно ис-
пользовать представление границ препятствий и контура поля замкнутыми
ломаными линиями, проекции которых на плоскость локального горизонта
будут представлять собой многоугольники. В плоскости локального горизота
поиск 𝑑𝑖 и 𝑑𝑖 сводится к выбору направления обхода каждого препятствия и
решению задачи о пересечении прямой и многоугольника.

Задача оптимизации 4.2 является выпуклой и допускает вычислительно
эффективные методы решения. Другой вычислительной особенностью данной
задачи является то, что вывод о совместности или несовместности ограни-
чений может быть сделан в процессе решения. Отметим, что предлагаемый
подход не нацелен на поиск направлений обхода препятствий, а служит ин-
струментом построения путей в заданной выпуклой области, определенной
ограничениями (4.51). Если задача деформации пути оказалась несовместной, а
допустимый путь в заданных границах существует, то это может быть обуслов-
лено невозможностью выполнения условий на кривизну при смещении точек
вдоль выбранных направлений. Невозможность выполнения ограничений на
кривизну может быть обусловлена тем, что при больших смещениях наруша-
ется равномерность расположения контрольных точек. Кроме того, проекции
на плоскость (𝑥, 𝑦) направлений поиска 𝑁𝑖 могут пересекаться, что приводит
к решениям с самопересекающимися траекториями, для которых, как правило,
нарушается условие на кривизну. Перечисленные проблемы можно устранить
применением следующего алгоритма деформации пути, основанного на ослаб-
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лении ограничений задачи с последующим представлением пути равномерно
расположенными контрольными точками.

Алгоритм 4.1 (деформации пути для учета препятствий).

1. Решается задача 4.2 при исходном ограничении 𝑢max. Если решение
найдено, то производится перепараметризация траектории равномерно
расположенными контрольными точками. Задача 4.2 решается повтор-
но для текущего расположения контрольных точек. Если решение
найдено, то оно возвращается в качестве ответа.

2. Решается задача 4.2 для текущего расположения контрольных точек
для максимального значения нормальной кривизны 𝑢max + ∆, ∆ > 0.
Если оптимальное решение найдено, то производится перепараметриза-
ция траектории равномерно расположенными контрольными точками
и выполняется возврат на шаг 1. Если не найдено, то значение ∆ уве-
личивается, после чего повторяются действия шага 2.

Алгоритм 4.1 на каждом этапе своей работы предполагает выбор изме-
нения кривизны ∆. От того, как этот выбор произведен, зависит, сколько
итераций алгоритма потребуется выполнить, прежде чем решение задачи бу-
дет найдено.

4.4 Маршрутизация

После построения покрытия поля нужно определить маршрут движения
одного или нескольких роботов по полученным рядам, позволяющий произве-
сти обработку за минимальное время. Предположим, что на поле одновременно
начинают работу 𝑀 роботов, движущиеся с постоянной скоростью. Требуется
найти такой порядок обхода 𝑁 рядов, чтобы время выполнения всех работ было
минимально.

Задача 4.3 (маршрутизации нескольких роботов). Найти

min
𝑝∈𝑃

max
𝑚∈{1,...𝑀}

𝐷𝑚(𝑝), (4.52)

где 𝑚 — порядковый номер робота, 𝑚 = 1, . . . ,𝑀 , 𝑝 — перестановка порядка
обхода рядов, 𝑃 — множество всевозможных перестановок порядка обхода
рядов, 𝐷𝑚(𝑝) — длина маршрута робота 𝑚 для порядка обхода 𝑝.
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Информация о направлении движения по ряду включается в порядок об-
хода. Основную сложность в решении задачи 4.3 составляет то, что мощность
множества 𝑃 быстро растет при увеличении числа рядов 𝑁 . В итоге перебор
всевозможных перестановок часто оказывается нереализуем за приемлемое вре-
мя. В случае одного робота задача маршрутизации может быть представлена
в виде задачи коммивояжера (англ. travelling salesman problem, TSP) без воз-
врата в исходную точку пути, а в случае нескольких роботов — в виде задачи
VRP (от англ. vehicle routing problem) [110].

В процессе решения задачи маршрутизации требуется определять длину
разворота между концами рядов. Рассмотрим случай плоского поля. Если пу-
ти реализуются машиной с дифференциальным приводом, то кратчайший по
длине разворот может быть осуществлен по прямой. Если используется машина
с механизмом руления поворотом передних колес, то кривизна путей должна
быть ограничена условием (4.1). Задача построения разворота с одного ряда на
другой эквивалента поиску кратчайшей траектории, кривизна которой огра-
ничена условием (4.1), позволяющей из граничной точки одного ряда попасть
на граничную точку другого, причем конечная и начальная ориентации робота
заданы. Предположим сначала, что движение задним ходом не используется.
В работе Л. Э. Дубинса [111] доказано, что искомая траектория состоит из
отрезков прямых и сегментов окружностей (радиусом 1/𝑢max) и может быть
описана одним из шести слов «lsl», «lsr», «rlr», «lrl», «rsr», «rsl», где «l» озна-
чает движение с колесами, максимально вывернутыми влево, «r» – с колесами,
максимально вывернутыми вправо, «s» – по прямой. Таким образом, для по-
иска оптимального разворота достаточно рассмотреть шесть траекторий (если
они реализуемы). Машину, реализующую такие траектории, в литературе на-
зывают машиной Дубинса. В работе [112] анализируется выбор оптимальной
траектории из приведенных шести. В работе Д. Ридса и Л. Шеппа [113] рас-
сматриваются оптимальные по длине траектории, учитывающие возможность
движения задним ходом (машина Ридса-Шеппа). Однако оптимальные траек-
тории, как правило, содержат скачкообразные изменения кривизны. Динамика
приводов при повороте колес у реальных сельскохозяйственных роботов может
не позволять точную реализацию оптимальных траекторий, которую способны
описать машины Дубинса или Ридса-Шеппа. В связи с этим может оказаться
актуальным построение траекторий с непрерывно меняющейся кривизной, рас-
смотренное, например, в работе [114]. Поскольку сельскохозяйственные поля
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часто достаточно пологие, то для них можно проецировать траектории раз-
ворота, построенные в плоскости локального горизонта. Отметим, что выбор
способа маневра может также быть обусловлен геометрическими ограничения-
ми — неподвижными и подвижными препятствиями.

Предположим, что длины разворотов определены и требуется найти
маршруты движения одного или нескольких роботов. Поскольку точное ре-
шение задачи маршрутизации получить за приемлемое время невозможно,
требуются приближенные методы. На практике для этого часто используются
метаэвристические алгоритмы. Алгоритмы маршрутизации сельскохозяйствен-
ных машин, основанные на методе имитации отжига (англ. simulated annealing,
SA), предложены, в частности, в работах [115; 116]. Метод SA основан на фи-
зической аналогии: в отжиге металлов при понижении температуры снижается
вероятность перехода атомов в состояния с большей энергией. Приведем алго-
ритм, который был построен на основе SA для проведения вычислительных
экспериментов данной работы. Алгоритм предназначен для маршрутизации
двух роботов (𝑀 = 2), но он может быть обобщен на большее количество ма-
шин. Обозначим 𝐸(𝑝) («энергия» в терминах SA) — длина самого длинного
маршрута для заданной перестановки порядка обхода рядов:

𝐸(𝑝) = max
𝑚∈{1,...𝑀}

𝐷𝑚(𝑝). (4.53)

Поясним, как можно интерпретировать перестановку рядов 𝑝 с позицией
разделителя 𝑠 на примере, изображенном на рисунке 4.13. Начальные точки
маршрутов обозначены как 𝑆1 и 𝑆2, а конечные — как 𝐹1 и 𝐹2. Предполагает-
ся, что ограничение на кривизну путей такое, что для перехода на соседний
ряд необходимо совершить Ω-образный разворот, а на дальние ряды — 𝑈 -
образный. Пусть 𝑝 = (1, 3, 5, 4, 2, 6, 8, 10, 7, 9) (число рядов 𝑀 = 10), 𝑠 = 4.
Последовательные элементы вектора, начиная с 𝑠 = 4 до последнего относят-
ся к маршруту второго робота (𝑝2 = (2, 6, 8, 10, 7, 9)), а оставшиеся — первого
робота (𝑝1 = (1, 3, 5, 4)). Для простых форм поля, для которых в длинных
разворотах от одного края до другого нет необходимости, 𝑝1 задает всего два
маршрута, отличающиеся тем, с какой из двух граничных точек первого ряда
начинается обход. Аналогично 𝑝2 задает только два порядка обхода. Для каж-
дого робота выберем кратчайшее направление обхода. Значение энергии 𝐸(𝑝)

для заданного 𝑝 будем определять следующим образом.
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Рисунок 4.13 — Интерпретация перестановки рядов в задаче маршрутизации.

Алгоритм 4.2 (расчета значения энергии 𝐸(𝑝)).

1. Выбрать начальную позицию разделителя 𝑠 = ⌊𝑁/2⌋.
2. Определить заданные перестановкой 𝑝 и позицией разделителя 𝑠 ми-

нимальные длины маршрутов 𝐷1 и 𝐷2 для первой и второй машины
соответственно. Первые 𝑠 компонент относятся к маршруту первого ро-
бота и оставшиеся (𝑀 − 𝑠) — второго.

3. Если 𝐷1 > 𝐷2, то 𝑠 := 𝑠− 1 иначе 𝑠 := 𝑠+ 1.
4. Если предыдущее изменение позиции разделителя 𝑠 было в противопо-

ложном направлении (увеличении либо уменьшении на 1), то выбрать
𝐸(𝑝) = max(𝐷1, 𝐷2), иначе вернуться на шаг 2.

Приведем алгоритм SA. В ходе работы алгоритма SA изменяется параметр
эвристики 𝑇 («температура») от начального значения 𝑇0 до минимального 𝑇min.
Если новое найденное решение 𝑝 имеет энергию 𝐸(𝑝) больше, чем у предыдуще-
го, то переход к этому решению осуществляется с вероятностью, зависящей от
текущей температуры. Если новое решение имеет меньшую энергию, то переход
к нему реализуется всегда, не зависимо от текущей температуры.
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Алгоритм 4.3 (маршрутизации на основе SA).

1. Выбрать начальный вектор 𝑝0, например, 𝑝0 = (1, 2, . . . , 𝑁), началь-
ную температуру 𝑇 = 𝑇0 и минимальную температуру 𝑇min. Вычислить
𝐸(𝑝0). Для счетчика итераций положить 𝑖𝑡𝑒𝑟 := 1.

2. Цикл SA.
а) Выбрать случайные (псевдослучайные) значения 𝑖 и 𝑗, 𝑖 <

𝑗 и получить перестановку ̃︀𝑝 с помощью инверсии порядка
элементов вектора 𝑝0 от 𝑖-ой до 𝑗-ой компоненты.

б) Если 𝐸(𝑝0) > 𝐸(̃︀𝑝), то выбрать 𝑝0 = ̃︀𝑝, иначе выбрать 𝑝0 = ̃︀𝑝
с вероятностью 𝑃 = exp(−(𝐸(̃︀𝑝)− 𝐸(𝑝0))/𝑇 ).

в) Положить 𝑖𝑡𝑒𝑟 := 𝑖𝑡𝑒𝑟 + 1, 𝑇 := 0,1𝑇min/𝑖𝑡𝑒𝑟. Если 𝑇 ⩽ 𝑇min,
то выйти из цикла SA.

3. Выбрать из цикла SA решение 𝑝 с минимальным значением 𝐸(𝑝).
Другой метаэвристикой, которую можно использовать для приближенно-

го решения задачи маршрутизации, является метод муравьиной колонии (англ.
ant colony optimization, ACO). Он основан на наблюдении за путями мура-
вьев до источника пищи. На более коротких путях муравьи при возвращении
оставляют большее количество феромона, чем на длинных. Феромонные тропы
позволяют ориентироваться другим муравьям. Кроме того, феромон испаряет-
ся с течением времени. Примеры применения ACO к задачам маршрутизации
можно найти, например, в работах [117—119].

Приведем алгоритм на основе метода ACO, который был разработан для
проведения вычислительных экспериментов данной работы. Пронумеруем гра-
ничные точки рядов 𝑖 = 1, 2, . . . , 2𝑁 так, что (𝑖 mod 𝑁) — номер ряда.
Если 𝑖 ⩽ 𝑁 , то точка 𝑖 соответствует началу ряда, иначе — концу ряда. Раз-
ворот из точки 𝑖 в точку 𝑗 будем обозначать как 𝑖 → 𝑗. Предположим, что
для всех разворотов известна длина 𝑑𝑖𝑗, а также значение 𝑎𝑖𝑗, равное единице,
если разворот разрешен, и нулю иначе, 𝑎𝑖𝑖 = 0. Переменными являются матри-
ца концентрации феромона τ𝑖𝑗 и матрица текущего накопленного обновления
феромона ∆τ𝑖𝑗. Параметрами ACO являются максимальное число итераций
𝐼max, число итераций между последовательными обновлениями матрицы кон-
центраций 𝐼upd, степень влияния количества феромона на выбор пути α, степень
влияния длин разворотов β, коэффициент испарения феромона ρ, количество
феромона 𝑄. Предположим, что роботы (муравьи) движутся с единичной ско-
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ростью так, что время движения численно равно пройденному пути. Порядок
обхода рядов может быть определен по следующему алгоритму.

Алгоритм 4.4 (маршрутизации на основе ACO).

1. Инициализировать начальные позиции роботов 𝑠𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑀 (вы-
бранными значениями от 1 до 2𝑁), текущий рекорд 𝐿 = ∞, текущую
матрицу концентрации феромона τ𝑖𝑗 (константами), матрицу текущего
обновления феромона ∆τ𝑖𝑗 (нулями). Следующие операции (шаги 2–7)
повторить 𝐼max раз.

2. Установить текущие позиции 𝑝𝑘 роботов (муравьев) на старт: 𝑝𝑘 := 𝑠𝑘,
𝑘 = 1, . . . , 𝑀 . Назначить обработку первого ряда для каждого робота.

3. Пока все ряды не обработаны, выполнять следующий цикл.
а) Выбрать робота 𝑘, который раньше всех закончит назначен-

ные ему работы.
б) Для каждого возможного перехода 𝑝𝑘 → 𝑗 данного робота

назначить вес по формуле 𝑤𝑝𝑘𝑗 := τ𝑝𝑘𝑗
α/𝑑β𝑝𝑘𝑗.

в) Выбрать для робота 𝑘 следующую точку маршрута 𝑗 с вероят-
ностью, прямо пропорциональной 𝑤𝑝𝑘𝑗. Назначить обработку
ряда с граничной точкой 𝑗.

4. Определить время одновременного выполнения всех работ на данной
итерации алгоритма 𝐿𝑖𝑡𝑒𝑟.

5. Если 𝐿𝑖𝑡𝑒𝑟<𝐿, то 𝐿 := 𝐿𝑖𝑡𝑒𝑟 и сохранить текущую последовательность
обхода рядов.

6. Для всех реализованных на данной итерации переходов 𝑖 → 𝑗 выпол-
нить

∆τ𝑖𝑗 := ∆τ𝑖𝑗 +
𝑄

𝐿𝑖𝑡𝑒𝑟 − 𝐿𝐵 + ε
, (4.54)

где ε — малый параметр (например, ε = 0,001), 𝐿𝐵 — нижняя оцен-
ка времени одновременного выполнения всех работ (или длины самого
длинного маршрута).

7. Если номер итерации кратен 𝐼upd, то для всех переходов 𝑖 → 𝑗 выпол-
нить обновление матрицы концентрации: τ𝑖𝑗 := τ𝑖𝑗 +∆τ𝑖𝑗.

Несмотря на то, что алгоритм является приближенным, разница между зна-
чениями получившегося времени выполнения работ и нижней оценки является
гарантированной точностью решения. Остается только определить способ вы-
числения нижней оценки 𝐿𝐵.
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Рассмотрим случай одного робота с началом маршрута в точке 𝑆. Введем
бинарные переменные 𝑥𝑖𝑗, такие, что значения 𝑥𝑖𝑗 = 1 соответствуют тому, что
переход 𝑖 → 𝑗 реализован, и 𝑥𝑖𝑗 = 0 — не реализован. Пусть 𝐺̄ — множество
всех граничных точек рядов. Рассмотрим следующую задачу целочисленного
линейного программирования.

Задача 4.4 (маршрутизации в виде MILP). Найти

min
𝑥𝑖𝑗 , 𝑖=1, ..., 2𝑁, 𝑗=1, ..., 2𝑁

2𝑁∑︁
𝑖=1

2𝑁∑︁
𝑗=1

𝑑𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 (4.55)

при ограничениях
𝑥𝑖𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑁, (4.56)

0 ⩽ 𝑥𝑖𝑗 ⩽ 𝑎𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑁, (4.57)
2𝑁∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 = 1, ∀𝑗 ∈ {1, . . . , 2𝑁}/𝑆, (4.58)

2𝑁∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 ⩽ 1, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑁, (4.59)

𝑥𝑖(𝑖+𝑁)𝑎𝑖(𝑖+𝑁) + 𝑥(𝑖+𝑁)𝑖𝑎(𝑖+𝑁)𝑖 = 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (4.60)∑︁
𝑖∈𝐺̄∖𝐺

∑︁
𝑗∈𝐺

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 ⩾ 1, ∀𝐺 ⊂ 𝐺̄, 𝐺 ̸= ∅, 𝐺 ̸= 𝐺̄, 𝐺 ∩ 𝑆 = ∅. (4.61)

Критерий (4.62) минимизирует длину пути и отвечает длине маршрута.
Неравенство (4.57) ограничивает возможные развороты с учетом матрицы раз-
решенных переходов 𝑎𝑖𝑗. Условие (4.58) отвечает за то, что в каждую точку,
кроме начальной 𝑆, можно прийти только один раз, а (4.59) — за то, что из
каждой точки можно выйти только один раз или остановить движение в ней.
Ограничение (4.60) гарантирует, что каждый ряд будет обработан по одному
из двух направлений. Выполнение (4.61) требуется для отсутствия внутренних
циклов. Вычислительная сложность решения задачи 4.4 не позволяет исполь-
зовать ее для маршрутизации с большим числом рядов. Рассмотрим линейную
релаксацию задачи 4.4.

Задача 4.5 (линейная релаксация задачи 4.4). Найти

min
𝑥𝑖𝑗 , 𝑖=1, ..., 2𝑁, 𝑗=1, ..., 2𝑁

2𝑁∑︁
𝑖=1

2𝑁∑︁
𝑗=1

𝑑𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 (4.62)

при ограничениях (4.57)—(4.61).
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Значение критерия оптимизации для решения задачи 4.5 можно исполь-
зовать как нижнюю оценку длины маршрута 𝐿𝐵. Релаксированная задача
относится к линейному программированию. При этом условие (4.60) гаранти-
рует, то 𝐿𝐵 больше суммарной длины всех рядов на поле.

В заключении отметим, что существуют частные случаи задачи марш-
рутизации, для которых решение может быть получено точно. Один из таких
примеров — это планирование работ опрыскивателя с дозаправками (рассмот-
рен в работе [47]), который допускает точное решение с помощью жадного
алгоритма.

4.5 Результаты экспериментов

4.5.1 Полевые эксперименты

На рисунке 4.14 представлены результаты построения путей для полевого
эксперимента, проведенного с помощью трех одинаковых автономных колесных
роботов с механизмом руления поворотом передних колес. Местность представ-
ляла собой небольшой склон от насыпи дороги. Начала маршрутов отмечены
треугольниками. Максимальное значение нормальной кривизны для роботов
составляло 𝑢max = 0,33 м−1, ширина дорожек 𝑑 = 1 м. Данные о поверхности
были получены с помощью RTK измерений сантиметровой точности (с приме-
нением базовой станции дифференциальных поправок) в процессе движения
одного из роботов в ручном режиме. Для цифровой модели высот использо-
валась двумерная B-сплайновая интерполяция. Покрытие путями построено
решением задачи 4.1, маршруты движения — с помощью алгоритма на осно-
ве метода имитации отжига. Длины маршрутов 𝐷1 = 105,5 м, 𝐷2 = 106,6 м
и 𝐷3 = 105,1 м. Они отличаются по длине не более, чем на 1,5 м, что состав-
ляет 1,4% от длины самого длинного маршрута. Полевой эксперимент доказал
реализуемость полученных путей. На рисунке 4.15 представлена фотография
с квадрокоптера, полученная в процессе проведения эксперимента и фрагмент
интерфейса наблюдателя.
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Рисунок 4.14 — Пути по трехмерной поверхности в полевом эксперименте с
тремя роботами.

На рисунке 4.16 показан пример решения задачи деформации путей для
учета трех препятствий, 𝑢max = 0,4 м−1, 𝑑 = 1 м. Данные о покрытии собраны с
реального поля с помощью RTK-измерений. Сначала без учета препятствий бы-
ло построено покрытие поля путями. Затем для каждого пути, пересекающего
хотя бы одно препятствие была решена задача 4.2. Маршрутизация проводи-
лась с использованием алгоритма на основе метода муравьиных колоний для
одного робота с использованием переднего и заднего хода на разворотах. Дли-
на получившегося маршрута 𝐷1 = 2868,5 м. Также получена нижняя оценка
длины маршрута с помощью линейной релаксации задачи 4.4. Она составила
𝐿𝐵 = 2837,3 м.
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Рисунок 4.15 — Фотография с квадракоптера и фрагмент интерфейса
наблюдателя в полевом эксперименте.
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Рисунок 4.16 — Пример деформации путей для поля с тремя препятствиями
на основе задачи SOCP.

На рисунке 4.17 приведено построение путей для четырех роботов для по-
ля длиной около 170 метров, 𝑑 = 2 м, 𝑢max = 0,4 м−1. Границей препятствия на
данном рисунке обозначена область, которую не может посетить рабочая точка
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робота. Цифровая модель высот для данного примера построена с использо-
ванием билинейной интерполяции по данным на сетке. Маршруты получены
с помощью алгоритма на основе метода муравьиных колоний. Разница меж-
ду протяженностями маршрутов не превысила 2,8% длины максимального из
четырех.
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Рисунок 4.17 — Пути четырех роботов для полевого эксперимента.
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4.5.2 Спрямление путей за счет перекрытия полос движения

Следующий пример иллюстрирует эффект спрямления полос движения
техники за счет их перекрытия при выборе двух разных значений параметра
γ в задаче 4.1. Результаты приведены на рисунках 4.18 и 4.19. Контур получен
с реального поля c использованием спутниковой карты. В качестве начального
пути выбран участок границы поля.

Рисунок 4.18 — Пример спрямления путей при γ = 0,95 (максимальное
перекрытие дорожек 5% от их ширины).

В обоих случаях 𝑑 = 1 м, 𝑢max = 0,33 м−1, β = (0,01 м · 𝑢max)
−1. Марш-

руты получены с помощью алгоритма на основе метода имитации отжига. Для
случая γ = 0,95 длины маршрутов 𝐷1 = 1322,1 м и 𝐷2 = 1321,9 м, для γ = 0,75

— 𝐷1 = 1475,7 м и 𝐷2 = 1477,2 м. Видно, что целевая функция (4.45) позволя-
ет спрямлять траектории при достаточно больших β, причем этот спрямление
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ограничено допустимым перекрытием соседних дорожек. Отметим, что в дан-
ном примере невозможно построение путей без перекрытия соседних дорожек
(при γ = 1).

Рисунок 4.19 — Пример спрямления путей при γ = 0,75 (максимальное
перекрытие дорожек 25% от их ширины).

В примере на рисунке 4.20 выбраны те же параметры для другого по-
ля. Построение путей с помощью выбранного начального пути в виде участка
границы поля здесь нереализуемо без перекрытия. Длины маршрутов здесь
𝐷1 = 1159,8 м и 𝐷2 = 1158,6 м.

Заметим, что о невозможности построения покрытия для данного γ сви-
детельствует несовместность ограничений задачи 4.1 при построении одного
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из путей. Большинство численных методов позволяют установить эту несов-
местность в процессе решения. В таком случае следует выбирать либо другой
начальный путь, либо другой параметр перекрытия γ. При этом параметр β
должен быть достаточно большим, чтобы спрямление наблюдалось.

Рисунок 4.20 — Построение путей с перекрытием.

4.5.3 Сравнение методов деформации путей для учета препятствий

На рисунке 4.21 приведен пример решения задачи деформации путей на
основе задачи конического программирования второго порядка 4.2 для уче-
та одного препятствия невыпуклой формы. Ширина дорожек составляет один
метр, 𝑢max = 0,4 м−1. Покрытие поля путями сначала построено без учета
препятствий, а затем решена задача деформации 4.2 для каждого из путей,
пересекающего границу препятствия. Веса контрольных точек выбраны еди-
ничными (𝑤𝑖 = 1). Параметр ∆ в алгоритме деформации пути 4.1 выбирался
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в соответствии с формулой

∆ = (𝑢−1
max − 0,09𝑚)−1 − 𝑢max, (4.63)

где 𝑚 — номер итерации алгоритма деформации пути на шаге 2, что соответ-
ствует уменьшению максимально допустимого радиуса нормальной кривизны
на 0,09 м за одну итерацию.

−40 −20 0 20 40 60
E, m

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

N,
 m

Доступнт  оуатсть
Дбтнплт поа 
сбяп тстнп 
отбьбут боуотт

Рисунок 4.21 — Пример деформации путей на основе задачи конического
программирования второго порядка.

Для того же примера получено решение задачи деформации путей на
основе метода штрафных функций (искусственных потенциальных полей), ко-
торое отображено на рисунке 4.22. Из построения видно, что при применении
метода штрафных функций образуются значительные необработанные участки,
которые в проекции на плоскость локального горизонта расположены меж-
ду границей препятствия и его выпуклой оболочкой. В тоже время целевая
функция задачи конического программирования второго порядка 4.2 позволила
сократить необработанную область вокруг невыпуклого препятствия, образую-
щуюся из-за учета ограничений на нормальную кривизну.

Маршруты обхода рядов для данных примеров построены для одного
робота с разворотами передним и задним ходом. Для оптимизации длины марш-
рута использован метод муравьиных колоний.
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Рисунок 4.22 — Пример деформации путей с применением метода штрафных
функций.

4.6 Выводы к главе 4

Рассмотрены возникающие в точном земледелии задачи планирования
покрывающих заданную поверхность путей для колесных роботов. Обзор су-
ществующих подходов показал актуальность разработки методов построения
покрытия поля путями при ограничении на их нормальную кривизну, а также
деформации этих путей для учета препятствий.

Предложен метод построения покрытия поля путями для случая пологого
трехмерного ландшафта с препятствиями, использующий задачи конического
программирования второго порядка, которые являются выпуклыми и допуска-
ют вычислительно эффективные методы решения. Для задач маршрутизации
роботов по полученным путям приведены приближенные алгоритмы на осно-
ве метода имитации отжига и метода муравьиных колоний. Также для случая
одного робота приведен способ вычисления гарантированной оценки точности
решения задачи маршрутизации с применением линейного программирования.
Перечисленные результаты опубликованы в работах [35; 36; 40—42; 47—50].



105

Заключение

В работе рассмотрено решение с применением полуопределенного про-
граммирования ряда задач, возникающих в спутниковой навигации и в точном
земледелии.

Основные результаты диссертационной работы следующие.
1. Разработаны метод и алгоритм приближенного решения задачи выбо-

ра оптимального рабочего созвездия из не более чем 𝑚 навигационных
спутников по критерию GDOP, основанные на решении релаксирова-
ных задач. Получена формализация релаксированных задач в виде
задач полуопределенного программирования, сформулированы и до-
казаны леммы об их оптимальных решениях. Получена двусторонняя
оценка точности приближенного решения. Работоспособность предло-
женного метода проверена в 12-часовом тесте, результаты которого
показали высокую точность решения задачи, практическую примени-
мость двусторонней оценки точности, приемлемую скорость решения
на вычислительном устройстве.

2. Получены метод и алгоритм приближенного решения задачи выбора
базовых линий при определении относительной ориентации твердого
тела в пространстве. Вычислительные эксперименты на сгенерирован-
ных данных доказали применимость метода.

3. Получено решение возникающей при применении колесных роботов в
точном земледелии задачи планирования путей ограниченной нормаль-
ной кривизны. Сформулированы и доказаны леммы о необходимых и
достаточных условиях на кривизну пути при размещении контроль-
ных точек B-сплайна. На основе задач конического программирования
второго порядка предложены методы построения путей, покрываю-
щих заданную поверхность, и их деформации для учета препятствий.
За счет того, что в основе этих методов лежат задачи выпуклой
оптимизации, реализующие их алгоритмы являются вычислительно
эффективными, что подтверждено экспериментами с реальными ланд-
шафтами. Полевые эксперименты доказали применимость результатов
построения путей для планирования работ одного или нескольких ав-
тономных колесных роботов на одном поле.
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Список сокращений и условных обозначений

Сокращения, относящиеся к спутниковой навигации и геодезии.
ГЛОНАСС — российская глобальная навигационная спутниковая систе-

ма.
ГНСС — глобальные навигационные спутниковые системы.
DEM — цифровая модель высот (от англ. digital elevation model).
GDOP — параметр созвездия, отражающий геометрическое снижение

точности позиционирования (от англ. geometric dilution of precision).
GPS — глобальная навигационная спутниковая система, принадлежащая

США (от англ. Global Positioning System).
ECEF — глобальная геоцентрическая система координат (от англ. earth-

fixed coordinate system).
ENU — система координат локального горизонта (от англ. east, north

and up).
RTK — режим кинематики в реальном времени, в котором местоположе-

ние объекта определяется с высокой (сантиметровой) точностью с помощью
фазовых ГНСС измерений и поправок базовых станций (от англ. real time
kinematic).

Классы задач математического программирования.
LP — линейное программирование (англ. linear programming).
SDP — полуопределенное программирование (англ. semidefinite

programming).
SOCP — коническое программирование второго порядка (англ. second-

order cone programming).
MILP — частично-целочисленное линейное программирование (англ.

mixed integer linear programming).
MISDP — частично-целочисленное полуопределенное программирование

(англ. mixed integer semidefinite programming).
MISOCP — частично-целочисленное коническое программирование вто-

рого порядка (англ. mixed integer second-order cone programming).
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Методы, алгоритмы и библиотеки программ для решения за-
дач оптимизации.

ACO — алгоритм муравьиной колонии (англ. ant colony optimization).
ADMM — метод множителей переменного направления (англ. alternating

direction method of multipliers).
CVX, CVXPY — библиотеки программ для Matlab и Python, реализую-

щие управляемое выпуклое программирование и позволяющие задать ряд задач
выпуклой оптимизации в форме, необходимой для их решения распространен-
ными пакетами программ (такими как SCS, ECOS и др.).

DCP — управляемое выпуклое программирование (англ. disciplined convex
programming).

ECOS — пакет встраиваемых программ для решения задач конического
программирования второго порядка (англ. Embedded conic solver).

SA — алгоритм имитации отжига (англ. simulated annealing).
SCS — одна из библиотек программ для решения задач конического про-

граммирования (от англ. Splitting conic solver).
Задачи и алгоритмы планирования путей.
RRT — алгоритм планирования траектории движения на основе исследо-

вания пространства допустимых состояний путем генерации случайных узлов
с соединением их в деревья (англ. rapidly exploring random tree).

TSP — задача коммивояжера (англ. travelling salesman problem).
VRP — задача маршрутизации одной или нескольких машин, которым

требуется посетить несколько точек назначения (англ. vehicle routing problem).

Математические обозначения.
𝑅𝑛 — пространство 𝑛-мерных векторов с действительными компонентами.
S𝑛 — пространство вещественных симметричных матриц размера 𝑛× 𝑛.
Z — множество целых чисел.
𝐼𝑛 — единичная матрица размера 𝑛 × 𝑛.
diag(𝑥) — диагональная матрица с элементами вектора 𝑥 на диагонали.
trace(𝐴) — сумма диагональных элементов (след) квадратной матрицы 𝐴.
cond(𝐴) — число обусловленности матрицы 𝐴.
rank(𝐴) — ранг матрицы 𝐴.
𝐴𝑇 — результат транспонирования матрицы 𝐴.
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⟨·,·⟩ — скалярное произведение (матричное для матриц и евклидово для
векторов).

‖ · ‖𝐹 — матричная норма Фробениуса.
‖ · ‖ — евклидова норма вектора.
𝐴 ≻ 0 — условие положительной определенности матрицы 𝐴.
𝐴 ⪰ 0 — условие неотрицательно определенности матрицы 𝐴.
λmax(𝐴) — максимальное собственное значение матрицы 𝐴 (симметрич-

ной).
λmin(𝐴) — минимальное собственное значение матрицы 𝐴 (симметричной).
epi 𝑓 — надграфик функции 𝑓 .
𝑎 := 𝑏 — присвоение переменной 𝑎 значения 𝑏.
⌊𝑎⌋ — округление 𝑎 к меньшему целому числу.
max

𝑥
𝑓(𝑥) — максимальное значение функции 𝑓(𝑥), где 𝑥 – переменная.

min
𝑥

𝑓(𝑥) — минимальное значение функции 𝑓(𝑥), где 𝑥 – переменная.
mod — деление по модулю.
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