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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. В данной диссертационной
работе рассматриваются подходы к решению реальных практических за-
дач, возникающих в спутниковой навигации и в планировании путей
колесных роботов, основанные на переходе к задачам полуопределенного
программирования.

В стандартной постановке задачи полуопределенного программи-
рования состоят в минимизации (или максимизации) линейной функции
на ограничениях, заданных линейными матричными неравенствами. По-
луопределенное программирование является одним из классов задач
выпуклой оптимизации, включающим в себя классы задач линейного
программирования и конического программирования второго поряд-
ка. Свойство выпуклости задач полуопределенного программирования
позволяет использовать для их численного решения вычислительно эф-
фективные алгоритмы. Задачи полуопределенного программирования
возникают в различных областях техники, например, в автоматическом
управлении и обработке сигналов. Однако они редко формулируются
напрямую в стандартной постановке. Часто задачи, возникающие на
практике, свойством выпуклости не обладают. Это относится в первую
очередь к задачам дискретного программирования, а также к некоторым
задачам оптимизации с вещественными переменными. Численные методы
решения таких задач отличаются высокой трудоемкостью, подчас экспо-
ненциальной. В приложениях широкое распространение получил подход,
называемый выпуклой релаксацией. Этот подход состоит в таком ослаб-
лении ограничений исходной задачи, что допустимая область задачи с
ослабленными ограничениями (релаксированной задачи) оказывается вы-
пуклой. Вместо исходной задачи рассматривается релаксированная задача,
для решения которой могут использоваться вычислительно эффективные
методы. Часто они имеют полиномиальную трудоемкость: число операций
полиномиально зависит от размерности задачи. При этом для релак-
сированной задачи минимизации (максимизации) мы получим значение
целевой функции равное либо меньшее (большее), чем у исходной. Прак-
тическую значимость имеет оценка разницы между этими значениями.

В настоящее время активно развиваются существующие глобальные
спутниковые навигационные системы и появляются новые. При совместном
использовании сигналов нескольких глобальных навигационных спутни-
ковых систем (ГНСС), таких, как ГЛОНАСС, GPS, Бэйдоу и Galileo,
для навигационного приемника число видимых спутников может дости-
гать нескольких десятков. При этом сложность решения задачи точного
позиционирования экспоненциально зависит от числа обрабатываемых сиг-
налов. Актуальной является задача выбора ограниченного числа видимых
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спутников, геометрическая конфигурация которых обеспечивает наилуч-
шую точность позиционирования. До последнего времени эта задача не
имела метода решения с гарантированной оценкой точности, несмотря
на огромное количество опубликованных эвристических алгоритмов. Для
определения относительной ориентации твердого тела методом G.Wahba с
помощью спутниковых навигационных измерений многоантенного прием-
ника необходим выбор конфигурации базовых линий – набора векторов,
попарно соединяющих антенны ГНСС. Одним из критериев выбора мо-
жет быть число обусловленности матрицы базовых линий, используемой
при определении относительной ориентации твердого тела указанным спо-
собом. Задачи выбора базовых линий и выбора подмножества видимых
спутников являются комбинаторными и могут быть решены точно с ис-
пользованием перебора. Однако размер множества перебора для ряда
случаев не позволяет решать указанные задачи в режиме реального вре-
мени на навигационных приемниках. В связи с этим на практике строится
приближенное решение. В данной диссертационной работе получен алго-
ритм выбора спутников с двусторонней оценкой гарантированной точности
приближенного решения.

Область применения разработок данного исследования по планиро-
ванию путей – точное земледелие. В точном земледелии предполагается
использование точных навигационных измерений, геоинформационных
систем, мониторинга урожайности в целях повышения производитель-
ности. Точное земледелие позволяет эффективно использовать посевные
площади и сокращать время выполнения работ. Одним из современных на-
правлений развития точного земледелия являются автономные колесные
сельскохозяйственные роботы. Эти машины могут проводить посадку рас-
тений, мониторинг их состояния, опрыскивание от вредителей, внесение
удобрений и сбор урожая. Для работы автономных сельскохозяйствен-
ных машин требуются измерения позиции (как правило, с сантиметровой
точностью) и относительной ориентации. Достижение требуемой точно-
сти позиционирования возможно, например, при использовании ГНСС в
фазово-дифференциальном режиме позиционирования в реальном време-
ни (Real Time Kinematic, RTK) с наземной базовой станцией для передачи
поправок. Для обеспечения работы автономных роботов на сельскохозяй-
ственном поле требуется с использованием собранных данных строить
траектории и расписания их движения. При решении задач планирова-
ния путей должны учитываться такие факторы, как рельеф поля, наличие
препятствий, ограничение на нормальную кривизну траектории движения
сельскохозяйственных машин. Предложенный в диссертационной работе
метод позволяет с учетом этих факторов строить пути, покрывающие поле,
с помощью решения задач конического программирования второго поряд-
ка.
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Степень научной разработанности темы. Практическое приме-
нение задач полуопределенного программирования и линейных матричных
неравенств рассматривается в ряде работ, в частности по системам ав-
томатического управления, синтезу цифровых фильтров и спутниковой
навигации. Для задачи выбора спутников ранее предложены методы по-
строения приближенного решения на основе набора правил выбора по углу
возвышения и азимуту (совместные работы F. Meng, B. Zhu и S. Wang),
анализа вклада отдельных спутников в точность позиционирования (ква-
зиоптимальный алгоритм Ch. Park и J. How, рекурсивный алгоритм M. Liu,
M.-A. Fortin и Jr. R. Landry, алгоритм G. Li с соавторами), использования
нейронных сетей (работа J. Wei с соавторами). Разработаны методы опре-
деления относительной ориентации твердых тел в пространстве с помощью
спутниковой навигации при заранее определенных базовых линиях на ос-
нове решения задачи G. Wahba с применением SVD-разложения (изложен
в работе C. E. Cohen), полуопределенного программирования (предложен
Л. Б. Рапопортом). Планирование путей, полностью покрывающих огра-
ниченный участок поверхности, в литературе рассматривается отдельно
для плоских и для трехмерных рельефов (серии работ J. Jin и L. Tang,
I. A. Hameed и других авторов ). Для оптимизации покрытия предложе-
ны различные виды целевых функций, учитывающих число разворотов,
время разворота между рядами, водную эрозию почвы, кривизну получа-
емых путей. Для учета препятствий при построении путей разработаны
методы, основанные на декомпозиции рабочей области (трапециевидная
декомпозиция, декомпозиция бустрофедон, декомпозиция Морзе), поиске
на графе (алгоритмы А* и D*), деформации путей с применением штраф-
ных функций (искусственных потенциальных полей, работы J. Chuang,
Л. Б. Рапопорта и Р. Ф. Гилимьянова). Также А. В. Пестеревым и
Р. Ф. Гилимьяновым рассмотрены особенности применения B-сплайнов
для планирования путей колесных роботов.

Объектом исследования являются оптимизационные задачи, воз-
никающие в спутниковой навигации и ее применении к планированию
путей колесных роботов.

Предмет исследования — формализация и способы решения опти-
мизационных задач, возникающих при применении методов спутниковой
навигации к управлению колесными роботами.

Целью исследования является построение вычислительно эффек-
тивных методов решения следующих задач:

– выбора оптимального множества навигационных сигналов, исполь-
зуемых в позиционировании;

– выбора базовых линий, используемых при определении относи-
тельной ориентации твердого тела по измерениям от нескольких
навигационных антенн;
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– планирования путей с ограниченной нормальной кривизной, по-
крывающих заданный ландшафт с препятствиями.

Соответствие области исследования научной специальности.
Работа соответствует следующим направлениям исследований, указанным
в паспорте специальности 2.3.1. Системный анализ, управление и обработ-
ка информации, статистика (физико-математические науки).

п. 2. Формализация и постановка задач системного анализа, оп-
тимизации, управления, принятия решений, обработки информации и
искусственного интеллекта.

п. 4. Разработка методов и алгоритмов решения задач системного
анализа, оптимизации, управления, принятия решений, обработки инфор-
мации и искусственного интеллекта.

Положения, выносимые на защиту.

1. Формализация релаксированной задачи выбора подмножества ви-
димых спутников ограниченного размера по критерию параметра
геометрического снижения точности по местоположению и вре-
мени в виде полуопределенного программирования (соответствует
п.2 паспорта специальности).

2. Метод и алгоритм выбора спутников, используемых при вычисле-
нии позиции, с двусторонней оценкой точности (соответствует п.4
паспорта специальности).

3. Метод и алгоритм оценки оптимального выбора базовых линий
для определения относительной ориентации твердого тела в про-
странстве на основе спутниковой навигации (соответствует п.4
паспорта специальности).

4. Формализация построения покрытия заданного трехмерного ланд-
шафта путями в виде задачи конического программирования
второго порядка (соответствует п.2 паспорта специальности).

5. Формализация деформации путей для обхода препятствий колес-
ным роботом с ограничением на кривизну реализуемой траектории
в виде задачи конического программирования второго порядка (со-
ответствует п.2 паспорта специальности).

6. Метод построения покрытия трехмерного ландшафта путями ко-
лесных роботов с механизмом руления поворотом передних колес
(соответствует п.4 паспорта специальности).

Научная новизна исследования заключается в том, что рассмат-
риваемые практические задачи формализованы в виде задач полуопре-
деленного программирования, что позволило построить вычислительно
эффективные алгоритмы их решения. Для выбора множества навигацион-
ных спутников новизна также заключается в том, что построен алгоритм
с двусторонней оценкой точности. Для построения путей условия на

6



нормальную кривизну траектории сформулированы в виде конусных огра-
ничений, что позволяет строить покрытие заданного ландшафта решением
задач выпуклой оптимизации.

Достоверность полученных в исследовании результатов подтвер-
ждается использованием строгого математического аппарата, а также
результатами вычислительных экспериментов.

Теоретическая значимость работы заключается в математиче-
ской формализации нескольких задач навигации и точного земледелия
с использованием полуопределенного программирования, формализации
ограничений на нормальную кривизну траектории в виде конусных огра-
ничений, построении двусторонних оценок точности решения задач выбора
спутников и конфигурации базовых линий.

Практическая значимость работы состоит в разработке алгорит-
мов решения в режиме реального времени ряда задач, возникающих в
спутниковой навигации и планировании путей колесных роботов. При этом
вычислительная эффективность предложенных алгоритмов достигается за
счет использования полуопределенного программирования.

Апробация работы. Результаты данной диссертационной работы
докладывались автором на научном семинаре «Автоматическое управле-
ние» (Москва, ИПУ РАН, в 2021 году и в 2025 году), на научном семи-
наре международной общественной организации «Академия навигации и
управления движением» и журнала «Гироскопия и навигация» (Санкт-
Петербург, в 2022 году), на Международной конференции Optimization and
Applications (Черногория, Петровац, OPTIMA-2019 и OPTIMA-2021), на
Международной научной конференции «Устойчивость и колебания нели-
нейных систем управления (конференция Пятницкого)» (Москва, ИПУ
РАН, STAB-18, STAB-20 и STAB-22), на 13-ом Всероссийском совещании
по проблемам управления (Москва, ИПУ РАН, ВСПУ-2019), на Всероссий-
ской научной конференции МФТИ (Долгопрудный, МФТИ, в 2018 году, в
2020 году и в 2021 году).

Публикации. Результаты диссертационного исследования опубли-
кованы в 17 научных работах. В их число входят три статьи [1—3]
в рецензируемых научных изданиях категории К1 Перечня ВАК по
специальности 2.3.1 (физ.-мат.) и в приравниваемых к ним научных
изданиях, индексируемых международными наукометрическими базами
данных. Шесть докладов в сборниках материалов научных конференций
[4—9] индексируются системой Scopus. Остальные работы [10—17] опубли-
кованы в иных сборниках материалов научных конференций.

Личный вклад автора. Методы, алгоритмы и формализации
задач, полученные в данном исследовании, разработаны автором лич-
но. Автором доказаны сформулированные в диссертации математические
утверждения, реализованы основанные на них алгоритмы и выполнялась
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экспериментальная проверка результатов с помощью компьютерного мо-
делирования.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность проведенного исследова-
ния, научная новизна, теоретическая и практическая значимость работы.
Сформулирована цель исследования и положения, выносимые на защиту.
Приведены сведения об апробации и публикациях автора по теме работы.

В первой главе приводится постановка задачи полуопределенного
программирования, ее частных случаев: конического программирования
второго порядка и линейного программирования; обсуждаются вопросы о
выпуклой релаксации комбинаторных задач и о методах численного реше-
ния задач полуопределенного программирования.

Вторая глава посвящена задаче выбора рабочего созвездия из
не более чем 𝑚 навигационных спутников ГНСС по критерию GDOP.
Рабочим созвездием называют множество видимых спутников, исполь-
зуемых навигационным приемником при позиционировании. Параметр
GDOP отражает для выбранного рабочего созвездия спутников суммар-
ное снижение точности позиционирования антенны ГНСС приемника по
местоположению и по времени. При отсутствии информации об ошиб-
ках измерений, обусловленных другими причинами (ошибки эфемерид,
многолучевость), следует выбрать рабочее созвездие, GDOP которого наи-
меньший.

Постановка задачи оптимизации. Для каждого из спутников 𝑠 =
1, . . . , 𝑛 определим двоичную переменную 𝑥𝑠, которая принимает значе-
ние 1, если спутник используется для позиционирования, и 0 – если не
используется. Также введем 𝑛-мерный вектор 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

𝑇
. Пусть

число ГНСС систем, используемых для позиционирования, равно 𝐽 . Тогда
минимальное количество спутников 𝑝, которое необходимо для решения
навигационных уравнений, равно 𝐽 + 3. GDOP рабочего созвездия может
быть вычислен по формуле

GDOP = 𝜑(𝑥) =
√︁

trace(𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)−1, (1)

где 𝐻 — матрица размера 𝑛 × 𝑝, строки которой формируются опре-
деленным образом и содержат направляющие косинусы и временные
характеристики спутников ГНСС, diag(𝑥) — диагональная матрица с эле-
ментами 𝑥𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛, на диагонали, trace(·) — след матрицы. Пусть
𝑗(𝑠) — индекс системы, содержащей спутник 𝑠. Задачу выбора не более,
чем 𝑚 спутников из 𝑛 возможных математически можно записать сле-
дующим образом.
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Задача 2.1 (выбора спутников). Найти

min
𝑥

trace(𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)−1, (2)

при ограничениях
𝑥𝑠 ∈ {0,1}, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛, (3)

𝑝 ≤
𝑛∑︁

𝑠=1

𝑥𝑠 ≤ 𝑚, (4)

∑︁
𝑠: 𝑗(𝑠)=𝑗

𝑥𝑠 ≥ 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝐽. (5)

Выпуклая релаксация. Задача 2.1 относится к комбинаторной оп-
тимизации. Размер множества перебора не позволяет решать ее точно в
системах реального времени. В связи с этим используются приближенные
методы выбора спутников ГНСС. Существующие методы приближенного
решения данной задачи, как правило, не позволяют построить приемлемых
оценок гарантированной точности. В данной диссертации для построения
такой оценки предлагается решать релаксированную задачу следующего
вида.

Задача 2.2 (релаксированная задача выбора спутников). Най-
ти

min
𝑥

trace(𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻)−1 (6)

при ограничениях (4), (5) и

𝑥𝑠 ∈ [0,1], 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑛. (7)

Задача 2.2 отличается от 2.1 только условием (7), которое является
релаксацией ограничения (3). В диссертации доказаны две леммы отно-
сительно задачи 2.2.

Лемма 2.1. Задача оптимизации 2.2 является выпуклой.
Лемма 2.2. Значение критерия оптимизации для оптимального

решения задачи 2.2 является нижней оценкой квадрата GDOP опти-
мального рабочего созвездия, определяемого решением задачи 2.1.

Для того, чтобы применять существующие методы численного реше-
ния задачи 2.1, ее можно свести к задачам полуопределенного програм-
мирования. Для этого в диссертации приводятся следующие три задачи
выпуклой оптимизации и утверждения относительно их оптимальных ре-
шений. Здесь и далее запись вида 𝐴 ⪰ 0 означает неотрицательную
определенность некоторой симметричной матрицы 𝐴; 𝐼𝑝 — единичную мат-
рицу размерности 𝑝× 𝑝; 𝑒𝑗 — единичный вектор, 𝑗-я компонента которого
равна единице, а остальные равны нулю.
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Задача 2.3. Найти
min
𝑥,𝑃

trace𝑃 (8)

при ограничениях (4), (5), (7) и[︂
𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻 𝐼𝑝

𝐼𝑝 𝑃

]︂
⪰ 0. (9)

Лемма 2.3. Для оптимального решения 𝑥*, 𝑃 * задачи 2.3 выполня-
ется равенство

𝑃 * = (𝐻𝑇diag(𝑥*)𝐻)
−1

. (10)

Задача 2.4. Найти

min
𝑥,𝑞1,...,𝑞𝑝

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗 (11)

при ограничениях (4), (5), (7) и[︂
𝐻𝑇diag(𝑥)𝐻 𝑒𝑗

𝑒𝑇𝑖 𝑞𝑗

]︂
⪰ 0, 𝑗 = 1, ..., 𝑝. (12)

Лемма 2.4. Оптимальные решения задач 2.2, 2.3 и 2.4 по перемен-
ной 𝑥 совпадают.

Задача 2.5. Найти

min
𝑥𝑠, 𝑤𝑗 , 𝑡𝑗𝑠, 𝑗=1,...,𝑝, 𝑠=1,...,𝑛

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑡𝑗𝑠 (13)

при ограничениях (4), (5), (7) и

𝐻𝑇𝑤𝑗 = 𝑒𝑗 , 𝑤𝑗 = (𝑤𝑗1, . . . , 𝑤𝑗𝑛)
𝑇
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, (14)⃦⃦⃦⃦(︂

2𝑤𝑗𝑠

𝑥𝑠 − 𝑡𝑗𝑠

)︂⃦⃦⃦⃦
≤ 𝑥𝑠 + 𝑡𝑗𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. (15)

Здесь и далее будет обозначать как ‖·‖ евклидову норму вектора.
При решении задач полуопределенного программирования числен-

ными методами можно считать, что в пределах вычислительной точности
если (𝑥*

1, . . . , 𝑥
*
𝑛, 𝑤

*
1 , . . . , 𝑤

*
𝑝, 𝑡

*
11, . . . , 𝑡

*
𝑝𝑛) — оптимальное решение задачи 2.5,

то (𝑥*
1, . . . , 𝑥

*
𝑛) — оптимальное решение задачи 2.2.

Алгоритм выбора спутников с двухсторонней оценкой точности.
Совпадение оптимальных решений релаксированных задач по перемен-
ной 𝑥 означает, что можно решить релаксированную задачу 2.2 путем
решения задачи полуопределенного программирования 2.3 или 2.4 либо
конического программирования второго порядка 2.5. В работе приводится
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следующий алгоритм приближенного решения задачи выбора спутников
для двух ГНСС, использующий предположение (не всегда выполняющее-
ся) о близости решения исходной задачи комбинаторной оптимизации 2.1
и релаксированной задачи 2.2.

Алгоритм 2.1 (выбора спутников из двух ГНСС).
1. Решается релаксированная задача для всех спутников при усло-

вии, что выбирается хотя бы один спутник каждой ГНСС.
2. Определяются решения релаксированной задачи для спутников

только первой и только второй ГНСС. Задача решается только
в том случае, когда к выбранной ГНСС относятся хотя бы четыре
спутника.

3. Для всех трех случаев выбираются 𝑚 спутников с наибольшими
значениями 𝑥𝑠 для решения релаксированной задачи (выбор бли-
жайшего подходящего решения).

4. Из рабочих созвездий, полученных на предыдущем шаге, выбира-
ется то, GDOP которого минимален.

Приведенный алгоритм обобщается на случай трех и более ГНСС си-
стем: нужно решать релаксированную задачу для каждой ГНСС системы,
и всех комбинаций их использования.

На основе леммы 2.2 получена оценка гарантированной точности
предложенного метода. Пусть 𝑥* — решение исходной комбинаторной за-
дачи 2.1, ̃︀𝑥 — решение релаксированной задачи 2.2, ̂︀𝑥 — результат выбора
спутников по приближенному алгоритму. Тогда GDOP оптимального ра-
бочего созвездия равен 𝜑(𝑥*), а GDOP выбранного рабочего созвездия —
𝜑(̂︀𝑥). Тогда справедлива двухсторонняя оценка

𝜑(̃︀𝑥) ≤ 𝜑(𝑥*) ≤ 𝜑(̂︀𝑥). (16)

Оценка (16) получается в процессе работы алгоритма при решении релак-
сированной задачи.

Результаты экспериментов. Предложенный метод проверен на
реальных данных, полученных навигационным приемником в течение
12-часового интервала времени. Разница между GDOP параметрами оп-
тимального и реализованного рабочих созвездий не превышала 0,2, что
не приводит к заметной потере точности позиционирования. Эксперимент
подтвердил высокую точность и вычислительную эффективность предло-
женного метода.

Третья глава посвящена задаче выбора базовых линий при опреде-
лении относительной ориентации твердого тела в пространстве с помощью
спутниковой навигации. Предполагается, что на некотором твердом те-
ле (например, на корпусе колесного робота) закреплено 𝑛 навигационных
антенн 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛, подключенных к одному навигационному приемнику.
Векторы, соединяющие попарно навигационные антенны, называют базо-
выми линиями. Каждая антенна принимает сигналы от спутников ГНСС.

11



С помощью спутниковых навигационных измерений по методу G. Wahba
определяется относительная ориентация твердого тела в пространстве.
Точность определения ориентации зависит от обусловленности матрицы
𝑋0𝑋

𝑇
0 , где 𝑋0 — матрица базовых линий в системе координат, связанной

с телом.
Постановка задачи оптимизации. Рассмотрим задачу выбора 𝑛 − 1

базовой линии, обеспечивающих наилучшую обусловленность матрицы
𝑋0𝑋

𝑇
0 . Функцию, определяющую число обусловленности для матрицы, бу-

дем обозначать cond(). Базовые линии будем учитывать только с одним
направлением, поскольку противоположно направленные базовые линии
вносят одинаковый вклад в вычисления. Пусть 𝑌 – матрица, строками
которой являются координаты всевозможных базовых линий, число кото-
рых 𝑚 = 𝑛 (𝑛− 1) /2. Введем бинарные переменные 𝑠𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑚,
для которых значение 1 соответствует выбору базовой линии c номером 𝑘,
а значение 0 соответствует тому, что базовая линия не используется. Обо-
значим 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑚)

𝑇 . Для рассматриваемых бинарных переменных
также будем использовать обозначение 𝑠𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝑠𝑖𝑗 ≡ 𝑠𝑗𝑖, где 𝑖 и
𝑗 – номера навигационных антенн 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗 , которые соответствующая базо-
вая линия соединяет. Пусть 𝑊 — множество всех навигационных антенн,
закрепленных на рассматриваемом твердом теле. Задача выбора базовых
линий может быть математически сформулирована следующим образом.

Задача 3.1. Найти

min
𝑠

cond
(︀
𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇

)︀
(17)

при ограничениях
𝑠𝑘 ∈ {0; 1} , 𝑘 = 1, . . . , 𝑚, (18)

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑠𝑘 = 𝑛− 1, (19)

𝑛∑︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

𝑠𝑖𝑗 ≥ 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (20)

где 𝑠𝑘 ≡ 𝑠𝑖𝑗 если базовая линия 𝑘 соединяет антенны 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗. Если так-
же потребовать, чтобы составленный из них граф являлся остовным
деревом, требуется добавить хотя бы одно из следующих двух условий:

∀𝑉 ⊂ 𝑊, 𝑉 ̸= ∅, 𝑉 ̸= 𝑊
∑︁

𝐴𝑖∈𝑉 , 𝐴𝑗 /∈𝑉

𝑠𝑖𝑗 ≥ 1, (21)

∀𝑉 ⊂ 𝑊, 𝑉 ̸= ∅, 𝑉 ̸= 𝑊
∑︁

𝐴𝑖∈𝑉 , 𝐴𝑗∈𝑉 , 𝑖<𝑗

𝑠𝑖𝑗 ≤
⃒⃒
𝑉
⃒⃒
− 1. (22)
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Линейная релаксация. Размер множества перебора для задачи 3.1 со-
ставляет 𝐶𝑛−1

𝑚 , а с ограничением (21) или (22) — 𝑛𝑛−2 (теорема Кэли о
числе остовных деревьев). Наряду с задачей комбинаторной оптимизации
3.1, в работе предлагается рассмотреть ее релаксацию.

Задача 3.2. Найти

min
𝑠

cond
(︀
𝑌 diag (𝑠)𝑌 𝑇

)︀
(23)

при ограничениях (19)—(20) и

𝑠𝑘 ∈ [0; 1] , 𝑘 = 1, . . . , 𝑚, (24)

а также (21) или (22) в случае поиска остовного дерева.
Для сведения задачи 3.2 к полуопределенному программированию

можно применить уже существующие методы. Один из них основан на
масштабировании переменных, а другой является итеративным. Задачи
полуопределенного программирования, полученные с помощью этих мето-
дов, приведены в диссертации.

Алгоритм выбора базовых линий сформулирован следующим обра-
зом.

Алгоритм 3.1 (выбора базовых линий).
1. Определить положение всех 𝑛 навигационных антенн в системе

координат, связанной с телом.
2. Определить матрицу всевозможных базовых линий 𝑌 .
3. Решить релаксированную задачу оптимизации 3.2 для матрицы 𝑌

в помощью метода масштабирования либо итерационного метода.
Оптимальное решение релаксированной задачи — набор значений̃︀𝑠𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

4. Перейти от вещественных значений ̃︀𝑠𝑘 ∈ [0, 1] к бинарным 𝑠𝑘 ∈
{0, 1}, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, с помощью одного из (предложенных в работе)
методов оценки.

5. Выбрать базовые линии, которым соответствуют 𝑠𝑘 = 1, 𝑘 =
1, . . . ,𝑚.

Подстановкой значений ̃︀𝑠𝑘 в целевую функцию (23) можно получить
нижнюю оценку числа обусловленности.

Вычислительный эксперимент проводился на сгенерированном на-
боре данных из 1000 различных конфигураций антенн для 𝑛 = 4 и 𝑛 = 5.
Из результатов эксперимента видно, что есть определенный процент сов-
падения с точным решением для приведенных значений 𝑛, при этом даже
в случае неточного решения число обусловленности матрицы получается
примерно того же порядка, что и в точном решении.

Четвертая глава посвящена задаче построения путей колесных
роботов, покрывающих заданную поверхность в трехмерном простран-
стве. Предполагается, что рельеф достаточно пологий. При планировании
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путей, покрывающих заданный ландшафт, как правило, требуется мини-
мизировать перекрытие соседних рядов и полностью исключить пропуски
в покрытии (за исключением областей вблизи препятствий, которые могут
обрабатываться отдельно).

Для решения этой задачи обычно используются почти параллельные
траектории. Их построение может проводиться относительно некоторого
начального пути. Предположим, что ширина рабочего инструмента сель-
скохозяйственной машины 𝑑. На расстоянии 𝑑 от исходного пути с одной
стороны (или с обеих, если это возможно) строится следующий путь,
который далее используется в качестве начального. Затем процедура по-
вторяется, пока вся поверхность не будет покрыта рядами.

Во всех точках спланированной траектории движения колесных робо-
тов с механизмом руления поворотом передних колес должно выполняться
условие на нормальную кривизну 𝑢 траектории

‖𝑢‖ < 𝑢max, (25)

где 𝑢max – максимальная реализуемая нормальная кривизна траектории,
определяемая характеристиками робота. Колесные роботы с дифферен-
циальным приводом способны совершить разворот на месте, выполнение
условия (25) для их траекторий не требуется.

Описание поверхности и путей. При работе с трехмерным ландшаф-
том можно использовать локальную декартову систему координат (𝑥, 𝑦, 𝑧).
Чтобы определить поверхность, по которой движутся роботы, необходимо
задать функцию 𝑧(𝑥, 𝑦), возвращающую для известных координат 𝑥, 𝑦
координату 𝑧 точки на поверхности. Для задания траекторий движения
колесных роботов в данной работе используются однородные кубические
B-сплайны. Сплайновая кривая 𝑟(𝑡) ∈ 𝑅3 полностью задается по опре-
деленному правилу набором своих контрольных точек 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅3.
Также используется дополнение набора контрольными точками

𝑟0 = 2𝑟1 − 𝑟2, 𝑟𝑛+1 = 2𝑟𝑛 − 𝑟𝑛−1, (26)

в результате чего концы сплайновой кривой 𝑟(𝑡) совпадают с 𝑟1 и 𝑟𝑛.
Построение соседней сплайновой кривой ̃︀𝑟(𝑡) по заданной начальной

кривой 𝑟(𝑡) сводится к нахождению ее контрольных точек. Будем считать,
что контрольные точки для 𝑟(𝑡) расположены на приблизительно равных
расстояниях друг от друга 𝐷𝑠 = ‖𝑟𝑖−1 − 𝑟𝑖‖ ≈ ‖𝑟𝑖 − 𝑟𝑖+1‖. Контрольные
точки нового пути ̃︀𝑟𝑖 зададим через перемененные 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . 𝑛, так, что̃︀𝑟𝑖 = 𝑟𝑖 + 𝑑𝑖𝑁𝑖, где 𝑁𝑖 = (𝑁𝑥

𝑖 , 𝑁
𝑦
𝑖 , 𝑁

𝑧
𝑖 ) единичный вектор направления по-

иска. Значение 𝑑𝑖 соответствует смешению контрольной точки в единицах
длины при построении соседнего пути. Если положить 𝑑𝑖 = 𝑑 для всех
возможных 𝑖, то для следующего сплайна может нарушиться условие на
кривизну (25) или возникнуть самопересечение («ласточкин хвост»). Для
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обеспечения возможности спрямления разрешим небольшое перекрытие
путей. Для исключения пропусков в покрытии и ограничения перекрытия
(по ширине) необходимо потребовать, чтобы 𝛾𝑑 ≤ 𝑑𝑖 ≤ 𝑑, где 𝛾 ∈ (0, 1].

Условия на нормальную кривизну траектории в виде конусного
ограничения. Рассмотрим случай плоского поля с декартовой системой ко-
ординат (𝑥, 𝑦). Для компонент вектора 𝑟𝑖 будем использовать обозначения
𝑥𝑖, 𝑦𝑖, где 𝑟𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). Обозначим как 𝑟(𝑖)′(𝑡) и 𝑟(𝑖)′′(𝑡) первую и вторую
производные элементарного сплайна по параметру. В работе доказаны сле-
дующие леммы.

Лемма 4.1. Для элементарного B-сплайна 𝑟(𝑖)(𝑡) максимальное зна-
чение ‖𝑟(𝑖)′′(𝑡)‖, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 достигается при 𝑡 = 0 или 𝑡 = 1.

Лемма 4.2 (необходимое условие реализуемости пути). Ес-
ли условия ‖𝑢(𝑖)(𝑡)‖ ≤ 𝑢max, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1 выполняются для
плоского однородного кубического B-сплайна с эквидистантными кон-
трольными точками 𝑟𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛 + 1, причем 𝐷𝑠 = ‖𝑟𝑖−1 − 𝑟𝑖‖,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛+ 1, то

‖𝑟𝑖−1 − 2𝑟𝑖 + 𝑟𝑖+1‖ ≤ 𝑢max𝐷𝑠
2 (27)

для 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Лемма 4.3 (достаточные условия). Если для плоского однородного

кубического B-сплайна с контрольными точками 𝑟𝑖 +𝑁𝑖𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и
дополнением (26) выполнены условия⃦⃦⃦⃦(︂

𝑥𝑖−1 +𝑁𝑥
𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑥𝑖 +𝑁𝑥

𝑖 𝑑𝑖) + 𝑥𝑖+1 +𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1

𝑦𝑖−1 +𝑁𝑦
𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑦𝑖 +𝑁𝑦

𝑖 𝑑𝑖) + 𝑦𝑖+1 +𝑁𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︂⃦⃦⃦⃦
≤ 𝑢maxℎ̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1),

(28)

4ℎ̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) = (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)
2
+ 2(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖−1)(𝑁

𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1 −𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1)+

+ (𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖−1)
2
+ 2(𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖−1)(𝑁

𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1 −𝑁𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1), (29)

где 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, то для точек стыка элементарных сплайнов норма
вектора кривизны ограничена значением 𝑢max :

‖𝑢(𝑖)(0)‖ ≤ 𝑢max, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (30)

Лемма 4.4 (достаточные условия). Если для плоского однородного
кубического B-сплайна с контрольными точками 𝑟𝑖 +𝑁𝑖𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, и
дополнением (26) выполнены условия⃦⃦⃦⃦(︂

𝑥𝑖−1 +𝑁𝑥
𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑥𝑖 +𝑁𝑥

𝑖 𝑑𝑖) + 𝑥𝑖+1 +𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1

𝑦𝑖−1 +𝑁𝑦
𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2(𝑦𝑖 +𝑁𝑦

𝑖 𝑑𝑖) + 𝑦𝑖+1 +𝑁𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︂⃦⃦⃦⃦
≤ 𝑢max 𝑙̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1),

(31)
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4𝑙̂𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) =
(︀
𝑥𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑥

𝑖+1 − 𝑥𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑥
𝑖−1

)︀2
+

+ 2
(︀
𝑥𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑥

𝑖+1 − 𝑥𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑥
𝑖−1

)︀ (︀
𝑁𝑥

𝑖−1(𝑑− 𝑑𝑖−1)−𝑁𝑥
𝑖+1(𝑑− 𝑑𝑖+1)

)︀
+

+
(︀
𝑦𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑦

𝑖+1 − 𝑦𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑦
𝑖−1

)︀2
+

+ 2
(︀
𝑦𝑖+1 + 𝑑𝑁𝑦

𝑖+1 − 𝑦𝑖−1 − 𝑑𝑁𝑦
𝑖−1

)︀ (︀
𝑁𝑦

𝑖−1(𝑑− 𝑑𝑖−1)−𝑁𝑦
𝑖+1(𝑑− 𝑑𝑖+1)

)︀
,

(32)

где 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, то для точек стыка элементарных сплайнов норма
вектора кривизны ограничена значением 𝑢max :

‖𝑢(𝑖)(0)‖ ≤ 𝑢max, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (33)

Для неплоской поверхности длины векторов нормальной кривизны и
кривизны пути могут отличаться. Предположим, что ландшафт является
достаточно пологим: в окрестности радиусом max(𝐷𝑠, 𝑑) его поверхность
можно описать наклонной плоскостью, т.е. главные кривизны поверхности
достаточно малы. Тогда значения ‖𝑢(𝑖)(𝑡)‖ можно оценить модулем кривиз-
ны сплайна, формирующегося при проецировании четверки контрольных
точек на эту наклонную плоскость. Пусть 𝑟′𝑖 — единичный вектор касатель-
ной для точки 𝑟(𝑖)(0) на исходной кривой. Введем двумерную декартову
систему координат (̃︀𝑥, ̃︀𝑦), оси которой ̃︀𝑥 и ̃︀𝑦 сонаправлены c векторами 𝑟′𝑖
и 𝑁𝑖 соответственно. В системе (̃︀𝑥, ̃︀𝑦) можно записать следующие условия,
соответствующие (27), (28) и (31).⃦⃦⃦⃦

⃦
(︃ ̃︀𝑥𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 + ̃︀𝑥𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1̃︀𝑦𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2𝑑𝑖 + ̃︀𝑦𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝑢max𝐷

2
𝑠 , (34)

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ̃︀𝑥𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 + ̃︀𝑥𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1̃︀𝑦𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2𝑑𝑖 + ̃︀𝑦𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝑢max

̃︀ℎ𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1), (35)

4̃︀ℎ𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) = (𝑥̃𝑖+1 − ̃︀𝑥𝑖−1)
2
+ 2(̃︀𝑥𝑖+1 − ̃︀𝑥𝑖−1)( ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1𝑑𝑖+1 − ̃︀𝑁𝑥
𝑖−1𝑑𝑖−1)+

+(̃︀𝑦𝑖+1 − ̃︀𝑦𝑖−1)
2
+ 2(̃︀𝑦𝑖+1 − ̃︀𝑦𝑖−1)( ̃︀𝑁𝑦

𝑖+1𝑑𝑖+1 − ̃︀𝑁𝑦
𝑖−1𝑑𝑖−1),

(36)⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ̃︀𝑥𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 + ̃︀𝑥𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1̃︀𝑦𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2𝑑𝑖 + ̃︀𝑦𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝑢max

̃︀𝑙𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1), (37)

4̃︀𝑙𝑖(𝑑𝑖−1, 𝑑𝑖+1) =
(︁̃︀𝑥𝑖+1 + 𝑑 ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1 − ̃︀𝑥𝑖−1 − 𝑑 ̃︀𝑁𝑥
𝑖−1

)︁2
+

+2
(︁̃︀𝑥𝑖+1 + 𝑑 ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1 − ̃︀𝑥𝑖−1 − 𝑑 ̃︀𝑁𝑥
𝑖−1

)︁(︁ ̃︀𝑁𝑥
𝑖−1(𝑑− 𝑑𝑖−1)− ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1(𝑑− 𝑑𝑖+1)
)︁
+

+
(︁̃︀𝑦𝑖+1 + 𝑑 ̃︀𝑁𝑦

𝑖+1 − ̃︀𝑦𝑖−1 − 𝑑 ̃︀𝑁𝑦
𝑖−1

)︁2
+

+2
(︁̃︀𝑦𝑖+1 + 𝑑 ̃︀𝑁𝑦

𝑖+1 − ̃︀𝑦𝑖−1 − 𝑑 ̃︀𝑁𝑦
𝑖−1

)︁(︁ ̃︀𝑁𝑦
𝑖−1(𝑑− 𝑑𝑖−1)− ̃︀𝑁𝑦

𝑖+1(𝑑− 𝑑𝑖+1)
)︁
,

(38)
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где для каждого элементарного сплайна константы (̃︀𝑥𝑖−1, ̃︀𝑦𝑖−1) и
(̃︀𝑥𝑖+1, ̃︀𝑦𝑖+1) — координаты в (̃︀𝑥, ̃︀𝑦) проецируемых точек исходной кри-
вой 𝑟𝑖−1 и 𝑟𝑖+1, а ( ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1,
̃︀𝑁𝑦
𝑖−1) и ( ̃︀𝑁𝑥

𝑖+1,
̃︀𝑁𝑦
𝑖+1) — проекции на плоскость

(̃︀𝑥, ̃︀𝑦) векторов нормалей 𝑁𝑖−1 и 𝑁𝑖+1. Важно отметить, что у каждой
точки 𝑖 своя наклонная плоскость (̃︀𝑥, ̃︀𝑦), для других точек эти проекции
могут отличаться.

Задача SOCP для построения соседнего пути. Новые соседние пути
предлагается получать как решение следующей задачи.

Задача 4.1 (построения соседнего пути в виде SOCP). Найти

min
𝑢,𝑑0,...𝑑𝑛+1

𝛽
‖𝑢‖
𝑢max

− (𝑑)−1
𝑛+1∑︁
𝑖=0

𝑑𝑖, (39)

где 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛), при ограничениях (37) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝛾𝑑 ≤ 𝑑𝑖 ≤ 𝑑, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛+ 1, (40)

0 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑢max, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (41)⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃ ̃︀𝑥𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑥

𝑖−1𝑑𝑖−1 + ̃︀𝑥𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑥
𝑖+1𝑑𝑖+1̃︀𝑦𝑖−1 + ̃︀𝑁𝑦

𝑖−1𝑑𝑖−1 − 2𝑑𝑖 + ̃︀𝑦𝑖+1 + ̃︀𝑁𝑦
𝑖+1𝑑𝑖+1

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤ 𝑢𝑖𝐷

2
𝑠 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

(42)
В задаче 4.1 параметр 𝛽 (𝛽 ≥ 0) является безразмерным и от-

вечает за компромисс между спрямлением траекторий и перекрытием
соседних дорожек. После того, как путь получен, он параметризуется экви-
дистантными контрольными точками. Затем относительно него строится
следующий путь. Процедура повторяется то тех пор, пока все поле не бу-
дет покрыто. После того, как все пути построены, производится их обрезка
на границе поля. Если задача 4.1 оказалась несовместной, то это означает,
что указанным методом при данном начальном пути и параметре 𝛽 по-
строение путей невозможно. В таком случае нужно либо выбрать другую
начальную кривую, либо, уменьшая 𝛾, разрешить большее по ширине пе-
рекрытие дорожек. Значение 𝛾 = 0 всегда отвечает совместной задаче при
корректном задании параметров.

Задача SOCP для учета препятствий. Предположим, что покрытие
поля путями построено без учета препятствий. Требуется деформировать
пересекающие препятствия пути так, чтобы они были реализуемы. На-
правления 𝑁𝑖 поиска новых положений контрольных точек выберем точно
также, как и для построения соседнего пути. 𝑑𝑖 будут отвечать смещениям
контрольных точек вдоль этих направлений. Для дополнения сплайновой
кривой положим 𝑑0 = 𝑑𝑛+1 = 0. Рассмотрим следующую задачу.

Задача 4.2 (деформации пути в виде SOCP). Найти

min
𝑞

𝑞𝑛+1 (43)
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при ограничениях (35) при 𝑞𝑖 = 𝑑𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,⃦⃦
𝑤T𝑞

⃦⃦
≤ 𝑞𝑛+1, (44)

𝑑𝑖 ≤ 𝑞𝑖 ≤ 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (45)

где 𝑞𝑖 — 𝑖-я компонента вектора 𝑞 ∈ 𝑅𝑛+1.
Для оптимального решения задачи первые 𝑛 компонент вектора 𝑞

равны смещениям контрольных точек, которые требуется провести: 𝑑𝑖 = 𝑞𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Значения 𝑑𝑖 и 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 определяют геометриче-
ские ограничения на отклонения контрольных точек вдоль направления
𝑁𝑖, обусловленные препятствиями и границами поля. При этом для каж-
дого препятствия выбирается направление обхода. Первые 𝑛 компонент
вектора 𝑤 ∈ 𝑅𝑛+1 являются фиксированными значениями весовой функ-
ции, которые могут быть выбраны как одинаковыми, так и зависящими от
расположения контрольных точек относительно препятствий. Последняя
компонента вектора 𝑤 равна нулю: 𝑤𝑛+1 = 0. Критерий оптимизации (43) в
сочетании с условием (44) позволяет минимизировать смещения контроль-
ных точек и сократить пропуски в покрытии, образующиеся при объезде
препятствий из-за ограничения на нормальную кривизну пути.

Если задача деформации пути 4.2 оказалась несовместной, а допусти-
мый путь в заданных границах существует, то это может быть обусловлено
невозможностью выполнения условий на кривизну при смещении точек
вдоль выбранных направлений. Невозможность выполнения ограничений
на кривизну может быть обусловлена тем, что при больших смещениях
нарушается равномерность расположения контрольных точек. Кроме того
проекции на плоскость (𝑥, 𝑦) направлений поиска 𝑁𝑖 могут пересекать-
ся, что приводит к решениям с самопересекающимися траекториями, для
которых, как правило, нарушается условие на кривизну. Перечисленные
проблемы предлагается решать применением следующего алгоритма де-
формации пути, основанного на ослаблении ограничений задачи.

Алгоритм 4.1 (деформации пути для учета препятствий).
1. Решается задача 4.2 при исходном ограничении 𝑢max. Если ре-

шение найдено, то производится перепараметризация траектории
равномерно расположенными контрольными точками. Задача 4.2
решается повторно для текущего расположения контрольных то-
чек. Если решение найдено, то оно возвращается в качестве ответа.

2. Решается задача 4.2 для текущего расположения контрольных
точек для максимального значения нормальной кривизны рав-
ного 𝑢max + ∆, ∆ > 0. Если оптимальное решение найдено, то
производится перепараметризация траектории равномерно распо-
ложенными контрольными точками и выполняется возврат на шаг
1. Если не найдено, то значение ∆ увеличивается, после чего по-
вторяются действия шага 2.
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Алгоритм 4.1 на каждом этапе его работы предполагает выбор ша-
га изменения кривизны ∆. От того как этот выбор произведен, зависит,
сколько итераций алгоритма потребуется выполнить, прежде чем решение
задачи будет найдено.

Результаты экспериментов. Для проверки работоспособности ме-
тода проводились полевые и модельные эксперименты, в ходе которых
была доказана его применимость.

Заключение содержит выводы и результаты диссертационного ис-
следования.

Основные результаты диссертационной работы

Основные результаты диссертационной работы следующие.
1. Разработаны метод и алгоритм приближенного решения задачи

выбора оптимального рабочего созвездия из не более чем 𝑚 нави-
гационных спутников по критерию GDOP, основанные на решении
релаксированых задач. Получена формализация релаксирован-
ных задач в виде задач полуопределенного программирования,
сформулированы и доказаны леммы об их оптимальных реше-
ниях. Получена двусторонняя оценка точности приближенного
решения. Работоспособность предложенного метода проверена в
12-часовом тесте, результаты которого показали высокую точность
решения задачи, практическую применимость двусторонней оцен-
ки точности, приемлемую скорость решения на вычислительном
устройстве.

2. Получены метод и алгоритм приближенного решения задачи вы-
бора базовых линий при определении относительной ориентации
твердого тела в пространстве. Вычислительные эксперименты на
сгенерированных данных доказали применимость метода.

3. Получено решение возникающей при применении колесных робо-
тов в точном земледелии задачи планирования путей ограничен-
ной нормальной кривизны. Сформулированы и доказаны леммы о
необходимых и достаточных условиях на кривизну пути при разме-
щении контрольных точек B-сплайна. На основе задач конического
программирования второго порядка предложены методы построе-
ния путей, покрывающих заданную поверхность, и их деформации
для учета препятствий. За счет того, что в основе этих методов ле-
жат задачи выпуклой оптимизации, реализующие их алгоритмы
являются вычислительно эффективными, что подтверждено экс-
периментами с реальными ландшафтами. Полевые эксперименты
доказали применимость результатов построения путей для пла-
нирования работ одного или нескольких автономных колесных
роботов на одном поле.
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