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Введение

Актуальность темы. Научный интерес к вопросам управления сетевым

взаимодействием агентов разной природы начал возникать в середине XX века

с появлением концепции сетей. Сети были призваны описывать системы взаи-

модействующих агентов, при этом – в отличии от графа как математического

объекта, строго формализующего характер связи – не конкретизируя механиз-

мы взаимодействия. В работах исследователей в области социологии, экономики

и права сетевой характер взаимодействия подразумевает наличие формальных

и неформальных связей между агентами, которое приводит к взаимозависимо-

сти в процессах принятия решений, распространения (например, информации,

активности, заболеваний) и другим эффектам.

Спецификой социально-экономических систем в целом, и организационных

в частности, является наличие индивидуальных стимулов участников взаимо-

действия, что нашло отражение в возникновении теории игр как инструмента

описания конфликтных ситуаций. С конца XX века сетевой и теоретико-игровой

подходы начали использоваться совместно.

Одновременно с этим развивались и формальные методы анализа и управ-

ления системами с сетевой структурой. В теории автоматического управления

и её приложениях огромную популярность среди исследователей получили так

называемые усредняющие системы, частным случаем которых являются мо-

дели консенсуса и, в особенности, классическая модель ДеГроота, в которой

изучается динамика формирования консенсуса мнений в сетевой структуре.

При этом математические методы описания систем агентов, взаимодействую-

щих стратегически, обладают специфическими особенностями, а описываемые

ими механизмы взаимодействия зачастую отличны от консенсуса. Однако ре-

шения, принимаемые агентами под влиянием взаимодействия с другими, всё

так же порождают неэффективность, что делает актуальными разработку и

исследование различных методов управления.

С начала 2000-х было предложено несколько подходов к управлению, ос-

нованных на сетевых характеристиках агентов в социально-экономических си-

стемах. Особую популярность обрели подходы к управлению взаимодействием
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агентов в экономике: модели конкуренции и сотрудничества компаний, меж-

банковское взаимодействие, модели потребления общественных благ. Возник

ряд теоретико-игровых моделей, тесно связанных с эконометрическими моде-

лями идентификации влияния окружения агента на его поведение, в которых

исследователи моделируют взаимосвязь между выбором агента и выбором его

соседей.

Отправной точкой в математических моделях влияния сетевой структуры

на исход взаимодействия агентов между собой является концепция эндогенных

социальных эффектов. В исследованиях в области микроэкономики и экономет-

рики влияние этих эффектов на индивидуальное поведение принято называть

эффектами окружения (англ. peer effects). С появлением и развитием концепции

сетей возникла возможность учитывать индивидуальные связи между людьми

– сетевые эффекты – что позволило уточнить существующие модели, а также

разрешить ряд технических особенностей их идентификации.

По этой причине особую популярность получили теоретико-игровые моде-

ли, в которых наилучший ответ игрока зависит от действий его соседей линейно.

Игры с линейным наилучшим ответом можно рассматривать как генеративные

модели эффектов окружения/сетевых эффектов: если в центре внимания авто-

ров эконометрических моделей находится задача идентификации этих эффек-

тов и выявления причинно-следственных связей на основе реальных данных, то

игры на сетях предоставляют теоретическую основу для объяснения того, как

формируются эффекты окружения, моделируя стратегическое поведение аген-

тов. В теоретико-игровых моделях фокус внимания направлен на роль структу-

ры взаимодействия: как она влияет на равновесие в игре; к чему, с точки зрения

агрегированных характеристик, приводят локальные эффекты взаимодействия

узлов; какие узлы и связи играют ключевую роль.

Степень разработанности темы диссертационного исследования.

За последние десятилетия было получено множество результатов в рамках изу-

чения структуры реальных сетей, механизмов их формирования и того, как

сети влияют на поведение их участников. В исследованиях сетевых моделей

стратегического взаимодействия авторы изучают вопрос о том, каким образом

следует учитывать информацию о сетях при решении задач управления. Сете-

вые эффекты являются примерами «внешних эффектов» или «экстерналий»

(англ. externalities), что с точки зрения теоретико-игровых моделей взаимодей-
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ствия означает, что равновесие при наличии внешних эффектов неэффективно.

В этом ключе можно сказать, что игры с линейным наилучшим ответом опи-

сывают влияние линейных внешних эффектов в действиях игроков, связанных

с их окружением.

Традиционно внешние эффекты рассматривались как источник неэффек-

тивности, а классическим способом использования или противодействия внеш-

ним эффектам является прямое вмешательство в процесс взаимодействия аген-

тов. Это привело к возникновению понятия «сетевых интервенций» или «сете-

вого вмешательства» (англ. network interventions). Существует широкий спектр

моделей, включая модели с эффектом перетока (англ. spillover), игры координа-

ции, игры конкуренции и сотрудничества, модели влияния информированности

агентов, демонстрирующих различные внешние эффекты - стратегической до-

полнительности и заменимости, а также использующие различные виды функ-

ций окружения (локальное агрегирование, локальное усреднение). При этом,

разработан ряд стратегий сетевых интервенций, и интерес представляет оцен-

ка применимости и эффективности этих методов, однако большинство иссле-

дований посвящено управлению индивидуальными характеристиками агентов;

гораздо меньше внимания уделяется задаче управления структурой взаимодей-

ствия.

Таким образом, актуальность темы диссертационного исследования обу-

словлена важностью для современной теории управления в организационных

системах учета сетевых характеристик взаимодействия и управления этими ха-

рактеристиками.

Объектом исследования являются теоретико-игровые модели сетевого

взаимодействия с линейным наилучшим ответом.

Предметом исследования являются модели управления структурой

взаимодействия агентов в играх на сетях с линейным наилучшим ответом.

Целью диссертационной работы является разработка моделей эффек-

тивного управления структурой взаимодействия агентов в играх на сетях с ли-

нейным наилучшим ответом.

Данная цель определила следующие основные задачи работы:

1. Выявление специфики теоретико-игровых моделей взаимодействия

агентов в сетевых структурах, описание и классификация теоретико-игровых

моделей с линейным наилучшим ответом и типов управляющих воздействий.
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2. Формальная постановка задачи управления структурными характери-

стиками взаимодействия, обзор существующих моделей теоретико-игрового вза-

имодействия агентов и соответствующих задач управления.

3. Исследование моделей теоретико-игрового взаимодействия с линейным

наилучшим ответом для различных содержательно обоснованных вариантов

целевых функций агентов, разработка методов структурного управления, поз-

воляющих повысить эффективность управления по сравнению с известными

методами управления сетевым взаимодействием.

Методы исследований. В основе проведенного исследования лежит ап-

парат современной теории игр, теории активных систем, теории графов и ме-

тодов оптимизации. Для формализации объекта исследования используются

методы математического моделирования.

Научная новизна полученных результатов заключается в следующем:

1. Выявлена специфика теоретико-игровых моделей взаимодействия аген-

тов в сетевых структурах, описаны и классифицированы теоретико-игровые

модели с линейным наилучшим ответом, описаны и классифицированы типы

управляющих воздействий.

2. Формализована задача управления структурными характеристиками

теоретико-игрового взаимодействия агентов.

3. Исследованы модели теоретико-игрового взаимодействия с линейным

наилучшим ответом для различных содержательно обоснованных вариантов це-

левых функций агентов, разработаны методы структурного управления, прове-

дено их сравнение с известными методами управления сетевым взаимодействи-

ем. Показано, что учет сетевых связей между агентами позволяет повысить

эффективность управления по сравнению с известными методами управления

сетевым взаимодействием.

Достоверность полученных результатов обеспечивается строго-

стью применяемого математического аппарата, доказанными математическими

утверждениями, результатами математического и компьютерного моделирова-

ния.

Соответствие паспорту специальности. Работа соответствует специ-

альности 2.3.4. «Управление в организационных системах» (технические науки)

по следующим пунктам паспорта специальности:

− п.1. Разработка теоретических основ управления в организационных си-
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стемах.

− п.2. Разработка математических моделей и критериев эффективности,

качества и надёжности организационных систем.

− п.3. Разработка методов и алгоритмов решения задач управления в ор-

ганизационных системах.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты диссертаци-

онной работы позволяют разрабатывать и обосновывать механизмы эффек-

тивного управления структурными характеристиками сетевого взаимодействия

социально-экономических агентов. Общность подхода к исследованию и реали-

зации методов структурного управления позволяет распространить полученные

в диссертационном исследовании теоретические результаты на широкий круг

моделей игр на сети с линейным наилучшим ответом. Эффективность разрабо-

танных в диссертационной работе методов структурного управления подтвер-

ждена аналитическими результатами и результатами численного моделирова-

ния.

Реализация и внедрение результатов работы. Результаты работы

использованы в АКБ «Абсолют Банк» (ПАО), что подтверждается актом о

внедрении результатов диссертационной работы.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Классификация моделей, классификация и формализация постановок

задач управления для теоретико-игровых моделей с линейным наилучшим от-

ветом позволяют единообразно описывать и анализировать различные подходы

к описанию сетевого взаимодействия и решения задач управления (п.1 паспорта

специальности 2.3.4.).

2. Формализованная и исследованная задача управления структурой взаи-

модействия в линейно-квадратичной игре позволяет оценивать эффективность

выбора различных методов управления в задаче центра (п.3 паспорта специ-

альности 2.3.4.).

3. Разработанная модель рефлексивной игры с точечной структурой ин-

формированности позволяет наиболее полно описать равновесие и провести

сравнительное описание решений задачи стимулирования для случаев полной и

неполной информированности агентов (п.2 и п.3 паспорта специальности 2.3.4.).

4. Формализованная и исследованная задача управления структурой вза-

имодействия в игре социальных норм позволяет получить описание свойств
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модели и оценить эффективность выбора различных методов управления (п.3

паспорта специальности 2.3.4.).

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались

и обсуждались на семинарах «Теория управления организационными система-

ми», «Модели сложных сетей» и «Экспертные оценки и анализ данных» Ин-

ститута проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, семинаре «Мате-

матическая экономика» Центрального экономико-математического института

РАН, представлялись на конференциях: XIV Всероссийское совещание по про-

блемам управления, ВСПУ (Москва, 2024); Чтения по инструментальным мето-

дам в экономических и социальных исследованиях памяти Е. Г. Ясина (Москва,

2024); Российский экономический конгресс (Екатеринбург, 2023); IFAC World

Congress (Берлин, 2020; Йокогама, 2023); Всероссийская школа-конференция

молодых ученых «Управление большими системами» (Воронеж, 2018; Тамбов,

2019; Москва, 2021; Челябинск, 2022; Воронеж, 2023; Новочеркасск, 2024); Все-

российская научная конференция МФТИ (Москва, 2019, 2020, 2023); 22-я Ап-

рельская международная научная конференция по проблемам развития эконо-

мики и общества (Москва, 2021); Конференция молодых ученых по матема-

тической экономике и экономической теории, MEET (Санкт-Петербург, 2021);

совместная конференция сообществ «International Network for Social Network

Analysis» и «Network Science Society», «Networks» (виртуальная, 2021), European

Meeting on Game Theory (виртуальная, 2021); 2-я Октябрьская международная

научная конференция по проблемам теоретической экономики «Человеческие

качества и человеческое поведение в экономической теории» (Москва, 2020);

13-я Мультиконференция по проблемам управления, МКПУ (Санкт-Петербург,

2020); 12-я Международная конференция «Управление развитием крупномас-

штабных систем», MLSD (Москва, 2019).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 16 научных работ, из

них 5 – в рецензируемых научных изданиях категории К1 Перечня ВАК [6, 7,

8, 9, 49], одна глава в книге [47] и 10 работ – в сборниках трудов конференций

[39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 48, 210].

Личный вклад соискателя. Все исследования, представленные в дис-

сертационной работе, новые постановки и решения задач, формулировки и до-

казательства утверждений, вычислительные эксперименты выполнены лично

соискателем. Из совместных публикаций в диссертацию без ссылок включен



10

лишь тот материал, который непосредственно принадлежит соискателю.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из

введения, четырех глав, заключения, списка литературы и двух приложений.

Работа изложена на 143 страницах, содержит 19 иллюстраций и 20 таблиц.

Список цитируемой литературы включает 239 наименований.

Содержание работы. Во введении обоснована актуальность темы, пред-

ставлены: краткий обзор современного состояния исследований, цель и задачи

работы, ее научная новизна и практическая значимость, структура и краткое

содержание глав.

В главе 1 проведен обзор исследований, связанных с использованием

в разработке, анализе и оценке эффективности методов управления данных

о сетевом взаимодействии агентов. Рассмотрены теоретические исследования,

посвященные концепции сетевых интервенций: представлены классификации

стратегий управления сетевым взаимодействием и методология анализа. Особое

внимание уделено эмпирическим работам, посвященным реализации и оценке

методов управления стратегическим взаимодействием агентов.

В главе 2 рассмотрены некооперативные теоретико-игровые модели на

сетях, в которых агенты взаимодействуют стратегически, принимая решения,

направленные на максимизацию собственного выигрыша. Центральное место

в анализе занимает концепция линейного наилучшего ответа, определяющая

оптимальную стратегию агента в зависимости от действий его соседей по сети.

Исследованы различные классы игр: с эффектами стратегической дополнитель-

ности и заменимости, а также модели локального агрегирования и усреднения.

Проанализированы задачи управления в таких моделях, включая задачи ана-

лиза социального оптимума и вмешательства центра (сетевые интервенции).

В главе 3 сформулированы задачи управления структурой взаимодей-

ствия в теоретико-игровых моделях с линейным наилучшим ответом в соответ-

ствии с предложенной классификацией: различными видами взаимодействия и

сетевыми эффектами.

Формализована и исследована задача управления структурой взаимодей-

ствия в линейно-квадратичной игре: в явном виде найдено критическое значе-

ние сетевого эффекта, выше которого эффективность структурного управления

превышает эффективность целевых трансфертов. Исследованы различные, в

том числе комбинированные стратегии управления в случае структуры сети,
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состоящей из взаимодействующих групп агентов.

Разработана модель рефлексивной игры с точечной структурой информи-

рованности, в явном виде найдено равновесие в игре, проведено сравнительное

описание решений задачи стимулирования для случаев полной и неполной ин-

формированности агентов. В качестве примера приводится формулировка зада-

чи информационного управления, аналогичной задаче стимулирования в игре

локального общественного блага на сети: показан пример механизма сообщения

информации центром, при котором случаи общего знания и неполной инфор-

мированности агентов в пределе дают одинаковый ответ.

Формализована и исследована задача управления структурой взаимодей-

ствия в игре социальных норм. Проведенный анализ показал, что добавление

связей между кластерами агентов с различной продуктивностью способно по-

высить суммарные усилия игроков, хотя и снижает общий уровень их выиг-

рышей. В частности, показано, что при увеличении числа связей между кла-

стерами происходит перераспределение социальных норм, приводящее к значи-

тельному росту усилий агентов с низкой продуктивностью за счет небольшого

снижения усилий более продуктивных агентов. Найдено оптимальное значение

вероятности связи между кластерами, при котором достигается максимум аг-

регированных исходов агентов в равновесии. Приведенные пример и численные

эксперименты демонстрируют, что даже небольшие изменения в структуре сети

способны оказывать значительное влияние на исход игры.

В главе 4 рассмотрены теоретические и практические аспекты использо-

вания данных о сетевых характеристиках экономических агентов (коммерче-

ских компаний) для выявления взаимосвязей между экономическими показа-

телями компаний и оценки рисков в задаче скоринга. В работе анализируются

данные с 2012 по 2021 г., включающие сотни тысяч связей и уникальных объ-

ектов. Важной частью исследования является построение графов взаимосвязей

между компаниями, анализ структуры таких сетей, а также выявление сете-

вых эффектов, влияющих на экономическую активность компаний. Продемон-

стрированы методы, благодаря которым появляется возможность использова-

ния теоретических результатов о стратегическом поведении взаимосвязанных

агентов на практике.

В заключении сформулированы выводы по результатам диссертационного

исследования.
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Глава 1. Структурные характеристики социально-экономических

систем

В последние десятилетия наблюдается рост числа исследований, посвя-

щенных анализу влияния социальных и экономических связей. Чаще всего ис-

следования в области социологии, микроэкономики или эконометрики сосре-

доточены на выявлении эффектов, благодаря которым склонность агентов –

людей или организаций – к определенному поведению меняется в зависимости

от поведения других участников их сети. С этой точки зрения взаимодействие

подразумевает не только факт наличия связи между участниками, но и взаи-

мосвязь между принятием решений. Концепция сетей (англ. networks) являет-

ся эффективным инструментом описания и анализа экономических отношений

и последние десятилетия сети активно применяются в анализе экономических

явлений [146, 158, 125]. Различные типы сетей могут играть важную роль в эко-

номике: производственные сети связывают компании, которые зависят друг от

друга в поставках сырья и комплектующих; финансовые сети соединяют компа-

нии, банки и кредитные учреждения, создавая систему взаимных обязательств

и рисков; социальные связи определяют, как информация распространяется в

обществе, влияя на принятие решений людьми.

В анализе сетевого взаимодействия основными элементами являются уз-

лы (англ. nodes) и связи (англ edges/links). Понятие узлов (или вершин сети)

носит довольно общий характер: это могут быть отдельные лица, организации,

страны или совокупности таких объектов. Связь между двумя узлами означает

отношения между ними; cвязи могут быть неориентированными (ненаправлен-

ными), ориентированными (направленными) — когда информация или ресурсы

передаются только в одну сторону, при этом отличают взаимные направленные

связи (англ. reciprocal links), когда взаимодействие обоюдное (например, связи

взаимного цитирования публикаций или сайтов).

Взаимозависимость в принятии решений между агентами может обеспе-

чиваться разными типами связей или отношений между участниками, которые

исследователи делят на две группы – формальные и неформальные [28]. К фор-

мальным принято относить те связи, которые в том или ином виде документаль-
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но «закреплены» между участниками. Примерами могут служить различные

виды правовых отношений – договоры, контракты, соглашения; финансовые

транзакции между банками, предприятиями и физическими лицами; коллабо-

рации в рамках научно-исследовательской деятельности, оформленные в виде

совместных исследовательских грантов, зарегистрированных патентов или сов-

местных публикаций. Неформальные отношения, как правило, не имеют доку-

ментального подтверждения и обеспечивают взаимосвязь в принятии решений

посредством норм, репутационных или доверительных механизмов. Примерами

выступают знакомство и общение между руководителями предприятий на про-

мышленных конференциях, взаимодействие между учеными в рамках научно-

исследовательских семинаров или знакомства и дружба между людьми. Одной

из ключевых характеристик взаимодействия является передача информации и

поэтому, по мере развития и распространения информационных технологий,

граница между формальными и неформальными связями становится тоньше:

так, например, неформальные дружеские отношения теперь можно закрепить,

используя онлайновые социальные сети.

Существующие на текущий момент исследования сетевого взаимодействия

показывают, что формирование социально-экономических связей поддается из-

мерению и структура сети имеет существенное значение. Различное положе-

ние агентов в сети может существенно повлиять как на индивидуальные, так

и на агрегированные результаты взаимодействия. Понимание структуры сетей

позволяет выявлять узлы с высокой значимостью и группы узлов с тесными

связями, которые могут играть ключевую роль в распространении информа-

ции или рисков, что делает их важными для остальных участников и всей сети

в целом и позволяет предсказывать эффекты внешних воздействий. В данной

главе рассматриваются примеры того, как подход на основе данных о структуре

сети используется в прикладных задачах, связанных с исследованием взаимо-

действия различных видов агентов.

1.1. Сети и управление

В англоязычной литературе феномен управления сетевыми структурами

социально-экономического взаимодействия, который описывает процесс исполь-

зования данных сетей социального взаимодействия для изменения результатов

деятельности участников сети, характеризуется термином «сетевые интервен-
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ции» или «сетевое вмешательство» (англ. network interventions). Термин обрел

особую популярность после публикации работы [230] с одноименным названием

и изначально формулировался скорее в контексте социологических исследова-

ний. Автор приводит следующие стратегии сетевых интервенций, каждая из

которых имеет различные тактические альтернативы:

− индивидуальные (англ. individual) – идентификация ключевых участ-

ников сети, выбранных на основе некоторых сетевых характеристик;

− групповые (англ. segmentation) – сегментация сети, при которой вмеша-

тельство направлено на группы людей;

− индукционные (англ. induction), при которых происходит возбуждение

сети таким образом, что активируются новые взаимодействия между участни-

ками – т. н. каскады, которые могут носить информационный/поведенческий и

др. характер (см., например, [170]);

− структурные (англ. alteration), при которых изменениям подвергаются

связи между участниками и сеть взаимодействия в целом.

Ряд авторов [5, 221] выделяют институциональные интервенции, под-

черкивая специфику вмешательства, направленного на изменение пра-

вил/ограничений взаимодействия. Управляющие органы или, в случае инфор-

мационных технологий - разработчики технологий информационного взаимо-

действия, могут изменять правила взаимодействия между участниками, уста-

навливать формальные или технические ограничения на взаимодействие участ-

ников сетевых отношений, регулировать «стоимость» создания или удаления

связей между участниками.

Существует множество примеров использование сетевых отношений в за-

дачах управления социально-экономическими системами, некоторые из них

приведены в таблице 1.1.

Ниже будут подробно рассмотрены первые три случая из таблицы 1.1: эти

примеры продемонстрируют основные аспекты разработки и реализации сете-

вых интервенций, необходимые данные и методы их сбора, а также ключевые

проблемы, препятствующие эффективной разработке и оценке эффектов от ре-

ализованных мер.
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Таблица 1.1. Примеры использования сетевых отношений в задачах

управления социально-экономическими системами

Экономическое явление Вмешательство Данные Авторы

Выход финансовой органи-

зации на новый рынок

Распространение информа-

ции о появлении новой орга-

низации

Социологические опросы на-

селения, на основании кото-

рых были идентифицирова-

ны сети социальных отноше-

ний

Banerjee и

др. [68]

Политика в сфере здраво-

охранения

Идентификация влия-

тельных в своих группах

учеников и обучение их

тому, как действовать во

время неформального об-

щения вне класса, чтобы

побудить своих сверстников

не употреблять табачную

продукцию

Социологические опросы

учащихся, на основании

которых были идентифи-

цированы сети социальных

отношений

Campbell и

др, [102], см.

таблицу 2

Разработка программ эконо-

мического развития

Формирование и развитие

региональных исследо-

вательских ассоциаций в

целях повышения стиму-

лирования взаимодействия

между организациями, диф-

фузии технологий и сетевых

эффектов

Информация об участии

предприятий в исследова-

тельских ассоциаций и их

патентной активности

См. таблицу

1.4.

Миграционная политика Повышения информирован-

ности мигрантов об их новом

месте пребывания (способах

трудоустройства, возможно-

стей проживания и т. п.)

Социологические опросы

мигрантов, на основании

которых были идентифи-

цированы сети социальных

отношений

Barsbai [71]

Политика в сфере регулиро-

вание банковской системы

Исследование влияния но-

востных сообщения и регу-

ляторных мер центрального

банка, а также структуры

сети межбанковского взаи-

модействия

Данные о межбанковских

операциях и корреляции фи-

нансовых показателей

Brunetti [97]

Политика в сфере научных

исследований

Стимулирование междисци-

плинарных исследований

Публикационная актив-

ность ученых и их участие в

грантах

Sciabolazza

[218]

Политика в сфере образова-

ния

Оценка краткосрочных и

долгосрочных эффектов

влияния мероприятий,

предшествующих началу

обучения, на взаимодей-

ствие и формирование

связей между учащимися

Опросы студентов универси-

тета

Boda [84]
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Выход финансовой организации на новый рынок

В 2006 году индийский банк «BSS»1 столкнулся с задачей распростране-

ния информации о своих финансовых услугах среди жителей 75 деревень. По

разным причинам банк не мог воспользоваться традиционными на тот момент

методами распространения информации, в результате начав выявлять ключе-

вых жителей и привлекая их для устной передачи информации. До выхода BSS

на данный рынок исследователи изучили социальные сети деревень, выявив

три подхода к измерению влияния людей: центральность по степени (прямое

влияние), по собственному вектору (влияние окружения) и диффузионную цен-

тральность (способность распространять информацию). Они обнаружили, что

информация обычно передается в течение трех итераций — от источника к дру-

зьям и далее, но не выходит за пределы третьего круга. Результаты показали,

что эффективность распространения информации зависела от центральности

источников. В деревнях, где изначальные носители информации имели высо-

кую центральность по собственному вектору, число заемщиков было в три раза

выше, чем там, где этот показатель был низким. Авторы исследования [68] со-

брали две волны данных о социальных сетях в 75 индийских деревнях со сред-

ним числом жителей около 1000 человек, составили карту социальных сетей в

каждой деревне, задав более десятка вопросов о социальных связях местным

жителям.

Сети и здравоохранение

В работе [223] разработан подход к выявлению группы влиятельных уче-

ников средней школы для эффективного распространения идей по укреплению

здоровья среди своих сверстников. Анкета для выявления, разработанная в ходе

обширной экспериментальной работы в рамках рандомизированного контроли-

руемого исследования (англ. randomized controlled trial, RCT), была заполнена

более 10 тысячами учеников 8-го класса (в возрасте 12–13 лет) в 59 школах

(30 экспериментальных, 29 контрольных). Влиятельные учащиеся, выявленные

в 30 школах, были обучены распространению информации о влиянии курения

на здоровье посредством неформальных контактов со сверстниками. Хотя сту-

денты и преподаватели выразили сомнения в пригодности некоторых молодых

1Подробнее об этом исследовании рассказано в [159].
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людей, привлеченных в качестве ключевых источников распространения ин-

формации, в результате реализованных мер на 22% снизилась вероятность того,

что они будут регулярно курить, по сравнению с контрольными школами.

Можно отметить, что в целом наблюдается растущий интерес к понима-

нию влияния социальных связей на поведение, связанное со здравоохранением.

Социальные связи используют или изменяют их характеристики для создания,

ускорения или поддержания поведения, влияющего на индивидуальное здоро-

вье. В работе [157] проведен систематический обзор в целях изучения эффектив-

ности управления социальными связями для изменения поведения в отношении

здоровья. Авторы проанализировали базы данных рандомизированных контро-

лируемых испытаний за период с 1990 по 2019 год на предмет использования

данных о социальных связях и представили результаты в виде анализа эффек-

тивности, классификации по типу интервенций и используемым методам для

более 40 релевантных исследований. В таблице 1.2 представлены некоторые

примеры исследований, проанализированных авторами. В качестве критерия

эффективности сетевых интервенций авторы использовали показатель отноше-

ния шансов (англ. odds ratio, OR), который в данном случае характеризует

наличие эффекта от реализованных мер. Значение показателя больше единицы

означает, что целевые значения в экспериментальной группе (той, в которой

были реализованы меры) в лучшую сторону превышают значения контрольной

группы. Этот показатель представлен в последнем столбце таблицы, наряду с

информацией временном интервале, на котором OR принял максимальные зна-

чения. 𝑛𝑒 и 𝑛𝑐 означают число участников в экспериментальной и контрольной

группах, соответственно.

Диффузия технологий и проблема оценки эффективности создания

индустриальных кластеров

Оценка экономических эффектов совместной научно-исследовательской

деятельности коммерческих компаний связана с феноменом «диффузии техно-

логий» или «перетока технологий» (англ. R&D spillovers). Под диффузией тех-

нологий понимают вторичные эффекты от научно-исследовательских и опытно-

конструкторских разработок (НИОКР, англ. Research and development, R&D),

возникающие вследствие совместной реализации этих проектов несколькими

организациями (эффекты разделения труда и распределения рисков, межорга-
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Таблица 1.2. Примеры сетевых интервенций, реализованных в рамках

экспериментов в области здравоохранения (фрагмент, источник [157])

Авторы Дизайн исследования Целевая группа 𝑛𝑒 𝑛𝑐 Целевые пока-

затели

OR

Индивидуальные

Campbell

et al,

[223]

Вмешательство состояло в идентификации

влиятельных учеников и обучении их тому, как

действовать во время неформального общения

вне класса, чтобы побудить своих сверстников

не употреблять табачную продукцию

12–13-летние уча-

щиеся средней

школы

5,358 5,372 Число уча-

щихся, упо-

требляющих

табачную

продукцию

1.31,

до 6

мес.

Kim et

al, [171]

Вмешательство состояло в распространении

информации путем идентификации наиболее

влиятельных жителей о пользе нескольких ти-

пов товаров: (а) поливитаминов при дефиците

питательных элементов и (б) средствах очист-

ки воды

Жители деревни;

средний возраст

3,74 1,599 Доли про-

дуктов,

купленных

населением

1.05,

до 6

мес.

Групповые

Shaya et

al, [220]

Сравнение эффективности двух методов посе-

щения учебных курсов по профилактике диа-

бета: индивидуального (классического) и груп-

пового, в котором участникам предлагалось

сформировать малую группу (3–4 чел.) из чис-

ла родственников, близких друзей и др. для

совместного посещения образовательных кур-

сов.

Люди, страдаю-

щие диабетом;

средний возраст

53 года

68 70 Изменение по-

казателей кро-

ви.

3.61,

до 6

мес.

Cobb et

al, [111]

Эксперимент с использованием электронных

средств связи (социальные сети, электронная

почти и мобильная связь), в ходе которого

участники ежедневно получали предложения

относительно небольших действий, направлен-

ных на улучшение здоровья

Здоровые взрос-

лые люди; сред-

ний возраст 47

лет

752 751 Субъективные

показатели

общего бла-

гополучия по

шкале от 0 до

100.

1.40,

до 6

мес.

Индукционные

Wing et

al, [235]

Желающим избавиться от лишнего веса и запи-

савшимся на соответствующие курсы (включа-

ющие консультации с диетологом, упражнения

и др.) исследователи предлагали привлечь к

курсам своих членов семьи, коллег или друзей.

Исследовались успехи, достигнутые как иници-

аторами активности, так и тех, кто был привле-

чен своими друзьями или коллегами.

Люди с избыточ-

ным весом; сред-

ний возраст 43 лет

128 38 Потеря лиш-

него веса

2.05,

от 6

до 12

мес.

Latkin et

al, [183]

В целях предотвращения распространения

ВИЧ участникам предлагалось пройти образо-

вательные курсы, в рамках которых их обучали

поведенческим аспектам снижения угрозы рас-

пространения (взаимодействию с окружением,

страдающим наркотической зависимостью или

ВИЧ)

Люди с низ-

ким доходом,

страдающие нар-

котической зави-

симостью и/или

контактирующие

с таковыми хотя

бы раз в неделю;

средний возраст

39 лет

167 83 Субъективная

оценка ча-

стоты столк-

новения с

социальными

девиациями.

3.65,

до 6

мес.

Структурные

Litt et al,

[190]

В целях предотвращения употребления ал-

коголя каждому из участников предлагалось

оценить отношения со своим окружением по

различным показателям (характер отношений,

продолжительность и отношение к употребле-

нию алкоголя) и изменить свою сеть социаль-

ной поддержки путем прекращения старых от-

ношений и создания новых

Люди, страдаю-

щие алкогольной

зависимостью;

средний возраст

45 лет

140 70 Длительность

периода воз-

держания от

алкоголя

3.97,

до 6

мес.
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низационного обучения, обмена информацией и других взаимных отношений)

[14, 129]. Предположительно, эти эффекты происходят по двум каналам [204].

Один из таких эффектов проявляется на этапе НИОКР, когда исследова-

тели могут получать новые знания из научных журналов и конференционных

презентаций, применяя их в своих исследованиях. Они могут обнаружить, что

аналогичная работа ведется в другой компании, и обратиться с предложением

о сотрудничестве для устранения узких мест в своих разработках. Вероятность

подобных вторичных эффектов, распространения знаний или кооперации вы-

ше при большей схожести исследовательских направлений обеих сторон и ни-

же, если компании конкурируют на одних и тех же рынках. Этот показатель

оценивается через распределение расходов на НИОКР по исследовательским

областям и называется «близостью НИОКР» (англ. R&D proximity) [164].

Другой эффект связан с использованием компанией промежуточных

товаров, закупаемых в других отраслях. Когда в результате научно-

исследовательских разработок улучшаются характеристики оборудования, про-

изводимого в одной отрасли, это способствует росту производительности и сни-

жению затрат в отраслях, использующих данное оборудование. Такие побочные

эффекты называют «потоком НИОКР» (англ. R&D flow) и обычно измеряют

как произведение расходов исходной отрасли на НИОКР и доли ее продаж в

отрасли, получающей вторичный эффект [227].

Наличие таких внутриотраслевых (англ. intra-industry) и межотраслевых

(англ. inter-industry) эффектов разработки технологий является отличительной

особенностью «кэйрэцу» [225], возникших вследствие инициативы правитель-

ства по созданию исследовательских ассоциаций, создание которых называют

в качестве одной из причин высоких показателей экономического развития Япо-

нии в послевоенный период [204, 145], Сотрудничество состояло в реализации

краткосрочного (несколько лет) совместного исследовательского проекта, фи-

нансируемого предприятиями совместно с государством. Иногда в рамках со-

трудничества создавались совместные лаборатории, однако в большинстве слу-

чаев организации брали на себя реализацию отдельных частей проекта в рамках

собственных исследовательских лабораторий и в последствии обменивались ре-

зультатами.

В работах [145, 150], посвященных феномену исследовательских ассоциа-

ций в Японии, было показано, что возникновение ассоциаций имело позитивные
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Таблица 1.3. Этапы развития кластеров промышленных предприятий

Первый этап (2001-2005 гг.)

Период запуска промышлен-

ных кластеров

Второй этап (2006-2010 гг.)

Период развития промыш-

ленных кластеров

Третий этап (2011-2020 гг.)

Период автономного роста

индустриальных кластеров

Запущено около 20 проек-

тов промышленных класте-

ров, правительство активно

работало в сотрудничестве с

кластерами, разработанны-

ми автономно местными ор-

ганами власти, образуя «се-

ти, в которых видно каждое

лицо», которые служат осно-

вой для промышленных кла-

стеров.

План призывает про-

должать способствовать

формированию сети, а так-

же развивать конкретные

предприятия. В то же время

план способствует рефор-

мированию корпоративного

управления и созданию но-

вых компаний. Реализация

является гибкой, при этом

рассматриваются конкрет-

ные проекты и запускаются

новые проекты по мере

необходимости.

При дальнейшем содействии

формированию сетей и раз-

витию конкретных предпри-

ятий, план призывает к де-

ятельности промышленных

кластеров для достижения

финансовой независимости

и автономного роста.

последствия, однако с точностью идентифицировать экономический эффект от

создания таких ассоциаций не представляется возможным в силу разнообразия

экономической политики, проводимой государством. Несмотря на сложности в

оценке эффектов, министерство экономики, торговли и промышленности Япо-

нии (METI) в 2001 году запустило новую программу2 по поддержке региональ-

ных кластеров, которая активно использовала термины и концепции сетевого

взаимодействия: «Региональные малые и средние предприятия, университеты и

государственные учреждения должны формировать горизонтальные сети, кото-

рые распространяются как паутина, совместно использовать свои интеллекту-

альные и бизнес-ресурсы и способствовать партнерству между предприятиями,

университетами и государственными учреждениями, и развитию деловой сре-

ды, в которой новые предприятия могут создаваться одно за другим». Основные

этапы реализации программы представлены в таблице 1.3.

Результатами первого этапа стало создание «. . . 19 проектов, направлен-

ных на формирование промышленных кластеров в сфере ИТ, биоинженерии,

2Industrial Cluster Project 2009 [Electronic resource] // The Ministry of Economy, Trade and Industry.

https://www.meti.go.jp/policy/local_economy/tiikiinnovation/source/2009Cluster(E).pdf

Industrial Cluster Second Term Medium-Range Project // The Ministry of Economy, Trade and Industry.

https://www.meti.go.jp/policy/local_economy/tiikiinnovation/source/2ndplan_outline_eng.pdf

https://www.meti.go.jp/policy/local_economy/tiikiinnovation/source/2009Cluster(E).pdf
https://www.meti.go.jp/policy/local_economy/tiikiinnovation/source/2ndplan_outline_eng.pdf
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экологических технологий и производства. Проекты были начаты с участни-

ками около 6100 компаний и 250 университетов в общей сложности в Японии;

были созданы сети для партнерства между промышленным и академическим

сообществами, между предприятиями и между различными отраслями, а так-

же были проведены определенные мероприятия. . . . В течение срока действия

плана сотрудники и координаторы десяти отделений METI посетили в общей

сложности около 18 000 компаний (некоторые – дважды и более), и в общей

сложности около 6 800 исследователей. Они также провели 1200 семинаров (в

которых приняли участие в общей сложности 200 000 человек), 1400 встреч

представителей деловых кругов и исследователей (в которых приняли участие

в общей сложности 120 000 человек) и 400 бизнес-сессий (с участием 163 000

человек)».

Можно сказать, что все эти количественные оценки являются прекрас-

ными примерами, характеризующими изменение структуры, свойства и силы

взаимодействия между компаниями. Хотя сам проект активно использует тер-

минологию сетевого анализа – тезисы о «поддержке формирования сетей», «со-

единения кластеров», «формировании сетей для поддержки создания новых

предприятий» – в качестве показателей эффективности реализации предложен-

ной программы сетевые метрики не использовались. В результате множество

исследователей, анализирующих эффективность данной программы, вынужде-

ны самостоятельно идентифицировать сети стратегического взаимодействия,

используя опосредованные показатели. Примеры работ, посвященных анализу

эффективности реализации проектов развития и поддержки индустриальных

кластеров, приведены в таблице 1.4.

Как было показано выше, зачастую и структура сетевого взаимодействия

может быть идентифицирована с трудом или вовсе недоступна внешнему на-

блюдателю. Задача, таким образом, состоит в идентификации связей между

агентами. В попытке выявления сетей стратегического взаимодействия исполь-

зуются различные методы идентификации, такие как

− осуществление полевых экспериментов и контролируемых испытаний,

посвященных сбору и анализу информации о взаимодействии, которые подразу-

мевают непосредственное взаимодействия с участниками с использованием те-

стирования, опросов (в частности, методика «Aggregated Relational Data»[96])и

др. Примером являются упомянутые ранее данные о распространении микро-
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Таблица 1.4. Исследования, посвященные оценке и анализу сетевых эффектов

политики создания производственных кластеров

Авторы Исследование Страна Данные Методы

Kajikawa

[168]

Анализ структуры сетей

торговых отношений меж-

ду промышленными орга-

низациями

Япония Торговые связи

– продажи и за-

купки – между

промышленными

предприятиями

Методы сетевого

анализа

Mori

[199]

Оценка воздействия ре-

гиональной кластерной

политики - описательная

статистика сетевой струк-

туры

Япония Торговые связи

– продажи и за-

купки – между

промышленными

предприятиями и

регионами

Методы сетевого

анализа

Nishimura

[203]

Оценка изменения про-

дуктивности НИОКР от

участия предприятий в

кластерной политике

Япония Опросы группы

предприятий

Эконометрические

методы

Whetsell

[234]

Анализ эффектов эко-

номической политики

на стратегическое вза-

имодействие между

предприятиями

Япония,

США

Лонгитюдные

данные об эконо-

мической актив-

ности и патентной

активности пред-

приятий

Методы сетевого

анализа и эко-

нометрические

методы

Jaffe

[164]

Выявление сетевых эф-

фектов НИОКР; одна из

основополагающих работ

по данной теме.

США Данные о затра-

тах предприятий

на НИОКР и их

патентной актив-

ности

Эконометрические

методы

Garone

L. [128]

Идентификация сетевых

эффектов, возникающих в

следствии кластерной по-

литики

Бразилия Индивидуальные

показатели эко-

номической

деятельности

промышленных

предприятий

Эконометрические

методы

Russo

[215]

Оценка того, способству-

ет ли выбранная реги-

ональная инновационная

политика созданию хоро-

шо функционирующих се-

тей - описательная стати-

стика сетевой структуры

Италия Данные о взаимо-

действии между

участниками про-

екта кластерной

политики

Методы сетевого

анализа
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финансирования в Индии ([68]), данные национального лонгитюдного исследо-

вания здоровья подростков (англ. AddHealth)3;

− методы, основанные на выявлении статистических взаимосвязей между

показателями активности участников [132, 173, 182];

− методы, использующие допущения о характере взаимодействия участ-

ников сетевых отношений. В случае исследования сетей коммерческих орга-

низаций естественно предположить о стратегическом способе взаимодействия

компаний между собой. Таким образом, появляется возможность перейти от

абстрактной графовой структуры к теоретико-игровому моделированию взаи-

модействия организаций с дальнейшим решением задачи идентификации струк-

туры взаимодействия [186, 239].

Отдельного внимания заслуживают полевые эксперименты. В данный мо-

мент полевые эксперименты и рандомизированные контролируемые испытания

играют ключевую роль в определении важности сетевого взаимодействия для

экономических результатов [125]. Самым известным примером таких данных

являются панельные данные «AddHealth», существуют централизованные базы

данных подобных исследований, например, база данных «AEA RCT Registry»4.

Значительную популярность набирают поведенческие эксперементы с исполь-

зованием цифровых платформ и, в частности, в рамках онлайновых социаль-

ных сетей. Обзор таких исследований представлен в работе [61]. В таблице 1.5

приведены некоторые примеры масштабных исследований в сети интернет.

1.2. Формальные подходы к описанию сетевого взаимодействия и

задач управления

Научный интерес к вопросам управления сетевым взаимодействием аген-

тов разной природы начал возникать в середине XX века с появлением концеп-

ции сетей. Сети были призваны описывать системы взаимодействующих аген-

тов, при этом – в отличии от графа как математического объекта, строго фор-

мализующего характер связи – не конкретизируя механизмы взаимодействия.

В работах исследователей в области социологии [63, 195], экономики [169, 127],

права [172, 185] сетевой характер взаимодействия подразумевает наличие фор-

мальных и неформальных связей между агентами, которые не всегда возможно

3https://addhealth.cpc.unc.edu/
4https://www.socialscienceregistry.org/

https://addhealth.cpc.unc.edu/
https://www.socialscienceregistry.org/
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Таблица 1.5. Примеры масштабных экспериментов, проведенных на основе

онлайн-взаимодействия (фрагмент, источник: [61])

Авторы Тема Изучаемое явление Ресурс Масштаб

Aral [62] Распространение

продукта

Анализ силы свя-

зей и социального

влияния

Использование

приложения в

социальной сети

Facebook

1.3 млн. пользова-

телей

Bapna [69] Распространение

продукта

Социальное влия-

ние на внедрение

платных продук-

тов

Платная подписка

на сервис Last.fm

40 т. - экспери-

ментальная груп-

па, 1.2 млн – кон-

трольная группа

Bakshy [65] Социальная ком-

мерция и реклама

Распространение

рекламы посред-

ством социального

взаимодействия

Социальная рекла-

ма в сети Facebook

23 млн. пользо-

вателей, 148 т.

рекламных объ-

явлений, 101 млн.

взаимодействий

пользователь-

объявление

Bakshy [66] Обмен информа-

цией

Социальное влия-

ние и распростра-

нение информации

Новостная лента в

сети Facebook

253 млн. пользо-

вателей, 76 млн.

новостных объяв-

лений, 1.2 млрд.

пар пользователь-

новость

Muchnik [201] Эффекты «стадно-

го поведения» в

рейтинговании

Эффекты соци-

ального влияния

на показатели

рейтингов.

Рэйтинги на

неназванном

сайте-агрегаторе

новостей

116 тыс. поль-

зователей, 101

тыс. комментари-

ев, 10 млн. пар

пользователь-

комментарий

Centola [105] Поведение в отно-

шении здоровья

Поведенческие эф-

фекты социально-

го влияния и гомо-

филии

Искусственно

созданная сеть

700 пользователей

Bond [86] Голосование Голосование Кампания по ре-

гистрации голосу-

ющих в Facebook

61 млн. пользова-

телей

Rand [212] Кооперация и ко-

ординация

Игра общественно-

го блага с наказа-

ниями

Ресурс Amazon

Mechanical Turk

785 пользователей,

40 игровых сессий

Leider [184] Просоциальное по-

ведение

Исследование раз-

личных типов аль-

труизма

Приложения в сети

Facebook

2 волны - 802 и

2360 студентов

Horton [155] Онлайн-рынок

труда

Функции и прова-

лы рынка

ODesk Online

Labor Market

-

Tucker [228] Двусторонние

рынки (англ. Two-

Sided Markets)

Эволюция двусто-

роннего рынка по-

купателей и про-

давцов

Профильная плат-

форма по продаже

и покупке товаров

3314 продавцов
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описать математически, но которые приводят к взаимозависимости в процес-

сах принятия решений, распространения (например, информации, активности,

заболеваний) и др.

Спецификой многих социальных систем является наличие индивидуаль-

ных стимулов участников взаимодействия, что нашло отражение в возникно-

вении – в примерно то же время – теории игр как инструмента описания кон-

фликтных ситуаций. Можно привести следующую классификацию типов аген-

тов по методам обработки информации:

− рациональные агенты (например, в рамках концепции байесовской ра-

циональности), которых также можно разделить на выбирающих ответ, наилуч-

ший в краткосрочной перспективе – «близоруких» (англ. myopic), и стратеги-

ческих, выбирающих ответ оптимальный с точки зрения некоторой теоретико-

игровой концепции (например, равновесия Нэша);

− «наивные» (англ. naive) – в эту категорию зачастую включают правило

ДеГроота, согласно которому агенты формируют собственные представления,

усредняя наблюдаемые мнения других агентов.

Существует ряд ранних работ, посвященных выявлению типов агентов в ла-

бораторных и полевых исследованиях [156, 181, 109], при этом с отсутствием

сравнительного анализа различных механизмов научения в рамках одной и той

же подвергающейся исследованию группы [8]. В работе [107] была предприня-

та попытка выявления типов агентов на нескольких наборах реальных данных

– результаты демонстрируют, что социальные группы состоят из смеси рацио-

нальных (байесовских) и наивных (действующих по ДеГрооту) агентов, и что

соотношение между типами варьируется для различных наборов данных. Так,

в случае серии поведенческих экспериментов с участием жителей 19 индийских

деревень выявлено 10% населения, поведение которых согласуется с концепци-

ей байесовской рациональности, в то время как поведение остальных больше

соответствует механизму социальных норм или следованием выбору своих со-

седей в сети социальных отношений. В том же эксперименте, но уже среди сту-

дентов Технологического института Мехико, доля результатов, согласующихся

с концепцией байесовских рациональности достигла 50%. Число эксперимен-

тов для каждой из групп составляло 95 и 50 соответственно, число участников

– 665 и 350 соответственно. В своем исследовании авторы идентифицирова-

ли четыре паттерна научения, позволяющих различить агентов, действующих
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в соответствии с правилами Байеса и ДеГроота в модели с неполной инфор-

мацией и определили ключевую сетевую характеристику, разделяющую типы

обучения, характеризующуюся сильно связной компонентой графа. В работе

[147] проведено менее масштабное экспериментальное исследование со схожи-

ми результатами: авторы обнаружили, что испытуемые принимают решения,

согласующиеся с обновлением по ДеГрооту в 80%–98% случаев, причем ошиб-

ки прогноза обусловлены позицией агента в сети. Однако в их исследовании

центральное место занимает следующее наблюдение: соответствие реального

процесса научения агентов «наивному» правилу ДеГроота наблюдается только

в сравнительной статике, в то время как динамика достижения консенсуса в ла-

бораторных экспериментах предполагает использование более сложных правил

обработки информации. Авторы идентифицируют эти эвристики, тестируют

широкий класс других правил научения и модифицируют классическую мо-

дель ДеГроота, позволяя агентам корректировать вес своих предшествующих

состояний.

С конца XX века сетевой и теоретико-игровой подходы начали использо-

ваться совместно. Игры, в которых агенты связаны между собой сетевой струк-

турой (или сетевая структура является результатом их взаимодействия), ис-

пользуют результаты теории графов и сетевых исследований для определения

влияния структуры графа на стратегическое поведение. Одновременно с этим

развивались и формальные методы анализа и управления сетевыми системами.

В теории автоматического управления и её приложениях огромную популяр-

ность среди исследователей получили так называемые усредняющие системы,

частным случаем которых являются модели консенсуса [51, 24, 25, 26] и, в осо-

бенности, классическая модель ДеГроота [5], в которой изучается динамика

формирования консенсуса мнений в сетевой структуре. При этом математи-

ческие методы описания систем агентов, взаимодействующих стратегически,

обладают специфическими особенностями, а описываемые ими механизмы вза-

имодействия зачастую отличны от консенсуса [6, 7]. Однако решения, принима-

емые агентами под влиянием взаимодействия с другими, всё так же порождают

неэффективность, что делает актуальными разработку и исследование различ-

ных методов управления.

С начала 2000-х было предложено несколько подходов к управлению, ос-

нованных на сетевых характеристиках агентов в социально-экономических си-
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стемах. Особую популярность обрели подходы к управлению взаимодействием

агентов в экономике: модели конкуренции и сотрудничества компаний, меж-

банковское взаимодействие, модели потребления общественных благ. Возник

ряд теоретико-игровых моделей, тесно связанных с эконометрическими моде-

лями идентификации влияния окружения агента на его поведение, в которых

исследователи моделируют взаимосвязь между выбором агента и выбором его

соседей.

Отправной точкой в математических моделях взаимосвязи исходов агентов

между собой является концепция «эндогенных социальных эффектов» (англ.

endogenous social effects)5 [193]. В зависимости от контекста, в работах по социо-

логии и социальной психологии в качестве примеров таких эффектов приводят-

ся «влияние окружения» (англ. peer influences), социальные нормы (англ. social

norms), «эффект соседей» (англ. neighborhood effects), «социальное взаимодей-

ствие» (англ. social interactions), «стадное поведение» (англ. herd behavior), кон-

формность (англ. conformity) и др. Иными словами, агенты (люди, организации

и др.) только под влиянием взаимодействия друг с другом начинают учиться,

подражать или имитировать поведение своего окружения, что никак не связано

с внешней средой.

В исследованиях в области микроэкономики и эконометрики влияние та-

кого взаимодействия на индивидуальное поведение принято называть «эффек-

тами окружения» (англ. peer effects)6[91]. Эффекты окружения определяются

как корреляция действий среди представителей одной референтной группы.

Для идентификации таких эффектов была предложена модель Linear-in-Means

(LiM) [193], изучающее влияние социальных взаимодействий на поведение и

результаты индивидов в группе. Модель используется для анализа того, как

поведение или характеристики группы (в исходной постановке – средние значе-

ния) влияют на поведение отдельного её члена.

Исторически под группами понимали части одной популяции (например,

жители одной общины, одноклассники, коллеги, компании, конкурирующие на

одном рынке), что в эконометрических моделях эффектов окружения отража-

5Для многих терминов в литературе на русском языке не возникло устоявшихся переводов - в этом случае

термины взяты в кавычки.
6Несмотря на обилие прикладных исследований (например, [211, 121]), в литературе встречаются раз-

розненные варианты перевода, такие как «эффекты сообучения/сверстников», реже - «эффекты окруже-

ния/среды».
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лось в объясняющей переменной, характеризующей поведение одной из непере-

секающихся групп. С появлением и развитием концепции сетей возникла воз-

можность учитывать индивидуальные связи между людьми – «сетевые эффек-

ты»7, что позволило уточнить существующие модели, а также разрешить ряд

технических особенностей их идентификации [91]. Вопросам идентификации

таких моделей посвящены работы [193, 197, 91, 60], обзоры [92, 56], посвящен-

ные результатам эконометрических исследований, а также работы [231, 180],

посвященные идентификации эффектов окружения в полевых и лабораторных

экспериментах.

Особую популярность получили игры, в которых наилучший ответ игрока

зависит от действий его соседей линейно. Игры с линейным наилучшим ответом

можно рассматривать как генеративные модели эффектов окружения/сетевых

эффектов: если в центре внимания авторов эконометрических моделей находит-

ся задача идентификации этих эффектов и выявления причинно-следственных

связей на основе реальных данных, то игры на сетях предоставляют теоре-

тическую основу для объяснения того, как формируются эффекты окружения,

моделируя стратегическое поведение агентов. В теоретико-игровых моделях фо-

кус внимания направлен на роль структуры взаимодействия: как она влияет на

равновесие в игре; к чему, с точки зрения агрегированных характеристик, при-

водят локальные эффекты взаимодействия узлов; какие узлы и связи играют

ключевую роль.

Существует множество примеров количественной оценки влияния груп-

пового поведения на индивидуальные результаты. В большинстве случаев под

переменной 𝑥𝑖 понимается усилие или действие агента (англ. effort или action),

которые он совершает в интересующем исследователей процессе. Стандартны-

ми примерами в литературе служат следующие:

− образовательные процессы – наверное, наиболее популярная область

приложений. [216, 211, 121, 90]. В качестве переменной 𝑥𝑖 может использоваться

средний балл студента, либо результаты социологических опросов. Если эконо-

7В работе [188], посвященной теории отраслевых рынков, авторы предложили использовать термин «се-

тевые эффекты» к рынкам с возрастающей отдачей от масштаба (см, например, [50]), а термин «сетевые

экстерналии» - к рынкам, на которых действия агентов порождают неэффективные равновесия. Некоторые

из приведенных ниже моделей действительно отражают взаимодействие фирм на рынках [175, 135], тем не

менее в понимании [188] термины не всегда уместны. Принимая это во внимание, ниже термин «сетевые эф-

фекты» будет применяться и как синоним «peer effects», и в более широком смысле: к ситуациям зависимости

действий одного участника от действий тех, с кем он связан сетью.
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метрические модели изучают, как успеваемость студентов зависит от их окру-

жения, то теоретико-игровая постановка формализует стратегический характер

усилий: например, студенты выбирают затрачиваемое на обучение время или

участие в дополнительных активностях, при этом учитывая выбор своих одно-

классников или друзей;

− социальные нормы и девиантное поведение – существует множество си-

туаций, в которых неэтичное поведение распространяется в социальных сетях.

Например, некоторые корпоративные культуры поощряют слабые этические

нормы [119], а наличие неэтичных одногрупников в академическом контексте

повышает соблазн студентов к мошенничеству [104, 27]. В этом случае модели

теоретико-игрового взаимодействия позволяют исследовать, какую роль соци-

альные нормы играют в выборе усилий отдельных участников и их позицию в

структуре сети. В этом случае в качестве переменной 𝑥𝑖 используют индика-

торную функцию, характеризующее совершение определенного действия;

− сети преступников [101] – исторически первый пример8, послуживший

основой для модели [67] и задаче выявления ключевого игрока (см. раздел

2.2.2), 𝑥𝑖 – профиль преступника (англ. crime effort profile). Эконометрические

модели оценивают, как связи между агентами влияют на проявление девиант-

ного поведения [118]. Игры на сетях показывают, как эффекты стратегической

дополнительности (или заменимости, см. раздел 2.1.1) усилий взаимодейству-

ющих агентов распространяются через сеть;

− конкуренция и сотрудничество фирм [175]. В данном случае 𝑥𝑖 – объем

выпуска (нормированный объем продаж). Авторы исследуют влияние коллабо-

рации в рамках НИОКР. В общем случае исследователей интересует вопрос о

роли межфирменных отношений в экономическом развитии: влиянии экзоген-

ного расширения деловых сетей на производительность фирм и о механизмах,

лежащих в их основе [100].

Основная критика эконометрических моделей идентификации сетевых эф-

фектов связана с проблемой эндогенности [193, 60], а именно корреляции между

признаками агентов и их действиями, а также между окружением и ошибкой

модели. Для борьбы с эндогенностью предложены различные методы, такие

как двухшаговый метод наименьших квадратов с использованием инструмен-

тальных переменных, модели нелинейной регрессии и др. (см. обзоры [56, 92]).

8https://lens.monash.edu/2019/08/06/1375976/network-science-identifying-key-players-in-collective-dynamics
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Интерес к линейным моделям главным образом мотивирован ключевой ро-

лью сети в анализе влияния узлов друг на друга, равновесия и задач управле-

ния. За последние десятилетия было получено множество результатов в рамках

изучения структуры реальных сетей, механизмов их формирования и того, как

сети влияют на поведение их участников. В исследованиях сетевых моделей

стратегического взаимодействия авторы изучают вопрос о том, каким образом

следует учитывать информацию о сетях при решении задач управления.

Сетевые эффекты являются примерами «внешних эффектов» или «экс-

терналий» (англ. externalities) – ситуации, в которой благополучие человека за-

висит от действий других людей без взаимно согласованной компенсации [161].

С точки зрения теоретико-игровых моделей взаимодействия это означает, что

равновесие при наличии внешних эффектов неэффективно (см. раздел 2.1.1).

Можно сказать, что игры с линейным наилучшим ответом описывают влияние

линейных внешних эффектов в действиях игроков, связанных с их окружением.

В экономике внешние эффекты всегда рассматривались как источник

неэффективности (т. н. «провалов рынка»), а классическим способом исполь-

зования или противодействия внешним эффектам является прямое вмешатель-

ство в экономический процесс (или экономический интервенционизм). Анало-

гично, возникло понятие «сетевых интервенций» или «сетевого вмешательства»

(англ. network interventions) – процесс использования данных сетей социального

взаимодействия для изменения результатов деятельности участников сети9. В

англоязычной литературе термин «сетевые интервенции» обрел особую попу-

лярность после публикации статьи [230] с аналогичным названием, в которой

формулировался скорее в контексте социологических исследований. Существу-

ют различные стратегии сетевых интервенций, и интерес представляет оценка

применимости и эффективности этих методов.

1.3. Связь с другими областями

В обзоре [51] рассматриваются основные задачи и приложения сетевого

управления (англ. control of networks), изучающей вопросы управления в ди-

намических системах взаимосвязанных агентов (в частности, такими задача-

ми как групповое, кооперативное, мультиагентное/многоагентное управление).

9Сетевые интервенции можно рассматривать в качестве аналога термина «сетевое управление», исполь-

зуемого для технических систем.
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Пусть 𝑥𝑖(𝑡) ∈ R – вектор состояния в момент времени 𝑡 узлов сети, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

состоящей из элементов 𝑔𝑖𝑗, отражающих связь между вершинами 𝑖 и 𝑗 в графе

𝐺. Авторами отмечается, что широкий класс сетевых мультиагентных систем

описывается в непрерывном времени моделями вида

�̇�𝑖 = 𝐹𝑖(𝑡, 𝑥𝑖, 𝑢𝑖) +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗(𝑡)𝑓𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), (1.1)

где функции 𝐹𝑖(·) и 𝑓𝑖𝑗(·) характеризуют локальную динамику агента и его вза-

имодействие с другими агентами, соответственно. При этом наиболее распро-

страненными являются сети, в которых взаимодействия агентов зависят только

от их разногласий (расхождения их состояний) и наиболее полно исследованы

в настоящий момент линейные сетевые системы с функцией 𝑓𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) вида:

𝑓𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗, (1.2)

и в дальнейшем обзор посвящен именно таким моделям. В то же время, подоб-

ная (1.1) постановка справедлива не только для моделей консенсуса, но и для

теоретико-игровых моделей взаимодействия, при этом функция 𝑓𝑖𝑗(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) носит

особую специфику (см. разделы 2.1.1 и 2.1.4).

C описанными ниже моделями тесно связаны и модели межотраслевого

баланса [54, 55]; схожая проблематика исследовалась в работах, посвященных

динамическим моделям межотраслевого баланса [19, 18, 17] и оптимального

планирования [16].

Различным способам описания теоретико-игрового взаимодействия на се-

ти посвящены работы [34, 146], задачам управления в случае стратегического

формирования сетей [11, 12] и анализу равновесия в таких играх [45, 48], зада-

чам управления в моделях ограниченной рациональности [35, 36] (подробнее в

разделе 2.1.2). При этом в данной работе не рассмотрены кооперативные игры

[30], хотя несколько вариантов кооперативного решения для описанных ниже

игр предложены в [202, 124, 236].

Отдельно стоит отметить работы, посвященные задачам управления в мо-

делях социальных сетей [5, 15], моделях смешанного социального влияния (ме-

ханизмов ассимилятивного/диссимилятивного влияния и ограниченного дове-

рия) [179]. Как будет показано ниже, подобные модели так же можно рассмат-

ривать в качестве моделей стратегического взаимодействия.
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Глава 2. Задачи управления в теоретико-игровых моделях на сети с

линейным наилучшим ответом

В предыдущей главе кратко описана история развития сетевых моделей

стратегического взаимодействия и задач управления, отмечена значительная

роль моделей идентификации сетевых эффектов (эффектов окружения). В дан-

ной главе будут рассмотрены некооперативные игры на сетях, в которых агенты

взаимодействуют стратегически, принимая решения, направленные на макси-

мизацию собственного выигрыша. Центральное место в анализе займет кон-

цепция линейного наилучшего ответа, определяющая оптимальную стратегию

агента в зависимости от действий его соседей по сети: целью данной главы

является обзор моделей и методов управления, которые были предложены для

случая линейной зависимости функции наилучшего ответа игроков от действий

соседей в рамках сетевого теоретико-игрового взаимодействия.

Будет рассмотрен широкий спектр моделей, включая модели с эффектом

перетока, игры координации, игры конкуренции и сотрудничества, и модели

влияния информированности агентов. Особое внимание уделено анализу се-

тевых эффектов – стратегической дополнительности и заменимости, а также

различным видам функций окружения (локальное агрегирование, локальное

усреднение). Рассматривается влияние структуры сети на равновесие Нэша и

социальный оптимум. Отдельный раздел посвящен задачам управления, в ко-

торых центр стремится изменить равновесие системы через изменение стимулов

агентов или сетевой структуры.

Глава состоит из следующих разделов: в первой части описаны игры с ли-

нейным наилучшим ответом – классификация игр, инструменты их анализа, а

также примеры игр и задачи управления, решаемые в сравнительной статике.

Во второй части приводится описание задач центра, стремящегося изменить

равновесный исход игры: классификация методов управления, примеры, а так-

же описание решения ряда задач управления сетевым взаимодействием агентов.
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2.1. Игры с линейным наилучшим ответом

2.1.1. Выигрыш игроков и линейный наилучший ответ

Рассмотрим некооперативную одношаговую игру на сети с полной инфор-

мацией. Множество агентов 𝑁 = {1, ..., 𝑛} на сети, заданной матрицей смеж-

ности 𝐺 = {𝑔𝑖𝑗} ∈ {0, 1}𝑛×𝑛, 𝑔𝑖𝑖 = 0, взаимодействуют стратегически т. е.

пытаются получить наибольшую выгоду, учитывая действия других игроков:

каждый участник 𝑖 выбирает некоторое неотрицательное действие 𝑥𝑖 и полу-

чает выигрыш 𝑣𝑖 от принятого решения. Функция выигрыша (или функция

платежа/полезности, англ. payoff/utility function)

𝑣𝑖(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑧(𝑥−𝑖, 𝐺)) (2.1)

включает в себя зависимость от собственного действия 𝑥𝑖 игрока 𝑖, а именно

– выгоды и издержки, которые он получает от выбранного действия, и зави-

симость от сетевых эффектов – действий других игроков 𝑥−𝑖 = {𝑥𝑗}𝑗 ̸=𝑖, кото-

рая представлена в виде функции окружения игрока 𝑧(𝑥−𝑖, 𝐺), учитывающей

структуру сети (подробнее о характере этой зависимости ниже). Помимо этих

двух компонент в модель могут входить так называемые чистые экстерналии

(англ. pure externalities) – зависимость выигрыша агента от других, экзогенных

параметров, которые не связаны с действиями игроков.

Агенты максимизируют собственный выигрыш, для чего каждому агенту

𝑖 необходимо наилучшим образом отвечать на действия других агентов 𝑥−𝑖:

𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖, 𝐺) = Argmax
𝑥𝑖⩾0

𝑣𝑖(𝑥𝑖, 𝑧(𝑥−𝑖, 𝐺)). (2.2)

Функция 𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖) носит название функции наилучших ответов игроков (ан-

гл. best response/reply function): она не зависит от действий самого игрока 𝑖 и

является его оптимальным ответом на действия других участников. Профиль

𝑥* = {𝑥*𝑖}𝑖∈𝑛 называется равновесием Нэша в чистых стратегиях в такой игре,

если для всех 𝑖

𝑥*𝑖 = 𝐵𝑅𝑖(𝑥
*
−𝑖, 𝐺). (2.3)

Каждый агент подвержен влиянию прямых (direct) и косвенных (indirect)

сетевых эффектов. Прямой эффект на агента 𝑖 оказывают его соседи по сети

(вершины, смежные с вершиной 𝑖). Косвенные эффекты возникают в силу сете-

вого характера взаимодействия: на агента оказывают опосредованное влияние
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соседи его соседей, соседи соседей его соседа и т.д. Аналогичные рассуждения

справедливы и для влияния связей в сети на действия агентов: прямой эффект

от ребра графа 𝐺 получают вершины, соединенные этим ребром, а косвенный

– другие вершины, связанные с исходной парой вершин.

Ключевым аспектом игры является характер зависимости игрока 𝑖 от дей-

ствий его соседей по сети: в играх с линейным наилучшим ответом функция

наилучших ответов игрока 𝑖 является одноэлементным множеством и линейно

зависит от его окружения 𝑧𝑖(𝑥−𝑖, 𝐺), и тогда равновесие в такой игре – решение

системы линейных алгебраических уравнений, являющихся наилучшими отве-

тами игроков, при условии 𝑥 ⩾ 0 (вопрос существования равновесия является

отдельной задачей). В данный момент распространена следующая классифика-

ция функций окружения игрока:

− локальное агрегирование (англ. local aggregate): 𝑧(𝑥−𝑖, 𝐺) = 𝛽
∑︀

𝑗 𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗

- выигрыш каждого игрока зависит от суммы действий его соседей по сети;

− локальное усреднение (англ. local average): 𝑧(𝑥−𝑖, 𝐺) = 𝛽
∑︀𝑛

𝑗=1
𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗, где

𝑑𝑖 – степень узла 𝑖 – выигрыш каждого игрока зависит от среднего действий

его соседей по сети,

где параметр 𝛽 ∈ R оказывает мультипликативный эффект и характеризует

силу сетевого взаимодействия (или «социальный мультипликатор» [140]). В от-

сутствии сетевой компоненты (т.е. при 𝑔𝑖𝑗 = 1 для всех 𝑖, 𝑗) оба класса сводятся

к играм с аддитивным агрегированием, см. в [29, 165], в которых на каждого

агента влияет одна и та же совокупность стратегий других агентов, в то время

как в играх на сетях эта совокупность зависит от агента и сети.

Различие между классами состоит в том, как агент 𝑖 учитывает (или на-

блюдает) активность своих соседей по сети. В отличии от локального агреги-

рования, при котором изменение действия агента 𝑗 напрямую влияет на агента

𝑖, в случае усреднения агент 𝑖 ориентируется на среднюю характеристику сво-

его окружения, вне зависимости от того, каким высоким или низким является

вклад агента 𝑗. Иными словами, модели локального агрегирования призваны

описывать эффекты перетока - распространения вклада одних участников на

других, в то время как модели локального усреднения отражают поведенче-

ские аспекты, связанные с ролью окружения в выборе агента. Как показано в

работах [208, 229], модели локального агрегирования и усреднения1 различны

1В этой связи стоит отметить модели ресурсных [21]: по-существу, в этих моделях оба механизма - агре-
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как с точки зрения свойств функции выигрыша, так и в сравнительной статике

и решениях задач управления. В частности, различна и роль параметра 𝛽: в

играх локального агрегирования увеличение силы сетевого взаимодействия мо-

нотонно увеличивает предельный выигрыш игроков, в то время как в модели

локального усреднения это не так (см. раздел 2.1.2).

Другим основанием классификации, предложенным в [98] (в т. ч. и для не

сетевых моделей), является знак перед функцией окружения, в зависимости от

которого теоретико-игровые модели получают различную интерпретацию:

− модели с эффектом «стратегической дополнительности» (англ. strategic

complementarity, [232]) и, соответственно, положительный сетевой эффект, при

котором вклад соседа 𝑗 игрока 𝑖 увеличивает предельный выигрыш игрока 𝑖

(примерами служат модели из [67, 208]);

− модели с эффектом «стратегической заменимости» (англ. strategic

substitutability) и, соответственно, отрицательный сетевой эффект, при котором

вклад соседа 𝑗 игрока 𝑖 уменьшает предельный выигрыш игрока 𝑖 (примерами

служат модели из [35, 93, 229]).

Формально, речь идет о знаке второй смешанной производной выигрыша игро-

ка по собственному действию и действию его соседей: если 𝑔𝑖𝑗 = 1, то для игр

с эффектом стратегической дополнительности 𝜕2𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑖𝑥𝑗

> 0, а для игр с эффектом

стратегической заменимости 𝜕2𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑖𝑥𝑗

< 0. Иными словами, в действиях агентов

проявляются положительные (отрицательные) локальные сетевые экстерналии:

для игр со стратегической дополнительностью (заменимостью) увеличение уси-

лий других игроков (𝑥−𝑖) приводит к тому, что более высокие действия игрока 𝑖

приносят относительно большую (меньшую) выгоду по сравнению с более низ-

кими усилиями этого игрока. Примеры моделей и наилучшие ответы игроков

представлены в таблице 2.1.

В рамках любой экономической модели обычно выделяют идеальное со-

стояние системы, характеризующееся максимальным общественным благосо-

стоянием. В случае задач управления, речь идет о так называемом «первом по

предпочтительности исходе игры» (англ. first-best outcome/contract, или social

optimum), по аналогии с задачами агент-принципал теории контрактов [53]. В

работах, посвященных задачам управления в играх с линейным наилучшим

ответом, под общественным благосостоянием почти всегда понимается сумма

гирование и усреднение - используются одновременно, но не в теоретико-игровой постановке.
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Таблица 2.1. Примеры основных моделей игр с линейным наилучшим ответом

Стратегическая

дополнительность

(англ. strategic complementarity)

Стратегическая

заменимость

(англ. strategic substitutability)

Локальное

агрегирование

(англ. local aggregate)

«Линейно-квадратичная игра»

𝐵𝑅𝑖 = 𝑏𝑖 + 𝛽
∑︀

𝑗 𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗

«Игра локального

общественного блага»

𝐵𝑅𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝛽
∑︀

𝑗 𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗

Локальное

усреднение

(англ. local average)

«Социальные нормы в сети»

𝐵𝑅𝑖 = (1− 𝛽)𝑏𝑖 + 𝛽
∑︀𝑛

𝑗=1
𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗

«Модель антиконформизма»

𝐵𝑅𝑖 = (1− 𝛽)𝑏𝑖 − 𝛽
∑︀𝑛

𝑗=1
𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗

выигрышей всех агентов (подробнее об этом – в разделе 2.2.1):

𝑊 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑣𝑖,

а социальный оптимум – т. е. решение задачи max𝑥𝑊 и соответствующие ему

равновесные стратегии 𝑥𝑂 и выигрыши 𝑊𝑂 – исследуется в рамках сравни-

тельной статики, подразумевающей, что агенты стремятся максимизировать не

собственные функции выигрыша, а благосостояние всех агентов в сумме. Как

будет показано ниже на примере отдельных игр, равновесие Нэша в них никогда

не является социальным оптимумом: сетевой эффект приводит либо к занижен-

ным, либо к завышенным действиям агентов, тем самым делая актуальными

анализ моделей и разработку методов управления в таких играх.

2.1.2. Математические модели сетевых эффектов: координация,

конкуренция, сотрудничество и информированность

Игра координации

Классическая модель социального влияния и динамики мнений в сети

[130, 116], являющаяся частным случаем задачи консенсуса, имеющей важные

приложения в задачах управления в технических системах [51], может рассмат-

риваться и как микроэкономическая модель стратегического принятия решений

агентами. [142].

А именно, пусть 𝑛 агентов стремятся максимизировать свой индивидуаль-
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ный выигрыш, характеризующийся функцией

𝑣𝑖 = −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2. (2.4)

Иными словами, агенту невыгодно делать выбор (например, выбор технологии

или языка), который отличается от выбора соседей. Функция 𝑣𝑖(𝑥) вогнута, и

условий первого порядка достаточно для получения системы наилучших отве-

тов игроков – оптимальный ответ игрока 𝑖 на действия своих соседей по сети,

𝐵𝑅(𝑥−𝑖, 𝐺) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗, (2.5)

совпадает с моделью динамики мнений. Так, модель ДеГроота можно интер-

претировать как игру, в которой участники хотят демонстрировать поведение,

похожее на поведение своих соседей по сети, для чего они наилучшим образом

реагируют на их действия.

В такой игре любой профиль действий, в котором все агенты совершают

одно и то же действие, представляет собой равновесие Нэша. Помимо этого,

агенты не обладают индивидуальными характеристиками, отличающими их

друг от друга. В силу этого большую популярность получила модель, отра-

жающая взаимодействие агентов, находящихся под влиянием индивидуальных

навыков и усредненного поведения своего окружения.

Социальные нормы в сети

С точки зрения теоретико-игрового взаимодействия интерес представля-

ет другой вариант модели ДеГроота, предложенный [131](модель Фридкина-

Джонсена описывает динамику наилучших ответов игроков, анализу динамики

посвящена, например, работа [138]), в которой каждый узел 𝑖 дополнительно

поддерживает постоянное внутреннее мнение. Существует несколько популяр-

ных вариантов данной модели в теоретико-игровой постановке - в частности,

модель с неполной информацией, в которой агенты пытаются определить неко-

торое состояние мира [144]. В этом случае интерпретация модели близка к из-

вестной игре «конкурса красоты» (англ. «beauty contest») [200].

Ниже будет рассмотрена модель локального агрегирования или модель

социальных норм (англ: social-norm model)[229]. Каждый игрок получает выиг-
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рыш2

𝑣𝑖 = 𝑏𝑖𝑥𝑖 −
1

2

(︂
𝛽

1− 𝛽

)︂(︃
𝑥𝑖 −

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗

)︃2

− 1

2
𝑥2𝑖 , (2.6)

где 𝑏𝑖 > 0 отражает индивидуальную продуктивность агента 𝑖, а 𝛽 > 0 – склон-

ность к конформизму (англ. taste for conformity). Агенты совершают затрат-

ные действия (−𝑥2𝑖/2), при этом сравнивая свой индивидуальный вклад (𝑏𝑖𝑥𝑖)

со средним вкладом своих соседей по сети, стараясь минимизировать различие

между своим действием и средним действием своей группы. В силу большой ро-

ли слагаемого
∑︀𝑛

𝑗=1
𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗 = 𝑥𝑖 в других публикациях, в которых оно фигурирует

в контексте социологических исследований, авторы называют его социальной

нормой агента 𝑖.

Из условий первого порядка 𝜕𝑢𝑖/𝜕𝑥𝑖 = 0 находим наилучшие ответы иг-

роков:

𝑥𝑖 = (1− 𝛽)𝑏𝑖 + 𝛽𝑥𝑖, (2.7)

которые представимы в матричном виде:

𝑥 = (1− 𝛽)𝑏+ 𝛽�̂�𝑥, (2.8)

где �̂� = {𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗/𝑑𝑖}𝑛×𝑛. При 𝛽 < 1 равновесие Нэша в чистых стратегиях

существует и единственно:

𝑥* = (1− 𝛽)(𝐼 − 𝛽�̂�)−1𝑏. (2.9)

Первое что необходимо отметить – это эффект индивидуальной продук-

тивности. Хотя влияние 𝑏𝑖 на 𝑣*𝑖 всегда положительно, взаимовлияние продук-

тивности агентов может иметь разнонаправленный характер:

𝜕𝑣*𝑖
𝜕𝑏𝑗

⪌ 0 ⇐⇒ 𝑥*𝑖 ⪌ 𝑥*𝑖 , (2.10)

2Можно рассмотреть другие функции выигрыша игроков, например,

𝑣𝑖 = 𝑏𝑖𝑥𝑖 −
𝜃

2

∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2 − 𝑥2

𝑖

2
,

или

𝑣𝑖 = 𝑏𝑖𝑥𝑖 − 𝜃𝑥𝑖

∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖

𝑥𝑗 −
1 + 𝜃

2
𝑥2
𝑖 ,

где 𝜃 = 𝛽
1−𝛽 . Наблюдение авторов [229] состоит в том, что перечисленные функции выигрышей объединяет

функция наилучших ответов, однако, даже если равновесные усилия 𝑥* одинаковы, анализ благосостояния

и его сравнительная статистика могут отличаться, поскольку равновесные полезности и, следовательно, бла-

госостояние различны.
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т. е. равновесная полезность агента 𝑖 возрастает (убывает) в ответ на небольшое

изменение продуктивности 𝑏𝑗 агента 𝑗 тогда и только тогда, когда равновесный

ответ игрока 𝑖 больше (меньше) его равновесной социальной нормы. Основ-

ной интерес представляет зависимость исхода игры от параметра 𝛽. Авторы

показывают, что в общем случае эта зависимость немонотонна и переходят к

рассмотрению двух крайних случаев:

− чистый индивидуализм (𝛽 = 0) – равновесный ответ каждого игрока

равен его индивидуальной продуктивности

lim
𝛽=0

∑︁
𝑗

𝑥*𝑗 =
∑︁
𝑗

𝑏𝑗;

− полный конформизм: (𝛽 → 1) – все агенты выбирают одинаковый уро-

вень действий, равный средневзвешенной индивидуальной продуктивности

lim
𝛽→1

∑︁
𝑗

𝑥*𝑗 = 𝑛
∑︁
𝑗

𝑑𝑗𝑏𝑗,

где 𝑑 – вектор нормализованных степеней вершин, 𝑑𝑖 = 𝑑𝑖/
∑︀

𝑗 𝑑𝑗. Будет ли

совокупный вклад
∑︀

𝑗 𝑥
*
𝑗 выше при чистом индивидуализме (𝛽 = 0) или при

полном конформизме (𝛽 → 1) зависит от корреляции между продуктивностью

𝑏 и распределением по степеням вершин:

lim
𝛽→1

∑︁
𝑗

𝑥*𝑗 ⪌ lim
𝛽→0

∑︁
𝑗

𝑥*𝑗 ⇐⇒ 𝐶𝑜𝑟𝑟(𝑑, 𝛼) ⪌ 0. (2.11)

Когда 𝛼 и 𝑑 положительно (отрицательно) коррелируют, т. е. агенты с более

высокой производительностью занимают более (менее) центральные позиции в

сети, тогда полный конформизм увеличивает (уменьшает) совокупные усилия.

Социальный оптимум в модели или решение задачи

max
𝑥

𝑏𝑇𝑥− 1

2
𝑥𝑇𝐻(𝛽)𝑥, (2.12)

где 𝐻(𝛽) := 𝐼 + 𝛽
1−𝛽

(︁
𝐼 − ̂︀𝐺)︁𝑇 (︁𝐼 − ̂︀𝐺)︁, достигается решением следующей си-

стемы наилучших ответов игроков:

𝑥𝑖 = (1− 𝛽)𝑏𝑖 + 𝛽𝑥+ 𝛽

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗) . (2.13)



40

Отличием оптимума от равновесия Нэша в игре является наличие последнего

слагаемого – влияния собственного действия агента на социальную норму сво-

их соседей. В равновесии Нэша, принимая решение о своих индивидуальных

усилиях, агенты не учитывают этот фактор, что создает экстерналию, которая

может быть как положительной, так и отрицательной: если 𝑖 и 𝑗 соседи, то

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

⪌ 0 ⇐⇒ 𝑥𝑖 ⪌ 𝑥𝑖. (2.14)

Другими словами, когда агент 𝑗 прилагает усилия 𝑥𝑗, он оказывает положи-

тельное (отрицательное) внешнее воздействие на своего соседа 𝑖 тогда и только

тогда, когда усилия 𝑖 выше (ниже) социальной нормы 𝑖. Оптимум достигается

в том случае, когда равновесные ответы игроков соответствуют их индивиду-

альной продуктивности

𝑥𝑂 = 𝑏. (2.15)

В этом случае выделяется класс регулярных сетей, для которых совокупные

усилия в сети всегда оптимальны: 𝑥* = 𝑥𝑂 = 𝑏. Это происходит потому, что

в регулярных сетях положительные и отрицательные внешние эффекты, ока-

зываемые агентами на своих соседей, в точности уравновешиваются, так что

совокупный эффект оптимален.

Ключевую роль индивидуальная продуктивность играет и в задаче добав-

ления и удаления связей между агентами – центр принимает во внимание толь-

ко продуктивность агентов, при этом информация о структуре сети не играет

роли:

1. добавление ключевых связей (англ. key-link adding): в любой сети добав-

ление связи между двумя агентами с высокой (низкой) производительностью

не только увеличивает (уменьшает) усилия этих двух агентов, но и увеличивает

(уменьшает) усилия всех остальных агентов в сети;

2. удаление ключевых связей (англ. key-link removing): независимо от

структуры сети центр должен удалить связь между двумя наиболее продук-

тивными агентами.

Решение задачи стимулирования будет рассмотрено ниже, при анализе управ-

ления в линейно-квадратичной игре в разделе 2.2.2.
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Линейно-квадратичная игра

Линейно-квадратичная игра на сети, предложенная в [67], является одной

из наиболее известных моделей игры на сети. Функция выигрыша игрока 𝑖

𝑣𝑖 = 𝑥𝑖(𝑏𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗)−
𝑥2𝑖
2

(2.16)

включает выгоду от собственного действия 𝑥𝑖𝑏𝑖 и действий соседей 𝛽
∑︀

𝑗 𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗𝑥𝑖,

а также квадратичные издержки от принятого решения, 𝑥2𝑖/2. Параметр 𝑏𝑖 > 0

является предельным выигрышем игрока 𝑖, не зависящим от действий соседей

(англ. standalone marginal return). Параметр 𝛽 отражает характер зависимости

от действий соседей по сети: при 𝛽 > 0 действия игроков комплементарны

(англ. strategic complements), а при 𝛽 < 0 действия соседей взаимозаменяют

друг друга (англ. strategic substitutes).

В случае линейно-квадратичной игры условия первого порядка

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑖

= 𝑏𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗 − 𝑥𝑖 = 0 (2.17)

приводят к следующим функциям наилучшего ответа:

𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖) = 𝑏𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗 (2.18)

В матричном виде систему наилучших ответов можно представить как

(𝐼 − 𝛽𝐺)𝑥 = 𝑏

где 𝐼 - единичная матрица. Если матрица (𝐼−𝛽𝐺) обратима (подробнее об этом
в разделе 2.1.3), то равновесие Нэша существует и единственно: равновесные

ответы игроков в матричном видe

𝑥* = (𝐼 − 𝛽𝐺)−1𝑏 (2.19)

Идея авторов модели [67] заключалась в создании связи между концепцией

равновесия Нэша и мерами центральности узлов на сети: рассмотрим сеть с

матрицей смежности 𝐺 и скаляр 𝛽. Тогда вектор центральностей [85] параметра

𝛽
𝑛∑︁

𝑗=1

+∞∑︁
𝑘=0

𝛽𝑘𝐺𝑘 = (𝐼 − 𝛽𝐺)−11,
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отражает общее число путей в 𝐺, которые начинаются в вершине 𝑖. Параметр 𝛽

– коэффициент затухания, который снижает относительный вес путей наиболь-

шей длины. Таким образом, равновесие Нэша в линейно-квадратичной игре на

графе в точности совпадает с центральностью Боначича.

В работе [76] была рассмотрена более общая модель: авторы рассмотрели

произвольную взвешенную сеть, множеством допустимых действий агента 𝑥𝑖 ∈
[0, 𝐿] и наилучшим ответом игроков

𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖) = 𝑚𝑖𝑛(𝑏𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗, 𝐿), (2.20)

тогда, при 𝐿 = inf получается исходная модель.

В работе [152] была исследована сравнительная статика модели: социаль-

ный оптимум, т. е. решение задачи max𝑥
∑︀
𝑣𝑖, приводит к следующей системе

наилучших ответов игроков

𝑏𝑖 − 𝑥𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗 = 0, (2.21)

или

𝑥𝑂𝑖 = 𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖) + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗, (2.22)

т. е. равновесные усилия слишком малы, потому что каждый агент игнориру-

ет положительное влияние (или положительную экстерналию, возникающую

вследствие эффекта комплементарности) своего действия на выбор своих со-

седей. В результате равновесие в игре оказывается неэффективным. Т. к. дей-

ствия агентов в силу этого эффекта всегда занижены, центр в задаче стиму-

лирования всегда выбирает однонаправленные вмешательства – либо все аген-

ты получают дополнительные субсидии, либо, наоборот, облагаются штрафа-

ми/налогом (подробнее об этом см. в разделе 2.2.2).

Очевидно так же, что и структура сети монотонно влияет на социальный

оптимум: для случая симметричных матриц в работе [113] показано, что для

двух матриц Σ и Σ′, таких что Σ = −𝐼 + 𝛽𝐺, а Σ′ > Σ если 𝜎′𝑖𝑗 > 𝜎𝑖𝑗 для всех

𝑖, 𝑗, то

𝑥*(Σ′) > 𝑥*(Σ). (2.23)

В работе [174] была предложена модель формирования сети, в которой

агенты выбирают себе тех, с кем создавать связь, исходя из максимизации соб-

ственной выгоды по формуле 2.16. Из указанных свойств функции следует, что
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наибольшую выгоду будут получать агенты с наибольшим показателем цен-

тральности, а другие агенты будут стремиться создать с ними связь.

Игра локального общественного блага

Игры на сетях с эффектом стратегической заменимости описывают ситуа-

цию, в которой действия одного агента снижают стимулы для соседей увеличи-

вать свои усилия. Такие игры моделируют конкурентные сценарии, например,

конкуренцию за ограниченные ресурсы, рынки или выгоды, где игроки связа-

ны через сеть взаимодействия, а их стратегии взаимозаменяемы. Этот эффект

противоположен эффекту стратегической дополнительности, при котором дей-

ствия одного агента стимулируют увеличение усилий соседей.

В модели локальных общественных благ на сети (англ. local public goods

game on network) агенты принимают решения о своих индивидуальных вкла-

дах в производство некоторого неисключаемого блага (агентов нельзя исклю-

чить из его потребления), которое приносит пользу как им самим, так и их

соседям по сети. Во многих исследованиях данная модель получила интерпре-

тацию как модель теории отраслевых рынков [222], в частности олигополии [4],

а некоторые версии получили развитие в области деловых игр и поведенческих

экспериментов [178]. Эта модель тесно связана с теорией олигополии, поскольку

в обеих рассматриваются стратегическое взаимодействие между игроками, чьи

действия обладают эффектом стратегической заменимости.

Пусть фирма 𝑖 производит некоторое количество товара 𝑥𝑖, а её прибыль

𝑣𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖𝑝(
∑︀

𝑗 𝑥𝑗)−𝑐𝑥𝑖, где 𝑝(
∑︀

𝑗 𝑥𝑗) – обратная функция спроса, 𝑐 – издержки.

В случае, когда обратная функция спроса линейна, прибыль фирмы 𝑖 можно

записать как

𝑣𝑖 = 𝑥𝑖

(︃
𝑏−

(︃
𝑥𝑖 + 𝛽

∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗

)︃)︃
− 𝑐𝑥𝑖, (2.24)

где 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑗𝑖 = 1 означает, что продукция фирмы 𝑖 и товары фирмы 𝑗 яв-

ляются взаимозаменяемыми, 𝛽 – степень заменимости товаров, а 𝑏 – размер

рынка. Более общие сетевые модели рассмотрены в [81, 175]. Похожие модели

рассматривались в работах [13, 52] где они дополнялись параметром 𝑟𝑖 аген-

та, характеризующим тип 𝑖-го агента – эффективность или квалификацию его
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деятельности. Функция выигрыша игроков

𝑣𝑖 = 𝑥𝑖(𝑏−
∑︁
𝑗

𝑥𝑗)−
𝑥2𝑖
2𝑟𝑖

, (2.25)

а наилучший ответ на произвольном графе 𝐺 можно представить как(︀
𝐼𝑟−1 + 𝛽𝐺

)︀
𝑥 = 𝑏. (2.26)

В работе [175] была сформулирована модель, учитывающая эффекты стра-

тегической дополнительности и заменимости одновременно: фирмы конкуриру-

ют на рынках, при этом сотрудничая в рамках научно-исследовательских раз-

работок (англ. Cournot oligopoly game with spillover effect of R&D collaborations).

Наилучший ответ игрока в данной модели принимает вид:

𝑥𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝜌
∑︁
𝑗

𝑏𝑖𝑗𝑥𝑗 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗, (2.27)

где 𝐵 – матрица конкуренции между фирмами (связь между фирмами воз-

никает в том случае, если они конкурируют на одном рынке), а 𝐺 – матрица

сотрудничества в рамках НИОКР. Равновесие, при достаточно нетривиальных

условиях, существует и единственно:

𝑥* = (𝐼 + 𝜌𝑏− 𝛽𝐺)−1𝑏. (2.28)

Всюду выше рассматривался случай общего знания – ситуация, при кото-

рой каждый агент обладает полной информацией об индивидуальных характе-

ристиках других агентов, структуре связей и т. д. Одним из подходов к анали-

зу асимметрии информации являются модели рефлексивных игр. Рефлексив-

ная игра [36] – модель принятия агентами решений на основании иерархии их

представлений о поведении оппонентов. Если структура информированности

агентов в такой игре имеет конечную сложность – т. н. точечная структура ин-

формированности [35] – можно построить граф рефлексивной игры 𝐺, нагляд-

но демонстрирующий взаимосвязь между действиями агентов, участвующих в

равновесии. В случае линейного наилучшего ответа игроков3:

𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖) = 𝑏𝑖 − 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗, (2.30)

3В оригинальной статье была рассмотрена модель

𝑣𝑖 = 𝑥𝑖(𝑏−
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗)−
𝑥2
𝑖

2
(2.29)

и 𝑔𝑖𝑖 = 1.
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информационное равновесие может быть найдено по формуле [49]:

𝑥* = (𝐼 + 𝛽𝐺)−1𝑏, (2.31)

где вектор 𝑏 отражает информированность агентов, а 𝐺 – граф рефлексив-

ной игры. Вершины графа 𝐺 соответствуют реальным и фантомным агентам,

участвующим в рефлексивной игре, а дуги графа 𝐺 отражают взаимную ин-

формированность агентов.

Решение многих задач управления (в т. ч. в сравнительной статике) в опи-

санной модели близки к решениям задач в линейно-квадратичной игре на сети.

Для случая, когда равновесие в модели единственно, авторы [134] рассмотрели

задачу стимулирования – её описанию посвщен раздел 2.2.2.

2.1.3. Анализ равновесия в играх с линейным наилучшим ответом

Доказательство существования и единственности равновесия в описанных

выше примерах обычно осуществляется двумя способами: через теоремы о су-

ществовании решения системы линейных алгебраических уравнений (как, на-

пример, в [67], или через доказательства существования потенциальной функ-

ции игры.

Игры с линейным наилучшим ответом принадлежат классу потенциаль-

ных игр. Впервые концепция потенциальных игр была предложена в работе

[198]. Основная идея заключается в доказательстве существования функции,

которая позволяет описать результат стратегического взаимодействия игроков

с помощью скалярной функции4. Функция 𝜙 является потенциальной функци-

ей игры (potential function/best-reply potential), если для любых 𝑥𝑖, 𝑥′𝑖, 𝑥−𝑖 и для

всех 𝑖 ∈ 𝑁 верно

𝜙(𝑥𝑖, 𝑥−𝑖)− 𝜙(𝑥′𝑖, 𝑥−𝑖) = 𝑣𝑖(𝑥𝑖, 𝑥−𝑖)− 𝑣𝑖(𝑥
′
𝑖, 𝑥−𝑖). (2.32)

Игры с линейным наилучшим ответом обладают потенциальной функцией

(в общем случае она может быть не единственной): например [162], в матричном

виде её можно записать как

𝜙(𝑥) = 𝑥𝑇1− 1

2
𝑥𝑇 (𝐼 ± 𝛽𝐺)𝑥. (2.33)

4В работе [217] показано, что для некоторых классов игр потенциальная функция является функцией

Ляпунова динамики игры, что позволяет использовать метод функций Ляпунова для анализа равновесия

[205]
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Максимум потенциальной функции соответствует равновесию Нэша. Доста-

точным условием существования единственного решения является вогнутость

потенциальной функции. Так как матрица вторых производных ∇2𝜙(𝑥) =

−(𝐼 ± 𝛽𝐺), то 𝜙(𝑥) строго вогнута тогда и только тогда, когда матрица 𝐼 ± 𝛽𝐺

положительно определена: для любого 𝑦 ̸= 0

𝑦𝑇 (𝐼 ± 𝛽𝐺)𝑦 > 0. (2.34)

Для игр локального агрегирования, в зависимости от знака перед 𝛽𝐺, необхо-

димым и достаточным условием существования и единственности равновесия

является либо 𝛽𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐺) < 1 в случае игр с эффектом стратегической допол-

нительности (−), либо 𝛽|𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐺)| < 1 в случае игр с эффектом стратегической

заменимости (+), где 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐺) и 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐺) – наибольшее и наименьшее собствен-

ное значение матрицы 𝐺, соответственно. В играх локального усреднения этих

условий не требуется: в качестве 𝐺 выступает строчностохастическая матри-

ца, для которой 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐺) = 1, и тогда условием существования будет являться

𝛽 < 1 .

Существенным отличием игр с эффектом стратегической заменимости яв-

ляется существование углового решения (англ. corner equilibrium) [95]: потенци-

альная функция перестает быть вогнутой, и из свойств игры иметь неотрица-

тельные стратегии 𝑥* возникает ситуация, в которой одни игроки – пассивные

агенты – бездействуют, 𝑥𝑖 = 0, а другие - активные агенты – выбирают макси-

мально допустимое действие – 𝑥𝑗 = 𝑏𝑗. В этой ситуации условие существования

равновесия связано с наличием в графе 𝐺 максимального независимого множе-

ства, которое, как и число равновесий, может быть не единственным: активные

игроки не должны быть связаны между собой.

В случае несимметричной матрицы 𝐺 достаточным условием для суще-

ствования равновесия является положительно-определенность эрмитовой ком-

поненты матрицы 𝐺 = 𝐺+𝐺𝑇

2 и, следовательно, 1 + 𝛿𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑖𝑛)(
𝐺+𝐺𝑇

2 ) > 0. Од-

нако, в случае игр с эффектом стратегической заменимости анализ динамики

наилучших ответов сложнее (см. ниже).

В работах [113, 202] показано, что равновесие в игре с линейным наилуч-

шим ответом является решением линейной задачи о дополнительности (англ

linear complementarity problem, LCP). В работе [205] показано, что задача LCP

является подклассом задач вариационного неравенства – анализу игр в этом
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ключе5 (в т. ч. в случае нелинейного наилучшего ответа) посвящены работы

[194, 205, 238] и ссылки в них. В работе [205] авторы, используя формулировку

равновесия Нэша в терминах решения задачи вариационного неравенства, ис-

следуют связь между параметризацией игры и матрицей частных производных

оператора наилучших ответов (матрицей Якоби, англ. Jacobian of the game), а

также влиянием свойств матрицы Якоби на существование и единственность

равновесия, сходимость динамики наилучших ответов в дискретном и непре-

рывном времени.

2.1.4. Динамика наилучших ответов

Выше взаимодействие между агентами сформулировано в виде одношаго-

вой некооперативной игры, однако описанное взаимодействие можно предста-

вить альтернативным образом. В работе [219] систему (2.18) сформулировали

как линейную аффинную динамическую систему в непрерывном времени:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥+ 𝑏, (2.35)

где 𝐴 = 𝛽𝐺− 𝐼. Или, для каждого агента 𝑖

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑏𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗 − 𝑥𝑖. (2.36)

Решением системы или установившимся значением состояния системы является

величина

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = −𝐴−1𝑏

= −(𝛽𝐺− 𝐼)−1𝑏

= (𝐼 − 𝛽𝐺)−1𝑏.

(2.37)

Интерес представляет и разностная аппроксимация уравнения (2.35)6, которая

позволяет установить взаимосвязь между шагом дискретизации и сетевым эф-

5Формулировка равновесия Нэша в терминах решения вариационного неравенства является обобщением

свойства игры быть потенциальной [198]
6В совокупности, у формулы (2.19) имеется как минимум три интерпретации: это равновесие теоретико-

игровой модели, равновесие линейной аффинной динамической системы, а также показатель центральности

узлов сети.
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фектом 𝛽:

𝑥(𝑡+ 1)− 𝑥(𝑡)

𝛿
= 𝐵𝑥(𝑡) + 𝑏,

𝑥(𝑡+ 1) = 𝛿(𝐵𝑥(𝑡) + 𝑏) + 𝑥(𝑡) =

= (𝛿𝛽𝐺− 𝛿𝐼 + 𝐼)𝑥(𝑡) + 𝛿𝑏.

(2.38)

Таким образом, конкретное значение множителя перед матрицей взаимодей-

ствия связано как с непосредственным влиянием окружения на выбор агента,

так и с шагом дискретизации в модели. Помимо этого, наилучшие ответы игро-

ков могут быть ограничены в силу специфики анализа различных жизненных

ситуаций: в большинстве случаев (уровень усилий в моделях коллективного по-

ведения, количество продукции в моделях производства товаров или услуг и

др.) наилучший ответ не может быть отрицательным; в популярном кейсе ис-

следования образовательных процессов агенты выбирают уровень усилий, как

правило измеряющийся в часах – наилучшие ответы ограничены 0 снизу и 24

сверху, а также предполагаются быть целочисленными. Все эти аспекты влекут

за собой ограничения в выборе инструментов для анализа динамики в таких иг-

рах [94]. Обсуждению взаимосвязи между теоретико-игровой интерпретацией и

теорией динамических систем, в т. ч. для модели выше, посвящена книга [37].

В теоретико-игровой терминологии процедура поиска равновесия игрока-

ми носит название «нащупывания» (франц. tatonnement) равновесия, напри-

мер, «нащупывания по Нэшу/Курно» (франц. Nash/Cournot tatonnement). В

играх с эффектом стратегической заменимости равновесие, стабильное относи-

тельно дискретного нащупывания по Нэшу, влечет стабильность равновесия от-

носительно непрерывной динамики наилучших ответов, однако обратное невер-

но [95]. Сходимость непрерывной динамики наилучшего ответа к равновесию

Нэша в таких играх была показана в работе [79], случай влияния дальновид-

ных агентов рассмотрен в [73].

В случае игры на ориентированном графе 𝐺 динамика наилучших отве-

тов может зацикливаться. В работе [74] авторы ввели два класса направленных

сетей, для которых динамика наилучших ответов сходится к единственному

равновесию: один из классов определяется возможностью изменить параметры

игры специальным образом так, чтобы динамика новой игры совпадала с ди-

намикой исходной; другой класс сетей тесно связан с критерием Колмогорова
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обратимости цепи Маркова7

2.2. Задачи управления

2.2.1. Целевые функции и бюджетные ограничения центра

Управляющий орган (или центр/центральный планировщик, англ. central

planner) получает информацию о выигрышах участников и может повлиять на

их действия, вообще говоря, в разные моменты времени и различными спосо-

бами. Вследствие этого результаты взаимодействия агентов меняются, стано-

вятся более желательными для центра. Предметом управления могут являться

различные элементы системы – действия агентов, их стимулы, структура вза-

имодействия и другие характеристики.

В случае игр с линейным наилучшим ответом, задача управления форму-

лируется в виде задачи оптимизации, которую в общем виде можно представить

как

max
𝑢

𝑊 (𝑥, 𝑢) (2.39)

при ограничениях

𝑥 ⩾ 0, 𝑥 = 𝐵𝑅(𝑥), 𝐾(𝑢, 𝑢0) ⩽ 𝐶, (2.40)

где 𝑢 – параметр игры, на который оказывается воздействие в процессе управ-

ления, 𝑢0 – исходное значение параметра, 𝐾(𝑢, 𝑢0) – функция затрат, 𝐶 – кон-

станта. Как было показано выше, в случае анализа сравнительной статики и

социального оптимума, в качестве управляющего воздействия может рассмат-

риваться и сам вектор 𝑥 наилучших ответов игроков. Таким образом, рассмат-

ривается двухшаговая игра, в которой на первом шаге центр осуществляет

управление, а на втором агенты разыгрывают равновесие.

Хотя одна и та же функция наилучших ответов может соответствовать раз-

личным функциям выигрыша, решение задачи управления может различаться

в зависимости от того, какую функцию стремится максимизировать централь-

ный планировщик:

− увеличение/снижение агрегированных результатов игроков:

𝑊 =
∑︁
𝑖

𝑥𝑖 −→ 𝑚𝑎𝑥

7О связи между ориентированными графами и критерием Колмогорова см. также в [1, 2]
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− увеличение суммы выигрышей участников – социальный оптимум по

Бентаму:

𝑊 =
∑︁
𝑖

𝑣𝑖 −→ 𝑚𝑎𝑥

− увеличение выигрышей наименее «обеспеченных» участников – соци-

альный оптимум по Роулзу:

𝑊 = min
𝑖
𝑣𝑖 −→ 𝑚𝑎𝑥

Проблеме выбора целевых функций центра в таких задачах на данный момент

уделено мало внимания (см, например, работу [160]), а наиболее популярным

выбором служит функция общественного благосостояния – сумма выигрышей

агентов.

Существует несколько классификаций задач управления, применимых к

рассматриваемым моделям [34, 230, 221, 213]. В работе [230] приведены сле-

дующие стратегии сетевых интервенций, каждая из которых имеет различные

тактические альтернативы:

− индивидуальные (англ. individual) – идентификация ключевых участ-

ников сети, выбранных на основе некоторых сетевых характеристик;

− групповые (англ. segmentation) – сегментация сети, при которой вмеша-

тельство направлено на отдельные группы узлов;

− структурные (англ. alteration), при которых изменениям подвергаются

связи между участниками и сеть взаимодействия в целом;

− индукционные (англ. induction), при которых происходит возбуждение

сети таким образом, что активируются новые взаимодействия между участни-

ками – т. н. каскады, которые могут носить информационный/поведенческий и

др. характер (подробнее смотрите, например, [170]).

Ряд авторов [34, 221] выделяют институциональные интервенции, подчер-

кивая специфику вмешательства, направленного на изменение правил взаимо-

действия. Помимо этого, в [34] задача управления составом участников выде-

ляется в отдельный класс, в то время как в [230] этот класс задач отнесен к

задачам управления структурой взаимодействия.

В работах, посвященных управлению в играх с линейным наилучшим от-

ветом, в качестве 𝑢 может быть выбран состав игроков 𝑖 ∈ 𝑁 , стимулы 𝑏 или

структура взаимодействия 𝐺. Ниже описаны решение некоторых задач, а в таб-

лице представлены работы в соответствии с приведенной классификацией,
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Таблица 2.2. Задачи управления в играх с линейным наилучшим ответом

Тип задачи Описание Работы

Индивидуальные Идентификация

ключевых

участников се-

ти, выбранных

на основе неко-

торых сетевых

характеристик

Galeotti, Goyal, 2009 [137], Candogan, Bimpikis,

Ozdaglar, 2012 [103], Bloch, Querou, 2013 [82],

Fainmesser, Galeotti, 2016 [126], Demange, 2017 [117],

Galeotti, Golub, Goyal, 2020 [134], Kor, Zhou, 2023

[177], Belhaj, Deroian, Safi, 2023 [78], Jeong, Shin, 2024

[166], Dasaratha, Golub, Shah, 2024 [115]

Структурные Изменениям

подвергаются

связи между

участниками

и сеть взаи-

модействия в

целом

Borgatti, 2006 [88], Ballester, Calvo-Armengol, Zenou ,

2006 [67], Corbo, Calvo-Armengol, Parkes, 2006 [112],

Corbo, Calvo-Armengol, Parkes, 2007 [113], Golub,

Lever, 2010 [143], Konig, Tessone, Zenou, 2014 [174],

Belhaj, Bervoets, Deroian, 2016 [75], Матвеенко, Ко-

ролев, 2016 [31], Hiller, 2017 [153], Harkins, 2020 [151],

Li, 2023 [187], Sun, Zhao, Zhou, 2023 [224]

Управление стимулами агентов

В этих работах рассматриваются задачи управления, в которых центр из-

меняет индивидуальные характеристики деятельности агентов. Задачи стиму-

лирования, в которых центр стремится максимизировать общественное благосо-

стояние в моделях с эффектом стратегической дополнительности, рассмотрены

в [117, 134] (в т. ч. для игры координации [166]). Задачи определения цен мо-

нополистом при наличии локальных экстерналий потребления рассмотрены в

[103, 82], в которых исследовалась взаимосвязь между центральностью потре-

бителей в сети и ценами и объемами, которые им предлагает монополист.

Управление структурой

В данных работах центр корректирует уровень активности путем измене-

ния структуры сети. Создание или удаление связей при таком управлении влия-

ет на центральность агентов, что приводит к изменению равновесия. Исследова-

тели изучают оптимальные сети с точки зрения центра. Авторы [174] показали,

что среди простых сетей сети, максимизирующих вогнутую функцию центра,

выделяется класс вложенных расщепляемых графов (англ. nested split graph,

NSG). В работе [75] показано, что любая сеть, не являющаяся NSG, допуска-

ет создание связей между агентами, улучшающее благосостояние в линейно-
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квадратичной игре на сети.

Управление в условиях неопределенности

Многие авторы прибегают к анализу устойчивости предложенных мето-

дов управления относительно внешних возмущений или вероятностной неопре-

деленности (например, [95, 134, 207, 136] и др.). Важно, что данные о самой

структуре сети зачастую труднодоступны (см. например, [96, 233]), в связи с чем

возник ряд работ, моделирующих как вероятностную, так и игровую неопреде-

ленность о сетевой структуре.

Так, в работе [126] центр выбирает оптимальный уровень цен для агентов,

располагая информацией только о распределении по степеням вершин сети.

Другой случай – структура сети является наблюдаемой, но местоположение

или личность агентов - это частная информация [83]. Иными словами, центр не

в состоянии отличить сети, идентичные с точностью до перестановки вершин.

Существенным в данном дизайне игры является то, что вектор 𝑥* равновесных

ответов игроков теперь является контрактом, который центр предлагает аген-

там. Авторы предъявляют классы сетевых структур, для которых оптимальные

контракты центра совместимы со стимулами агентов и их коалиций.

Идентификация сети

Одной из важнейших задач является задача идентификации сети. Суще-

ствует несколько методов, позволяющих решить эту задачу на основе данных о

серии исходов игры, основанных на статистическом подходе (графовые методы

регуляризации) [182], методах оптимизации [186] и методах машинного обуче-

ния [214]. Отдельное направление исследований - решение задач двухуровневой

оптимизации8[239], в которой предполагается, что наблюдаемые равновесные

ответы игроков возникают в результате оптимизации агентами структуры вза-

имодействию с точки зрения функции общественного благосостояния.

Другой подход идентификации сети основан на информации о динами-

ке наилучших ответов игроков и решении задачи управления [120]. Центр не

знает структуры сети в игре, но имеет возможность наблюдать за наилучши-

ми ответами игроков и манипулировать действиями некоторых из них. Авторы

8Исследование задачи двухуровневой оптимизации восходит к исследованию игр Штакельберга, где внеш-

няя (или внутренняя) задача оптимизирует действия лидера (или последователя) [154]
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показывают, что критерий идентифицируемости структуры сети эквивалентен

ранговому критерию управляемости системы, приведенной к специальному ви-

ду и применяют алгоритм [167], разработанный для идентификации устойчивых

линейных систем.

2.2.2. Управление в линейно-квадратичной игре на сети

Возможно, первой и наиболее исследованной с точки зрения задач управ-

ления является линейно-квадратичная игра на сети, для которой существует

множество постановок задач управления (см. [67, 88] и ссылки выше). Ниже для

данной игры будет рассмотрено несколько задач, решение которых наглядно де-

монстрирует особенности и специфику задач управления в играх с линейным

наилучшим ответом. Выигрыш игроков в модели

𝑣𝑖 = 𝑥𝑖(𝑏𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗)−
𝑥2𝑖
2

(2.41)

и равновесие в игре:

𝑥* = (𝐼 − 𝛽𝐺)−1𝑏.

Исторически, первой задачей была задача выявления ключевого игрока

(англ. key player problem). Ключевой игрок – игрок, удаление которого оказы-

вает наибольшее влияние на совокупный результат. Пусть 𝐺 – исходная (сим-

метричная) матрица смежности, 𝐺−𝑖 – новая матрица, полученная из матрицы

𝐺 путем заполнения нулями строки и столбца, соответствующих 𝑖-ой вершине.

Тогда задача центра max𝑖∈𝑁
[︀
𝑥*(𝐺)− 𝑥*(𝐺−𝑖)

]︀
или, что эквивалентно

min
𝑖∈𝑁

𝑥*(𝐺−𝑖). (2.42)

Пусть𝑀 = {𝑚𝑖𝑗} = (𝐼−𝛽𝐺)−1, а 𝐾 = {𝑘𝑖𝑗} = (𝐼−𝛽𝐺)−11. Авторами вводится

специальный показатель центральности (англ. intercentrality measure), учиты-

вающий и индивидуальную центральность игроков, и вклад в центральность

других:

𝑐𝑖 =
𝑘2𝑖
𝑚𝑖𝑖

.

Авторы показали, что вершина с наибольшим значением 𝑐𝑖 решает задачу

(2.42).
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Другая задача была рассмотрена в работе [134] – задача стимулирования

(англ. incentive-targeting problem): центр стремится максимизировать функцию

общественного благосостояния в равновесии:

𝑊 =
∑︁
𝑖

𝑣𝑖 =
1

2
𝑥𝑇𝑥 −→ 𝑚𝑎𝑥

𝑏
(2.43)

Таким образом, центр вносит изменения в предельный выигрыш игроков, неза-

висящий от действий соседей̂︀𝑏→ 𝑏, что интерпретируется как изменение стиму-

лов игроков (например, денежные субсидии фирмам). Бюджетное ограничение

центра:

𝐾(𝑏,̂︀𝑏) =∑︁
𝑖

(𝑏𝑖 − ̂︀𝑏𝑖)2 ⩽ 𝐶. (2.44)

Решением является эффективная сетевая эвристика:

̂︀𝑏𝑛ℎ = 𝑏+
√
𝐶𝜇1(𝑛) (2.45)

где 𝜇1(𝜇𝑛) – собственный вектор матрицы 𝐺, соответствующий максимальному

(минимальному) собственному значению для случая положительных (отрица-

тельных) значений коэффициента 𝛽.

Как было указано выше, выбор целевой функции центра оказывает зна-

чительное влияние на результат. Если в данной задаче вместо максимизации

суммы выигрышей перейти к максимизации агрегированного результата участ-

ников

𝑊 =
∑︁
𝑖

𝑥𝑖 −→ 𝑚𝑎𝑥
𝑏
,

решением будет распределение бюджета, пропорциональное индивидуальному

вкладу игроков:

̂︀𝑏𝑛ℎ = 𝑏+
√
𝐶𝑥*.

Разница между функциями состоит в том, что сумма выигрышей учитывает и

сами действия, и их различия:
∑︀

𝑖 𝑢𝑖 =
1
𝑛

∑︀
𝑖 𝑥

2
𝑖 = �̂�2 + 𝜎2, где �̂� – среднее, 𝜎2 –

дисперсия.

Предложенная функция затрат (2.44) обладает рядом свойств, позволя-

ющих авторам распространить полученные результаты на некоторые другие
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функции [133]. Одним из выделяющихся случаев является пример линейных

затрат центра:

𝐾(𝑏,̂︀𝑏) =∑︁
𝑖

|𝑏𝑖 − ̂︀𝑏𝑖| ⩽ 𝐶 ∼ 𝑁.

В этой ситуации решение – передать весь бюджет единственному игроку 𝑖*,̂︀𝑏𝑖* = 𝑏𝑖* + 𝐶, который выбирается исходя из вклада игроков в результат вме-

шательства центра.

Интересно провести сравнение с решением задачи стимулирования для мо-

дели локального усреднения: для достижения оптимума общественного благо-

состояния без ограничений на бюджет в линейно-квадратичной игре

∑︁
𝑖

𝑣𝑖 =
∑︁
𝑖

[︃
(𝑏𝑖 + 𝑠𝑖)𝑥𝑖 + 𝛽

∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 −
𝑥2𝑖
2

]︃
−→ max

𝑠
, (2.46)

центру необходимо выбрать 𝑠𝑂𝑖 = 𝛽
∑︀

𝑗 𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗. Исходя из свойств игры эта вели-

чина будет всегда положительна, а центр будет субсидировать более централь-

ных игроков в сети.

Как было показано ранее, в модели социальных норм, агенты создают как

положительные, так и отрицательные экстерналии для своих соседей. Как ре-

зультат, в задаче стимулирования [229] агентов

∑︁
𝑖

𝑣𝑖 =
∑︁
𝑖

[︃
(𝑏𝑖 + 𝑠𝑖)𝑥𝑖 −

𝜃

2
(𝑥𝑖 −

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗)

2 − 𝑥2𝑖
2

]︃
−→ max

𝑠
, (2.47)

решением которой является вектор 𝑠𝑂, состоящий из компонент

𝑠𝑂𝑖 = 𝛽

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖

(︃
𝑥𝑗 −

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑔𝑗𝑘
𝑑𝑗
𝑥𝑘

)︃
, (2.48)

центр субсидирует (облагает налогом) тех агентов, чьи соседи прилагают уси-

лия выше (ниже) своих социальных норм (в отличии от линейно-квадратичной

игры, в которой центр вынужден всегда стимулировать агентов из-за создава-

емых ими положительных экстерналий). Другими словами, центру необходимо

субсидировать агентов, прилагающих усилия ниже, чем в среднем прилагают

их соседи, и облагать налогом тех, кто прилагает усилия выше, чем их соседи.

Важно отметить, что изменение исходного вектора индивидуальных ха-

рактеристик 𝑏 до последнего момента подразумевалось как задача с ненулевым
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бюджетом, в то время как в реальных приложениях имеет место ситуация, в

которой центр перераспределяет ресурсы между агентами без дополнительных

ресурсов. Условию сбалансированного бюджета, т. е. корректирующим субси-

диям и налогам (англ. pigouvian tax), посвящена работа [135].

Работы [112, 113] посвящены задаче нахождения структуры взаимодей-

ствия, максимизирующей целевую функцию центра. С ростом 𝛽 решения за-

дач центра по максимизации агрегированных результатов и суммы выигрышей

совпадают, а среди всех сетей максимум доставляют те, которые обладают наи-

большим собственным значением матрицы смежности. Случай задачи управле-

ния комбинацией нескольких активностей (когда 𝑥𝑖 становится вектором) рас-

смотрен в [177]. Случаи одновременного использования нескольких различных

стратегий управления рассмотрены, например, в [176, 210].

2.3. Заключение

В данной главе подробно рассмотрены вопросы управления стратегиче-

ским взаимодействием агентов на сети в случае, когда зависимость агента от

действий других описывается линейной функцией наилучших ответов. Равно-

весие Нэша в таких играх не является социальным оптимумом из-за наличия

экстерналий, что мотивирует разработку механизмов управления, таких как

выявление ключевых агентов, стимулирование агентов, создание или удаление

связей, направленных на увеличение эффективности коллективного взаимодей-

ствия. Некоторые из других направлений исследований, активно развивающих-

ся в данный момент, заслуживают отдельного внимания.

Нелинейный наилучший ответ

Задачам управления в играх с нелинейным наилучшим ответом посвящены

работы [77, 59, 99]. В работе [90] предложена общая модель сетевых эффектов,

нелинейный наилучший ответ в которой включает в себя модель локального

усреднения в качестве частного случая. Нелинейность реализована в виде CES-

функции с параметром эластичности 𝛽:

𝑥 =

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝛽𝑗

)︃ 1
𝛽

, (2.49)
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а наилучший ответ игрока принимает вид

𝐵𝑅𝑖 = (1− 𝜆2)𝛼𝑖 + (𝜆1 + 𝜆2)(
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑔𝑖𝑗𝑥
𝛽
𝑗 )

1
𝛽 . (2.50)

При 𝛽 = 1 возникает модель LIM. Когда 𝛽 очень велико, возникает модель

lim𝛽→+∞ 𝑥−𝑖(𝛽) = max𝑗{𝑥𝑗}, в которой агент ориентируется только на то-

го своего соседа по сети, который прилагает наибольшие усилия, в то время

как когда 𝛽 принимает высокие отрицательные значения, преобладает модель

lim𝛽→−∞ 𝑥−𝑖(𝛽) = min𝑗{𝑥𝑗}, в которой агент ориентируется на соседа демон-

стрирующего наименьшие усилия.

Игры на мультиплексных сетях

Во многих случаях ранее рассматривалась взаимосвязь агентов в рамках

одной сети. Однако, зачастую агенты поддерживают множество типов взаимо-

отношений, таких как сотрудничество, взаимопомощь и заимствование и др,

[106]. Одним из способов описания такого взаимодействия являются мульти-

плексные сети: многослойные сети, в которых запрещена связь между одной

вершинами разных слоев, которые призваны описывать сосуществование раз-

личных типов отношений между агентами [108]. Анализу таких игр посвящены

работы [123, 237].

Сети с большим числом вершин и графовые функции

Некоторые сети, встречающиеся в прикладных исследованиях, настоль-

ко велики, что анализ становится затруднительным или невозможным [114]. В

работе [192] был предложен инструмент для анализа больших сетей и асимпто-

тического поведения последовательности графов с растущим числом вершин.

Графовая функция (англ. graph function, graphon) — объект, который обобщает

дискретные графы на случай больших сетей, представленных в непрерывном

пределе. В работе [207] описанные выше игры были перенесены на случай пре-

дельного объекта: игроки теперь представлены как точки на интервале 𝑖 ∈ [0, 1],

а вероятность связи между ними описывается через графовую функцию𝑊 (𝑖, 𝑗),

определенную на единичном квадрате. Динамика в таких играх исследуется в

работе [57], задачи управления рассмотрены в [206, 210].
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2.4. Выводы по главе 2

В данной главе рассмотрены математические модели сетевого взаимодей-

ствия агентов и методы управления в таких системах. Основное внимание уде-

ляется играм с линейным наилучшим ответом, в которых действия агентов ли-

нейно зависят от действий их соседей в сети. Исторически модели стратегиче-

ского взаимодействия развивались на пересечении теории игр и эконометрики,

что позволило описывать влияние структуры связей на поведение агентов и эф-

фективность взаимодействий, при этом верифицируя полученные результаты

на практике. Рассмотрены концепции эффектов окружения и сетевых экстер-

налий, которые определяют зависимость поведения одного агента от действий

связанных с ним соседей. Исследуются различные классы игр: с эффектами

стратегической дополнительности и заменимости, а также модели локального

агрегирования и усреднения. Анализируются задачи управления в таких моде-

лях, включая задачи анализа социального оптимума и вмешательства центра

(сетевые интервенции). Показано, что сетевые модели стратегического взаимо-

действия могут эффективно использоваться для анализа социальных и эконо-

мических систем, а методы управления позволяют устранить неэффективность,

вызванную экстерналиями, и улучшить результаты взаимодействия агентов.
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Глава 3. Управление структурой взаимодействия в

теоретико-игровых моделях на сети с линейным наилучшим ответом

Как было показано в главе 2, несмотря на схожесть в анализе игр, рав-

новесий и постановок задач управления, игры с линейным наилучшим ответом

могут демонстрировать различные эффекты взаимодействия, что отличает их

друг от друга на качественном уровне.

Одним из ключевых различий является природа сетевых эффектов — они

могут быть как положительными (стратегическая дополнительность), так и от-

рицательными (стратегическая заменимость). В играх с эффектом стратегиче-

ской дополнительности действия соседей усиливают стимулы агентов к увеличе-

нию собственных усилий (например, в линейно-квадратичной игре или модели

социальных норм). В противоположность этому, в играх с эффектом стратеги-

ческой заменимости рост активности одного агента снижает стимулы его сосе-

дей, что может создавать эффект конкуренции за ограниченные ресурсы (как в

моделях локальных общественных благ или олигополистической конкуренции).

Различия между моделями проявляется и в типе функций окружения. Иг-

ры с локальным агрегированием моделируют ситуации, в которых агенты реа-

гируют на суммарное воздействие соседей, что характерно для процессов кол-

лективного поведения, таких как совместные инвестиции или распространение

инноваций. В играх с локальным усреднением, напротив, агенты ориентиру-

ются на среднюю активность окружения, что ближе к моделям социального

влияния, где индивиды стараются подстраиваться под нормы группы. Эти раз-

личия приводят к различным механизмам достижения равновесия и различным

эффектам при изменении сетевой структуры.

Другой важный аспект — анализ равновесия и динамики наилучших от-

ветов. В некоторых моделях равновесие Нэша существует и единственно, что

упрощает анализ (например, в линейно-квадратичной игре на сети), тогда как в

играх с эффектом стратегической заменимости возможно множество равнове-

сий, включая угловые решения, где часть агентов в игре бездействуют. В таких

случаях анализ динамики наилучших ответов требует более сложных методов,
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Рисунок 3.1. Структура главы 3

а вмешательство центра может приводить к существенно различным результа-

там в зависимости от параметров модели.

Эти различия особенно важны при постановке задач управления: мето-

ды управления, эффективные в одной модели, могут быть неэффективны или

давать противоположные результаты в другой. Таким образом, несмотря на

единый формальный подход, различие в сетевых эффектах, динамике наилуч-

ших ответов и анализе равновесия делает игры с линейным наилучшим ответом

богатым классом моделей, требующим индивидуального подхода к анализу за-

дач управления в каждом отдельном случае. Это определило структуру главы

3 (рис. 3.1), каждый раздел которой посвящен задачам управления в контек-

сте различных сетевых эффектов: в разделе 3.1 исследуется игра с эффектами

локального агрегирования и стратегической дополнительности; в разделе 3.2

проводится анализ игры с эффектом стратегической заменимости на примере

модели неполной информированности агентов; раздел 3.3. посвящен анализу

задачи управления структурой взаимодействия в игре социальных норм. В за-

ключении проведено сравнительное описание полученных результатов с точки

зрения их роли в исследовании взаимодействия агентов на сети и эффективно-

сти различных механизмов управления. Результаты данной главы опубликова-

ны в работах [47, 210, 49, 39, 40, 41, 42, 46].

3.1. Задача управления в линейно-квадратичной игре

Центр получает информацию о выигрышах участников и может повли-

ять на их действия, вообще говоря, в разные моменты времени и различны-
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ми способами. Вследствие этого результаты взаимодействия агентов меняются,

становятся более желательными для центра. Предметом управления, как было

указано выше, могут являться различные элементы системы - действия агентов,

их стимулы, структура взаимодействия (влияния) и другие характеристики [5].

Большое число работ посвящено различным стратегиям управления, од-

нако вопрос о том, какая из стратегий может быть выбрана в той или иной

ситуации, все так же является актуальным. Центральным вопросом данного

раздела является следующий: имея в распоряжении модель и идентифициро-

ванные параметры, какую из стратегий управления нужно выбрать центру, что-

бы достичь наилучшего результата?1 Безусловно, в общем случае ответ на этот

вопрос крайне сложен, однако в некоторых ситуациях он может быть достаточ-

но очевидным. Ниже рассмотрен, возможно, наиболее простой случай: игра с

линейным наилучшим ответом с однотипными игроками. Несмотря на некото-

рую тривиальность случая, приведенный пример показывает, насколько важ-

ным может быть применение релевантных стратегий управления для получения

наилучших результатов.

3.1.1. Описание игры

Рассмотрим модель из класса линейно-квадратичных игр на графах. Ин-

терес исследователей к изучению данного класса игр мотивирован линейной по

ответам соседей в сети функцией наилучшего ответа игрока, что упрощает под-

ход к анализу игровой ситуации, но в то же время реализует важные сетевые

эффекты, наблюдаемые при взаимодействии реальных экономических агентов.

Выигрыш игрока в данной модели включает выгоду от собственного действия и

действий соседей, а также квадратичные издержки от принятого решения ([67])

𝑣𝑖 = 𝑥𝑖(𝑏𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑎𝑗)−
𝑥2𝑖
2
. (3.1)

Параметр 𝑏𝑖 > 0 – предельный выигрыш, независящий от действий соседей

(англ. standalone marginal return), параметр 𝛽 ∈ IR отражает характер зави-

симости от действий соседей: при 𝛽 > 0 действия игроков комплементарны

(англ. strategic complements), при 𝛽 < 0 действия соседей взаимозаменяют друг

друга (англ. strategic substitutes). Наилучший ответ игрока на действия других

1Ранние исследования по этой тематике включают работы [44, 43]
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получается из условий первого порядка 𝜕𝑣/𝜕𝑥𝑖 = 0:

𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖) = 𝑏𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗 (3.2)

или в матричном виде (𝐼 − 𝛽𝐺)𝑥 = 𝑏. Если обратная матрица (𝐼 − 𝛽𝐺)−1 су-

ществует (т. е. если 𝛽𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐺) < 1, где 𝜆𝑚𝑎𝑥 – наибольшее собственное значение

графа 𝐺), тогда существует единственное равновесие Нэша в игре: равновесные

ответы игроков

𝑥* = (𝐼 − 𝛽𝐺)−1𝑏. (3.3)

В задаче управления центр стремится максимизировать общественное бла-

госостояние в равновесии. Последовательность ходов следующая: центр ходит

первым и выбирает управление, а затем агенты одновременно выбирают дей-

ствия. Задача управления заключается в максимизации функции центра при

некоторых бюджетных ограничениях, которые в случае управления индивиду-

альных стимулами агентов обычно выбираются пропорционально количеству

агентов в сети. В данной работе для сравнения различных стратегий управ-

ления рассматривается безразмерная величина бюджета. Следуя [134], центр

стремится максимизировать функцию

𝑊 =
∑︁
𝑖

𝑣𝑖 −→ 𝑚𝑎𝑥, (3.4)

тогда управление индивидуальными стимулами каждого игрока:

𝑏→ ̂︀𝑏, (3.5)

в то время как структурное управление может быть охарактеризовано как:

𝐺→ ̂︀𝐺. (3.6)

3.1.2. Задачи управления и репрезентативный агент

Чтобы перейти к случаю репрезентативного агента, воспользуемся пред-

ставлением исходной матрицы смежности в виде комбинации нескольких вза-

имосвязанных блоков, состоящих из структурно идентичных агентов. Такая

постановка приводит к случаю симметричной стохастической блочной модели

(англ. symmetric stochastic block model, symmetric SBM): данная модель и её
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расширения часто используется в задачах кластеризации графов, выявлении со-

обществ и моделирования сетей, наблюдаемых в реальном мире. SBM является

расширением модели случайного графа Эрдёша-Реньи на случай произвольного

числа кластеров 𝑘, каждый из которых в отдельности является моделью слу-

чайного графа. Матрица связей между кластерами имеет блочно-диагональной

вид. На диагонали находятся вероятности связи 𝑝𝑖, соответствующие моделям

случайного графа Эрдеша-Реньи, а межкластерные связи возникают с одина-

ковой для каждого кластера вероятностью 𝑞:

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑝1 𝑞 · · · 𝑞

𝑞 𝑝2 · · · 𝑞
... · · · . . . ...

𝑞 · · · · · · 𝑝𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑅 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑟1 0 · · · 0

0 𝑟2 · · · 0
... · · · . . . ...

0 · · · · · · 𝑟𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.7)

Такая постановка – один из частных случаев стохастической блочной модели:

в ней матрица 𝑃 умножается на диагональную матрицу размеров кластеров 𝑅,

формируя эффективную матрицу взаимодействия 𝑃𝑅, где 𝑟𝑖 ∈ [0, 1] – размер

блока,
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑟𝑖 = 1 (при моделировании 𝑛 выбирается таким, чтобы величины

𝑛𝑟𝑖 были целочисленными). Как показано в [64, 207], равновесие в такой игре

�̄�* = (𝐼 − 𝛽𝑃𝑅)−1�̄�, (3.8)

где �̄� – вектор предельных выигрышей �̄�𝑖 игроков для каждого из кластеров

𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}. Пример описанной сети и равновесие в игре на ней изображены
на рис. 3.2. Пусть 𝑛 = 500 агентам, разделенных на четыре кластера размера

𝑟1 = 0.3, 𝑟2 = 0.1, 𝑟3 = 0.4 и 𝑟4 = 0.2. Предельный выигрыш агентов в каж-

дом кластере одинаковый и составляет �̄�𝑖 = 1 для всех 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}. Агенты в

каждом кластере связаны эквивалентно, 𝑝𝑖 = 𝑝 = 0.2, вероятность связи между

кластерами 𝑞 = 0.003, а 𝛽 = 0.5. На рисунке 3.2 представлена одна реализация

графа согласно описанной модели, а слева отмечены равновесные ответы иг-

роков 𝑥*𝑖 . Красной линией отмечены значения �̄�*, рассчитанные на основе (3.8)

для взаимодействия кластеров.

Сравнив (3.3) и (3.8) можно привести следующую интерпретацию: если в

исходной сети существует 𝑛 агентов, разделенных на 𝑘 кластеров, внутри кото-

рых агенты структурно идентичны (связаны одинаково) и имеют одно и то же

значение предельного выигрыша 𝑏𝑖, то выражение (3.3) описывает равновесные

ответы каждого игрока по отдельности, а (3.8) – равновесные ответы каждой
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Рисунок 3.2. Пример структуры взаимодействия четырех кластеров (слева) и

равновесных ответов игроков (справа)

отдельной группы, или 𝑘 репрезентативных агентов, каждый из которых пред-

ставляет один из кластеров.

Для начала рассмотрим случай 𝑘 = 1. Матрицы 𝑃 , 𝑅, 𝐼 и вектора �̄�, �̄�

становятся одноэлементными со скалярными элементами 𝑝, 1, 1 и 𝑏, �̄� соответ-

ственно. Такая постановка полностью соответствует модели случайного графа

Эрдеша-Реньи 𝐺(𝑛, 𝑝) с числом агентов 𝑛 и вероятностью связи между верши-

нами 𝑝. Таким образом, функция наилучших ответов игроков принимает вид

𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖) = 𝑏𝑖 + 𝛽
∑︁
𝑗

𝑔𝑖𝑗𝑎𝑗 −→ 𝐵𝑅 = 𝑏+ 𝛽𝑝𝑥,

равновесие

𝑥* = (𝐼 − 𝛽𝐺)−1𝑏 −→ 𝑥* =
𝑏

1− 𝛽𝑝
,

а условие существования и единственности равновесия:

𝛽𝜌(𝐺) < 1 −→ 𝛽𝑝 < 1.

Пример такой игры представлен на рисунке 3.3. Пусть 𝑝 = 0.5, 𝛽 = 0.5, и 𝑏 = 1.

Тогда равновесие в игре репрезентативного агента �̄�* равняется 1/(1−0.5*0.5) =
1.3(3) (красная линия), однако для отдельных реализаций графа равновесные

ответы игроков могут отличаться от этого значения.

Стоит отметить, что стохастическая блочная модель является примером

ступенчатой графовой функции [64]. Графовые функции были введены в [192]

и в общем случае представляют собой симметричную функцию 𝑊 : [0, 1]2 →
[0, 1], характеризующую предел последовательности случайных графов. В ра-

боте [64] авторы, по аналогии с мерами центральности для конечных графов,
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Рисунок 3.3. Пример матриц смежности графа 𝐺(𝑛, 𝑝) для 𝑝 = 0.5, 𝑛 = 10,

100, 500 и 1000 (сверху) и равновесных ответов игроков в играх на

соответствующих графах (снизу)

ввели понятие меры центральности для таких объектов, а в [207] обобщили ре-

зультаты игр на сетях с линейным наилучшим ответом на конечных графах на

случай игр на графовых функциях. В случае игр на сетях в терминах графовых

функций [207] происходит переход от конечного набора агентов 𝑖 ∈ {1, · · · , 𝑛}
к популяции на отрезке 𝑖 ∈ [0, 1], а профиль стратегий 𝑥 и функция наилучших

ответов игроков 𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖) становятся непрерывными функциями, зависящими

от 𝑊 :

𝐵𝑅 = 𝑏+ 𝛽𝑊 (𝑖, 𝑗)𝑥. (3.9)

Таким образом, в данной работе исследован простейший случай, когда все аген-

ты неразличимы: имеют одинаковый предельный выигрыш 𝑏𝑖 = 𝑏 и связаны

эквивалентно - что соответствует случаю константной графовой функции

𝑊 (𝑥, 𝑦) = 𝑝, 𝑝 ∈ [0, 1]. (3.10)

Подход к анализу игрового равновесия среди групп однородных агентов

является достаточно распространенным, например, при исследовании игр c раз-

личными типами вершин [32] а также крайне распространен в исследовании

задач управления динамическими процессами в популяционных моделях [149].

Целью, с которой описанный подход выбран в данной работе, является сравне-

ние эффективности различных задач управления. Для того чтобы проанализи-

ровать эффективность структурного управления относительно эффективности

управления индивидуальными стимулами агентов, ниже рассмотрено два слу-

чая:
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1. центр имеет возможность управлять и стимулами, и структурой взаи-

модействия: задача состоит в том, чтобы выбрать оптимальную стратегию в

зависимости от параметров игры;

2. задача противоборства [5]: игра двух центров, один из которых стремит-

ся нейтрализовать результаты вмешательства другого центра. В этом случае

различные управления переводят игру в исходное состояние равновесия.

Управление структурой взаимодействия: сравнение с задачей стиму-

лирования

Пусть имеется один центр, который принимает решение о выборе политики

вмешательства: обе стратегии направлены на увеличение функции обществен-

ного благосостояния: целевые трансферты (задача стимулирования):

𝑏→ 𝑏+ 𝛿,

и перестройка сети (структурные интервенции)

𝑝→ 𝑝+ 𝛿.

Введём следующие обозначения, отражающие стратегию репрезентативного

агента в равновесии �̄�* для различных методов управления:

�̄�* =
𝑏

1− 𝛽𝑝
, (3.11)

�̄�*𝑇 =
𝑏+ 𝛿

1− 𝛽𝑝
, (3.12)

�̄�*𝑆 =
𝑏

1− 𝛽(𝑝+ 𝛿)
. (3.13)

Иными словами, ниже под управлением индивидуальными стимулами �̄�*𝑇 под-

разумевается увеличение предельного выигрыша 𝑏 агента на величину бюджета

𝛿, что интерпретируется как воздействие, стимулирующее агентов. Аналогич-

но, под управлением структурой взаимодействия �̄�*𝑆 подразумевается изменение

вероятности возникновения связи 𝑝 между вершинами на ту же величину.

Следующее утверждение призвано продемонстрировать взаимосвязь меж-

ду влиянием на стимулы агентов и влиянием на структуру связей в простейшей

ситуации, когда вся система из 𝑛 агентов может быть охарактеризована одним

репрезентативным агентом:
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Утверждение 3.1. Если равновесие существует и единственно, т.е.

𝛽(𝑝+ 𝛿) < 1, то следующие утверждения верны:

1. Эффективность индивидуального управления не зависит от величины

сетевого эффекта 𝛽 и пропорциональна бюджету:

𝑥𝑇
𝑥

= 1 +
𝛿

𝑏
; (3.14)

2. Эффективность структурного управления возрастает с увеличением

сетевого эффекта 𝛽:
𝑥𝑆
𝑥

=
1− 𝛽𝑝

1− 𝛽 (𝛿 + 𝑝)
; (3.15)

3. Величина сетевого эффекта 𝛽*, выше которой эффективность струк-

турного управления превышает эффективность индивидуального управления,

определяется из

𝛽* =
1

𝛿 + 𝑝+ 𝑏
. (3.16)

Доказательство. Наблюдения 1-2 получаются при непосредственном вычисле-

нии отношения равновесных ответов (3.11) в разных случаях. Чтобы получить

3, сравним равновесные ответы при индивидуальном и структурном управле-

нии и, вычтя одно из другого и приравняв к нулю, получим выражение для

𝛽*.

Графически связь между 𝛽* и параметрами модели показана на рисунке

3.4. Основное наблюдение состоит в том, что выражение (3.16) позволяет уста-

новить взаимосвязь между тремя величинами, представляющими наибольший

интерес в данной задаче - бюджетом 𝛿, индивидуальными стимулами игроков 𝑏

и структурой взаимодействия 𝑝.

Задача противоборства

Ниже рассмотрена задача противоборства двух центров, преследующих

противоположные цели. Оба центра одновременно получают информацию о

равновесных ответах игроков. Один из центров, обладая некоторым бюджетом,

стремится изменить функцию общественного благосостояния 𝑊 посредством

изменения целевых трансфертов 𝑏 → �̂�, а второй центр стремится воспрепят-

ствовать этому посредством изменения структуры связей 𝐺→ �̂�.
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Рисунок 3.4. Слева – пример, демонстрирующий зависимость эффективности

управления стимулами и структурой взаимодействия для различных значений

сетевого эффекта 𝛽. Справа – значение сетевого эффекта 𝛽*, вычисленного по

формуле (3.16) при 𝑏 = 1 для различных бюджетов 𝛿 и вероятности связи 𝑝.

Значение сетевого эффекта 𝛽 домножено на 𝑝 для ограчения множества

допустимых значений на отрезке [0, 1]

В отличие от предыдущего случая, теперь каждая из стратегий управ-

ления имеет свой собственный бюджет: 𝛿𝑇 для управления индивидуальными

стимулами игроков

𝑏→ 𝑏± 𝛿𝑇 ,

и 𝛿𝑆 для управления структурой взаимодействия

𝑝→ 𝑝∓ 𝛿𝑆.

Задача состоит в том чтобы определить величину затрат центра 2, управляюще-

го структурой, чтобы нейтрализовать воздействие центра 1 на индивидуальные

стимулы игроков. Равновесная стратегия репрезентативного агента будет иметь

следующий вид:

𝑥*‡ =
𝑏± 𝛿𝑇

1− 𝛽(𝑝∓ 𝛿𝑆)
. (3.17)

Интерес представляют условия на 𝑝 и 𝛽, при которых затраты на изме-

нение сети превышают затраты на изменение стимулов агентов, оказывающих

тот же эффект на стратегию репрезентативного агента в равновесии 𝑥*. Для

этих целей сформулировано
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Утверждение 3.2. Если равновесие существует и единственно, т.е.

𝛽(𝑝+ 𝛿) < 1, то

1. затраты на управление структурой и управление стимулами игроков

связаны соотношением:

𝛿𝑆 = 𝛿𝑇
(1− 𝛽𝑝)

𝑏𝛽
, (3.18)

2. при 𝛽 = 𝛽* затраты обоих центров равны 𝛿𝑇 = 𝛿𝑆, при 𝛽 > 𝛽* затра-

ты на изменение структуры ниже, чем затраты на изменение стимулов

игроков 𝛿𝑇 > 𝛿𝑆.

Доказательство. Чтобы доказать это, нужно сравнить стратегии репрезента-

тивного агента в равновесии без управления, 𝑥*(3.1.2), и при наличии управле-

ния стимулами и структурой одновременно 𝑥‡ (3.17). Вычитая одно из другого

и приравнивая к нулю, мы получаем выражение (3.18) и следствие (2).

Выражение (3.18) позволяет получить новую вероятность создания связи в

сети, которая необходима для компенсации влияния изменений стимулов игро-

ков. На рисунке 3.4 (справа) показана фазовая диаграмма, на которой сравни-

ваются затраты на различные методы управления в зависимости от параметров

игры. Красная линия соответствует случаю, при котором затраты обоих цен-

тров равны, 𝛿𝑇 = 𝛿𝑆. Численный пример игры двух центров будет рассмотрен

ниже.

Очевидно, что в случае произвольной структуры взаимодействия анали-

тическое выражение для 𝛽* может принимать достаточно сложный вид. Рас-

смотрим общий случай симметричной стохастической блочной модели (3.7):

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑝1 𝑞 · · · 𝑞

𝑞 𝑝2 · · · 𝑞
... · · · . . . ...

𝑞 · · · · · · 𝑝𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑅 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑟1 0 · · · 0

0 𝑟2 · · · 0
... · · · . . . ...

0 · · · · · · 𝑟𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
и равновесие в такой игре

𝑥* = (𝐼 − 𝛽𝑃𝑅)−1𝑏.

Пусть центр, помимо возможности изменения стимулов игроков, обладает воз-
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можностями для изменения связей внутри кластеров:

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑝1 + 𝛿1 𝑞 · · · 𝑞

𝑞 𝑝2 + 𝛿2 · · · 𝑞
... · · · . . . ...

𝑞 · · · · · · 𝑝𝑘 + 𝛿𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , �̂� =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1 + 𝛿1

𝑏2 + 𝛿2
...

𝑏𝑘 + 𝛿𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.19)

Тогда в общем случае 𝛽* – решение уравнения

‖𝑥*(𝛽, 𝑃 , 𝑏)‖
‖𝑥*(𝛽, 𝑃, �̂�)‖

= 1 (3.20)

где ‖𝑥‖ =
∑︀𝑘

𝑖 𝑥𝑖, относительно 𝛽 при ограничениях 𝛽𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃𝑅) < 1, кото-

рое весьма сложно для анализа. Однако, продолжив рассмотрение структуры

типа случайного графа, можно получить некоторые качественные оценки эф-

фективности управления структурой взаимодействия. Рассмотрим управление

структурой каждого кластера по отдельности, получив набор 𝛽*
𝑖 – критериев

эффективности управления структурой взаимодействия для каждого отдельно

взятого кластера. Тогда справедливо следующее

Утверждение 3.3. Наибольшее 𝛽*
𝑖 является верхней оценкой критерия эф-

фективности управления структурой взаимодействия 𝛽*(𝑃 ) для всего графа

𝑃 , выше которой эффективность структурного управления превышает эф-

фективность управления стимулами агентов:

𝛽*(𝑃 ) < max{𝛽*
𝑖 (𝑝𝑖)}. (3.21)

Доказательство. Для начала рассмотрим случай 𝑞 = 0, когда структура графа

𝑃 представляет собой набор невзаимосвязанных кластеров, каждый из которых

представляет собой случайный граф размером 𝑛𝑟𝑖 (где 𝑛 – число узлов/агентов

в исходном графе 𝐺) с вероятностью связи 𝑝𝑖. Хотя случай кажется вырож-

денным, в некоторых ситуациях он описывает реальные графы (см. главу 2):

графы конкуренции и сотрудничества компаний, социальные эффекты стремле-

ния создания связей с похожими узлами и др. Можно показать, что результаты

(3.16), полученные выше, имеют место для каждого отдельно взятого кластера

матрицы 𝑃 , взвешенные на размер кластера 𝑟𝑖 :

𝛽*
𝑖 (𝑝𝑖) =

1

𝑟𝑖(𝛿 + 𝑏𝑖 + 𝑝𝑖)
.
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Тогда наибольшее 𝛽*
𝑖 , соответствующее менее связанному кластеру, будет вы-

ступать верхней оценкой критерия эффективности управления структурой вза-

имодействия для всего графа 𝑃 при 𝑞 = 0

𝛽*(𝑃 ) < max{𝛽*
𝑖 }.

Легко показать, что внедиагональные элементы 𝑞, отличные от нуля, снижают

𝛽*(𝑃 ) (увеличивают эффективность управления структурой взаимодействия).

Рассмотрим матрицы

𝑃 ′ =

[︃
𝑝1 0

0 𝑝2

]︃
, 𝑄 =

[︃
0 𝑞

𝑞 0

]︃
,

тогда исходная матрица 𝑃 = 𝑃 ′ + 𝑄. По построению набор {𝑝𝑖}𝑘𝑖=1 является

набором собственных значений матрицы 𝑃 ′, а max{𝛽*
𝑖 } соответствует наимень-

шему 𝑝𝑖 и, соответственно, наименьшему собственному значению 𝜆𝑚𝑖𝑛 матрицы

𝑃 ′. Для такой постановки в [196] (теорема 7.5.6) показано, что

𝜆min(𝑃 ) ⩾ 𝜆min(𝑃
′) + 𝜆min(𝑄),

что в случае исследуемой структуры графа 𝑃 (3.7) подтверждает оценку (3.21).

Таким образом, полученная в (3.21) оценка для 𝛽*(𝐺) является оценкой

сверху: в произвольном графе высокая эффективность управления структурой

взаимодействия для менее связанного кластера будет гарантировать эффектив-

ность управления структурой взаимодействия для всего графа.

3.1.3. Примеры

Численный пример игры двух центров с демонстрацией структуры вза-

имодействия представлен на рисунке 3.5. Пусть 𝑛 = 30, 𝑝 = 0.25, 𝛽 = 0.8,

𝑏 = 1. Равновесие при исходных значениях параметров �̄�* = 1.25 (в экспери-

менте ≈ 1.23). Пусть первый центр стимулирует игроков на величину 𝛿𝑇 = 0.1,

при этом возникает новое равновесие �̄�* = 1.375 (в эксперименте ≈ 1.36). Со-

гласно (3.16), в данном примере 𝛽* = 𝛽, что означает, что центр, управляющий

структурой, затратит на управление ресурсы 𝛿𝑆 = 𝛿𝑇 т.е. изменит вероятность
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создания связи 𝑝 = 0.25− 0.1 = 0.15, чтобы путем изменения структуры взаи-

модействия вернуть равновесные стратегии игроков к значению при исходных

параметрах �̄�* = 1.25 (в эксперименте ≈ 1.24).

Рисунок 3.5. Численный пример решения задачи двух центров на графе

𝐺(𝑛, 𝑝) для 𝑛 = 30, 𝑝 = 0.25, 𝛽 = 0.8, 𝑏 = 1

Переходя к произвольному числу агентов 𝑛 предположим, что значения

всех параметров из предыдущего примера остаются неизменными, при этом ме-

няется только число агентов 𝑛. На рисунке 3.6 представлена диаграмма размаха

для результатов численного моделирования результатов игры двух центров для

сетей с различным числом агентов 𝑛.

Рисунок 3.6. Численный пример решения задачи двух центров на графе

𝐺(𝑛, 𝑝) при 𝑝 = 0.25, 𝛽 = 0.8, 𝑏 = 1 и различным числом агентов 𝑛

По оси 𝑥 представлено число агентов 𝑛; по оси 𝑦 представлено среднее

значение равновесных стратегий игроков �̄�*. При проведении численного экс-

перимента использовалась следующая процедура. На первом шаге выбирается

число агентов 𝑛; далее, для указанного 𝑛 генерируется экземпляр случайно-

го графа 𝐺(𝑛, 𝑝) при 𝑝 = 0.15; эта процедура повторяется 𝑛2 раз. Красной
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пунктирной линией отмечено равновесие в игре с репрезентативным агентом,

�̄�* = 1.25.

Рассмотрим пример задачи управления структурой взаимодействия для

случая нескольких кластеров. Пусть

𝑏 =

[︃
1

1

]︃
, 𝑄 =

[︃
0.5 𝑞

𝑞 0.2

]︃
, 𝑅 =

[︃
0.5 0

0 0.5

]︃
, 𝛿 =

[︃
0.5

0.5

]︃
. (3.22)

Благодаря проведенному выше анализу появляется возможность рассмотреть

3 стратегии управления одновременно:

1. 𝑓𝑇 (𝑥*) = 𝑥*1 + 𝑥*2 – сумма действий игроков в равновесии, при котором

центр осуществляет управление индивидуальными стимулами 𝑏 игроков:

𝑏1 = 1 + 0.5, 𝑏2 = 1 + 0.5;

2. 𝑓𝑆(𝑥*) = 𝑥*1 + 𝑥*2 – сумма действий игроков в равновесии, при котором

центр осуществляет управление структурой взаимодействия, т. е. элементами

𝑝1 и 𝑝2:

𝑝1 = 0.5 + 0.5, 𝑝2 = 0.2 + 0.5;

3. 𝑓𝑚𝑖𝑥(𝑥
*) = 𝑥*1+ 𝑥*2 - сумма действий игроков в равновесии, при котором

центр использует смешанный механизм управления:

𝑝1 = 0.5 + 0.5, 𝑏2 = 1 + 0.5;

Значение 𝛽*, выше которого эффективность структурного управления превы-

шает эффективность управления индивидуальными стимулами для двух кла-

стеров равняется 𝛽*
1(𝑝1) = 1 и 𝛽*

2(𝑝2) = 1.17 соответственно, что означает, что

управление структурой первого кластера будет эффективнее при меньших зна-

чениях 𝛽.
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Рисунок 3.7. Численный пример решения задачи управления структурой

взаимодействия для случая (3.22) при 𝑞 = 0 (слева) и 𝑞 = 0.05 (справа)

Случай 𝑞 = 0 представлен на рисунке 3.7 (слева). В зависимости от значе-

ний параметра 𝛽 возникает несколько областей, внутри которых эффективны

различные методы управления:

1. 𝛽 < 𝛽*
1(𝑝1) – управление индивидуальными стимулами 𝑏 эффективнее

других методов;

2. 𝛽*
1(𝑝1) < 𝛽 < 𝛽*

2(𝑝2) – эффективнее смешанный механизм управления:

центру выгодно управлять структурой более связанного кластера, при этом

решая задачу стимулирования для менее связанного кластера;

3. 𝛽 > 𝛽*
2(𝑝2) – управление структурой взаимодействия позволяет достичь

наибольшего эффекта.

Случай 𝑞 = 0.05 представлен на рисунке 3.7 (справа). Видно, что стратегии

центра, перечисленные выше, остаются справделивыми для меньших значений

𝛽, что согласуется с утверждением 3.3.

3.1.4. Заключение

В данном разделе для игры с эффектом локального агрегирования прове-

дено сравнение двух подходов к управлению: стимулирования индивидуальных

агентов и изменения структуры их взаимодействия в ситуации, когда сеть опи-

сывается репрезентативным агентом или группой таких агентов. Показано, что

эффективность структурного управления возрастает при увеличении силы се-
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тевого эффекта. Очевидно, что различия между управлением в случае детерми-

нированной сети и в случае репрезентативного агента такие же, как между од-

нородным вмешательством и сетевой эвристикой, предложенной в [134]. Авторы

показали, что учет в задаче стимулирования топологии сети приводит к значи-

тельному увеличению функции целевых функций центра (как агрегированных

усилий игроков, так и агрегированных выигрышей): центр стимулирует аген-

тов пропорционально их вкладу в стратегическое взаимодействие. Однако, рас-

смотрение случая репрезентативного агента позволило значительно упростить

анализ равновесия и задач управления. Приведены аналитические результаты,

определяющие условия, при которых в задаче центра управление структурой

взаимодействия становится более предпочтительным. Численные эксперимен-

ты подтвердили теоретические выводы, показав, что в ряде случаев создание

новых связей между агентами может быть более эффективной стратегией, чем

стимулирование агентов.

3.2. Задача управления в рефлексивной игре с точечной структурой

информированности

Ниже рассмотрена модель коллективного поведения агентов в ситуации

игровой неопределенности и неполной информированности. В качестве модели

принятия решений агентами используется рефлексивная игра, в которой участ-

ники принимают решение на основе иерархии представлений о параметрах иг-

ры, представлений о представлениях и т. д. В центре внимания данной работы

рефлексивные игры с точечной структурой информированности и линейным

наилучшим ответом игроков. Показано, что информационное равновесие в та-

ких играх аналогично равновесию Нэша в игре на сети; в явном виде записаны

выражения для равновесных ответов игроков, указаны условия существования

и единственности равновесия. Приводится формулировка задачи стимулирова-

ния, аналогичной задаче стимулирования в игре на сети: показана взаимосвязь

между равновесием в игре с общим знанием и равновесием в игре с неполной

информированностью, в которой центр сообщает новые стимулы игрокам ин-

дивидуально.

Информационная рефлексия – процесс и результат размышлений агента о

том, каковы значения неопределенных параметров, что об этих значениях зна-

ют и думают его оппоненты (другие агенты) [36]. Информационная рефлексия
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обычно связана с недостаточной взаимной информированностью, и ее резуль-

тат используется при принятии решений. Одним из способов моделирования

принятия решения в ситуации с неполной информированностью являются ре-

флексивные игры, в которых представления агентов друг о друге формализова-

ны в виде фантомных агентов. Введение понятия фантомного агента позволя-

ет определить рефлексивную игру как игру реальных и фантомных агентов,

а также определить информационное равновесие как обобщение равновесия

Нэша на случай рефлексивной игры, в рамках которого предполагается, что

каждый агент (реальный и фантомный) при вычислении своего субъективного

равновесия (равновесия в той игре, в которую он со своей точки зрения игра-

ет) использует имеющуюся у него иерархию представлений об объективной и

рефлексивной реальности.

Удобным инструментом исследования концепции решения рефлексивной

игры – информационного равновесия – является граф рефлексивной игры, в

котором вершины соответствуют реальным и фантомным агентам и в каждую

вершину-агента входят дуги (их число на единицу меньше числа реальных аген-

тов), идущие из вершин-агентов, от действий которых в субъективном равнове-

сии зависит выигрыш данного агента. Ниже на примере рефлексивной игры с

точечной структурой показано, что в отдельных случаях, а именно – в случаях,

когда наилучшие ответы игроков линейно зависят от ответов других, связан-

ных с ними агентов, информационное равновесие может быть описано в явном

виде в терминах структуры информированности. Для класса игр с линейным

наилучшим ответом ранее [134] была сформулирована задача управления сти-

мулами агентов (англ. incentive targeting problem) – случай задачи центра, изме-

няющего параметр функции полезности агентов, являющийся их предельным

выигрышем и не зависящий от действий других агентов. В случае рефлексивной

игры с точечной структурой информированности изменение данного параметра

возможно двумя способами, каждый из которых может быть реализован раз-

личными методами: единовременное сообщение нового параметра всем агентам

(что эквивалентно решению исходной задачи стимулирования), либо ситуация,

в которой о значении нового параметра узнает лишь часть агентов. В данной

работе приведен пример механизма сообщения информации центром, когда две

эти ситуации – случай общего знания и случай неполной информированности

агентов дают эквивалентный ответ.
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Ниже, в первом разделе описана рефлексивная игра с точечной структу-

рой информированности из [35]. Во втором разделе показано, что информаци-

онное равновесие в такой игре аналогично равновесию Нэша в игре на сети

с линейным наилучшим ответом из [4] и может быть сформулировано в тер-

минах структуры информированности; в явном виде записаны выражения для

равновесных ответов игроков, указаны условия существования и единственно-

сти равновесий. Такая формулировка позволяет рассматривать произвольную

структуру связей между игроками и получить равновесие в явном виде. В тре-

тьем разделе приводится формулировка задачи информационного управления,

аналогичной задаче стимулирования в игре на сети: показана взаимосвязь меж-

ду равновесием в игре на сети с общим знанием и равновесием в игре с неполной

информированностью, в которой центр сообщает новые стимулы игрокам ин-

дивидуально.

3.2.1. Рефлексивные игры и структура информированности

агентов

Рефлексивная игра Γ𝐼 с конечной структурой информированности 𝐼 зада-

ется кортежем Γ𝐼 =
{︀
𝑁, (𝑋𝑖)𝑖∈𝑁 , 𝑣𝑖(·)𝑖∈𝑁 ,Θ, 𝐺𝐼

}︀
, где 𝑁− множество реальных

агентов,𝑋𝑖 – множество допустимых действий 𝑖-го реального агента, Θ - множе-

ство возможных значений неопределенного параметра («состояний природы»),

𝑣𝑖(·) : Θ × 𝑋 → R – целевая функция 𝑖-го реального агента, 𝑖 ∈ 𝑁,𝐺𝐼− граф

рефлексивной игры.

Неформально, рефлексивная игра представляет собой взаимодействие

агентов, рефлексирующих относительно параметра 𝜃 ∈ Θ. Агенты имеют друг

о друге некоторые представления - истинные (тогда соответствующий агент яв-

ляется реальным) или ложные (тогда агент является фантомным). Например,

в сознании 2-го агента присутствует экземпляр («образ») 1-го агента, который

либо совпадает с реальным 1-м агентом, либо не совпадает; в случае несовпа-

дения экземпляр 1-го агента является фантомным.

Граф рефлексивной игры, вершины которого представляют агентов, а свя-

зи - их взаимные представления друг о друге, состоит из следующих элементов:

− 𝐴𝑖 – множество вершин, соответствующих возможным экземплярам 𝑖-

го агента, 𝑖 ∈ 𝑁 = {1, . . . , 𝑛}; ровно один из них является реальным, прочие

(если они есть) являются фантомными агентами;
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− 𝐴 = 𝐴1 ∪ . . . ∪ 𝐴𝑛 – множество всех вершин графа, репрезентирующее

всех агентов (далее мы не будем различать агентов и вершины);

− 𝜃(𝑎) – состояние природы с точки зрения агента 𝑎, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝜃 ∈ Θ;

− 𝜌(𝑎) – множество не совпадающих с 𝑎 агентов, которых агент 𝑎 ∈ 𝐴

считает реальными, что отражается на графе в виде стрелок (направленных

связей) от этих агентов к 𝑎; множество 𝑣(𝑎) ⊂ 𝐴 для данного агента 𝑎 ∈ 𝐴𝑖

состоит из ( 𝑛− 1 )-го элемента, которые принадлежат, соответственно, множе-

ствам 𝐴1 ∪ . . . ∪ 𝐴𝑖−1 ∪ 𝐴𝑖+1 ∪ . . . ∪ 𝐴𝑛.

Будем считать, что целевые функции всех экземпляров одного и того же

реального агента совпадают, т. е. агент 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 стремится максимизировать

функцию 𝑣𝑖(·). В этом случае можно определить информационное равновесие -

набор действий агентов 𝑥𝑎, 𝑎 ∈ 𝐴, таких, что для всех 𝑖 ∈ 𝑁, 𝑎 ∈ 𝐴𝑖

𝑥𝑎 ∈ Argmax
𝑥∈𝑋𝑖

𝑣𝑖 (𝜃(𝑎), 𝑥, 𝑥−𝑎) ,

где через 𝑥−𝑎 обозначен набор действий агентов из множества 𝑣(𝑎). В работе

[35] в качестве примера была рассмотрена рефлексивная игра со следующей

целевой функцией реальных агентов:

𝑣𝑖 (𝜃, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝜃 − 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3)𝑥𝑖 −
𝑥2𝑖
2
,

где 𝑥𝑖 ⩾ 0, 𝑖 ∈ 𝑁 = {1, 2, 3}; 𝜃 ∈ Θ = {1, 2}. Далее, в зависимости от различ-

ной информированности игроков, для нахождения информационного равнове-

сия необходимо из условий первого порядка 𝜕𝑣𝑖/𝜕𝑥𝑖 = 0 найти наилучшие отве-

ты игроков и решить систему линейных уравнений. Переходя к произвольному

числу агентов, можно обобщить целевую функцию (1) агента 𝑖 в следующем

виде:

𝑓𝑎 (𝜃, 𝑥𝑎, 𝑥−𝑎, 𝐺𝐼) =

(︃
𝜃(𝑎)− 𝛽

∑︁
𝑏

𝑔𝑎𝑏𝑥𝑏

)︃
𝑥𝑎 −

𝑥2𝑎
2
, (3.23)

где 𝐺𝐼 – граф рефлексивной игры, в котором 𝑔𝑎𝑏 = 1 при 𝑏 ∈ 𝜌(𝑎), иначе 𝑔𝑎𝑏 =

0, 𝑔𝑎𝑎 = 0. Параметр 𝛽 > 0 отражает характер зависимости от действий соседей.

Система наилучших ответов игроков с функцией (2) принимает следующий вид

𝑥𝑎 = 𝜃(𝑎)− 𝛽
∑︁
𝑏

𝑔𝑎𝑏𝑥𝑏,

которую можно представить в матричном виде как

𝑥 = 𝜃 − 𝛽𝐺𝐼𝑥
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или

(𝐼 + 𝛽𝐺𝐼)𝑥 = 𝜃,

где 𝐼 – единичная матрица2. Воспользовавшись результатами работы [4], мож-

но сформулировать следующее утверждение, позволяющее найти равновесие

в рефлексивной игре с точечной структурой информированности и функцией

выигрыша игроков (2) в явном виде:

Утверждение 3.4. Если 𝛽𝜆min

(︁
𝐺𝐼+𝐺𝑇

𝐼

2

)︁
< 1, то информационное равнове-

сие в рефлексивной игре c точечной структурой информированности Γ𝐼 ={︀
𝑁, (𝑋𝑖)𝑖∈𝑁 , 𝑣𝑖(·)𝑖∈𝑁 , 𝐺𝐼

}︀
и функцией выигрыша агента (3.23) существует и

единственно:

𝑥* = (𝐼 + 𝛽𝐺𝐼)
−1 𝜃. (3.24)

Доказательство. Доказательство утверждения 3.4 эквивалентно доказатель-

ству утверждения 2 в [95]. Доказательство основывается на свойстве игры быть

потенциальной: игра с функцией выигрыша агентов (3.23) обладает потенци-

альной функцией 𝜙(𝑥) = 𝑥𝑇1 − 1
2𝑥

𝑇 (𝐼 − 𝛽𝐺𝐼)𝑥, максимум которой является

равновесием Нэша. Достаточным условием существования единственного ре-

шения является вогнутость потенциальной функции. Матрица вторых произ-

водных∇2𝜙 = − (𝐼 − 𝛽𝐺𝐼), и 𝜙 строго вогнута тогда и только тогда, когда мат-

рица 𝐼 − 𝛽𝐺𝐼 положительно определена: для любого 𝑦 ̸= 0, 𝑦T (𝐼 − 𝛽𝐺𝐼) 𝑦 > 0,

что эквивалентно условию 𝛽𝜆min (𝐺𝐼) < 1, где 𝜆min (𝐺𝐼)− наименьшее соб-

ственное значение матрицы 𝐺𝐼 . Так как матрица 𝐺𝐼 несимметрична, речь

идет о наименьшем собственном значении эрмитовой компоненты матрицы

𝐺𝐼 , 𝜆min

(︁
𝐺𝐼+𝐺𝑇

𝐼

2

)︁
.

В такой постановке игра полностью соответствует довольно популярной

среди зарубежных исследователей игре с отрицательным сетевым эффектом

или игре локального общественного блага [93, 95, 94]. А именно, равновесие Нэ-

ша в игре локального общественного блага 𝑥* = (𝐼 + 𝛽𝐸)−1𝜃, где в качестве се-

ти взаимодействия выступает матрица 𝐸 = {𝑒𝑖𝑗} ∈ {0, 1}𝑛×𝑛− граф взаимного

2Нетрудно проверить, что в таком виде модель из оригинальной статьи [35] можно представить как

𝑣𝑖 (𝜃, 𝑥𝑎, 𝑥−𝑎, 𝐺𝐼) =

(︃
𝜃(𝑎)−

∑︁
𝑏

𝑔𝑎𝑏𝑥𝑏

)︃
𝑥𝑎 − 𝑥2

𝑎 −
𝑥2
𝑎

2
,

а система наилучших ответов принимает вид 𝑥𝑎 =
𝜃(𝑎)−

∑︀
𝑏 𝑔𝑎𝑏𝑥𝑏

3 , или (3𝐼 +𝐺𝐼)𝑥 = 𝜃.



80

влияния агентов (например, сеть знакомств, конкуренции и др.), а информаци-

онное равновесие в рефлексивной игре 𝑥* = (𝐼 + 𝛽𝐺𝐼)
−1 𝜃, где в качестве сети

взаимодействия используется граф 𝐺𝐼 рефлексивной игры. Равновесие в такой

игре существует и при 𝛽𝜆min

(︁
𝐺𝐼+𝐺𝑇

𝐼

2

)︁
> 1, но ниже мы ограничимся только

случаем утверждения 1.

Похожие модели рассматривались в работах [13, 52], в которых модели

дополнялись параметром 𝑟𝑖, характеризующим тип 𝑖-го агента – эффективность

или квалификацию его деятельности. Равновесие для игры в [13] с функцией

𝑣𝑖 (𝜃, 𝑥𝑖) =
(︁
𝜃𝑖 −

∑︀
𝑗∈𝑁 𝑥𝑗

)︁
𝑥𝑖− 𝑥2

𝑖

2𝑟𝑖
на произвольном графе 𝐺 можно представить

как

𝑥* =

(︂
1

𝑟
𝐼 + 𝛽𝐺

)︂−1

𝜃,

а равновесие для игры в [52], в которой агенты с функцией выигрыша 𝑣𝑖 (𝜃, 𝑥𝑖) =(︁∑︀
𝑗∈𝑁 𝑥𝑗 − 𝜃

)︁
𝑥𝑖− 𝑥2

𝑖

2𝑟𝑖
прикладывают усилия 𝑥𝑖 к некоторому совместному дей-

ствию, которое дает положительный вклад в целевые функции агентов в случае,

если сумма усилий превышает некоторый порог 𝜃, на произвольном графе 𝐺

можно представить как

𝑥* =

(︂
−1

𝑟
𝐼 + 𝛽𝐺

)︂−1

𝜃.

Аналогично утверждению 3.4, можно рассмотреть игру с положительным

сетевым эффектом [67, 134]: ситуацию, в которой каждый агент стремится мак-

симизировать функцию

𝑓𝑎 (𝜃, 𝑥𝑎, 𝑥−𝑎, 𝐺𝐼) =

(︃
𝜃(𝑎) + 𝛽

∑︁
𝑏

𝑔𝑎𝑏𝑥𝑏

)︃
𝑥𝑎 −

𝑥2𝑎
2
. (3.25)

Тогда справедливо следующее

Утверждение 3.5. Если 𝛽𝜆max

(︁
𝐺𝐼+𝐺𝑇

𝐼

2

)︁
< 1, то информационное равнове-

сие в рефлексивной игре c точечной структурой информированности Γ𝐼 ={︀
𝑁, (𝑋𝑖)𝑖∈𝑁 , 𝑣𝑖(·)𝑖∈𝑁 , 𝐺𝐼

}︀
и функцией выигрыша агента (3.25) существует и

единственно:

𝑥* = (𝐼 − 𝛽𝐺𝐼)
−1 𝜃, (3.26)

Утверждение 3.5 доказывается аналогично утверждению 3.4 с использова-

нием результатов из [67].
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3.2.2. Задача стимулирования для рефлексивной игры

Для игры локального общественного блага в [134] была предложена за-

дача стимулирования3 - управления вектором 𝜃 - для максимизации функции

общественного благосостояния:

𝑊 (𝜃,𝐺) =
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑣𝑖 → max
𝜃

Рассмотрим аналогичную задачу для рефлексивной игры с точечной структу-

рой информированности:

𝑊 (𝜃,𝐺𝐼) =
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑣𝑖 → max
𝜃

Будем считать, что в данной ситуации изменение стимулов возможно только

для реальных агентов (заметим, что «стимулирование фантомных агентов» яв-

ляется, по сути, информационным управлением), однако управляющий орган

(центр) может по-разному информировать реальных агентов, тем самым из-

меняя структуру информированности и порождая новых фантомных агентов.

А именно, рассмотрим случай, когда в начале имело место общее знание меж-

ду агентами, а далее происходит следующий многошаговый информационный

процесс: на каждом шаге центр индивидуально сообщает об изменении 𝜃𝑖 → ̂︀𝜃𝑖
всем 𝑖-м реальным агентам.

Это влияет на граф рефлексивной игры следующим образом. Предполо-

жим, что в начальный момент времени агенты 𝑁 = {1, 2, 3} связаны графом

взаимного влияния 𝐸 = {𝑒𝑖𝑗} (рис. 3.8 слева, стрелками 𝑖 ∼ 𝑗 отражена зависи-

мость выигрыша 𝑖-го агента от действий 𝑗-го агента) и все трое агентов одина-

ково информированы: состояние природы с точки зрения каждого из агентов

𝜃𝑖 = 𝜃 для всех 𝑖. После первого сообщения центра о новом параметре 𝜃𝑖 каж-

дому из игроков индивидуально, граф взаимного влияния остается без измене-

ний, а в графе рефлексивной игры реальные агенты становятся фантомными,

а новыми реальными агентами становятся вершины, возникающие в графе ре-

флексивной игры путем добавления узла 𝑖 и связей с теми же вершинами, с

которым связан фантомный агент 𝑖′ в графе взаимного влияния 𝐸. При этом

3Формально, в работе [134] изложена задача стимулирования для игры с равновесием 𝑥* = (𝐼 − 𝛽𝐺)−1𝜃

[10], где параметр 𝛽 отражает характер зависимости от действий соседей: при 𝛽 > 0 действия игроков

комплементарны (англ. strategic complements), при 𝛽 < 0 действия соседей взаимозаменяют друг друга (англ.

strategic substitutes). Таким образом, рассматриваемой задаче соответствует случай игры в [2] при 𝛽 < 0.
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Рисунок 3.8. Процедура передачи сообщений центром и изменение графа

рефлексивной игры

для реальных агентов 𝜃𝑖 = 𝜃, а для фантомных – 𝜃𝑖′ = 𝜃. Процедуру создания

новых связей, возникающих в процессе изменения структуры информированно-

сти при 𝜃𝑖 → 𝜃𝑖, можно представить в виде двудольного графа: если вершины 𝑖

и 𝑗 связаны в исходном графе 𝐸, тогда в новом двудольном графе одна доля –

это исходный граф 𝐸, а вторая – 𝐸 ′, и имеется связь между вершинами 𝑖 ∼ 𝑗′

и 𝑖′ ∼ 𝑗 (рис. 3.8 справа).

Тогда в начальный момент множества 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 являются одноэлемент-

ными, а структура информированности 𝐺𝐼 совпадает с графом взаимного вли-

яния 𝐸. Далее на каждом шаге в каждое из множеств 𝐴𝑖, 𝑖 ∈ 𝑁 , добавляется

один экземпляр �̂�𝑖, который становится реальным агентом; при этом 𝜃 (�̂�𝑖) = 𝜃𝑖,

а множество 𝜌 (�̂�𝑖) составляют экземпляры агентов, реальных на предыдущем

шаге. Формально, равновесные ответы игроков можно представить следующим

образом – равновесие реальных агентов в начальный момент (без сообщений

центра):

𝑥* = (𝐼 + 𝛽𝐸)−1𝜃.

Равновесные ответы реальных агентов после первого сообщения центра:

𝑥*(1) = ̂︀𝜃 − 𝛽𝐸𝑥*,

а после второго

𝑥*(2) = ̂︀𝜃 − 𝛽𝐸𝑥*(1).

Равновесные ответы реальных агентов после 𝑘-го сообщения центра:

𝑥*(𝑘) = ̂︀𝜃 − 𝛽𝐸𝑥*(𝑘−1).
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При этом число вершин в графе рефлексивной игры после 𝑘-го сообщения цен-

тра равняется 𝑘𝑛. Утверждение 3.6 позволяет описать результат воздействия

центра в терминах исходного графа взаимного влияния 𝐸

Утверждение 3.6. Если информационное равновесие в рефлексивной игре с

точечной структурой информированности Γ𝐼 существует и единственно, то

многошаговая процедура изменения структуры информированности 𝐺𝐼 схо-

дится к равновесию в игре с полной информированностью агентов, а именно

при 𝑘 → ∞

𝑥*(𝑘) → (𝐼 + 𝛽𝐸)−1̂︀𝜃.
Доказательство. Путем подстановки нетрудно убедиться, что при 𝑘 > 0 ре-

зультатом 𝑘-го сообщения центра является структура 𝐺𝐼 , порождающая следу-

ющие равновесные действия агентов

𝑥*(𝑘) =
𝑘−1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗𝛽𝑗𝐸𝑗̂︀𝜃 + (−1)𝑘𝛽𝑘𝐸𝑘𝑥*.

При 𝑘 → ∞ второе слагаемое (−1)𝑘𝛽𝑘𝐸𝑘𝑥* стремится к 0 в силу ограниче-

ния 𝛽𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐸) < 1. Выражение
∑︀𝑘−1

𝑗=0(−1)𝑗𝛽𝑗𝐸𝑗 в первом слагаемом является

разложением матрицы (𝐼 + 𝛽𝐸)−1 в ряд Неймана [80].

3.2.3. Примеры

В целях иллюстрации полученных результатов рассмотрим пример, ана-

логичный примеру в [35]: выигрыш 𝑣𝑖 игрока 𝑖 характеризуется функцией

𝑣𝑖 = (𝜃𝑖 − 𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥3)𝑥𝑖 −
𝑥2𝑖
2

для случая 𝑛 = 3 агентов. Наилучшие ответы игроков⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 =

𝜃𝑖 − 𝑥2 − 𝑥3
3

,

𝑥2 =
𝜃𝑖 − 𝑥1 − 𝑥3

3
,

𝑥3 =
𝜃𝑖 − 𝑥1 − 𝑥2

3
.

Задача состоит в том, чтобы показать сходимость равновесных стратегий

игроков в ситуации неполной информированности к равновесию в игре с пол-

ным знанием, для чего достаточно исследовать значения 𝑓(𝜃, 𝑘) =
∑︀

𝑖∈{1,2,3} 𝑥
*
𝑖
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Таблица 3.1. Равновесные ответы игроков в зависимости от числа сообщений

центра в игре с эффектом стратегической заменимости

𝑘 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

𝜃 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

𝑥*𝑖 0.2 0.53 0.31 0.45 0.36 0.42 0.38 0.41 0.39 0.40 0.39 0.40

𝑓 0.6 1.6 0.93 1.37 1.08 1.27 1.14 1.23 1.17 1.21 1.18 1.20

в зависимости от числа сообщений центра (таб. 3.1). При 𝜃𝑖∈{1,2,3} = 1 равно-

весные ответы игроков 𝑥*𝑖∈{1,2,3} = 0.2, а значение суммы агрегированных дей-

ствий 𝑓(𝜃) = 0.6. Пусть центр меняет исходные значения 𝜃𝑖∈{1,2,3} = 1 на новые̂︀𝜃𝑖∈{1,2,3} = 2. В случае общего знания об изменении 𝜃𝑖 → ̂︀𝜃𝑖 равновесные ответы
игроков 𝑥*𝑖∈{1,2,3} = 0.4, а значение функции 𝑓(𝜃) = 1.2. Однако, в ситуации

индивидуального информирования агентов об изменении 𝜃𝑖 → 𝜃𝑖, на каждой

итерации центр сообщает индивидуально каждому агенту ситуацию, которая

имела место на предыдущем шаге. В результате этих сообщений структура ин-

формированности меняется. Равновесные ответы игроков и значение суммы аг-

регированных действий также меняются, в пределе достигая значений случая

общего знания.

Рисунок 3.9. Агрегированные усилия игроков 𝑓(𝜃, 𝑘) =
∑︀

𝑖∈{1,2,3} 𝑥
*
𝑖 в

равновесии в зависимости от числа сообщений центра 𝑘 в игре с

отрицательным (слева) и положительным (справа) сетевым эффектом.

Точками отмечены ответ игрока 𝑥*𝑖 в зависимости от сообщения центра.

Сплошной линией отмечены равновесные ответы агентов в игре с общим

знанием при 𝜃𝑖∈{1,2,3} = 1, пунктиром при ̂︀𝜃𝑖∈{1,2,3} = 2

Аналогично, можно рассмотреть игру с эффектом стратегической допол-
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Таблица 3.2. Равновесные ответы игроков в зависимости от числа сообщений

центра в игре с эффектом стратегической дополнительности

𝑘 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

𝜃 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

𝑥*𝑖 1 1.33 1.55 1.70 1.80 1.87 1.91 1.94 1.96 1.97 1.98 1.99

𝑊 3 4 4.66 5.11 5.40 5.60 5.74 5.82 5.88 5.92 5.94 5.96

нительности: выигрыш 𝑣𝑖 игрока 𝑖 характеризуется функцией

𝑣𝑖 = (𝜃𝑖 + 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)𝑥𝑖 −
𝑥2𝑖
2

для случая 𝑛 = 3 агентов. Наилучшие ответы игроков⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 =

𝜃𝑖 + 𝑥2 + 𝑥3
3

,

𝑥2 =
𝜃𝑖 + 𝑥1 + 𝑥3

3
,

𝑥3 =
𝜃𝑖 + 𝑥1 + 𝑥2

3
.

Исследуем значения 𝑓(𝜃, 𝑘) =
∑︀

𝑖∈{1,2,3} 𝑥
*
𝑖 в зависимости от числа со-

общений центра (таб. 3.2). При 𝜃𝑖∈{1,2,3} = 1 равновесные ответы игроков

𝑥*𝑖∈{1,2,3} = 1, а значение суммы агрегированных действий 𝑓(𝜃) = 3. Пусть центр

меняет исходные значения 𝜃𝑖∈{1,2,3} = 1 на новые ̂︀𝜃𝑖∈{1,2,3} = 2. В случае обще-

го знания об изменении 𝜃𝑖 → ̂︀𝜃𝑖 равновесные ответы игроков 𝑥*𝑖∈{1,2,3} = 2, а

значение функции 𝑓(𝜃) = 6.

В ситуации индивидуального информирования об изменении 𝜃𝑖 → 𝜃𝑖 рав-

новесные ответы игроков и значение суммы агрегированных действий меняются

постепенно, в пределе достигая значений для случая общего знания.

3.2.4. Заключение

В данном разделе рассмотрена модель коллективного поведения агентов в

ситуации игровой неопределенности и неполной информированности. Для ре-

флексивной игры с точечной структурой информированности показано, что в

случае, когда наилучшие ответы игроков линейно зависят от других, связанных

с ними агентов, информационное равновесие может быть описано в явном виде
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в терминах структуры информированности. Такой подход позволяет интерпре-

тировать пример рефлексивной игры из [35] как игру локального обществен-

ного блага с неполной информированностью агентов и описать в матричном

виде равновесие в рефлексивной игре с точечной структурой информирован-

ности и линейным наилучшим ответом. Кроме того, на основе полученных в

данной работе результатов появляется возможность провести сравнительное

описание решений задач управления для случаев общего знания и неполной

информированности агентов. В качестве примера приводится формулировка

задачи информационного управления, аналогичной задаче стимулирования в

игре локального общественного блага на сети: в работе показан пример меха-

низма сообщения информации центром, когда случай общего знания и случай

неполной информированности агентов в пределе дают одинаковый ответ.

3.3. Задача управления в игре социальных норм

Модель социальных норм [229] описывает процесс принятия агентами ре-

шения о собственных усилиях в условиях наличия индивидуальной продуктив-

ности и влияния среднего уровня усилий своего окружения. В контексте сетево-

го взаимодействия роль социальных норм связана с влиянием окружения, зада-

ваемым структурой сети, связывающей агентов. Ключевым параметром модели

является склонность к конформизму, определяющим степень, с которой агенты

стремятся минимизировать разницу между своими действиями и социальной

нормой. Социальная норма, в свою очередь, представляет собой взвешенное

среднее усилий соседей агента в сети.

Анализ, проведенный авторами модели [229] показывает, что равновесие

Нэша отличается от социального оптимума из-за наличия экстерналий – внеш-

них эффектов, которые агенты оказывают на своих соседей. В частности, в

равновесии агенты игнорируют положительное влияние своих усилий на ре-

зультаты соседей, что приводит к недостаточным совокупным усилиям. Одним

из результатов исследования является выявление условий, при которых равно-

весие Нэша совпадает с социальным оптимумом, а также разработка методов

управления, которые позволяют достичь уровня общественного благосостояния,

соответствующего социальному роптимуму. Авторами рассматриваются два ос-

новных подхода: управление стимулированием агентов и управление структу-

рой сети. В первом случае центр имеет возможность изменять продуктивность
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агентов через субсидии или налоги, чтобы компенсировать положительные или

отрицательные экстерналии. Во втором случае центр управляет структурой се-

ти, добавляя или удаляя связи между агентами, что влияет на распределение

усилий в сети.

Ниже будет представлено решение задачи центра который, в отличии от

оригинальной статьи, стремится максимизировать агрегированные усилия иг-

роков в равновесии. Показано, что добавление связей между группами агентов с

разной продуктивностью может иметь позитивный эффект на агрегированные

усилия и негативный эффект на общественное благосостояние. Ряд численных

экспериментов демонстрируют теоретические результаты для сетей с различ-

ным числом агентов.

3.3.1. Описание игры и задачи управления

В модели локального агрегирования или модели социальных норм [229]

каждый игрок получает выигрыш

𝑣𝑖 = 𝑏𝑖𝑥𝑖 −
1

2

(︂
𝛽

1− 𝛽

)︂(︃
𝑥𝑖 −

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗

)︃2

− 1

2
𝑥2𝑖 , (3.27)

где 𝑏𝑖 > 0 отражает индивидуальную продуктивность агента 𝑖, а 𝛽 ∈ [0, 1) –

склонность к конформизму. Агенты совершают затратные действия (−𝑥2𝑖/2),
при этом сравнивая свой индивидуальный вклад (𝑏𝑖𝑥𝑖) со средним вкладом сво-

их соседей по сети, стараясь минимизировать различие между своим действием

и средним действием своей группы. Величина

𝑥𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗

называется социальной нормой агента 𝑖. Наилучшие ответы игроков в матрич-

ном виде

𝑥 = (1− 𝛽)𝑏+ 𝛽�̂�𝑥, (3.28)

где �̂� = {𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑗/𝑑𝑖}𝑛×𝑛. При 𝛽 < 1 равновесие Нэша существует и единствен-

но:

𝑥* = (1− 𝛽)(𝐼 − 𝛽�̂�)−1𝑏. (3.29)
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В задаче управления в игре социальных норм на сети центр стремится

максимизировать свою целевую функцию, при этом, как было показано ра-

нее, имея возможность выбрать различные инструменты влияния на результат

взаимодействия агентов. В работе авторов модели [229] рассмотрен случай, ко-

гда центр стремится максимизировать функцию общественного благосостояния∑︀𝑛
𝑖 𝑣𝑖, используя два инструмента: стимулирование агентов и управление струк-

турой взаимодействия. Социальный оптимум в модели, т. е. решение задачи

max
𝑥

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖(𝑥),

при 𝑥 = 𝐵𝑅𝑖(𝑥−𝑖) для всех 𝑖, достигается решением следующей системы наи-

лучших ответов игроков:

𝑥𝑖 = (1− 𝛽)𝑏𝑖 + 𝛽𝑥+ 𝛽

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑗) .

Отличием социального оптимума от равновесия Нэша в игре является наличие

последнего слагаемого - влияния собственного действия агента на социальную

норму своих соседей. В равновесии Нэша, принимая решение о своих индивиду-

альных усилиях, агенты не учитывают этот фактор, что создает экстерналию,

которая может быть как положительной, так и отрицательной. Оптимум до-

стигается в том случае, когда равновесные ответы игроков соответствуют их

индивидуальной продуктивности

𝑥𝑂 = 𝑏. (3.30)

В этом случае выделяется класс регулярных сетей: для них совокупные усилия

в сети всегда оптимальны: 𝑥* = 𝑥𝑂 = 𝑏. Это происходит потому, что в регуляр-

ных сетях положительные и отрицательные внешние эффекты, оказываемые

агентами на своих соседей, в точности уравновешиваются, так что совокупный

эффект оптимален.

Авторы модели рассмотрели несколько задач управления для случая, ко-

гда целевой функцией центра является функция общественного благосостояния

- сумма выигрышей игроков в равновесии. В задаче стимулирования центр суб-

сидирует агентов, которые оказывают положительное внешнее воздействие на

своих соседей, и облагает налогом тех агентов, которые оказывают негативное
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внешнее воздействие на своих соседей. В случае управления структурой взаи-

модействия, рассмотрены 2 случая, в каждом из которых центру безразлична

структура сети и необходима информация только о продуктивности агентов:

1. добавление ключевой связи (англ. key-link - adding): в любой сети до-

бавление связи между двумя агентами с высокой (низкой) продуктивностью не

только увеличивает (уменьшает) усилия этих двух агентов, но и увеличивает

(уменьшает) усилия всех остальных агентов в сети;

2. удаление ключевой связи (англ. key-link - removing): независимо от

структуры сети, центр должен удалить связь между двумя наиболее продук-

тивными агентами в сети.

Ниже будет рассмотрена задача центра, стремящегося максимизировать

агрегированные усилия игроков в ситуации двух кластеров: один из них со-

стоит из агентов с высокой индивидуальной продуктивностью, а другой – с

низкой. Анализ, проведенный авторами модели, позволяет ответить на вопрос

о создании связей внутри групп: при росте связей внутри групп продуктивные

агенты становятся более продуктивными, а непродуктивные – более непродук-

тивными. При этом интерес представляет вопрос о том, может ли рост связей

между кластерами повысить усилия игроков в равновесии? Как будет показа-

но далее, создание связей между кластерами может приводить к увеличению

агрегированных усилий игроков, но при этом и к снижению их выигрышей и

общественного благосостояния.

3.3.2. Взаимодействие кластеров в модели социальных норм

Рассмотрим случай взаимодействия нескольких репрезентативных аген-

тов: множество агентов представлено двумя группами, характеризующимися

различной индивидуальной продуктивностью, а структура взаимодействия в

каждой из групп соответствует модели случайного графа Эрдеша-Реньи с па-

раметром 𝑞. Такая постановка приводит к случаю стохастической блочной мо-

дели: матрица 𝑄, отражающая вероятности связей между кластерами, умножа-

ется на диагональную матрицу размеров кластеров 𝑅, формируя эффективную

матрицу взаимодействия 𝐸 = 𝑄𝑅, где 𝑟𝑖 ∈ [0, 1] – размер кластера, 𝑟1 + 𝑟2 = 1:

𝑄 =

[︃
𝑞 𝑝

𝑝 𝑞

]︃
, 𝑅 =

[︃
𝑟1 0

0 𝑟2

]︃
, 𝐷 =

[︃
𝑒11 + 𝑒12 0

0 𝑒21 + 𝑒22

]︃
, 𝑏 =

[︃
𝑏1

𝑏2

]︃
. (3.31)



90

𝐷 – матрица, на диагонали которой находятся суммы строк матрицы 𝐸, от-

ражающая степень репрезентативного агента и используемая для нормировки

строк матрицы 𝐸 к единице. Тогда равновесные стратегии игроков в такой игре

можно представить как [207]

𝑥* = (1− 𝛽)(𝐼 − 𝛽𝐸𝐷−1)−1𝑏. (3.32)

Ниже без доказательства будет приведен ряд утверждений об агрегиро-

ванных результатах игроков, которые можно получить прямым вычислением

для тех случаев, когда структура взаимодействия агентов принимает наиболее

простой вид.

Утверждение 3.7. 4 В игре социальных норм c одним репрезентативным

агентом,

𝑄 =
[︁
𝑞
]︁
, 𝑅 =

[︁
1
]︁
, 𝑏 =

[︁
𝑏
]︁
,

равновесные стратегии игроков в точности равны их производительности, а

именно

𝑥* = 𝑏.

Это утверждение согласуется со свойствами модели в общем случае [229]:

если агенты заранее однородны по продуктивности 𝑏, то равновесные уровни

усилий одинаковы для всех агентов, независимо от структуры сети. Это отли-

чается от случая модели локального агрегирования: модель локального усред-

нения получается из модели локального агрегирования путем нормирования

сетевого эффекта 𝑔𝑖𝑗 на степень агента 𝑑𝑖, то есть вместо связи 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑗𝑖 между

агентами, влияние агентов друг на друга становится несимметричным: теперь

агенты 𝑖 и 𝑗 влияют друг на друга с различным весом 𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖

и 𝑔𝑗𝑖
𝑑𝑗
. Это свойство

4Помимо прямого вычисления наилучшего ответа игрока (3.32) при 𝑄 = [𝑞], который является примером

ступенчатой графовой функцией (англ. step-function graphon), можно рассмотреть случай непрерывной гра-

фовой функции: в отличии от игры локального агрегирования теперь матрица связей между узлами должна

быть строчностохастической, что в терминах графовой функции отражается компонентой
∫︀ 1

0
𝑊 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, со-

ответствующей степени узлов на предельном объекте. Тогда наилучший ответ игрока можно представить

как

𝐵𝑅 = (1− 𝛽)𝑏+ 𝛽

∫︀ 1

0
𝑊 (𝑥, 𝑦)𝑥𝑑𝑦∫︀ 1

0
𝑊 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

,

что для случая одного репрезентативного агента 𝑊 (𝑥, 𝑦) = 𝑞 принимает вид

𝐵𝑅 = (1− 𝛽)𝑏+ 𝑥𝛽,

и не зависит от 𝑞.
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приводит к устранению взаимного влияния агентов в случае однородной струк-

туры взаимодействия.

Теперь рассмотрим случай неоднородной 𝑏, для которого справедливы

Утверждение 3.8. Равновесие в игре социальных норм c двумя репрезента-

тивными агентами, имеющими различную продуктивность и представляю-

щими два одинаковых, несвязанных между собой кластера,

𝑄 =

[︃
𝑞 0

0 𝑞

]︃
, 𝑅 =

[︃
𝑟1 0

0 𝑟2

]︃
, 𝑏 =

[︃
𝑏1

𝑏2

]︃
,

не зависит от структуры взаимодействия 𝑄, а агрегированные результаты

игроков равны

𝑥1 + 𝑥2 = 𝑏1𝑟1 + 𝑏2𝑟2.

Утверждение 3.9. Равновесие в игре социальных норм c двумя репрезента-

тивными агентами, имеющими различную продуктивность и представляю-

щими два одинаковых эквивалентно связанных кластера,

𝑄 =

[︃
𝑞 𝑞

𝑞 𝑞

]︃
, 𝑅 =

[︃
𝑟1 0

0 𝑟2

]︃
, 𝑏 =

[︃
𝑏1

𝑏2

]︃
,

не зависит от структуры взаимодействия 𝑄, а агрегированные результаты

игроков равны

𝑥1 + 𝑥2 = 𝑏1𝑟1 + 𝑏2𝑟2.

Утверждения 3.8 и 3.9 фактически являются разными вариантами утвер-

ждения 3.7 и будут полезны ниже при анализе процедуры создания связей меж-

ду кластерами. Подытоживая, игра с однородными продуктивностью и струк-

турой взаимодействия приводит к агрегированным усилиям игроков, не завися-

щим от структуры взаимодействия. В этих случаях изменение или управление

структурой взаимодействия, хоть и возможное технически, не приведет к изме-

нениям в агрегированных усилиях или выигрышах игроков.

Как было показано авторами модели [229], при росте связей внутри групп

продуктивные агенты становятся более продуктивными, а непродуктивные - бо-

лее непродуктивными. Поэтому для простоты рассмотрим случай, при котором

внутри кластеров агенты связаны каждый с каждым, а интерес представляет

создание связей между такими кластерами:
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𝑄 =

[︃
1 𝑝

𝑝 1

]︃
, 𝑅 =

[︃
𝑟1 0

0 𝑟2

]︃
, 𝑏 =

[︃
𝑏1

𝑏2

]︃
. (3.33)

Тогда задача центра состоит в максимизации агрегированных усилий игроков

в равновесии 𝑓 = 𝑥*1 + 𝑥*2
max
𝑝∈[0,1]

𝑓. (3.34)

При этом, предположим, что центр не несет издержки на изменение 𝑝, имея воз-

можность выбрать любое значение на отрезке [0, 1]. Основная идея состоит в

рассмотрении двух не связанных групп агентов с различной продуктивностью,

в целях исследования вопроса о том, возможно ли такое создание связей меж-

ду кластерами, которое приведет к увеличению агрегированных результатов

игроков.

Не ограничивая общности, пусть 𝜎 = (𝑏1−𝑏2)(𝑟1−𝑟2) > 0 – иными словами,

в большем кластере находятся более продуктивные агенты. Тогда справедливо

Утверждение 3.10. В игре социальных норм c двумя репрезентативными

агентами, представляющими два полносвязных кластера таких, что мат-

рицы 𝑄, 𝑅 и вектор индивидуальных продуктивностей 𝑏 имеют вид (3.33), а

𝜎 > 0, решением задачи (3.34) является

𝑝* =

√
𝜓√

𝜓 + 1
, (3.35)

где 𝜓 = (1− 𝛽)𝑟1𝑟2.

Доказательство. Исследуем знак производной функции 𝑓 в точке 𝑝 = 0:

𝜕𝑓

𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=0

=
𝛽

1− 𝛽
𝜎,

где множитель 𝛽/(1 − 𝛽) при 𝛽 ∈ [0, 1) положительный, а следовательно, в

случае 𝜎 > 0 знак производной будет положительным. При этом в точке 𝑝 = 1

𝜕𝑓

𝜕𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=1

= − 𝛽𝑟1𝑟2
(𝑟1 + 𝑟2) 2

𝜎,

что в случае 𝜎 > 0 ведет к отрицательному знаку производной в точке 𝑝 = 1.

На всем промежутке 𝑝 ∈ [0, 1]

𝜕𝑓

𝜕𝑝
= −

𝛽𝑟1𝑟2
(︀
𝑝2𝑟21 + 𝑝2𝑟22 + 𝑟1𝑟2(𝛽 + 𝑝(𝛽(𝑝− 2) + 𝑝+ 2)− 1)

)︀
(𝑟2𝑟1 (−𝛽 + (𝛽 + 1)𝑝2 + 1) + 𝑝𝑟21 + 𝑝𝑟22)

2
𝜎.
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Так как интерес представляют нули функции на отрезке 𝑝 ∈ [0, 1], исследу-

ем множитель в числителе, в котором 𝑝 входит как квадратичный член. При-

равнивая к нулю, получаем уравнение, имеющее на отрезке [0, 1] единственное

решение

𝑝* =

√︀
(1− 𝛽)𝑟1𝑟2√︀

(1− 𝛽)𝑟1𝑟2 + 1
.

Учитывая, что 𝜕𝑓
𝜕𝑝 > 0 в точке 𝑝 = 0, а 𝜕𝑓

𝜕𝑝 < 0 в точке 𝑝 = 1, функция 𝑓

возрастает при 𝑝 ∈ [0, 𝑝*), и убывает при 𝑝 ∈ (𝑝*, 1]. Таким образом, 𝑝* является

максимумом функции 𝑓 на отрезке 𝑝 ∈ [0, 1].

Как было показано ранее (утверждения 3.8 и 3.9), 𝑓(𝑝 = 0) = 𝑓(𝑝 = 1) =

𝑏1𝑟1 + 𝑏2𝑟2. Это означает, что при 𝜎 > 0 в точках 𝑝 = 0 и 𝑝 = 1 агрегированные

результаты принимают одинаковое минимальное значение, равное взвешенной

продуктивности агентов. Если же 𝜎 < 0, то есть размер кластера продуктив-

ных агентов меньше размера кластера непродуктивных агентов, то ситуация

обратная: оптимальным с точки зрения агрегированных результатов является

выбор центра 𝑝 = 0 либо 𝑝 = 1 с одинаковым значением целевой функции, при

этом 𝑝* будет являться минимумом функции 𝑓 .

3.3.3. Примеры

Для начала рассмотрим случай малого числа узлов. При условии, что

𝑟1 > 𝑟2 и 𝑑𝑖 ̸= 0 для всех 𝑖, наиболее подходящим является случай 𝑛 = 5.

Рассмотрим случай двух взаимосвязанных кластеров, для которых 𝑟1 = 0.6,

𝑟2 = 0.4, а вероятность создания связи внутри кластеров равна 1. Для случая

𝑛 = 5 получаем кластеры из трех и двух агентов. Пусть в первом кластере ин-

дивидуальная продуктивность агентов 𝑏𝑖 = 1 для всех 𝑖, а во втором кластере

𝑏𝑗 = 0 для всех 𝑗. Тогда вектор индивидуальных продуктивностей 𝑏, матрица

связей �̂�, равновесные стратегии 𝑥* и социальные нормы �̄�* игроков принимают

значения

𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ �̂� =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
. 1

2
1
2 . .

1
2 . 1

2 . .
1
2

1
2 . . .

. . . . 1

. . . 1 .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑥* =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ �̄�* =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.36)
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В данной ситуации равновесные стратегии игроков совпадают с социально-

оптимальными стратегиями и равны их продуктивности, что приводит к агре-

гированному результату
∑︀𝑛

𝑖 𝑥
*
𝑖 =

∑︀𝑛
𝑖 𝑏𝑖 =

∑︀𝑛
𝑖 𝑥

𝑂
𝑖 = 3 и суммарным выигрышам

игроков
∑︀𝑛

𝑖 𝑣𝑖(𝑥
*) =

∑︀𝑛
𝑖 𝑣𝑖(𝑥

𝑂) = 1.5.

Пусть теперь центр располагает возможностью создания связей между

кластерами. Согласно (3.35), оптимальное значение вероятности связей меж-

ду кластерами 𝑝* ≈ 0.22, что для случая графа (3.36) соответствует добавле-

нию двух связей из 6 возможных. Пусть центр решает создать две новых связи

между одним продуктивным агентом и двумя менее продуктивными агентами,

тогда

�̂� =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
. 1

2
1
2 . .

1
2 . 1

2 . .
1
4

1
4 . 1

4
1
4

. . 1
2 . 1

2

. . 1
2

1
2 .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑥* =
1

8

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
7

7

6

3

3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ �̄�* =
1

16

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
13

13

10

9

9

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.37)

Эффект от добавления новых связей носит разнонаправленный характер. С од-

ной стороны, социальная норма агента 3 снижается вследствие возникновение

связей с непродуктивными агентами, что также затрагивает и его продуктив-

ных соседей. Оптимальной стратегией трех продуктивных игроков на снижение

своей социальной нормы является снижение наилучшего ответа (относительно

ситуации без новых связей). С другой стороны, новые связи непродуктивных

агентов приводят к значительному росту их социальной нормы, что влечет рост

их наилучшего ответа. Как видно из примера, эти изменения различны по ве-

личине: снижение результатов продуктивных агентов ниже, чем увеличение ре-

зультатов непродуктивных агентов, что приводит к агрегированным усилиям

игроков
𝑛∑︁
𝑖

𝑥*𝑖 = 3.25 > 3 =
𝑛∑︁
𝑖

𝑏𝑖 =
𝑛∑︁
𝑖

𝑥𝑂𝑖

и суммарным выигрышам игроков

𝑛∑︁
𝑖

𝑣𝑖(𝑥
*) ≈ 1.21 < 1.5 =

𝑛∑︁
𝑖

𝑣𝑖(𝑥
𝑂),

или увеличению агрегированных результатов на ∼ 9% и снижению суммарного

выигрыша на ∼ 19% относительно социального оптимума. Результаты для ше-
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Рисунок 3.10. Различие между суммой выигрышей/агрегированными

результатами игроков в равновесии и суммой выигрышей/агрегированными

результатами игроков при социальном оптимуме, возникающее при

добавлении новых связей в граф (3.36)

сти возможных случаев добавления связей в граф (3.36) представлены на рис.

3.10.

Данный пример показывает, что в случае, когда целевой функцией центра

являются агрегированные результаты игроков, путем добавления новых связей

центр может достигнуть желаемого результата, что в свою очередь приведет к

снижению суммарных выигрышей игроков (или функции общественного благо-

состояния) относительно социального оптимума. Перспективным направлением

дальнейших исследований является разработка такого механизма стимулиро-

вание агентов, который бы компенсировал потери игроков при создании новых

связей, сохраняя при этом высокий уровень агрегированных результатов.

Переходя к произвольному числу агентов 𝑛 предположим, что как и в

примере выше, пропорция 3/2 агентов с разной продуктивностью сохраняется

с ростом 𝑛. На рисунке 3.11 представлена диаграмма размаха для результатов

численного моделирования сетевого взаимодействия.
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Рисунок 3.11. Различие между агрегированными результатами игроков в

равновесии и при социальном оптимуме, возникающее при добавлении новых

связей в графы с различным числом агентов 𝑛

По оси 𝑥 представлено число агентов 𝑛; по оси 𝑦, как и на рис. 3.10, пред-

ставлено сравнение агрегированных усилий агентов в равновесии
∑︀𝑛

𝑖 𝑥
*
𝑖 и агре-

гированных усилий агентов при социальном оптимуме
∑︀𝑛

𝑖 𝑥
𝑂
𝑖 . При проведении

численного эксперимента использовалась следующая процедура. На первом ша-

ге выбирается число агентов 𝑛; далее, для указанного 𝑛 генерируется экземпляр

стохастической блочной модели на основе (3.33) при 𝑝 = 𝑝*; равновесие в игре

на такой сети сравнивается с социальным оптимумом для данного 𝑛, равным∑︀𝑛
𝑖 𝑥

𝑂
𝑖 =

∑︀𝑛
𝑖 𝑏𝑖. Для 𝑛 > 5 эта процедура повторяется 𝑛2 раз. Важно, что пре-

дельный эффект, который можно вычислить, сравнив агрегированные усилия

агентов в равновесии (3.33) при 𝑝 = 𝑝* с агрегированными усилиями при со-

циальном оптимуме, равном 𝑏1𝑟1, сохраняется с ростом 𝑛: для описываемого

примера этот эффект равен 4.3%, что на рис. 3.11 отмечено красной пунктир-

ной линией.

3.3.4. Заключение

В данном разделе изучен механизм управления структурой взаимодей-

ствия в модели социальных норм на сети, состоящей из двух кластеров с агента-

ми, имеющими различную продуктивность. Основное внимание уделено влия-

нию структуры сети и уровня конформизма на агрегированные усилия игроков
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в равновесии и социальный оптимум.

Проведенный анализ показал, что добавление связей между кластерами

агентов с различной продуктивностью способно повысить суммарные усилия

игроков, хотя и снижает общий уровень их выигрышей. В частности, показано,

что при увеличении числа связей между кластерами происходит перераспреде-

ление социальных норм, приводящее к значительному росту усилий агентов с

низкой продуктивностью за счет небольшого снижения усилий более продук-

тивных агентов. Найдено оптимальное значение вероятности связи между кла-

стерами, при котором достигается максимум агрегированных исходов агентов в

равновесии. Приведенные пример и численные эксперименты демонстрируют,

что даже небольшие изменения в структуре сети способны оказывать значи-

тельное влияние на исход игры.

3.4. Выводы по главе 3

Раздел 3.1. посвящен исследованию задачи управления структурой взаи-

модействия в сравнении с известной задачей стимулирования в игре с эффектом

локального агрегирования: несмотря на безусловный позитивный эффект от со-

здания связей на усилия и выигрыш агентов, в разных ситуациях эффективнее

использовать разные методы управления. Для предложенной задачи центра

найдены условия, при которых выбор управления структурой взаимодействия

приведет к лучшим результатам.

Основной результат раздела 3.2 носит методологический характер. Уста-

новленная связь с теоретико-игровыми моделями на сетях позволяет исполь-

зовать разработанный для данной области инструментарий при исследовании

рефлексивных игр с точечной структурой информированности. В частности,

перспективным направлением дальнейших исследований является применение

результатов раздела 3.1 для случая неполной информированности агентов, что

позволяют осуществить результаты раздела 3.2.

Раздел 3.3. посвящен анализу задачи управления структурой в модели с

эффектом локального усреднения: в отличии от раздела 3.1, в котором эффект

локального агрегирования приводил к прямо пропорциональной зависимости

усилий и выигрыша агентов от числа связей (чем больше связей, тем выше

усилия и выигрыш), наличие связей между агентами может оказывать разно-

направленное влияние на их усилия и выигрыши. Помимо этого, в разделе 3.3.
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показана важная взаимосвязь между агрегированными усилиями агентов и об-

щественным благосостоянием в игре с эффектом локального усреднения: в рас-

смотренном случае решение задачи центра, управляющего структурой, влечет

снижение выигрыша игроков, что приводит к вопросу о совместном использо-

вании механизмов стимулирования игроков и управления структурой взаимо-

действия.



99

Глава 4. Применение методов управления структурой

взаимодействия

Ниже рассмотрены теоретические и практические аспекты использования

данных о сетевых характеристиках экономических агентов (коммерческих ком-

паний) для выявления взаимосвязей между экономическими показателями ком-

паний и для оценки рисков в задаче скоринга. Основой исследования служат

данные из российской базы бухгалтерской отчетности (РББО) и единого го-

сударственного реестра юридических лиц (ЕГРЮЛ). В работе анализируются

данные с 2012 по 2021 годы, включающие сотни тысяч связей и уникальных

объектов. Важной частью исследования является построение графов взаимо-

связей между компаниями: при анализе сетевых эффектов важно учитывать не

только прямые, но и косвенные связи между компаниями. Проводится анализ

структуры таких сетей, а также выявление эффектов, влияющих на экономи-

ческую активность компаний. Основная цель данного раздела –демонстрация

методов, благодаря которым появляется возможность использования теорети-

ческих результатов о стратегическом поведении взаимосвязанных агентов на

практике.

4.1. Отраслевой анализ сетевых эффектов

Сетевой анализ играет ключевую роль в исследовании бенефициарного

владения (англ. beneficial ownership), предоставляя методы и инструменты для

выявления скрытых связей, влияния и структур управления в сложных кор-

поративных и финансовых системах. Бенефициарный владелец — физическое

лицо, владеющее долей участия, прямо или косвенно, что дает ему право на

долю дохода или активов корпоративного механизма или возможность контро-

лировать его деятельность или получать от нее выгоду. Сети бенефициарного

владения, связанные с субъектами, могут быть сложными и непрозрачными.

Сетевой анализ используется в качестве инструмента для изучения взаимо-

связей между членами советов директоров различных компаний. Эти взаимо-

связи играют важную роль в корпоративном управлении, влиянии на принятие
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решений, формировании коммерческих групп и других формах взаимодействия

между компаниями. Использование методов сетевого анализа позволяет выяв-

лять связи и оценивать их влияние на экономические и управленческие процес-

сы. Перекрёстное членство в советах директоров (англ. interlocking directorates)

возникает, когда один человек является членом советов двух или более компа-

ний. Две фирмы имеют прямую взаимосвязь, если директор или руководитель

одной фирмы является также директором другой, и косвенную взаимосвязь,

если директор каждой из них входит в совет директоров третьей фирмы.

Процедура построения графа связей включает в себя сбор информации о

− узлах сети – ими выступают юридические и физические лица (компа-

нии, их директора, владельцы и др);

− ребрах сети – связях между компаниями (связи управления, владения,

и др.).

Данный граф служит основой для анализа сетевых эффектов. В общем случае

каждый шаг процедуры, описанной ниже, заслуживает отдельного исследова-

ния: существует множество факторов, влияющих на процедуру формирования

сети на основе реальных данных, каждый из которых может повлиять на ито-

говый результат. Поэтому в данной главе представлено, скорее, не полноценное

исследование, а проект его возможного дизайна: пример того, как теоретиче-

ские результаты могут быть использованы на практике.

В основу исследования легли два набора данных: российская база бухгал-

терской отчетности (РББО) [87] и сведения из единого государственного реест-

ра юридических лиц (ЕГРЮЛ). Характеристики набора данных из ЕГРЮЛ

выглядят следующим образом:

− временной период: с 2002 по 2021 гг.;

− число наблюдений (связей): 24137390;

− число типов связей: 14 (подробнее ниже);

− число уникальных объектов (вершин): 9823474;

− число записей о юр. лицах, владеющих компаниями: 877239;

− число записей о физ. лицах, владеющих компаниями: 22075726.

Пример данных представлен в таблице 4.1. Типы связей возникают на ос-

нове справочника1 категорий участия физических лиц в деятельности юридиче-

ского лица (таб. 4.2). В дальнейшем будут использованы все типы, не связанные

1https://esnsi.gosuslugi.ru/classifiers/1607

https://esnsi.gosuslugi.ru/classifiers/1607
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Рисунок 4.1. Статистика числа вершин и числа изолированных вершин в

графах

Рисунок 4.2. Статистика числа связей в графах

с процессом ликвидации или внешнего управления организацией.

На основе собранных данных были получены графы, которые условно

можно разделить на различные временные интервалы, характеризующиеся ак-

туальными связями. На рисунках 4.1 и 4.2 представлены годовая статистика

числа вершин и ребер в графах в период с 2012 по 2021 г.

Статистика демонстрирует, что большая часть связей представляет собой

связи между компанией и её владельцем. Хотя по своей природе этот факт

вполне объясним и естественен, он негативно сказывается на дальнейшем стати-

стическом анализе взаимосвязей между результатами деятельности участников

сети: так как интерес представляет исследование механизмов перетока и распро-

странения экономической активности, с формальной точки зрения проведение

анализа взаимосвязи двух компаний, связанных через одного владельца, яв-

ляется невозможным, а практика учреждения компаний другими компаниями

является крайне редкой (рис. 4.3).
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Рисунок 4.3. Число связей, в которых компания являлась учредителем другой

компании

Таблица 4.1. Пример таблицы связей между компаниями и владельцами

date ogrn founder inn inn type position

2013 10012344321 89012756227 412114361 1 Учредитель

2007 10012345697 163300048548 1641235423 1 Учредитель

2020 10012345697 1680117696 1641235423 2 Директор

2019 10012345697 167302137200 1641235423 1 Учредитель

2005 10012345697 160302594366 1641235423 1 Учредитель

2006 10012345697 163303167409 1641235423 5 Ликвидатор

В этой связи была предпринята процедура формирования сети на осно-

ве создания новых связей и исключения из сети физических лиц. Графически

данная процедура представлена на рис. 4.4: исходная сеть (слева) трансформи-

руется путем добавления связей между синими вершинами, связанными с крас-

ными, и последующим удалением красных вершин (справа). Такая процедура

приводит к тому, что большинство вершин графа становятся изолированными

(имеют степень 1) (рис. 4.1).

Общая идея подхода к анализу эффектов сетевого взаимодействия состоит

в дополнении классических моделей классификации/регрессии вида

𝑦 = 𝛼 + 𝑓(𝑋, 𝛾) + 𝜀

двумя сетевыми компонентами:

𝑦 = 𝛼 + 𝑧(𝑦, 𝛽,𝐺) + 𝑓(𝑥, 𝛾) + 𝑧(𝑥, 𝛿,𝐺) + 𝜀,

где 𝐺 – матрица связей между агентами, 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)
𝑇 – 𝑛 × 1 вектор на-

блюдений для зависимой переменной, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 – 𝑛 × 1 вектор наблю-
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Таблица 4.2. Типы связей влияния, указанные в справочнике категорий

участия физических лиц в деятельности юридического лица

Код Имя

1 Учредитель (участник) юридического лица

2 Руководитель юридического лица

3 Главный бухгалтер

4 Руководитель ликвидационной комиссии

5 Ликвидатор

6 Конкурсный управляющий

7 Внешний управляющий

8 Иное должностное лицо

9 Представитель управляющей компании

10 Лицо, уполномоченное подписать договор о присоединении

11 Управляющий юридического лица - индивидуальный предприниматель

16 Исполняющий обязанности конкурсного управляющего

17 Исполняющий обязанности внешнего управляющего

18 Участник общества согласно уставу является единоличным исполнительным орга-

ном общества (директором)

19 Исполняющий обязанности руководителя юридического лица

20 Представитель, осуществляющий полномочия конкурсного управляющего

Рисунок 4.4. Пример, демонстрирующий трансформацию исходного графа

связей между компаниями (синим) и физическими лицами (красным)
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дений для объясняющей переменной2, 𝜀 = (𝜀1, . . . , 𝜀𝑛)
𝑇 – случайная ошибка,

𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ R – регрессионные параметры, а

− 𝑧(𝑦, 𝛽,𝐺) - эндогенный (внутренний) эффект окружения: действие аген-

та зависит от действий других агентов;

− 𝑧(𝑥, 𝛿,𝐺) - контекстуальный эффект: действие агента зависит от инди-

видуальных характеристик других агентов.

При этом, как было показано ранее, корреляция действий и характеристик сре-

ди взаимосвязанных агентов может иметь различную функциональную форму

– различают следующие функции окружения:

− линейную/нелинейную;

− положительный/отрицательный сетевой эффект;

− локальное агрегирование/усреднение;

Задача состоит в идентификации параметров (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿) на реальных дан-

ных. Характеристики РББО подробно описаны в исследовании авторов базы

данных. В качестве примера ниже использована работа [22], авторы которой

исследовали различия в производительности на уровне фирм внутри отраслей.

Для этой цели они идентифицировали производственные функции фирм на

данных об отчетности компаний: показателях добавленной стоимости, создава-

емой фирмой в период времени; объеме капитала фирмы в денежном выраже-

нии; объеме затрат на труд фирмы; и показателе инвестиций компаний. Ниже

будет исследован вопрос о том, как эти показатели влияют друг на друга в

случае, когда взаимосвязаны – имеют общих учредителей, директоров и т. д.

Поэтому в дальнейшем, в качестве переменной 𝑦 будут использованы следую-

щие, логарифмированные финансовые показатели компаний, рассчитанные на

основе бухгалтерских балансов.

1. показатель произведенной добавленной стоимости — разница между вы-

ручкой и материальными затратами компаний;

2. показатель труда - расходы на оплату труда сотрудников;

3. показатель капитала — балансовая стоимость основных средств;

4. показатель объема инвестиций — разность балансовой стоимости ос-

новных средств соседних лет с учетом амортизации (норма амортизации была

2В целях упрощения анализа всюду ниже используется одна переменная в качестве объясняющей, так

как основной интерес в исследуемой модели представляет параметр 𝛽, характеризующий взаимосвязь зави-

симых переменных между собой. Однако можно было бы рассмотреть матрицу 𝑋 ∈ R𝑛×𝑙, характеризующую

наблюдения 𝑙 объясняющих переменных.
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установлена авторами [22] как 4%).

Данные подготовлены в соответствии с работой [87], в которой авторы воспро-

извели исследование [22] на основе базы данных РББО. Отличием является не

использование дефляторов, а так же использование первого уровня общероссий-

ского классификатора видов экономической деятельности (ОКВЭД). Важен тот

факт, что по своей природе данные об экономической деятельности компаний

имеют значительное количество пропусков (подробнее в исследовании авторов)

и далеко не всегда покрывают список компаний, возникающий на основе связей

между ними. В итоге, после проведенной подготовки данных, возникли следу-

ющие наборы данных по годам (таб. 4.3):

Таблица 4.3. Число компаний, используемых в исследовании

Год 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021

n 27875 42009 50097 55333 59007 62005 67271 80806 81618 66811

Ниже использована модель локального агрегирования, характеризующая

эффект перетока через связи влияния компаний:

𝑦 = 𝛼 + 𝛽𝐺𝑦 + 𝛾𝑥+ 𝛿𝐺𝑥+ 𝜀, (4.1)

где в качестве переменной 𝑦 выступает один из указанных в списке показателей.

В соответствии с предложенным в [89] подходом, оценка параметров модели

осуществляется нелинейным методом наименьших квадратов (NLS):

[𝛼, 𝛾, 𝛿]𝑇 = (�̂�𝑇 �̂�)−1�̂�𝑇𝑦,

где �̂� = (𝐼 − 𝛽𝐺)−1𝑋, 𝑋 = [1, 𝑥,𝐺𝑥], а 𝛽 – решение задачи оптимизации:

𝛽 = argmin
𝛽

𝑦𝑇
[︂
𝐼 − �̂�

(︁
�̂�𝑇 �̂�

)︁−1

�̂�𝑇

]︂
𝑦.

Как и ранее, наибольший интерес представляет значение коэффициента 𝛽, ха-

рактеризующего силу сетевого эффекта - результаты его идентификации пред-

ставлены в таблице 4.4 и на рисунке 4.5. В таблице 4.4 в каждой строке приведен

год, значение коэффициента 𝛽 и его стандартной ошибки для указанной в столб-

це объясняемой переменной, в соответствии с приведенной ранее нумерацией:

(1) добавленная стоимость, (2) труд, (3) капитал, (4) инвестиции; 𝑝-значения ко-

эффициентов, указанные как *, ** и *** в случаях 𝑝 < 0.05, 𝑝 < 0.01 и 𝑝 < 0.001

соответственно.
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Рисунок 4.5. Значения коэффициента 𝛽, идентифицированные на реальных

данных

Таблица 4.4. Эндогенный эффект взаимосвязи компаний по годам: значения

коэффициента 𝛽, идентифицированные на реальных данных

Год 1 2 3 4

2012 0.118*** 0.097*** -0.140*** 0.125*
(0.010) (0.010) (0.013) (0.054)

2013 0.160*** 0.114*** -0.075*** 0.177***
(0.012) (0.008) (0.015) (0.032)

2014 0.150*** 0.101*** -0.082*** 0.193***
(0.008) (0.008) (0.010) (0.028)

2015 0.155*** 0.101*** -0.071*** 0.110***
(0.007) (0.008) (0.009) (0.025)

2016 0.148*** 0.102*** -0.070*** 0.114*
(0.006) (0.007) (0.009) (0.056)

2017 0.151*** 0.109*** -0.063*** 0.260***
(0.006) (0.007) (0.009) (0.023)

2018 0.148*** 0.114*** -0.058*** 0.356***
(0.006) (0.007) (0.008) (0.031)

2019 0.152*** 0.127*** -0.028*** 0.416*
(0.008) (0.006) (0.008) (0.193)

2020 0.156 0.134*** -0.027* 0.316***
(0.354) (0.006) (0.011) (0.031)

2021 0.197*** 0.185*** 0.020 0.389***
(0.024) (0.008) (0.011) (0.034)
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При анализе экономических кластеров рассмотрим случай тех же модели и

метода идентификации, но идентифицируем параметры для каждого кластера

независимо. Тогда

𝑦(𝑘) = 𝛼𝑘 + 𝛽𝑘𝐺(𝑘)𝑦(𝑘) + 𝛾𝑘𝑥(𝑘) + 𝛿𝑘𝐺𝑥(𝑘) + 𝜀,

где индекс 𝑘 отражает использование данных о тех компаниях и связях между

ними, основной вид деятельности которых соответствуют 𝑘-ому типу деятель-

ности в соответствии с классификатором.

В приложении представлена таблица с результатами идентификации мо-

дели на реальных данных об экономической активности компаний за 2019 г. В

каждой строке приведено имя кластера (первый уровень классификатора ви-

дов экономической деятельности), значение коэффициента 𝛽 и его стандартной

ошибки для указанной в столбце объясняемой переменной, в соответствии с

приведенной ранее нумерацией.

Таким образом результаты, полученные на основе реальных данных, при-

водят к постановке задачи управления структурой взаимодействия, в точности

совпадающей с использованной при исследовании задач управления теоретиче-

скими моделями в главе 2. Так как проблематика идентификации таких моде-

лей сохранится и в следующем разделе, посвященном анализу рисков в задаче

оценке компаний, обсуждение качества полученных оценок и возникающих при

этом методологических трудностей приведено в заключении к данной главе.

4.2. Сетевые эффекты в задаче оценки коммерческих компаний

Оценка (или «скоринг») коммерческих компаний — это процесс оценки

рисков или потенциала компаний, часто используемый в кредитовании, оценке

контрагента, мониторинге финансовых операций и др. Существуют различные

виды математических и алгоритмических скоринговых моделей, используемых

для оценки банкротства, мошенничества или поведенческих активности кли-

ентов финансовых организаций [23]. Сетевые эффекты могут способствовать

повышению точности скоринга, поскольку позволяют учитывать связи между

компаниями, которые могут оказывать существенное влияние на их рисковый

профиль.

Одним из успешных примеров может служить исследование АО «Газпром-

банк» [20] в котором анализ связей осуществлялся методами социального сете-
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вого анализа: числовые метрики, описывающие эти связи (такие как степень

узла, расстояние до других вершин, число соседей разного типа и т. д.), в даль-

нейшем были использованы для решения задачи оценки корпоративных клиен-

тов и привели к следующим результатам:

− количество ближайших соседей (вершин на расстоянии 1) компании го-

раздо лучше характеризует эту компанию, чем количество более дальних сосе-

дей;

− для показателей «Доля компаний с низким рейтингом» и «Доля

компаний-банкротов» оптимальный размер круга равен 3 (вершин на расстоя-

нии 3) , а для показателей «Доля закрытых компаний», «Доля новообразован-

ных компаний» — 7 (вершин на расстоянии 7) .

При учете указанных показателей в модели для оценки субъектов малого и

среднего предпринимательства авторы добились улучшения индекса Gini – по-

казателя качества модели – на 11 единиц по сравнению с моделью, построенной

только с использованием показателей, рассчитанных на финансовой отчетно-

сти.

В общем случае эффект взаимосвязи между действиями агентов можно

определить как «эффект окружения» или «сетевой эффект». На основе ин-

формации о формальных связях между агентами проводится попытка выявить

взаимосвязь между принятием решений агентами и индивидуальными характе-

ристиками агентов: показателями финансовой/бухгалтерской отчетности, уров-

нем риска и др. Ниже рассмотрена задача оценки вероятность дефолта компа-

ний с использованием данных о взаимосвязи между ними.

В качестве источника информации о несостоятельности компаний исполь-

зуется справочник сведений о правоспособности (статусе) юридического лица3,

фрагмент которого представлен в таблице 4.5. Статистика числа компаний, об-

ладающих перечисленными статусами, представлена в таблице 4.6

В качестве объясняющей переменной будут использованы следующие, ло-

гарифмированные финансовые показатели компаний, рассчитанные на основе

бухгалтерских балансов и являющихся кандидатами на значимые факторы для

определения несостоятельности компании:

1. прибыль компании;

2. рентабельность компании;

3https://esnsi.gosuslugi.ru/classifiers/1609

https://esnsi.gosuslugi.ru/classifiers/1609
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Таблица 4.5. Использованные в исследовании статусы компании

Код Статус

101 Находится в стадии ликвидации

113 В отношении юридического лица возбуждено производство по делу о несостоятель-

ности (банкротстве)

114 В отношении юридического лица в деле о несостоятельности (банкротстве) введено

наблюдение

115 В отношении юридического лица в деле о несостоятельности (банкротстве) введено

финансовое оздоровление

116 В отношении юридического лица в деле о несостоятельности (банкротстве) введено

внешнее управление

117 Юридическое лицо признано несостоятельным (банкротом) и в отношении него от-

крыто конкурсное производство

Таблица 4.6. Число компаний, получивших статусы из таблицы 4.5 в

указанный год

Год 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021

n 328 431 661 1173 1889 3176 4087 6740 9559 28329

3. коэффициент текущей ликвидности компании;

4. отношение краткосрочных и долгосрочных кредитов к собственному ка-

питалу компании.

Эти данные доступны для еще меньшего числа компаний, что в конечном

итоге приводит к рассмотрению наиболее представительного случая: данных

за 2020 год с числом наблюдений (компаний) равным 402109, для которых до-

ступна информация о 1716 компаниях, заявивших о своей несостоятельности в

2021 г. Полная таблица со статистикой наблюдений по кластерам представлена

в приложении, в таблице 4.7 – фрагмент таблицы для наиболее крупных кла-

стеров. В ней 𝑘 – индекс кластера, 𝑛𝑣 – число компаний в кластере, 𝑛𝑒 – число

связей между компаниями в кластере, а 𝑛𝑠 – число несостоятельных компаний.

Воспользовавшись результатами [89], ниже идентифицируется модель ли-

нейной вероятности (англ. linear probability model). Эта модель представляет со-

бой простейшую вероятностную постановку, в которой вероятность может быть

оценена методом наименьших квадратов. В данном случае 𝑦𝑖 = 0 отражает дей-

ствующую компанию, а 𝑦 = 1 – компанию, ликвидированную или заявившую о

своей несостоятельности годом позднее. Задача состоит в идентификации пара-
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Таблица 4.7. Число компаний в каждом из кластеров, получивших статусы из

таблицы 4.5

𝑘 C F G H L M

𝑛𝑣 42861 48371 120836 21248 44066 35809

𝑛𝑒 18100 19467 121629 11000 70832 14186

𝑛𝑠 152 295 533 101 178 138

метров ( 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ) на реальных данных для повышения качества имеющейся

модели оценки компаний:

𝑦
статус

= 𝛼 + 𝑧(𝑦, 𝛽,𝐺)
статус
соседей

+ 𝛾𝑥
1, 2, 3
или 4

+ 𝑧(𝑥, 𝛿,𝐺)
1, 2, 3
или 4
соседей

+ 𝜀.

Параметры ограничены условием 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 = 1 и получают следующую

интерпретацию: на сколько изменится вероятность компании быть несостоя-

тельной, будучи связанной с несостоятельной компанией (параметр 𝛽), либо

при увеличении на 1% своего показателя 𝑥 (параметр 𝛾), либо того же показа-

теля другой компании, связанной с данной (параметр 𝛿). При этом, рассмотрим

различные варианты спецификации модели сетевого эффекта:

− для модели с эффектом локального усреднения – вероятность быть

несостоятельным зависит от среднего числа несостоятельных соседей по сети

(эндогенный эффект) и их средних характеристик (контекстуальный эффект):

𝑧(𝑦, 𝛽,𝐺) = 𝛽
∑︁ 𝑔𝑖𝑗

𝑑𝑖
𝑦𝑗, 𝑧(𝑥, 𝛿,𝐺) = 𝛿

∑︁ 𝑔𝑖𝑗
𝑑𝑖
𝑥𝑗;

− для модели с эффектом локального агрегирования – вероятность быть

несостоятельным зависит от общего числа несостоятельных соседей по сети (эн-

догенный эффект) и их агрегированных характеристик (контекстуальный эф-

фект):

𝑧(𝑦, 𝛽,𝐺) = 𝛽
∑︁

𝑔𝑖𝑗𝑦𝑗, 𝑧(𝑥, 𝛿,𝐺) = 𝛿
∑︁

𝑔𝑖𝑗𝑥𝑗

Как и ранее, идентификация параметров проводится с использованием

нелинейного метода наименьших квадратов. Во всех случаях коэффициенты

𝛽 и 𝛾 оказались не значимы: эндогенный эффект в распространении статуса

компании по сети либо отсутствует, либо незначителен. Иные результаты полу-

чены для контекстуального эффекта, значимость коэффициента при котором
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Таблица 4.8. Контекстуальный эффект взаимосвязи компаний по отраслям:

значения коэффициента 𝛿, идентифицированные на реальных данных об

экономической активности компаний в 2020 г.

Локальное усреднение Локальное агрегирование
𝑘 1 2 3 4 1 2 3 4

C -0.28 -0.97 0.10 -0.13 -0.07*** 0.09*** 0.08*** -0.08***
(0.274) (0.750) (0.205) (0.242) (0.003) (0.000) (0.001) (0.006)

F 0.64*** 0.61** 0.07 0.25* 0.11*** 0.02*** -0.01 -0.00
(0.102) (0.220) (0.128) (0.117) (0.001) (0.000) (0.050) (0.033)

G 0.25 -0.07 0.02 -0.10 -0.11*** -0.12*** -0.16*** -0.18***
(0.152) (0.249) (0.104) (0.105) (0.001) (0.003) (0.001) (0.000)

H 0.05 -0.23 0.00 -0.21 -0.09 -0.01 -0.14*** -0.23***
(0.309) (0.694) (0.246) (0.322) (0.103) (0.062) (0.017) (0.007)

L -0.11 -0.39 -0.53* -0.43 0.11*** 0.11*** 0.11*** 0.11***
(0.366) (0.675) (0.228) (0.218) (0.000) (0.000) (0.000) (0.000)

M -0.59 -0.13 -0.57* -0.49 0.11*** 0.10*** 0.28*** 0.10***
(0.330) (0.380) (0.247) (0.258) (0.000) (0.000) (0.000) (0.000)

варьируется от кластера к кластеру и между моделями с эффектами усред-

нения и агрегирования. Полные результаты представлены в приложении, а в

таблице 4.8 приведены результаты для наиболее крупных кластеров.

Основной технической особенностью сетевых моделей идентификации яв-

ляется эндогенность переменных, входящих в регрессионное уравнение в правой

части. Проблеме эндогенности в линейных моделях посвящено большое число

исследований (см., например, обзоры [3, 38]). В частности, проблема эндогенно-

сти в сетевых моделях в зарубежной литературе получила название «reflection

problem»[193] (см. также обзоры [56, 92]). В ряде работ показано, что проблема

эндогенности разрешается самой структурой взаимодействия 𝐺, а идентифика-

ция параметров моделей проводится с использованием двухшагового МНК или

моделей нелинейной регрессии. При этом для борьбы с эндогенностью исполь-

зуются либо модели с фиксированными эффектами, либо модели с инструмен-

тальными переменными. В случае нелинейной регрессии использование фикси-

рованных эффектов технически затруднено, а в случае двухшагового МНК с

инструментальными переменными тесты, оценивающие качество инструментов

(англ. overidentifying restrictions test), как правило говорят об их слабости. Соот-

ветственно, высокие показатели значимости параметров регрессии потенциаль-
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но могут говорить о том, что проблема эндогенности в полученных результатах

не решена. Изучение вопросов реализации моделей нелинейной регрессии, ме-

тода инструментальных переменных и методов оценки качества используемых

инструментов применительно к сетевым моделям является активной областью

исследований. Эти вопросы заслуживают отдельного внимания и не являются

предметом проведенного исследования: основной целью являлась демонстрация

методов, благодаря которым появляется возможность использования теорети-

ческих результатов о стратегическом поведении взаимосвязанных агентов на

практике.

Аналогичные рассуждения справедливы и для случая сетевой модели

оценки риска несостоятельности компании, которые вкупе с существенно несба-

лансированной выборкой приводят к смещенным и, вероятно, завышенным

оценкам регрессионных параметров. Как показано в [33], в масштабах всей эко-

номики банкротство является редким событием: в среднем доля таких компа-

ний составляет около 1%, что делает некорректным применение стандартных

эконометрических методов, а особую значимость имеют подходы к построению

моделей на основе несбалансированных выборок и методы предсказания редких

событий.

Все это приводит к особой специфике применения полученных результатов

на практике и выборе инструментов реализации. В частности, использование

систем управления графовыми базами данных позволяет эффективно приме-

нить результаты моделирования в качестве инструмента поддержки принятия

решений, обеспечивая возможность наглядного исследования каждого отдельно

взятого случая, при этом акцентируя внимание на природе связей и разнообра-

зии сетевых эффектов.

Имея в распоряжении всю информацию, полученную статистическими ме-

тодами, практическое применение идентифицированных коэффициентов осу-

ществляется посредством использования графовой базы данных. Помимо свя-

зей владения, в данном контексте существуют множество других типов свя-

зей, которые возможно установить между компаниями: географические, вир-

туальные (адрес электронной почты, сайт компании и др.), совместное участие

в коммерческой деятельности или специфических отраслевых классификато-

рах. Учет связей различной природы позволяет уточнить существующие моде-

ли оценки компаний, при этом графовое представление данных и инструменты
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Рисунок 4.6. Онтология, используемая для создания графовой базы данных

работы с ними помогают избежать излишнего обобщения полученных резуль-

татов и акцентируют внимание на индивидуальных показателях и отдельных

связях между компаниями.

В рамках внедрения полученных в диссертационной работе результатов

была разработана база знаний (или граф знаний, англ. knowledge graph) опи-

сывающая структуру взаимосвязей между компаниями в формате RDF (англ.

Resource Description Framework). Полученная база данных реализована в ви-

де RDF-хранилища, осуществляющего обработку запросов на языке SPARQL

(англ. SPARQL Protocol and RDF Query Language) – инструмента для семан-

тического поиска, позволяющего извлекать информацию и выполнять сложные

запросы. Такой подход подразумевает трансформацию исходного набора дан-

ных, которую можно условно разделить на два этапа:

1. предобработка – очистка и преобразование данных;

2. создание RDF-хранилища – структурированного набора данных на ос-

нове онтологической модели.

Для определения сущностей и отношений между ними используется онто-

логическая модель, основанная на RDF формате базы данных BODS (Beneficial

Ownership Data Standard)4 которая позволяет моделировать различные отноше-

ния между компаниями. Онтология корпоративных связей, учитывающая на-

личие индивидуальных характеристик (показателей компании и типов связей),

представлена на рис. 4.6.

В дополнение к имеющимся в RDF BODS классам (отмечены оранжевым)

4https://github.com/openownership/bodsld
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в онтологии присутствую классы, отражающие наличие финансовых показа-

телей компании («StatementItem»), отрасль, которой принадлежит компания

(«Industry»), а также дополнительные отношения между классами (дополни-

тельные классы и отношения отмечены пунктирными линиями и контуром).

Онтология использует различные пространства имён для описания объектов и

их взаимосвязей: в основе лежит технология, обеспечивающая структурирован-

ное представление информации, что делает возможной интеграцию с другими

системами и базами знаний.

Ключевая особенность онтологии — использование паттерна промежуточ-

ных сущностей для моделирования сложных отношений. Вместо прямых свя-

зей между компаниями вводятся специальные структуры (классы и отношения

между ними), позволяющие учитывать детализированную информацию о взаи-

мосвязях, характеристиках компаний, типов управления и др. Визуально RDF-

граф представляет собой ориентированный граф, в котором узлами являются

субъекты и объекты, а ребрами – предикаты, которые соединяют узлы и задают

семантические отношения между ними. Вместе они образуют триплеты (англ.

RDF Triples) «субъект – предикат – объект»: субъект – это начальная точка

(узел, из которого исходит связь), предикат – это связь (ребро), определяющая

тип отношения, а объект – это конечная точка (узел, на который направлено

ребро).

Пример того, какой вид в базе знаний приобретает исходный граф связей

между компаниями, построенный в разделе 4.1., представлен на рисунке 4.7.

Слева – исходный граф связей, где синим отмечены вершины со статусом «0»,

оранжевым – со статусом «1», а связь между узлами означает либо участие

одной компании в роли учредителя другой, либо наличие общего учредителя-

физического лица. В базе знаний вершины графа представляют собой объекты

классов: как и ранее, вершины синего и оранжевого цвета представляют собой

объекты класса «Entity», при этом теперь они не связаны напрямую. Связь

между компаниями определяется, с одной стороны, дополнительным классом,

характеризующим информацию об участии в учреждении компании (объекты

этого класса отмечены номерами), а с другой – отношениями между классами

(их).

Продолжив рассмотрение примера на рис. 4.7, можно показать качествен-

ные различия между подходами к анализу взаимосвязей. Семь участвующих в
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Рисунок 4.7. Сопоставление различных представлений графа взаимосвязей:

визуализация графа, построенного на основе матрицы смежности (слева) и

фрагмент графа знаний (справа)

примере компаний представляют собой связную компоненту графа всех связей

владения: ни одна другая компания не является учредителем изображенных на

рисунке и доступная исследователю информация ограничивается лишь набором

данных об указанных агентах. В противовес к этому, благодаря подходу на осно-

ве структурированных данных и использования более сложных представлений

объектов и взаимосвязей между ними, появляется возможность исследования

более разнообразных зависимостей между компаниями: на рис. 4.8 представ-

лена часть развернутого вокруг исходных семи компаний графа знаний. В ис-

следуемом наборе данных содержится информация о 6390 компаниях, которые

теперь образуют полный граф, состоящий из взаимосвязей между компаниями,

отраслями, количественными показателями компаний и идентифицированных

статистических показателей, который состоит из 77024 RDF-триплетов.

Разработанная в рамках данной работы онтология и база знаний о связях

влияния и показателях компаний продемонстрировали перспективность под-

хода, позволяя учитывать не только количественные показатели деятельности

компаний, но и структуру взаимодействия компаний, а также взаимозависимо-

сти между различными индивидуальными характеристиками.
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Рисунок 4.8. Взаимосвязи между экземплярами классов в графовой базе

данных для примера 4.7

4.3. Выводы по главе 4

В сетевых моделях идентификации ключевой технической особенностью

является эндогенность переменных: проблема эндогенности в линейных моде-

лях является активной областью исследований, а для сетевых моделей в за-

рубежной литературе она известна как «reflection problem». Если параметры

регрессии демонстрируют высокую значимость, это может свидетельствовать о

нерешённости проблемы эндогенности, что приводит к искажениям в результа-

тах.

Эта же проблема актуальна и для сетевых моделей, применяемых в оценке

риска банкротства компаний. В сочетании с несбалансированной выборкой это

может приводить к смещённым и завышенным оценкам регрессионных коэф-

фициентов. Применение графовых баз данных позволяет улучшить интерпрета-

цию полученных результатов, обеспечивая визуализацию сетевых взаимосвязей

и анализ влияния различных факторов. Такой подход повышает эффективность

принятия решений, поскольку позволяет детально изучать структуру связей и

учитывать сложные сетевые эффекты. В рамках внедрения полученных в дис-

сертационной работе результатов (Приложение Б) были разработаны онтология

и прототип базы данных об оценке риска контрагентов на основе взаимосвязей

между ними. Используя описанные выше данные на основе онтологии создана

модель представления данных и RDF-хранилище, в совокупности образующие

базу знаний о связях влияния и экономических показателях компаний.
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Заключение

В диссертационной работе, в рамках исследования стратегического взаи-

модействия агентов на сети, были разработаны методы управления структу-

рой взаимодействия в теоретико-игровых моделях на сетях с линейным наи-

лучшим ответом. Были рассмотрены игры, моделирующие стратегическое по-

ведение агентов и предоставляющие теоретическую основу для объяснения воз-

никновения сетевых эффектов и механизмов влияния узлов сети друг на друга,

демонстрирующие взаимосвязь между структурой сети, равновесием в игре и

задачами управления. Были получены следующие результаты:

1. Классификация моделей, классификация и формализация постановок

задач управления для теоретико-игровых моделей с линейным наилучшим от-

ветом, которые позволяют единообразно описывать и анализировать различные

подходы к описанию сетевого взаимодействия и решения задач управления.

Рассмотрены концепции эффектов окружения и сетевых экстерналий, опреде-

ляющих зависимость поведения одного агента от действий связанных с ним

соседей. Исследованы различные классы игр: с эффектами стратегической до-

полнительности и заменимости, а также модели локального агрегирования и

усреднения. Проанализированы задачи управления в таких моделях, включая

задачи анализа социального оптимума и вмешательства центра (сетевые интер-

венции). Показано, что сетевые модели стратегического взаимодействия могут

эффективно использоваться для анализа социальных и экономических систем,

а методы управления позволяют устранить неэффективность, вызванную экс-

терналиями, и улучшить результаты взаимодействия агентов.

2. Формализована и исследована задача управления структурой взаимо-

действия в линейно-квадратичной игре. Полученные результаты позволяют

оценить эффективность выбора различных методов управления в задаче цен-

тра. Для модели случайного графа Эрдеша – Реньи показано, что, в отличие от

структурного управления, эффективность целевых интервенций не зависит от

величины сетевого эффекта и пропорциональна имеющемуся бюджету, в явном

виде найдено критическое значение сетевого эффекта, выше которого эффек-

тивность структурного управления превышает эффективность целевых транс-
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фертов. Исследованы различные, в т. ч. комбинированные стратегии управле-

ния в случае структуры сети, состоящей из взаимодействующих групп агентов.

3. Разработана модель стимулирования в рефлексивной игре с точечной

структурой информированности, которая позволяет наиболее полно описать

равновесие и провести сравнительное описание решений задач управления для

случаев полной и неполной информированности агентов. Предложенный под-

ход позволяет интерпретировать пример рефлексивной игры из [35] как игру

локального общественного блага с неполной информированностью агентов и

описать в матричном виде равновесие в рефлексивной игре с точечной струк-

турой информированности и линейным наилучшим ответом. Кроме того, на

основе полученных в данной работе результатов появляется возможность про-

вести сравнительное описание решений задач управления для случаев общего

знания и неполной информированности агентов. В качестве примера приведена

формулировка задачи информационного управления, аналогичной задаче сти-

мулирования в игре локального общественного блага на сети: в работе показан

пример механизма сообщения информации центром, когда случай общего зна-

ния и случай неполной информированности агентов в пределе дают одинаковый

ответ.

4. Формализована и исследована задача управления структурой взаимо-

действия в игре социальных норм позволяет получить описание свойств мо-

дели и оценить эффективность выбора различных методов управления. Про-

веденный анализ показал, что добавление связей между кластерами агентов

с различной продуктивностью способно повысить суммарные усилия игроков,

хотя и снижает общий уровень их выигрышей. В частности, показано, что при

увеличении числа связей между кластерами происходит перераспределение со-

циальных норм, приводящее к значительному росту усилий агентов с низкой

продуктивностью за счет небольшого снижения усилий более продуктивных

агентов. Найдено оптимальное значение вероятности связи между кластерами,

при котором достигается максимум агрегированных исходов агентов в равнове-

сии. Приведенные пример и численные эксперименты продемонстрировали, что

даже небольшие изменения в структуре сети способны оказывать значительное

влияние на исход игры.
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Приложение A

Таблица 9. Эндогенный эффект взаимосвязи компаний по отраслям: значения

коэффициента 𝛽, идентифицированные на реальных данных об экономической

активности компаний в 2019 г. Из таблицы удалена информация о кластерах,

в которых для всех случаев 𝑦 переменная 𝛽 оказалась не значима.

𝑘 1 2 3 4

A 0.080 0.060 0.074 0.260**
(0.059) (0.056) (0.076) (0.084)

B -0.078 -0.026 -0.091 0.834***
(0.050) (0.052) (0.061) (0.214)

C 0.014 -0.017 -0.027 0.506***
(0.015) (0.016) (0.019) (0.061)

D 0.080 0.037 -0.222*** 0.339*
(0.048) (0.049) (0.061) (0.169)

E 0.141*** 0.052 -0.100 0.140
(0.038) (0.040) (0.056) (0.191)

F 0.133*** 0.056** 0.086*** 0.679***
(0.019) (0.021) (0.024) (0.122)

G 0.183*** 0.122*** 0.059*** 0.545***
(0.022) (0.025) (0.015) (0.049)

H 0.032 0.030 -0.090** 0.524***
(0.024) (0.026) (0.031) (0.097)

I 0.208*** 0.237*** 0.042 0.287
(0.036) (0.041) (0.050) (0.164)

J 0.108*** 0.157*** 0.021 0.378***
(0.030) (0.032) (0.036) (0.109)

K 0.187*** 0.167*** 0.054 0.422
(0.051) (0.033) (0.056) (0.259)

M 0.175*** 0.152*** 0.099*** 0.480***
(0.022) (0.022) (0.026) (0.077)

N 0.177*** 0.216*** -0.082* 0.177
(0.029) (0.036) (0.041) (0.117)

P 0.061 0.087 -0.232* 0.095
(0.287) (0.071) (0.102) (0.197)
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Таблица 10. Контекстуальный эффект взаимосвязи компаний по отраслям:

значения коэффициента 𝛿, идентифицированные на реальных данных об

экономической активности компаний в 2020 г. Из таблицы удалена

информация о кластерах, в которых отсутствуют несостоятельные компании.

Локальное усреднение Локальное агрегирование

𝑘 1 2 3 4 1 2 3 4

A 0.186 0.372 -0.601 -0.586 0.284*** 0.092*** 0.286*** 0.284***
(0.552) (0.735) (0.403) (0.395) (0.001) (0.003) (0.001) (0.001)

B 0.119 0.529 -0.044 0.130 0.052 0.130*** -0.141 -0.107
(0.603) (0.573) (0.510) (0.541) (0.301) (0.034) (0.358) (0.381)

C -0.282 -0.974 0.103 -0.133 -0.069*** 0.093*** 0.083*** -0.077***
(0.274) (0.750) (0.205) (0.242) (0.003) (0.000) (0.001) (0.006)

D -0.869*** 0.566 0.733*** 0.673*** -0.169*** -0.082 0.153*** 0.153***
(0.144) (1.108) (0.175) (0.188) (0.003) (0.084) (0.004) (0.004)

E 0.669 0.068 0.526 -0.043 0.613*** 0.656*** 0.467*** -0.257***
(0.444) (0.910) (0.340) (0.237) (0.013) (0.020) (0.006) (0.005)

F 0.642*** 0.608** 0.072 0.251* 0.113*** 0.024*** -0.005 -0.002
(0.102) (0.220) (0.128) (0.117) (0.001) (0.000) (0.050) (0.033)

G 0.246 -0.065 0.019 -0.101 -0.110*** -0.117*** -0.155*** -0.181***
(0.152) (0.249) (0.104) (0.105) (0.001) (0.003) (0.001) (0.000)

H 0.049 -0.232 0.004 -0.206 -0.088 -0.011 -0.137*** -0.228***
(0.309) (0.694) (0.246) (0.322) (0.103) (0.062) (0.017) (0.007)

I -0.167 0.634*** 0.306 0.465** 0.016*** 0.083*** -0.012 -0.064***
(0.796) (0.160) (0.281) (0.163) (0.000) (0.000) (0.048) (0.002)

J -0.865*** 0.444 -0.411 -0.337 -0.468*** -0.194*** -0.202*** -0.239***
(0.171) (0.293) (0.811) (0.480) (0.000) (0.002) (0.001) (0.001)

K -0.271 0.582 0.030 0.199 0.135*** 0.112*** 0.124*** 0.071***
(0.665) (0.339) (0.540) (0.468) (0.004) (0.006) (0.001) (0.002)

L -0.105 -0.389 -0.526* -0.425 0.110*** 0.109*** 0.106*** 0.106***
(0.366) (0.675) (0.228) (0.218) (0.000) (0.000) (0.000) (0.000)

M -0.585 -0.132 -0.570* -0.492 0.109*** 0.100*** 0.275*** 0.104***
(0.330) (0.380) (0.247) (0.258) (0.000) (0.000) (0.000) (0.000)

N 0.328 -0.999 -0.012 -0.282 -0.330*** -0.269*** -0.064 -0.230***
(0.377) (1.133) (0.297) (0.370) (0.002) (0.005) (0.103) (0.001)

P -0.492* -0.999* -0.999** -0.999*** -0.387*** -0.637*** -0.445*** -0.999***
(0.225) (0.457) (0.323) (0.179) (0.010) (0.024) (0.014) (0.001)

Q 0.337 0.489 0.339 0.438 -0.080 -0.082 0.182*** 0.172***
(0.629) (0.421) (0.380) (0.338) (0.271) (0.195) (0.001) (0.001)

R -0.702 -0.999*** 0.327 -0.999 -0.801*** -0.770*** -0.231*** -0.904***
(1.192) (0.301) (0.580) (0.580) (0.003) (0.012) (0.015) (0.024)

S -0.448 0.440 0.799*** 0.625** -0.135*** 0.009 0.165*** -0.108
(0.305) (0.399) (0.147) (0.221) (0.002) (0.005) (0.001) (0.110)

Таблица 11. Статистика кластеров.

𝑘 A B C D E F G H I J K L M N P Q R S

𝑛𝑣 10890 2423 42861 2952 3365 48371 12083621248 10957 16027 2938 44066 35809 17524 3773 8516 2780 6296

𝑛𝑒 5478 1011 18100 997 1010 19467 12162911000 17468 16696 1115 70832 14186 10248 1033 14334 1313 3348

𝑛𝑠 34 18 152 12 13 295 533 101 46 46 18 178 138 83 16 13 6 14
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