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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Разработка методов оптимизации систем массового об-
служивания (СМО) на конечном промежутке времени при наличии ограничений
является актуальной проблемой.

Многие современные инфокоммуникационные системы функционируют
в условиях ограниченных энергетических и вычислительных ресурсов. Поэто-
му для успешной эксплуатации таких систем необходимо эффективное перерас-
пределение ресурсов с целью учета разнонаправленных требований к качеству
выполнения поставленной задачи. Для удовлетворения этих требований необ-
ходима оптимизация ряда показателей, таких как: энергопотребление, эффек-
тивность сбора данных, устойчивость связи, скорость передачи информации,
задержка в передаче информации и т.д. Для борьбы с перегрузками в сетях
применяются различные методы Active Queue Management (AQM). Примерами
таких методов являются алгоритмы RED (Random Early Detection) и его раз-
личные вариации, такие, как Weighted RED, Robust RED. Основная идея RED —
отбрасывание случайной доли приходящих пакетов, если достигнута некоторая
пороговая длина очереди, для сигнализации передающей стороне о наличии пе-
регрузки. Для учета неопределенности входных потоков запросов и случайно-
сти процессов передачи данных описание инфокоммуникационных систем, как
правило, строится на базе методологии марковских цепей с дискретным или
непрерывным временем. На базе этой методологии рассматриваются самые раз-
ные задачи: моделирование, планирование сетей и оценка их параметров про-
изводительности (Г.П. Башарин, С.Н. Степанов, В.М. Вишневский, А.Н. Дудин,
N.M. van Dijk, R.J. Boucherie); моделирование сетевых протоколов и алгоритмов
AQM (E. Altman, К.Е. Авраченков, А.Б. Пиуновский, А.В. Борисов); оптими-
зация передачи данных между беспилотным летательным аппаратом (БПЛА) и
наземными средствами беспроводной связи (D.K. Sung, E.I. Grotli, P.B. Sujit,
G. Hollinger); оптимизация энергопотребления и переполнения буферов в сети
Internet (M. Chiang, Р.В. Разумчик). В этих приложениях возникает необходи-
мость оптимизировать характеристики сети по ряду критериев производитель-
ности, управляя для этого частью параметров сети. Это делает востребованным
изучение многокритериальных оптимизационных моделей.

Изучение оптимизационных задач для инфокоммуникационных систем и се-
тей проводят в рамках методологии СМО. Задачи оптимизации СМО можно
классифицировать по следующим категориям: по структуре объекта управления
(одиночные СМО, тандемы СМО или сети СМО), по доступным данным о со-
стоянии системы (по полной или неполной информации), по цели управления
(доступом, загрузкой, маршрутизацией, выбором класса).
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Для решения задач управления СМО в рамках марковских моделей сформи-
ровались два принципиально разных подхода.

Первый подход основан на исследовании марковского процесса принятия
решений (Markov Decision Process или MDP) в стационарном режиме, исклю-
чая оптимизацию затрат на вывод системы из неблагоприятного начального со-
стояния. В основе этого подхода лежит использование асимптотических мето-
дов теории массового обслуживания, основанных на моделях однородных мар-
ковских процессов с конечным числом состояний, которым посвящены рабо-
ты R. Serfozo, A. Hordijk, F. Spieksma. Для процесса с конечным числом состоя-
ний задача оптимального управления без ограничений была решена достаточно
давно в работах R. Howard, Е.Б. Дынкина, А.А. Юшкевича, S. Pliska. В даль-
нейших исследованиях развивались методы многокритериальной оптимизации,
в том числе методы решения оптимизационных задач с учетом ограничений,
представленные в работах A. Hordijk, F. Spieksma, E. Altman, А.Б. Пиуновского,
E.A. Feinberg, R.C. Chen, G.L. Blankenship. В целом, данный подход не учитыва-
ет нестационарного характера процессов в инфокоммуникационных сетях.

Второй подход представлен в работах R.J. Elliott и Б.М. Миллера. В дан-
ных работах система рассматривается на конечном горизонте с целью оптими-
зации интегральных или терминальных характеристик качества ее функциони-
рования. Поэтому для синтеза соответствующих решений используются методы
оптимального стохастического управления. Данный подход использует мартин-
гального представление и подходит для более широкого класса управляемых
процессов. Основной прием, позволяющий синтезировать оптимальное стоха-
стическое управление в задаче с ограничениями, состоит в переходе к мини-
максной формулировке, для решения которой требуется определить оптималь-
ный набор множителей Лагранжа и построить оптимальное управление в задаче
с расширенным функционалом.

Многофазные (тандемные) системы используются для моделирования про-
цесса обработки, при котором входящие требования обслуживаются последова-
тельно на нескольких этапах. Для предотвращения перегрузки на наиболее важ-
ных узлах многофазной системы применяется механизм блокировки требований.
Двухфазные системы с блокировкой изучали A. Gomez-Corral, А.Н. Дудин, А.В.
Печинкин: при разных предположениях о входящем потоке и распределении
времени обслуживания были найдены стационарные вероятности состояний.

В первых работах об управлении двухфазными системами с обратной свя-
зью (Z. Rosberg, B. Hajek) на базе теории марковских процессов принятия реше-
ний были получены уравнения динамического программирования, а также была
определена пороговая структура для стратегии, оптимальной по критерию ми-
нимума средневзвешенной загрузки узлов. М.Ю. Китаев, В.В. Рыков, G. Koole

4



и S. Stidham обобщили данную методологию и применили ее к более общим
моделям управляемых сетей массового обслуживания: для циклических сетей
СМО, тандемного соединения нескольких СМО в стационарном режиме.

Для распределенных инфокоммуникационных систем насущной проблемой
является отсутствие полной информации о текущем состоянии соединений меж-
ду различными узлами, загруженности вычислительных ресурсов и даже ис-
правности отдельных элементов сети. Для оценки качества сетевого взаимодей-
ствия можно использовать агрегированные статистические данные, отражающие
время кругового обращения пакетов и ошибки при их передаче. Эта информация
позволяет выработать гибкие и эффективные механизмы преодоления коллизий
при передаче данных по зашумленных каналам связи. Тот же вывод можно сде-
лать в отношении СМО: наличие лишь частичной информации о состоянии си-
стемы не является принципиальным ограничением для успешного управления
ее ресурсами.

Если используется подход, основанный на исследовании марковского про-
цесса принятия решений в стационарном режиме, то при наличии частичной
информации управление ищется в виде функции только от текущего значения
наблюдаемых компонент вектора состояния без учета предыстории. Для устра-
нения проблем, связанных с отсутствием выпуклости соответствующих оптими-
зационных моделей, традиционно используют смешанные, т.е. рандомизованные
стратегии. Но эффект от них достигается только на значительном промежутке
времени, на порядок превышающем время, необходимое для перехода к стацио-
нарному режиму.

Если же система рассматривается на конечном горизонте с целью оптими-
зации интегральных или терминальных характеристик качества, то для синте-
за соответствующих решений используются методы оптимального стохастиче-
ского управления и фильтрации (C. Ceci, R.J. Elliott, J.T. Winter, Б.М. Миллер,
А.В. Борисов). Они особенно эффективны при наличии небольшого числа агре-
гированных состояний, к которым можно свести сложные модели функциониро-
вания распределенных инфокоммуникационных систем. При наличии неточной
информации о системе искомое управление учитывает предшествующее ее раз-
витие в форме оценок ненаблюдаемых компонент. Эти оценки — суть апостери-
орные вероятности, которые находятся в результате решения соответствующих
уравнений фильтрации.

Целью данной работы является разработка методов оптимизации марков-
ских моделей СМО при наличии нескольких показателей качества для разных
уровней информированности о состоянии системы.

Для достижения указанной цели необходимо решить задачи:
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1) проанализировать свойства выпуклости оптимизационной модели управ-
ляемой СМО;

2) разработать метод оптимизации управляемой СМО с учетом приоритетов
входных заявок;

3) разработать методы оптимизации управляемого тандема СМО как в ста-
ционарном режиме, так и на конечном промежутке времени;

4) разработать метод оптимизации управляемой СМО с ненаблюдаемым со-
стоянием.

Для решения поставленных задач в диссертации использовались: методы
теории управления (в том числе метод динамического программирования); тео-
рии систем массового обслуживания; теории управляемых марковских процес-
сов; вычислительной математики; теории вероятностей, математической стати-
стики; теории фильтрации.

Исследование проведено в соответствии со следующим планом:
1) описание теоретических принципов условной оптимизации марковских

моделей СМО;
2) решение задач оптимизации одноканальной СМО;
3) решение задач оптимизации тандема СМО;
4) решение задач оптимизации СМО с ненаблюдаемым состоянием.
Основные положения, выносимые на защиту:
1) разработан алгоритм построения оптимального управления одноканаль-

ной СМО с конечным буфером при наличии ограничений с учетом приоритетов
входных заявок;

2) получены достаточные условия выпуклости множества достижимости
критериев для марковского процесса в стационарном режиме;

3) разработаны алгоритмы построения оптимального управления тандемом
СМО в стационарном режиме и на конечном промежутке времени;

4) разработан метод синтеза оптимального управления СМО в модели с
флуктуирующим каналом;

5) разработаны алгоритмы построения субоптимального управления СМО по
неполной информации на базе методов оценивания и фильтрации ненаблюдае-
мого состояния.

Научная новизна заключается в разработке единая методология построения
алгоритмов оптимального и субоптимального управления при наличии несколь-
ких показателей качества. В задаче оптимизации отдельной СМО получен ал-
горитм синтеза оптимального управления при наличии приоритетов входящих
заявок, не рассмотренной другими авторами. Для задачи оптимизации танде-
ма или сетей массового обслуживания построен алгоритм синтеза управления в
нестационарном режиме. Для задач управления по неполной информации пред-
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ставлены оценки для ненаблюдаемого состояния канала, а также алгоритмы син-
теза субоптимального управления по неполной информации.

Теоретическая ценность данной работы заключается в разработке еди-
ной методологии построения алгоритмов оптимального управления на конечном
промежутке времени при наличии нескольких показателей качества, а также в
получении достаточных условий выпуклости множества достижимости крите-
риев для СМО в стационарном режиме. С практической точки зрения зна-
чимость данной работы состоит в разработке алгоритмов оптимального и суб-
оптимального управления СМО при наличии нескольких показателей качества,
которые могут служить дополнительным инструментом для решения различных
инженерных задач: построения протоколов для сетей связи, планирования сетей,
управления передачей данных между узлами adhoc сетей.

Степень достоверности полученных результатов обеспечивается строго-
стью применяемого математического аппарата и подтверждается результатами
численного моделирования.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались соискате-
лем на следующих всероссийских и международных конференциях: 56-й Все-
российской научной конференции МФТИ, 25–30 ноября 2013 г.; XII всероссий-
ском совещании по проблемам управления ВСПУ-2014, 16-19 июня 2014 г.;
Шестая Традиционная молодежная школа «Управление, информация и оп-
тимизация», 22–29 июня 2014 г.; International Conference «Engineering &
Telecommunication En&T 2014», 26-28 ноября 2014 г.; II International Conference
«Engineering & Telecommunication En&T 2015», 18-19 ноября 2015 г.; III меж-
дународной конференции и молодежной школе «Информационные технологии
и нанотехнологии» (ИТНТ-2017), 25-27 апреля 2017 г.; 60-й Всероссийской на-
учной конференции МФТИ, 20–26 ноября 2017 г.; IV международной конфе-
ренции и молодежной школе «Информационные технологии и нанотехнологии»
(ИТНТ-2018), 24-27 апреля 2018 г.; V International Conference «Engineering &
Telecommunication En&T 2018», 15-16 ноября 2018 г.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 18 пе-
чатных изданиях [1–18], 5 из которых изданы в журналах, рекомендованных
ВАК [1–5], 11 — в тезисах докладов [8–18], 2 — в сборниках статей [6, 7]. Ко-
личество публикаций в изданиях, включенных в индексы цитирования: Web of
Science — 4, Scopus — 6, РИНЦ — 9.

Личный вклад соискателя: алгоритм синтеза оптимального управления од-
ноканальной СМО с конечным буфером при наличии ограничений с учетом при-
оритетов входных заявок [4]; доказательство теоремы о достаточных условиях
выпуклости множества достижимости критериев для марковского процесса в
стационарном режиме, алгоритм синтеза управления и его численная реализа-
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ция [3]; алгоритм синтеза оптимального управления тандемом СМО в стацио-
нарном режиме и на конечном промежутке времени [2]; эксперимент по опреде-
лению зависимости между RTT и загрузкой беспроводной сети и анализ полу-
ченных результатов [5]; алгоритм синтеза оптимального управления СМО в мо-
дели с флуктуирующим каналом, а также алгоритм построения субоптимального
управления по неполной информации на базе методов оценивания и фильтрации
ненаблюдаемого состояния [1].

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав
и заключения. Полный объем диссертации составляет 146 страниц с 65 рисун-
ками и 7 таблицами. Список литературы содержит 118 наименований.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в
рамках данной диссертационной работы, приводится обзор научной литературы
по изучаемой проблеме, формулируется цель, ставятся задачи работы, сформу-
лированы научная новизна и практическая значимость представляемой работы.

Первая глава посвящена рассмотрению общих принципов оптимизации
марковских моделей СМО на конечном промежутке времени при произвольных
показателях качества. Получены достаточные условия выпуклости множества
достижимости критериев для марковского процесса в стационарном режиме.

Рассмотрим СМО, состояние которой описывается процес-
сом 𝜈(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], принимающим значения из конечного множества N, а также
эквивалентным векторным процессом 𝑋(𝑡) = e(𝑛) ∈ RN ⇔ 𝜈(𝑡) = 𝑛. Заявка,
прибывающая в момент 𝑡, отклоняется с вероятностью 𝑅(𝑡) ∈ [0, 1]. На обслу-
живание заявки, находящейся на приборе в момент 𝑡, тратится случайное время,
распределенное по экспоненциальному закону с параметром 𝑀(𝑡) ∈ [𝜇, 𝜇].
СМО рассматривается как система управления с обратной связью, в которой ве-
роятность отражения заявки 𝑅(𝑡) и интенсивность обслуживания 𝑀(𝑡) играют
роль контролируемых параметров. Поэтому управление 𝑈(𝑡) = (𝑅(𝑡),𝑀(𝑡))—
это случайный процесс, предсказуемый относительно потока сигма-алгебр {ℱ𝑡},
порожденных процессом 𝜈(𝑡). Указанные случайные процессы 𝑈(𝑡) называются
предсказуемыми управлениями, их класс обозначим 𝒰 . Для описания качества
управления будут рассматриваться функционалы:

𝐽𝑙(𝑈) =

𝑇∫︁
0

E{f𝑙(𝑡, 𝜈(𝑡), 𝑈(𝑡))} 𝑑𝑡, 𝑙 = 0, 𝑝, (1)
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где f𝑙(𝑡, 𝑛, 𝑢)— некоторые ограниченные борелевские функции. С помощью
функционалов вида (1) можно охарактеризовать ожидаемые значения: времени
полного обслуживания, числа отклоненных заявок, энергозатрат и т.д.

Для исследования задачи оптимального стохастического управления приме-
ним подход, основанный на мартингальном разложении процесса 𝑋(𝑡):

𝑋(𝑡) = 𝑋(0) +

𝑡∫︁
0

𝐴*(𝑠, 𝑈(𝑠))𝑋(𝑠) 𝑑𝑠+ℳ(𝑡), (2)

где ℳ(𝑡)—RN-значный мартингал, согласованный с потоком {ℱ𝑡}, 𝐴*(𝑠, 𝑟, 𝜇)—
сопряженный оператор к генератору марковского процесса. Если 𝑈(𝑡)— пред-
сказуемое управление, то управляемым марковским процессом называется
случайный процесс 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], принимающий значения в множестве
S = {e(𝑛) : 𝑛 ∈ N} и удовлетворяющий мартингальному разложению. Если 𝑈(𝑡)

является марковским управлением, то одномерное распределение процесса 𝑋(𝑡)

𝜋(𝑡) = E𝑋(𝑡) = {𝜋𝑛(𝑡)}𝑛∈N ∈ RN определяется из решения системы дифферен-
циальных уравнений Колмогорова.

Если обозначить 𝑓𝑙𝑛(𝑡, 𝑟, 𝜇) = f𝑙(𝑡, 𝑛, 𝑟, 𝜇), то (1) можно записать в виде

𝐽𝑙(𝑈) =

𝑇∫︁
0

∑︁
𝑛∈N

𝑓𝑙𝑛(𝑡, 𝑟𝑛(𝑡), 𝜇𝑛(𝑡))𝜋𝑛(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑙 = 0, 𝑝. (3)

Задача синтеза оптимального стохастического управления СМО состоит
в построении такого управления �̂�(𝑡), которое доставляло бы минимум

𝐽0(𝑈) → min
𝑈∈𝒰

при ограничениях: 𝐽𝑙(𝑈) ≤ 𝐽 𝑙, 𝑙 = 1, 𝑝, (4)

по множеству всех предсказуемых управлений 𝑈 ∈ 𝒰 при условии, что состоя-
ние СМО описывается уравнением (2), где 𝐽 𝑙 — заданные верхние границы.

Рассмотрим задачу оптимального стохастического управления относительно
свертки критериев 𝐽𝑙(·): определить на классе 𝒰 управление ̃︀𝑈(𝑡, 𝜆), дающее
минимум линейной комбинации функционалов

⟨𝜆, 𝐽(𝑈)⟩ =
𝑝∑︁

𝑙=0

𝜆𝑙𝐽𝑙(𝑈) → min
𝑈∈𝒰

, (5)

где 𝐽(·) = [𝐽0(·), 𝐽1(·), . . . , 𝐽𝑝(·)]T обозначает векторный критерий, а 𝜆— задан-
ный набор множителей Лагранжа 𝜆0, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑝.

Определим функцию Беллмана, соответствующую задаче (5):

𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝜆) = inf
𝑈

E

{︂ 𝑇∫︁
𝑡

𝑝∑︁
𝑙=0

𝜆𝑙f𝑙(𝑠, 𝜈(𝑠), 𝑈(𝑠)) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝑋(𝑡) = 𝑥

}︂
, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥 ∈ S,
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где точная нижняя грань находится по множеству всех предсказуемых управле-
ний 𝑈(𝑠), заданных на промежутке [𝑡, 𝑇 ]. Введем обозначение:

𝜙(𝑡, 𝜆) = {𝜙𝑘(𝑡, 𝜆)}𝑘∈N, 𝜙𝑘(𝑡, 𝜆) = 𝑉 (𝑡, e(𝑘), 𝜆). (6)

𝑊𝑘(𝑡, 𝜑, 𝑟, 𝜇, 𝜆) =
∑︁
𝑛∈N

𝑎𝑘,𝑛(𝑡, 𝑟, 𝜇)𝜑𝑛 +

𝑝∑︁
𝑙=0

𝜆𝑙𝑓𝑙,𝑘(𝑡, 𝑟, 𝜇), 𝜑 ∈ RN. (7)

Решение задачи оптимального управления (5) основано на результате, получен-
ном в работе [Б.М. Миллер, Г.Б. Миллер, К.В. Семенихин Методы синтеза опти-
мального управления марковским процессом с конечным множеством состояний
при наличии ограничений // Автоматика и телемеханика. 2011. №2].

Оптимальное значение свертки критериев (5) находится через начальное зна-
чение 𝜙(0, 𝜆) решения системы

�̇�𝑘(𝑡, 𝜆) = − min
(𝑟,𝜇)∈U

𝑊𝑘(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝜆), 𝑟, 𝜇, 𝜆), 𝑘 ∈ N, (8)

с учетом терминального условия 𝜙(𝑇, 𝜆) = 0 и начального распределения 𝜋(0)

состояния управляемой СМО. Минимум достигается на марковском управлении̃︀𝑈(𝑡, 𝜆) = (̃︀𝑟𝜈(𝑡−)(𝑡, 𝜆), ̃︀𝜇𝜈(𝑡−)(𝑡, 𝜆)), (9)

которое определяется через функции:

(̃︀𝑟𝑘(𝑡, 𝜆), ̃︀𝜇𝑘(𝑡, 𝜆)) ∈ Argmin
(𝑟,𝜇)∈U

𝑊𝑘(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝜆), 𝑟, 𝜇, 𝜆). (10)

Условная оптимизация (4) равносильна решению минимаксной задачи

�̂� ∈ Argmin
𝑈∈𝒰

sup
𝜆∈Λ

𝐿(𝑈, 𝜆). (11)

Для определения �̂� воспользуемся методом двойственной оптимизации, кото-
рый описывается следующей двухэтапной схемой:

1) найти решение двойственной задачи

�̂� ∈ Argmax
𝜆∈Λ

min
𝑈∈𝒰

𝐿(𝑈, 𝜆); (12)

2) синтезировать оптимальное управление, соответствующее оптимальному
вектору множителей �̂�:

�̂� ∈ Argmin
𝑈∈𝒰

𝐿(𝑈, �̂�). (13)

Теорема 1.3 устанавливает условия, при которых оптимальное управление в за-
даче с ограничениями может быть получено методом двойственной оптимиза-
ции.
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Т е о р е м а 1.3. Если для управляемой СМО выполнено условие Слейте-
ра ∃𝑈 ∈ 𝒰 : 𝐽𝑙(𝑈) < 𝐽 𝑙, 𝑙 = 1, 𝑝, то существует решение �̂� двойственной
задачи (12). Если к тому же стратегии ̃︀𝜇𝑛(𝑡, 𝜆) и ̃︀𝑟𝑛(𝑡, 𝜆) непрерывны по 𝜆

в метрике L1[0, 𝑇 ] , то марковское управление, описываемое соотношениями (9)
при 𝜆 = �̂�, является оптимальным в задаче с ограничениями (2), (4).

Теперь рассмотрим стационарный случай. Пусть однородный марковский
процесс 𝜉(𝑡) с конечным множеством состояний N имеет генератор 𝐴(𝑈). За-
дача состоит в том, чтобы найти вектор управлений 𝑈 ∈ 𝒰 и соответствующее
распределение вероятностей 𝜋, на которых достигается минимум⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐽0(𝜋, 𝑈) → min
𝑈∈𝒰 , 𝜋≥0

при ограничениях: 𝐽𝑙(𝜋, 𝑈) ≤ 𝐽 𝑙, 𝑙 = 1, 𝑝,

𝐴*(𝑈)𝜋 = 0,
∑︀
𝑛∈N

𝜋𝑛 = 1.
(14)

Следующая теорема указывает условия, достаточные для выпуклости множества
достижимости J =

{︀
𝑦 ∈ R𝑝+1 : ∃𝑈 ∈ 𝒰 : 𝑦 ≥ 𝐽(𝑈)

}︀
.

Т е о р е м а 1.4. Пусть множества{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ RN × R𝑝+1 : ∃𝑈 ∈ 𝒰 : 𝑥𝑛 = 𝑎𝑘,𝑛(𝑈), 𝑦𝑚 ≥ 𝑓𝑚

𝑘 (𝑈)
}︀
, (15)

для ∀𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ 0, 𝑝 являются выпуклыми, тогда множество достижимости
значений критериев также будет выпуклым.

На основании этой теоремы можно утверждать, что оптимальное управление
в задаче (14) можно получить из решения задачи выпуклого программирования:

𝑦0 → min
𝑦∈J

при ограничениях: 𝑦𝑙 ≤ 𝐽 𝑙, 𝑙 = 1, 𝑝.

Вторая глава посвящена разработке алгоритмов синтеза оптимальных стра-
тегий доступа и загрузки одноканальной СМО при наличии ограничений. При-
ведены две модели СМО: система с ограниченным буфером для одного потока
входящих заявок и система с двумя очередями для заявок разного приорите-
та. Для построения оптимального управления в задачах с ограничениями был
использован подход описанный в первой главе, основанный на правиле множи-
телей Лагранжа и методе двойственной оптимизации.

Пусть система содержит один прибор обслуживания и две очереди для раз-
мещения заявок разного приоритета. Первая очередь заполняется заявками вы-
сокого приоритета, а заявки низкого приоритета занимают вторую очередь и
поступают на обслуживание, если в системе нет более приоритетных заявок.
Если во время обслуживания низкоприоритетной заявки поступает высокоприо-
ритетная, то она мгновенно занимает сервер, а низкоприоритетная возвращается
в очередь необслуженной.

11



Пусть 𝑁1 и 𝑁2 — максимальное число заявок высокого и низкого при-
оритета соответственно. Тогда состояние СМО будет описываться процес-
сом 𝜈(𝑡) = (𝜈1(𝑡), 𝜈2(𝑡)) со значениями в множестве N = N1 × N2, N1 =

{0, 1, . . . , 𝑁1}, N2 = {0, 1, . . . , 𝑁2}, где 𝜈1(𝑡) равно числу высокоприоритет-
ных, а 𝜈2(𝑡)— низкоприоритетных заявок в системе в момент времени 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Поступающие заявки образуют два независимых нестационарных пуассо-
новских потока с известными непрерывными интенсивностями 𝛼1(𝑡) и 𝛼2(𝑡).

Требуется минимизировать функционал

𝐽0(𝑈) =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

E

{︂
𝜈1(𝑡) + 𝜈2(𝑡)

𝑀(𝑡)

}︂
𝑑𝑡,

характеризующий время полного обслуживания низкоприоритетной заявки, при
наличии ограничений на 𝐽1 — среднее число отклоненных заявок низкого прио-
ритета, 𝐽2 — средний объем использованных ресурсов, 𝐽3 — функционал, харак-
теризующий время полного обслуживания высокоприоритетной заявки:

𝐽1(𝑈) =

𝑇∫︁
0

E{I{𝜈2(𝑡) = 𝑁2}+𝑅(𝑡) I{𝜈2(𝑡) < 𝑁2}}𝛼2(𝑡) 𝑑𝑡,

𝐽2(𝑈) =

𝑇∫︁
0

E{𝑀(𝑡) I{𝜈1(𝑡) + 𝜈2(𝑡) > 0}} 𝑑𝑡, 𝐽3(𝑈) =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

E

{︂
𝜈1(𝑡)

𝑀(𝑡)

}︂
𝑑𝑡.

Оптимизация производится на классе 𝒰 всех предсказуемых управлений
𝑈(𝑡) = (𝑅(𝑡),𝑀(𝑡)), где 𝑅(𝑡)— вероятность отклонения заявки низкого приори-
тета, 𝑀(𝑡)— интенсивность обслуживания, причем 𝑅(𝑡) ∈ [0, 1], 𝑀(𝑡) ∈ [𝜇, 𝜇].

Управления, оптимальные относительно свертки критериев, имеют вид:

̃︀𝑟𝑘,𝑙(𝑡, 𝜆) = I{𝜆1 < 𝑥𝑘,𝑙+1 − 𝑥𝑘,𝑙} при 𝑙 < 𝑁2;

̃︀𝜇𝑘,𝑙(𝑡, 𝜆) =

⎧⎨⎩𝑄
(︀
𝜆2 − (𝑥0,𝑙 − 𝑥0,𝑙−1), 𝑙𝜆0/𝑇

)︀
, 𝑘 = 0, 𝑙 > 0,

𝑄
(︀
𝜆2 − (𝑥𝑘,𝑙 − 𝑥𝑘−1,𝑙), (𝑘(𝜆0 + 𝜆3) + 𝑙𝜆0)/𝑇

)︀
, 𝑘 > 0,

где 𝑄(𝑢, 𝑣) обозначает точку минимума функции 𝑢𝜇+ 𝑣/𝜇 на отрезке [𝜇, 𝜇].
𝑄(𝑢, 𝑣) = 𝜇 при 𝑢 > 0,

√︀
𝑣/𝑢 < 𝜇; 𝑄(𝑢, 𝑣) = 𝜇 при

√︀
𝑣/𝑢 > 𝜇 или 𝑢 ≤ 0 и,

наконец, 𝑄(𝑢, 𝑣) =
√︀
𝑣/𝑢 при 𝑢 > 0,

√︀
𝑣/𝑢 ∈ [𝜇, 𝜇].

Функция 𝜙𝑘,𝑙 равна оптимальному значению функционала ⟨𝐽(·), 𝜆⟩ для
системы, функционирующей на интервале [𝑡, 𝑇 ] при начальном условии
𝜈(𝑡) = (𝑘, 𝑙). Разность 𝜙𝑘,𝑙+1 − 𝜙𝑘,𝑙 можно рассматривать как выигрыш от сни-
жения числа требований, а коэффициент 𝜆1 характеризует важность сохранения
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заявки низкого приоритета в системе. Поэтому оптимальная вероятность откло-
нения ̃︀𝑟𝑘,𝑙 находится в результате сравнения этих двух величин.

Оптимальная интенсивность обслуживания устроена немного сложнее. Ар-
гумент 𝑢 в функции 𝑄(𝑢, 𝑣) определяется разницей между ценой использования
ресурсов 𝜆2 и выгодой от обработки заявки 𝜙𝑘,𝑙 − 𝜙𝑘−1,𝑙 (или 𝜙0,𝑙 − 𝜙0,𝑙−1, если
𝑘 = 0). Если эта выгода выше энергозатрат, т.е. 𝑢 ≤ 0, то нужно установить мак-
симальной интенсивность обслуживания 𝜇. В противном случае оптимальная
интенсивность ̃︀𝜇𝑛 будет определяться отношением 𝑣/𝑢 величины 𝑣, играющей
роль цены ожидания обслуживания для вновь прибывающей заявки, к вели-
чине 𝑢, равной потерям от обслуживания.

Для синтеза управления, оптимального по критерию 𝐽0(𝑈) → min с учетом
ограничений, остается решить двойственную задачу и подставить найденные
коэффициенты 𝜆𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2, 3 в указанные выше стратегии ̃︀𝑟𝑘,𝑙, ̃︀𝜇𝑘,𝑙. Вид опти-
мальных стратегий 𝑟𝑚,𝑛(𝑡), �̂�𝑚,𝑛(𝑡) представлен на рис. 1.

Рис. 1. Оптимальная вероятность отклонения 𝑟𝑚,𝑛(𝑡) (слева) и интенсивность обслуживания

�̂�𝑚,𝑛(𝑡) (справа)

Третья глава посвящена исследованию задач оптимального управления тан-
демом СМО в стационарном режиме и на конечном промежутке времени. В гла-
ве изучается робототехническая система, состоящая из двух самостоятельно дей-
ствующих агентов — передатчика и базовой станции (БС). Будем рассматривать
эту схему как открытую сеть массового обслуживания типа тандем — последо-
вательное соединение двух одноканальных систем. На вход СМО передатчика
поступает пуассоновский поток пакетов (блоков информации), которые требует-
ся передать на обработку в СМО второго агента.

Число пакетов в обеих системах ограничено и максимально может быть
равно 𝑀 и 𝑁 соответственно. Если все места в очереди заняты, то вновь
приходящий пакет теряется. Для сокращения потерь передатчик управляет ин-
тенсивностью 𝜇, выбирая ее в зависимости от количества пакетов в системе.
СМО второго агента также содержит конечную очередь и прибор обслужива-
ния с фиксированной интенсивностью обработки 𝜈. Чтобы исключить потери
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пакетов при передачи между системами, достаточно обеспечить отсутствие пе-
реполнения в очереди второй СМО. Это осуществляется за счет выбора допол-
нительного параметра — вероятности отказа 𝜌 ∈ [0, 1] или вероятности прие-
ма 𝜗 = 1− 𝜌 ∈ [0, 1]. Если происходит отказ, то пакет, подлежащей пересылке
во вторую систему, остается в первой. Поэтому скорость пересылки пакета, ина-
че говоря, интенсивность обслуживания в первой СМО, равна 𝜇(1− 𝜌) = 𝜇𝜗.
Тем самым вероятность 𝜌 рассматривается как управляемый параметр, чье зна-
чение назначает второй агент. Интенсивность входного потока заранее известна
и равна 𝛼(𝑡) ≥ 0.

Для описания состояния рассматриваемой сети в текущий момент времени 𝑡

введем двухкомпонентный случайный процесс (𝜉(𝑡), 𝜂(𝑡)), такой что 𝜉(𝑡) и 𝜂(𝑡)

обозначают число пакетов в первой и второй системе соответственно. Если счи-
тать, что времена обслуживания на серверах обоих СМО образуют набор взаим-
но независимых случайных величин, а параметры 𝜇 и 𝜌 суть константы, то пара
(𝜉(𝑡), 𝜂(𝑡)) образует однородный марковский процесс с множеством состояний
N = N1 × N2, N1 = {0, 1, . . . ,𝑀}, N2 = {0, 1, . . . , 𝑁}. Если скорость пере-
сылки и вероятность отказа являются функциями текущих состояний первой и
второй СМО соответственно, то процесс (𝜉(𝑡), 𝜂(𝑡)) также будет управляемым
однородным марковским с управлением 𝑈 = {(𝜇𝑘, 𝜌𝑙) : (𝑘, 𝑙) ∈ N}.

Обозначим множество допустимых стратегий управлений 𝑈 , где управле-
ния интенсивностью пересылки и вероятностью отказа, подчиняются нижним и
верхним границам 0 ≤ 𝜌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜌𝑚𝑎𝑥 < 1 и 0 < 𝜇𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜇𝑚𝑎𝑥.

Качество работы рассматриваемой инфокоммуникационной сети будем опи-
сывать в стационарном режиме с использованием нескольких функционалов.
Требуется минимизировать долю потерянного входного трафика 𝐽0 = P{𝜉 = 𝑀}
при наличии ограничений на значения трех функционалов:

𝐽1 = E

{︂
𝜉 + 1

𝜇𝜉(1− 𝜌𝜂)

}︂
, 𝐽2 =

E𝜂 + 1

𝜈
, 𝐽3 = E{𝜇𝜉I{𝜉 > 0}} ,

где 𝐽1 характеризует оперативность передачи данных, 𝐽2 описывает время пол-
ного обслуживания заявки во второй СМО, а 𝐽3 — объем потребляемой энергии.

Стационарную вероятность нахождения сети в состоянии (𝑘, 𝑙) обозначим
𝜋𝑘,𝑙, тогда задача управления передачей данных в рассматриваемой инфоком-
муникационной сети состоит в нахождении допустимого управления �̂� ∈ 𝒰 и
распределения �̂�, которые бы доставляли минимум⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐽0(𝜋, 𝑈) → min
𝑈∈𝒰 , 𝜋≥0

при ограничениях: 𝐽𝑙(𝜋, 𝑈) ≤ 𝐽 𝑙, 𝑙 = 1, 2, 3,∑︀
(𝑘,𝑙)∈N

𝑎(𝑘,𝑙),(𝑖,𝑗)(𝜇𝑘, 𝜌𝑙)𝜋𝑘,𝑙 = 0, ∀ (𝑖, 𝑗) ∈ N,
∑︀

(𝑘,𝑙)∈N
𝜋𝑘,𝑙 = 1,

(16)
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где 𝐽 𝑙 — заданные верхние границы. Искомый набор �̂� = {(�̂�𝑘, 𝜌𝑙)}(𝑘,𝑙)∈N будем
называть оптимальным управлением.

Если вероятности отказа заданы изначально, т.е. 𝜌 = 𝜌0, где 𝜌0 =
{︀
𝜌0𝑙
}︀
𝑙∈N2

, то
задача оптимального управления сетью передачей данных сводится к нахожде-
нию управления �̂� =

{︀
(�̂�𝑘, 𝜌

0
𝑙 )
}︀
(𝑘,𝑙)∈N, в котором оптимизации подлежит только

интенсивность пересылки {𝜇𝑘}. Формулировка этой задачи аналогична (16), за
исключением ограничения на множество допустимых управлений.

Наличие обратной связи (отклонения заявок с вероятностью, зависящей от
количества заявок во второй СМО) и блокирования работы первой СМО при
переполнении буфера второй не позволяет представить распределение вероят-
ностей 𝜋 как произведение независимых распределений для отдельных узлов.
Поэтому система уравнений баланса в (16) не может быть решена аналитически
для управляемой сети. Однако для любых допустимых управлений 𝑈 ∈ 𝒰 все-
гда существует единственное стационарное распределение 𝜋. Поэтому система
уравнений баланса задает распределение 𝜋, как неявную функцию 𝑈 , причем
единственным образом. Правые части системы уравнений баланса линейны по
𝜋, а множества оптимизируемых параметров являются выпуклыми: множество
𝒰 выпукло по построению, а {𝜋𝑘,𝑙} ограничены 𝑁 ×𝑀 -мерным симплексом —
поэтому задача вида (16) принадлежит классу гладко-выпуклых задач.

Несмотря на невыпуклость по 𝑈 интенсивностей переходов, множество до-
стижимости в задаче (16) является выпуклым в ряде случаев. В диссертации
приведены достаточные условия выпуклости множества достижимости в данной
задаче: в частности, это верно, если хотя бы один из управляемых параметров
зависит от состояния всей сети или вероятности отказа заданы 𝜌 = 𝜌0.

На рис. 2 представлена заданная вероятность отклонения пакета 𝜌0, а также
оптимальная интенсивность обслуживания �̂� полученная при 𝜌 = 𝜌0. Оптималь-
ные �̂� оказываются больше 𝜈, т.е. первый узел обрабатывает пакеты быстрее
второго. Также оптимальная стратегия имеет пик около 𝑘 = 1, а затем моно-
тонно растет до максимальной интенсивности 𝜇𝑚𝑎𝑥. Критерии 𝐽0, 𝐽1 убывают
при увеличении 𝜇, а 𝐽2, 𝐽3, напротив, возрастают. Поэтому наличие пика гово-
рит о том, что при малом количестве заявок в первой системы более весомыми
оказываются первые два критерия.

На рис. 3 представлены результаты численного решения исходной зада-
чи (16), в которой стратегии 𝜇𝑘 и 𝜌𝑙 обоих агентов подлежат оптимизации. Стра-
тегия управления вероятностью отказа имеет вид, близкий к ранее заданной 𝜌0.
Для верификации полученного решения была проанализирована вариация функ-
ционала 𝐽0 в окрестности сглаженной стратегии 𝜌, представленной на рис. 3.

В четвертой главе рассмотрена задача по исследованию зависимости меж-
ду временем кругового обращения пакета (RTT) и загрузкой сетевого соедине-
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Рис. 2. Оптимальная интенсивность обслуживания �̂�𝑘 (слева) при заданной вероятности

отказа 𝜌0𝑙 (справа)

Рис. 3. Оптимальная интенсивность обслуживания �̂�𝑘 (слева), оптимальная 𝜌𝑙 и сглаженная

𝜌𝑙 вероятности отказа (справа)

ния, а также рассмотрены задачи управления СМО по неполной информации и
описаны алгоритмы построения субоптимального управления на базе методов
оценивания и фильтрации ненаблюдаемого состояния.

Полученные экспериментальные результаты подтверждают статистическую
зависимость RTT и загрузкой сетевого соединения. Оценки распределений на
основе экспериментальных данных показывают, что распределение RTT может
быть описано в виде выпуклой комбинации двух распределений: экстремальных
значений и логистического.

Рассмотрим задачу управления СМО по неполной информации для моде-
ли сети передачи данных, состоящей из узла, представленного одноканальной
СМО, и канала связи, состояние которого описывается ненаблюдаемым марков-
ским процессом. Для описания сети передачи данных введем пару марковских
процессов 𝑋𝑡, 𝜃𝑡, определенных на конечном промежутке времени [0, 𝑇 ]. Про-
цесс 𝑋𝑡 описывает состояние СМО с нестационарным пуассоновским входным
потоком, имеющим заданную интенсивность 𝛼(𝑡), а 𝜃𝑡 — ненаблюдаемое состоя-
ние флуктуирующего канала связи.

Допустим, что 𝑁 — наибольшее число пакетов, которое может вмещать си-
стема, а 𝐾 — число агрегированных состояний канала связи. В качестве мно-
жеств состояний возьмем

S𝑋 = {𝑒0, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑁} ⊂ R𝑁+1 и S𝜃 = {𝑓1, . . . , 𝑓𝐾} ⊂ R𝐾 . (17)
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Так как 𝑋𝑡 — процесс рождения и гибели, его модель полностью определя-
ется двумя характеристиками: интенсивностью прихода пакета 𝛼(𝑡) и интенсив-
ностью обработки ⟨𝑑(𝑡), 𝜃⟩𝜇, где 𝜇— управляемая скорость передачи данных, а
⟨𝑑(𝑡), 𝜃⟩— множитель, уменьшающий эту скорость из-за ожидания подтвержде-
ния отправки или сообщения о потере. Чем лучше состояние канала, тем меньше
в среднем время на доставку пакета, поэтому будем считать, что номера состоя-
ний 𝑓𝑘 выбраны согласно соотношению 1 ≥ 𝑑1(𝑡) > . . . > 𝑑𝐾(𝑡) > 0.

Случайный процесс 𝜇𝑡 — управление по полной информации, если он: прини-
мает (при каждом 𝑡) значения из промежутка [𝑚(𝑡),𝑚(𝑡)] с известными грани-
цами 0 < 𝑚(𝑡) ≤ 𝑚(𝑡) < ∞, имеет кусочно-непрерывные траектории, является
предсказуемым относительно фильтрации 𝒢 = {𝒢𝑡}𝑡≥0 по 𝑋𝑡 и 𝜃𝑡.

Класс управлений по полной информации обозначим 𝒞. Предположение
𝜇 ∈ 𝒞 означает, что 𝜇𝑡 полностью определяется эволюцией состояний СМО и
канала связи вплоть до текущего момента 𝑡: {𝑋𝑠, 𝜃𝑠: 𝑠 ∈ (0, 𝑡)}.

Процесс 𝜇𝑡 — есть управление по неполной информации, если процесс 𝜇𝑡

предсказуем относительно фильтрации 𝒳 = {𝒳𝑡}𝑡≥0, порожденной только про-
цессом 𝑋𝑡.

Класс управлений по неполной информации обозначим буквой ℐ . Если
𝜇 ∈ ℐ , то состояние канала 𝜃𝑡 недоступно прямому измерению, поэтому в каж-
дый момент времени управление 𝜇𝑡 функционально зависит только от предыс-
тории состояния СМО {𝑋𝑠, 𝑠 ∈ (0, 𝑡)}.

Рассмотрим два показателя качества управления сетью передачи данных:

𝐽0[𝜇] =

𝑇∫︁
0

E{I{𝑋𝑡 = 𝑁}𝛼(𝑡) + I{𝑋𝑡 > 0}⟨ℓ(𝑡), 𝜃𝑡⟩𝜇𝑡} 𝑑𝑡,

𝐽1[𝜇] =

𝑇∫︁
0

E{𝑝𝑡} 𝑑𝑡 =
𝑇∫︁

0

E
{︀
⟨𝜈(𝑡), 𝜃𝑡⟩

(︀
exp{𝐻𝜇𝑡} − 1

)︀}︀
𝑑𝑡,

где 𝐽0[𝜇]— среднее количество потерянных пакетов, а 𝐽1[𝜇]— энергия сигнала,
генерируемого передатчиком, 𝐻 — энтропия наугад взятого пакета, ⟨𝜈(𝑡), 𝜃𝑡⟩—
интенсивность шума, зависящая от состояния канала связи. Заданные границы
скорости передачи данных можно связать с ограничениями на мощность:

𝑚(𝑡) =
1

𝐻
ln

{︂
1 +

𝑝

𝜈1(𝑡)

}︂
, 𝑚(𝑡) =

1

𝐻
ln

{︂
1 +

𝑝

𝜈𝐾(𝑡)

}︂
. (18)

Первое слагаемое 𝐽0 отражает потерю всех входящих пакетов при перепол-
нении очереди (𝑋𝑡 = 𝑁 ). Второе — описывает интенсивность случайных потерь
на пути от передатчика к базовой станции. Интенсивность этих потерь предпола-
гается пропорциональной скорости передачи, а коэффициент пропорционально-
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сти определяется состоянием канала связи, причем в хорошем состоянии потерь
в среднем меньше 0 ≤ ℓ1(𝑡) ≤ . . . ≤ ℓ𝐾(𝑡) ≤ 1.

Задача оптимального управления по полной информации принимает вид:

𝐽0[𝜇] → min
𝜇∈𝒞

при ограничении 𝐽1[𝜇] ≤ 𝐽1, (19)

где 𝐽1 — заданная верхняя граница.
Итак, цель решения задачи (19) — определить управление �̂�, дающее на фик-

сированном промежутке времени 𝑇 минимальное в среднем количество потерян-
ных пакетов на основе полной информации с учетом лимита энергии сигнала,
генерируемого передатчиком. Оптимальное управление по неполной информа-
ции определяется аналогично (19) с заменой 𝒞 на класс ℐ .

Для построения оптимального управления по полной информации �̂� введем
расширенный функционал, соответствующий задаче с ограничением (19):

𝐿[𝜇, 𝜆] = 𝐽0[𝜇] + 𝜆(𝐽1[𝜇]− 𝐽1), 𝜇 ∈ 𝒞, 𝜆 ≥ 0. (20)

Предлагаемый метод построения управления �̂�, оптимального при наличии
ограничения, основан на принципе двойственной оптимизации и в общем виде
описан в первой главе диссертации.

При 𝜆 > 0 и 𝑛 > 0 искомая стратегия находится как

̃︀𝑚𝑛,𝑘(𝑡, 𝜙, 𝜆) = 𝑚𝑜

(︂
𝑑𝑘(𝑡)(𝜙𝑛,𝑘 − 𝜙𝑛−1,𝑘)− ℓ𝑘(𝑡)

𝜆𝜈𝑘(𝑡)
; 𝑚(𝑡),𝑚(𝑡)

)︂
, (21)

где 𝑚𝑜
(︀
𝑐; 𝑚,𝑚

)︀
— точка минимума функции −𝑐𝑚+ 𝑒𝐻𝑚 на отрезке [𝑚,𝑚]. Эта

точка определена единственным образом:

𝑚𝑜
(︀
𝑐; 𝑚,𝑚

)︀
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑚, 𝑐 ≤ 𝐻 𝑒𝐻𝑚,

ln(𝑐/𝐻)/𝐻, 𝐻 𝑒𝐻𝑚 ≤ 𝑐 ≤ 𝐻 𝑒𝐻𝑚,

𝑚, 𝑐 ≥ 𝐻 𝑒𝐻𝑚.

(22)

При 𝑛 = 0 можно положить ̃︀𝑚𝑛,𝑘(𝑡, 𝜙, 𝜆) = 𝑚(𝑡). А если же 𝜆 = 0 и 𝑛 > 0, то
стратегия ̃︀𝑚𝑛,𝑘(𝑡, 𝜙, 𝜆) будет соответственно нижней границей, верхней грани-
цей или произвольной точкой отрезка [𝑚(𝑡),𝑚(𝑡)] в зависимости от того, какое
из трех условий выполнено: коэффициент 𝑑𝑘(𝑡)(𝜙𝑛,𝑘 − 𝜙𝑛−1,𝑘) меньше, больше
и равен параметру ℓ𝑘(𝑡).

При 𝜆 > 0 оптимальное управление в расширенной задаче (5) имеет
вид ̃︀𝜇𝑡(𝜆) = ⟨ ̃︀𝑚(𝑡, 𝜙(𝑡, 𝜆), 𝜆), 𝑋𝑡− ⊗ 𝜃𝑡−⟩, где стратегия ̃︀𝑚𝑛,𝑘(𝑡, 𝜙, 𝜆) однозначно
определяется формулами (21) и (22), а функция 𝜙(𝑡, 𝜆) находится из решения
дифференциальной системы (8).
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Разность 𝜙𝑛,𝑘 − 𝜙𝑛−1,𝑘 > 0 характеризует выгоду от уменьшения загрузки
СМО. Если ℓ𝑘 = 0, то в относительных величинах эта выгода будет описываться
коэффициентом 𝑐 = (𝜙𝑛,𝑘 − 𝜙𝑛−1,𝑘) · 𝑑𝑘/(𝜆𝜈𝑘). Отношение 𝑑𝑘/(𝜆𝜈𝑘) тем меньше,
чем хуже состояние канала связи 𝑓𝑘 или больше вес энергетического критерия 𝜆.
Поэтому величина 𝑐 будет малой, а оптимальная скорость передачи — минималь-
ной, при плохом качестве связи или жестких энергетических ограничениях. Если
же, наоборот, состояние связи хорошее, а энергетический критерий не является
доминирующим показателем, то оптимальная скорость передачи устанавливает-
ся на максимальном уровне 𝑚. Увеличение процента случайных потерь ℓ𝑘 ведет
к сокращению величины 𝑐, определяющей выигрыш от снижения загрузки СМО.
При 𝜆 = 0 ограничение на энергию сигнала отсутствует и переход между 𝑚 и 𝑚

реализуется в виде скачка, поскольку пограничная ситуация определяется урав-
нением 𝑑𝑘(𝜙𝑛,𝑘 − 𝜙𝑛−1,𝑘) = ℓ𝑘, а не диапазоном (как в случае 𝜆 > 0).

Если стратегия 𝑚(𝑡) удовлетворяет условию Слейтера 𝐽1[𝑚] < 𝐽1, то реше-
ние �̂� двойственной задачи существует и тогда стратегия ̃︀𝑚 = {̃︀𝑚𝑛,𝑘}, опреде-
ленная в (21)–(22), задает оптимальное управление в задаче (19) и имеет вид

�̂�𝑡 = ⟨ ̃︀𝑚(𝑡, 𝜙(𝑡), �̂�), 𝑋𝑡− ⊗ 𝜃𝑡−⟩. (23)

Пусть вектор 𝜗𝑡 представляет собой оптимальную в среднем квадратиче-
ском оценку скрытого состояния канала по всей предыстории динамики СМО
𝒳𝑡 = 𝜎{𝑋𝑠: 𝑠 ≤ 𝑡}. В силу предположения 𝜃𝑡 ∈ S𝜃 компоненты вектора 𝜗𝑡 явля-
ются условными вероятностями

⟨𝜗𝑡, 𝑓𝑘⟩ = P{𝜃𝑡 = 𝑓𝑘 | 𝒳𝑡}.

Для синтеза алгоритма управления сетью передачи данных в отсутствии полной
информации о 𝜃𝑡 необходимо сначала решить задачу фильтрации

𝜗𝑡 = E{𝜃𝑡 | 𝒳𝑡}. (24)

В диссертации на основе метода, изложенного в книге R.J. Elliott, было получено
дифференциально разностное уравнение для ненормированной оценки ̃︀𝜗𝑡.

Наряду с оценкой состояния канала 𝜗𝑡, рассмотрим также оценку E{𝜃𝑡 | 𝑋𝑡}.
Она использует только текущее значение процесса 𝑋𝑡 и представляет собой век-
тор, составленный из условных вероятностей P{𝜃𝑡 = 𝑓𝑘 | 𝑋𝑡}, 𝑘 = 1, . . . , 𝐾:

E{𝜃𝑡 | 𝑋𝑡} = 𝜋*(𝑡)𝑋𝑡

⧸︀
⟨𝜋*(𝑡)𝑋𝑡, 𝑒⟩. (25)

Теперь на основе оптимальной стратегии с полной информацией

̂︀𝑚(𝑡) = {�̂�𝑛,𝑘(𝑡)}, �̂�𝑡 = ⟨ ̂︀𝑚(𝑡), 𝑋𝑡− ⊗ 𝜃𝑡−⟩, (26)
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укажем несколько способов построения управлений, использующих вместо ис-
тинного состояния канала его оценки (24) и (25). Вариант управления будем обо-
значать буквами: «f» — filter; «c» — current state; «e» — expectation; «m» — mode.

Рассмотрим четыре варианта управления по неполной информации:
1) f.e.-управление — усреднение управления по полной информации �̂�𝑡 отно-

сительно апостериорного распределения (24) ненаблюдаемого состояния канала
с учетом всей предыстории 𝒳𝑡, т.е.

𝜇f.e.
𝑡 = E{�̂�𝑡 | 𝒳𝑡} = ⟨ ̂︀𝑚(𝑡), 𝑋𝑡− ⊗ 𝜗𝑡⟩; (27)

2) f.m.-управление аналогично f.e., но вместо усреднения стратегий �̂�𝑛,𝑘(𝑡)

выбирается стратегия, соответствующая номеру наиболее вероятного состояния
канала;

3) c.e.-управление основано на усреднении относительно апостериорного
распределения (25), которое определяется только по текущему значению 𝑋𝑡;

4) c.m.-управление использует моду указанного распределения.
Сравнение качества предложенных управлений проведено по результатам

численного эксперимента. Предполагается, что канал имеет два возможных со-
стояния: 𝑓1 — «хорошая связь» и 𝑓2 — «плохая связь». Во время пересылки па-
кетов с передатчика на базовую станцию при хорошей связи потерь нет, а при
плохой — скорость передачи замедляется в два раза и теряется 10% пакетов.

Рис. 4. Интенсивность входного потока 𝛼(𝑡) (слева) и интенсивности переходов между

состояниями канала связи (справа)

Интенсивность входного потока и интенсивности перехода между состояни-
ями канала изображены на рис. 4. Интенсивность перехода в 𝑓1 постоянна, а
обратного перехода постепенно меняется. Вид оптимальной стратегии при хо-
рошем и плохом качестве связи изображен на рис. 5.

Теперь перейдем к обсуждению результатов полученных управлений по
неполной информации. На рис. 6 изображены траектории индикатора «плохого»
состояния ⟨𝜃𝑡, 𝑓2⟩ и его оценки ⟨𝜗𝑡, 𝑓2⟩: как можно видеть по графику, оценка
следует за состоянием канала.

На рис. 7 представлены: три кривые, каждая из которых составлена из значе-
ний векторного критерия (𝐽0[𝜇], 𝐽1[𝜇]), когда 𝜇 пробегает семейство управлений,
параметризованных множителем 𝜆 ≥ 0 для нескольких стратегий (оптимально-
го управления по полной информации ̃︀𝜇(𝜆), управлений по неполной инфор-
мации 𝜇c.e.(𝜆) и 𝜇c.m.(𝜆)), а также график границы множества Парето для f.e.-
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Рис. 5. Оптимальная стратегия {�̂�𝑛,1(𝑡)}𝑛=0,...,8 передачи данных в хорошем (слева) и плохом

(справа) состоянии канала при активном ограничении на энергию сигнала.

Рис. 6. Апостериорная вероятность «плохого» состояния канала ⟨𝜗𝑡, 𝑓2⟩ в сравнении

с индикатором этого состояния ⟨𝜃𝑡, 𝑓2⟩

управления, построенный как нелинейная регрессия по результатам численно-
го моделирования для различных значений 𝜆. Если проанализировать операции,
выполняемые над апостериорным распределением при формировании управле-
ния по неполной информации, то усреднение выглядит предпочтительнее, чем
выбор наиболее правдоподобного значения.

В заключении к диссертации сформулированы основные ее результаты, вы-
носимые на защиту:

1) разработан алгоритм построения оптимального управления одноканаль-
ной СМО с конечным буфером при наличии ограничений с учетом приоритетов
входных заявок;

2) получены достаточные условия выпуклости множества достижимости
критериев для марковского процесса в стационарном режиме;

3) разработаны алгоритмы построения оптимального управления тандемом
СМО в стационарном режиме и на конечном промежутке времени;

4) разработан метод синтеза оптимального управления СМО в модели с
флуктуирующим каналом;

5) разработаны алгоритмы построения субоптимального управления СМО по
неполной информации на базе методов оценивания и фильтрации ненаблюдае-
мого состояния.
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Рис. 7. Значения функционалов на семействах управлений ̃︀𝜇(𝜆), 𝜇c.e.(𝜆), 𝜇c.m.(𝜆) в сравнении

с оценкой значений функционалов на управлении 𝜇f.e.(𝜆)
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