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ОБʨАʮ ʤАРАКʡЕРИʠʡИКА РАБОʡʪ 
 

В работе длɹ игр в нормалɶной форме предложена концепциɹ 
равновесиɹ в безопаснɵх стратегиɹх (РБС), обобщаɸщаɹ равновесие 
Нɷɲа (РН) на случай осторожного поведениɹ ограниченно рационалɶных 
игроков, что позволило построитɶ решениɹ длɹ рɹда классических задач 
без РН. 

Актуалɶностɶ темɵ. Резулɶтаты диссертационной работы вводɹт в 
рассмотрение схему стратегиɱеской рефлексии, описываɸщуɸ 
осторожностɶ субъектов относителɶно игровой неопределенности. Это 
соответственно позволɹет моделироватɶ осторожное поведение игроков, 
которые, с одной стороны, должны учитыватɶ угрозɵ, исходɹщие друг от 
друга, но, с другой стороны, не могут полагатɶсɹ на стратегии наказаниɹ, 
договоров, убеждений и информационного воздействиɹ на них, социалɶно-
моралɶных ограничений и другие виды ограниɱенно рационалɶнɵх 
моделей стратегической рефлексии. Это позволɹет моделироватɶ 
поведение субъектов в практически важном классе ситуаций, не 
описанных другими ограниченно рационалɶными моделɹми теории игр.  

Болɶшинство известных ограниченно рационалɶных моделей 
исполɶзуɸт рефлексиɸ, имитируɸщуɸ динамику отклонений и стратегии 
наказаниɹ, которые делаɸт устойчивыми оченɶ много профилей стратегий 
игроков и даɸт широкое множество решений. В предлагаемой модели 
удалосɶ, ограничив уровенɶ рефлексии числом два, отразитɶ логику 
осторожного поведениɹ игрока, не рассчитываɸщего на стратегиɸ 
наказаниɹ, а толɶко уклонɹɸщегосɹ от возможных угроз. При ɷтом 
множество решений существенно сокращаетсɹ. Ситуациɹ, когда при 
реализации угрозы встречное наказание может не произойти, до сих пор не 
моделироваласɶ в известных ограниченно рационалɶных моделɹх.  

Это подтверждаетсɹ тем, что в задачах, где РБС-решение описывает 
реакциɸ игроков именно на такуɸ опасностɶ (модели Бертрана–Эджворта, 
Хотеллинга, Таллока–Скапердаса, Ротшилɶда–Стиглица–Вилɶсона), 
соответствуɸщие аналоги решений ранее найдены не были. Дискуссиɹ о 
нахождении решениɹ данных задач без равновесного по Нɷшу решениɹ, в 
рамках различных подходов, имеет весɶма объемный круг литературы и 
продолжаетсɹ до сих пор.  
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Степенɶ науɱной разработанности темɵ. В самом общем смысле в 
теории игр понɹтие равновесиɹ задает концепциɸ реɲениɹ игровой задачи 
как способ устранениɹ игровой неопределенности. В отличие от 
информационной неопределенности относителɶно объективных 
параметров ситуации («состоɹниɹ природы»), котораɹ описываетсɹ как 
интервалɶнаɹ, вероɹтностнаɹ или нечеткаɹ (Новиков Д.А., Губко М.В.), 
игроваɹ неопределенностɶ моделирует поведение других игроков. Таким 
образом, определɹетсɹ та или инаɹ концепциɹ решениɹ игровой задачи 
(Crawford V.). Концепции решениɹ задаɸт теоретический фундамент 
разделов теории игр: классическаɹ рационалɶностɶ и игры в нормалɶной 
форме (Bertrand J., Cournot A., Walras L., von Neumann J., Morgenstern O., 
Samuelson P., Nash J.), иерархические игры (Stackelberg H., Гермейер Ю.Б.), 
коалиционные игры (von Neumann J., Morgenstern O., Aumann R.J., 
Maschler M.), кооперативные игры, повторɹɸщиесɹ игры (Friedman J.W.), 
ограниченно рационалɶные модели (Simon H, Kahneman D. и далɶнейшие 
многочисленные направлениɹ) и т.д. 

Базовой концепцией теории игр ɹвлɹетсɹ классиɱескаɹ 
рационалɶностɶ, анализу которой посвɹщены работы: Bernheim D., Pearce 
D., Rubinstein A., Harstad R., Selten R., Crawford V. Ограниченно 
рационалɶные модели решений игр делɹтсɹ (Crawford V.) на два класса: 
модели повторɹɸɳихсɹ игр (Friedman J., Kahneman D., Tversky A., Smith 
J., Milgrom P., Roberts J., Rabin M., Selten R., Fudenberg D., Levine D., Macy 
M., Flache A., Müller W., Normann H.T., Aumann R.J.) и модели 
стратегиɱеской рефлексии (Harsanyi J., Chwe M., Цыганов В.В., Aumann 
R.J., Brandenburger A., McKelvey R., Palfrey T., Camerer C.F., Ho T.H., Chong 
J.K., Новиков Д.А., Чхартишвили А.Г., Crawford V., Costa-Gomes M., 
Iriberri N.). Предлагаемаɹ моделɶ РБС относитсɹ к моделɹм стратегической 
рефлексии, клɸчевым ɷлементом модели ɹвлɹетсɹ понɹтие угрозы, 
исходɹщей от другого игрока. Среди ограниченно рационалɶных моделей 
стратегической рефлексии, описываɸщих отношениɹ угроз и контругроз, 
следует отметитɶ модели следуɸщих авторов: von Neumann J., Morgenstern 
O., Schelling T., Aumann R.J., Maschler M., Friedman R.W., Вайсборд Э.М., 
Жуковский В.И., Вилкас Э.Й., Сандомирскаɹ М.  

Теоретически моделɶ игрового решениɹ может статɶ полноценной 
концепцией толɶко если она будет подкреплена доказанными теоремами 
существованиɹ решений, что означает, что она может статɶ основой длɹ 
решениɹ разнообразных частных задач. Длɹ ɷтого из обширной 
литературы, посвɹщенной существованиɸ равновесий и методам их 



5 
 

получениɹ, был выбран рɹд базовых работ с теоремами суɳествованиɹ 
равновесиɹ Нɷша (Debreu G., Dasgupta P., Maskin E., Reny P.J., Bagh A., 
Jofre A., Bich P.), а длɹ распространениɹ ɷтих резулɶтатов длɹ равновесиɹ 
Нɷша на РБС исполɶзован подход из теории активных систем (Бурков В.Н., 
Кондратɶев В.В.) – принцип силɶнɵх ɲтрафов, переформулированный как 
принцип силɶнɵх угроз.  

С точки зрениɹ практического исполɶзованиɹ, моделɶ РБС позволила 
получитɶ решение с убедителɶной содержателɶной интерпретацией рɹда 
классических разрɵвнɵх (т.е. с разрывными функциɹми выигрыша или 
наилучшего ответа) игровых задач без равновесиɹ Нɷша, до сих пор не 
имевших удовлетворителɶного решениɹ (Bertrand J., Edgeworth F.M., 
Hotelling H., Dasgupta P., Maskin E., d’Aspremont C., Gabszewicz J., Thisse 
J.F., Tullock G., Skaperdas S., Rothschild M., Stiglitz J.E., Wilson C.). Этот 
класс игр ɹвлɹетсɹ сложным, не имеет хороших свойств (таких как 
выпуклостɶ, квазивогнутостɶ, непрерывностɶ и т.п.), позволɹɸщих 
доказыватɶ существование решений и находитɶ их. Алɶтернативные 
подходы к решениɸ игровых задач (решениɹ в смешанных стратегиɹх, 
решениɹ «ad hoc» длɹ частных постановок задач, решениɹ в угрозах и 
контругрозах, исполɶзуɸщие логику наказаниɹ) сталкиваɸтсɹ на ɷтом 
классе с болɶшими трудностɹми и не даɸт удовлетворителɶного 
окончателɶного резулɶтата. 

Таким образом, тема работы лежит на пересечении рɹда направлений 
исследований: ограниченно рационалɶных моделей стратегической 
рефлексии, теории существованиɹ равновесий, игровых задач без 
равновесиɹ Нɷша. Каждое из ɷтих направлений активно развиваетсɹ, и в 
рамках каждого предлагаемаɹ концепциɹ РБС ɹвлɹетсɹ новым 
существенным резулɶтатом. 

Обɴектом исследованиɹ ɹвлɹɸтсɹ ограниченно рационалɶные 
модели принɹтиɹ решений в ситуациɹх игровой неопределенности без 
равновесиɹ Нɷша, в том числе – разрывные задачи, предметом 
исследованиɹ – концепции принɹтиɹ решений (равновесиɹ) в таких 
ситуациɹх. 

Целɶ работɵ состоит в создании, разработке и обосновании новой 
концепции принɹтиɹ решений в ситуациɹх игровой неопределенности – 
РБС, предназначенной длɹ моделированиɹ осторожного поведениɹ, и 
теоретических условий его существованиɹ, в особенности длɹ игр без 
равновесиɹ Нɷша с континуалɶными множествами стратегий, разрывными 
функциɹми выигрыша и наилучшего ответа. 
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Реализациɹ поставленной цели предполагает решение следуɸщих 
основнɵɯ задаɱ: 

1. Формулировка системы определений РБС. 
2. Интерпретациɹ определениɹ РБС как обобщениɹ равновесиɹ Нɷша. 
3. Определение места РБС среди ограниченно рационалɶных 

теоретико-игровых моделей принɹтиɹ решениɹ. 
4. Исследование общих условий существованиɹ РБС и разработка 

формалɶных методов построениɹ теорем его существованиɹ.  
5. Формулировка конкретных критериев, доказателɶство теорем 

существованиɹ РБС. 
6. Применение ɷтих критериев к хрестоматийным нерешенным 

разрывным игровым задачам. 
7. Нахождение РБС в ɷтих задачах. 
Основным методом исследованиɹ ɹвлɹетсɹ математическаɹ теориɹ 

управлениɹ социалɶно-ɷкономическими и организационными системами, 
принɹтиɹ решений и теориɹ игр, в частности теориɹ рационалɶности, 
теориɹ игровых равновесий, теориɹ активных систем. 

Науɱнаɹ новизна работы заклɸчаетсɹ в разработке новой концепции 
равновесиɹ и ее обоснованиɹ с точки зрениɹ различных аспектов: анализа 
существуɸщих моделей, системы определений, теории и теорем 
существованиɹ решений, решениɹ известных нерешенных игровых задач. 
На основе ɷтой концепции: 

1. Сформулирована и обоснована система определений новой 
концепции игрового равновесиɹ – РБС, предложена ее интерпретациɹ как 
обобщение определениɹ равновесиɹ Нɷша. 

2. Показано, что РБС ɹвлɹетсɹ ограниченно рационалɶной моделɶɸ 
решениɹ игры, описываɸщей осторожное поведение игроков. 

3. Разработан метод формулированиɹ и доказателɶства теорем 
существованиɹ РБС. 

4. Теоремы существованиɹ применены к двум хрестоматийным 
нерешенным задачам (пространственной конкуренции Хотеллинга и 
конкуренции за ренту Таллока–Скапердаса). Доказано, что данные задачи 
всегда имеɸт решение РБС.  

5. Моделɶ РБС применена и позволила получитɶ решение рɹда 
классических задач без равновесиɹ Нɷша: дуополиɹ Бертрана–Эджворта, 
пространственнаɹ конкуренциɹ Хотеллинга, конкуренциɹ за ренту 
Таллока–Скапердаса, рынок страхованиɹ Ротшилɶда–Стиглица–Вилɶсона. 
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Теоретиɱескаɹ и практиɱескаɹ знаɱимостɶ. Проведенное 
исследование ɹвлɹетсɹ значимым так как: 1) в рамках общего развитиɹ 
ограниченно рационалɶных моделей принɹтиɹ решениɹ и теории игр 
предложен новый подход в рамках активно развиваɸщейсɹ области 
моделей стратегической рефлексии; 2) с теоретической точки зрениɹ, 
предложен метод конструированиɹ теорем существованиɹ равновесий; 
3) предложены решениɹ практически важных игровых моделей, в 
особенности в классе разрывных задач без равновесиɹ Нɷша; 4) длɹ 
содержателɶных интерпретаций промоделированы ранее не 
исследованные ситуации осторожного поведениɹ игроков. 

Соответствие паспорту спеɰиалɶности 2.3.1 «Системнɵй анализ, 
управление и обработка информаɰии, статистика»: 

1. Теоретические основы и методы системного анализа, оптимизации, 
управлениɹ, принɹтиɹ решений, обработки информации и искусственного 
интеллекта. 

2. Формализациɹ и постановка задач системного анализа, 
оптимизации, управлениɹ, принɹтиɹ решений, обработки информации и 
искусственного интеллекта. 

3. Разработка критериев и моделей описаниɹ и оценки ɷффективности 
решениɹ задач системного анализа, оптимизации, управлениɹ, принɹтиɹ 
решений, обработки информации и искусственного интеллекта.  

Основнɵе положениɹ, выносимые на защиту: 
1. Система определений РБС формирует новуɸ концепциɸ принɹтиɹ 

решений в социалɶно-ɷкономических и организационных системах в 
ситуациɹх с игровой неопределенностɶɸ (п. 2 паспорта специалɶности).  

2. Система определений РБС ɹвлɹетсɹ расширением определениɹ 
равновесиɹ Нɷша длɹ принɹтиɹ решений осторожными игроками в рамках 
классической теории рационалɶности (п. 2 паспорта специалɶности). 

3. Трактовка РБС как ограниченно рационалɶной модели 
стратегической рефлексии второго уровнɹ (угроза-контругроза) позволɹет 
описатɶ осторожное поведение без возможности стратегии наказаниɹ и 
получитɶ длɹ рɹда классических задач дискретное конечное множество 
решений малой мощности с убедителɶной содержателɶной 
интерпретацией (п. 3 паспорта специалɶности). 

4. Предложенный общий метод позволɹет применитɶ известные 
теоремы существованиɹ равновесиɹ Нɷша длɹ формулировки и 
доказателɶства теорем существованиɹ РБС (п. 1 паспорта специалɶности). 
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5. При помощи предложенного общего метода сформулированы и 
доказаны теоремы существованиɹ РБС (по Дебре, Рени, Бику) (п. 1 
паспорта специалɶности). 

6. Доказано существование РБС в классических задачах 
пространственной конкуренции Хотеллинга и конкуренции за ренту 
Таллока–Скапердаса, в том числе при отсутствии равновесиɹ (п. 1 паспорта 
специалɶности). 

7. Получены РБС-решениɹ с единообразной содержателɶной 
интерпретацией длɹ рɹда классических задач, где не всегда существует 
равновесие Нɷша: дуополиɹ Бертрана–Эджворта, пространственнаɹ 
конкуренциɹ Хотеллинга, конкуренциɹ за ренту Таллока–Скапердаса, 
рынок страхованиɹ Ротшилɶда–Стиглица–Вилɶсона (п. 1 паспорта 
специалɶности). 

Степенɶ обоснованности и достоверности полученных научных 
резулɶтатов подтверждена приведенными доказателɶствами лемм и 
теорем; решением рɹда задач, корректностɶɸ проведенных 
математических преобразований; а также дополнителɶно проверена 
резулɶтатами математического и компɶɸтерного моделированиɹ, 
согласуɸщимисɹ с теоретическими резулɶтатами. Все основные 
резулɶтаты работы были опубликованы в рецензируемых журналах. 

Апробаɰиɹ. Основные резулɶтаты докладывалисɶ и обсуждалисɶ на 
конференциɹх: международной  научно-практической конференции  
«Теориɹ  активных систем» (Москва 2005, 2007, 2011, 2014, 2019); 
Международной научно-практической конференции «Современные 
сложные системы управлениɹ» (Тверɶ, 2008); IV Всероссийской  школы-
семинара молодых ученых «Проблемы управлениɹ  и  информационные 
технологии» (Казанɶ 2008); Всероссийской конференции  и секции  
Математической  ɷкономики  XIV Байкалɶской  международной школы-
семинара  «Методы оптимизации и их приложениɹ» (Иркутск, Байкал, 
2008, 2011); VI всероссийской  школы-семинара  молодых  ученых  
«Управление болɶшими  системами» (Ижевск, 2009); IV, VII 
Международной конференции «Game  Theory  and  Management» (Санкт-
Петербург 2010, 2013); XIII, XIV, XVI Апрелɶской международной 
научной конференции по проблемам развитиɹ ɷкономики и общества 
(Москва 2012, 2013, 2015); Международной конференции «European 
Meeting  on  Game  Theory» (SING11-GTM2015) (Санкт-Петербург 2015); 
семинарах Института проблем управлениɹ РАН, Высшей школы 
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ɷкономики, Российской ɷкономической школы и Централɶного 
ɷкономико-математического института РАН. 

Публикаɰии. По теме диссертации опубликована 41 работа, в том 
числе 1 монографиɹ [1], 16 статей в рецензируемых научных изданиɹх, из 
них 4 в журналах Перечнɹ ВАК по специалɶности 2.3.1 (физ.-мат.), 
категориɹ К1 [2-5], 7 статей в научных изданиɹх, индексируемых в 
международных базах данных (приравнены к журналам Перечнɹ ВАК, 
категориɹ К1) [6-12], 5 статей в иных рецензируемых журналах не 
вошедших в Переченɶ ВАК по специалɶности 2.3.1 (физ.-мат.) и научные 
изданиɹ, индексируемые в международных базах данных (приравненные к 
журналам Перечнɹ ВАК, категориɹ К1) [21, 24, 31, 39, 41], 7 препринтов 
[13-19], 1 раздел в монографии [22], 16 работ в сборниках трудов 
конференций [20, 23, 25-30, 32-38, 40]. 

Лиɱнɵй вклад соискателɹ. Все основные резулɶтаты работы были 
получены автором самостоɹтелɶно. 

Свɹзɶ с планами науɱнɵɯ исследований. Резулɶтаты работы 
получены в рамках планов фундаменталɶных научных исследований ИПУ 
РАН и при выполнении следуɸщих проектов: 

1. 2007–2008 – Грант РФФИ ʋ 07-07-00079-а «Синтез 
неманипулируемых механизмов активной ɷкспертизы на многомерных 
множествах» (исполнителɶ). 

2. 2007–2009 – Грант РФФИ ʋ 07-07-00078-а «Математические модели 
и методы поиска оптималɶных иерархических структур» (исполнителɶ). 

3. 2008–2010 – Грант РФФИ ʋ 08-07-00081-а «Механизмы 
комплексного оцениваниɹ в сложных системах» (исполнителɶ). 

4.  2009–2011 – Грант РФФИ ʋ 09-07-00093-а «Методы решениɹ 
теоретико-игровых задач распределениɹ ресурсов» (исполнителɶ). 

5. 2010–2012 – Грант РФФИ ʋ 10-07-00063-а «Равновесие в безопасных 
стратегиɹх в теоретико-игровых задачах принɹтиɹ решений» 
(руководителɶ проекта). 

6. 2010–2012 – Грант РФФИ ʋ 10-07-00129-а «Модели оптимизации 
многоуровневых организаций» (исполнителɶ).  

7. 2014–2016 – Грант РФФИ ʋ 14-01-00131-a «Равновесиɹ в безопасных 
стратегиɹх в разрывных ɷкономических играх» (руководителɶ проекта). 

Структура и обɴем диссертаɰии. Диссертациɹ состоит из введениɹ, 
пɹти глав, заклɸчениɹ и списка литературы. Работа содержит 378 страниц 
текста, 53 иллɸстрации, 6 таблиц. Список исполɶзованной литературы 
содержит 202 наименованиɹ. 
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснована актуалɶностɶ и значимостɶ исследуемой 
проблематики, дан обзор степени разработанности темы в литературе, 
сформулированы целɶ и задачи исследованиɹ, основные положениɹ, 
выносимые на защиту, охарактеризованы исполɶзуемые методы, 
приведены данные о структуре и объеме диссертационной работы. 

Перваɹ глава посвɹщена априорному, предварителɶному 
обсуждениɸ предлагаемой концепции. В разделе 1.1 приводитсɹ общее 
качественное описание понɹтиɹ РБС без формалɶных конструкций, 
которое далее обсуждаетсɹ в сравнении с равновесием Нɷша–Курно, с 
точки зрениɹ теорем существованиɹ равновесий, теории рационалɶности, 
динамических игр, в свɹзи с другими моделɹми, а также рассматриваɸтсɹ 
ограничениɹ концепции. В качестве исходных понɹтий определɹɸтсɹ 
понɹтиɹ ɭɝɪɨɡɵ и бɟɡɨɩаɫɧɨɝɨ ɩɪɨɮɢɥɹ. По ɷтой концепции, ɪавɧɨвɟɫɢɟ в 
бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ естɶ такой игровой профилɶ, где стратегиɹ 
каждого игрока определɹетсɹ двумɹ принципами: (1) игрок не может 
потерɹтɶ в резулɶтате одностороннего и выгодного отклонениɹ лɸбого 
другого игрока (то естɶ отсутствуɸт ɭɝɪɨɡɵ или ɩɪɨɮɢɥɶ бɟɡɨɩаɫɟɧ) и, (2) 
выгодно отклонɹɹсɶ сам, он может потерɹтɶ болɶше в резулɶтате 
последуɸщего одностороннего и выгодного отклонениɹ какого-либо 
другого игрока (то естɶ нет бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɣ). Или то же, немного 
по-другому: в равновесии нет угроз, и никто не может улучшитɶ своɺ 
положение, не подставлɹɹсɶ под угрозу. 

О предположениɹх, заложенных в основание подхода. Первое: в 
исследовании, как правило, не предполагаетсɹ кооперативное поведение 
участников, создание коалиций и так далее. Второе: не применɹетсɹ 
принцип смешанных стратегий. Третɶе: так же как и равновесие Нɷша, РБС 
ɹвлɹетсɹ статической концепцией, и основной принцип исклɸчениɹ в 
ситуации равновесиɹ определɺнных отклонений сохранɹетсɹ. Но РБС 
также апеллирует к динамической интуиции, допускаɹ в равновесии 
возможностɶ существованиɹ некоторых выгодных отклонений, которые 
блокируɸтсɹ встречными отклонениɹми, наказываɸщими 
отклонившегосɹ игрока. Тем не менее, развɺрнутой логики стратегий 
наказаниɹ, как в динамических многошаговых играх, не предполагаетсɹ и, 
следователɶно, не поɹвлɹетсɹ возможностɶ, за счɺт угрозы стратегий 
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ɷкстремалɶного наказаниɹ «ослушника», реализоватɶ слишком широкий 
класс равновесий, как в «народных теоремах». То естɶ тройка 
традиционных, классических способов разрешениɹ противоречий 
намеренно исклɸчаетсɹ из рассмотрениɹ. 

В разделе 1.2, обзоре литературы, разбираɸтсɹ: игровые задачи без 
равновесиɹ Нɷша, решениɹ в смешанных стратегиɹх, «ad hoc» решениɹ, 
решениɹ в возражениɹх–контрвозражениɹх (угрозах–контругрозах), 
концепции далɶновидных решений (стратегической рефлексии), 
существование равновесий Нɷша в разрывных играх, статические и 
динамические модели олигополистического поведениɹ, концепции 
рационалɶности, ɷволɸционные и рефлексивные модели. Предлагаемаɹ 
концепциɹ имеет тесные свɹзи со всеми ɷтими направлениɹми, но не 
сводитсɹ ни к отделɶным подходам, ни к их совокупности. Новый подход 
позволɹет обойти известные слабости традиционных подходов. 

Во второй главе вводитсɹ, иллɸстрируетсɹ и обсуждаетсɹ 
формалɶное определение РБС. В разделе 2.1 оно сначала введено в кратком 
базовом варианте системы определений, что фактически ɹвлɹетсɹ 
основным резулɶтатом всей работы. Система вклɸчает в себɹ четыре 
клɸчевых определениɹ ɭɝɪɨɡɵ, бɟɡɨɩаɫɧɨɣ ɫɬɪаɬɟɝɢɢ, бɟɡɨɩаɫɧɨɝɨ 
ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ, ɪавɧɨвɟɫɢɹ в бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ. Рассматриваетсɹ 
некооперативнаɹ игра n участников 𝐺 ൌ ሺ𝑖 ∈ 𝑁, 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሺ𝑠𝑖, 𝑠−𝑖ሻ ∈ ℝሻ в 
нормалɶной форме. 

Определение 2.1. Уɝɪɨɡɨɣ игрока j игроку i в профиле стратегий s 
назɵваетсɹ такаɹ пара профилей ሼ𝑠, ሺ𝑠𝑗ᇱ, 𝑠−𝑗ሻሽ, ɱто 𝑢𝑗൫𝑠𝑗ᇱ, 𝑠−𝑗൯ ൐ 𝑢𝑗ሺ𝑠ሻ и 
𝑢𝑖൫𝑠𝑗ᇱ, 𝑠−𝑗൯ ൏ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ. Профилɶ стратегий s назɵваетсɹ ɫɨɞɟɪɠаɳɢɦ 
ɭɝɪɨɡɭ, а 𝑠′  – ɭɝɪɨɠаɸɳɢɦ игроку i со сторонɵ игрока j.   

Определение 2.2. Стратегиɹ 𝑠𝑖 игрока i назɵваетсɹ бɟɡɨɩаɫɧɨɣ 
ɫɬɪаɬɟɝɢɟɣ длɹ ɷтого игрока при заданнɵх стратегиɹх 𝑠−𝑖 всех других 
игроков, если профилɶ s не содержит угроз игроку i. Профилɶ стратегий s 
назɵваетсɹ бɟɡɨɩаɫɧɵɦ ɩɪɨɮɢɥɟɦ, если все его стратегии безопаснɵ. 

Определение 2.3. Бɟɡɨɩаɫɧɵɦ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɟɦ игрока i в профиле s 
назɵваетсɹ такаɹ стратегиɹ 𝑠𝑖′, ɱто  𝑢𝑖ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ ൐ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ и 𝑢𝑖൫𝑠𝑖ᇱ, 𝑠𝑗ᇱ, 𝑠−𝑖𝑗൯ ൒
𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ длɹ лɸбой угрозɵ  ሼሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ, ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠𝑗ᇱ, 𝑠−𝑖𝑗ሻሽ лɸбого игрока 𝑗 ് 𝑖 игроку i. 
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Определение 2.4. Безопаснɵй профилɶ стратегий назɵваетсɹ 
ɪавɧɨвɟɫɢɟɦ в бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ (РБС), если ни один игрок не 
может увелиɱитɶ свой вɵигрɵɲ безопаснɵм отклонением. 

Вводɹтсɹ обозначениɹ: 𝑄 ∈ 𝑆 – множество безопасных профилей; 
𝑄𝑖 ∈ 𝑆 – множество безопасных профилей игрока i; 𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ ∈ 𝑆𝑖 – 
множество безопасных стратегий игрока i. Непосредственно из ɷтой 
системы определений очевидно следует: 

Утверждение 2.1. Лɸбое равновесие Нɷɲа ɹвлɹетсɹ равновесием в 
безопаснɵх стратегиɹх. 

Далее предложена ɷквивалентнаɹ расширеннаɹ система определений 
РБС, естественно выводɹщаɹ его из определениɹ равновесиɹ Нɷша. В 
соответствии с ней: 

Определение 2.7. Нɟɫɨɪɟвɧɨваɬɟɥɶɧɵɦ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɟɦ игрока i в 
профиле стратегий s назɵваетсɹ такое отклонение 𝑠𝑖′, ɱто 𝑢𝑖ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ ൐
𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ и 𝑢𝑗ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ ൒ 𝑢𝑗ሺ𝑠ሻ длɹ всех других игроков 𝑗 ് 𝑖. 

Определение 2.8. Безопаснɵй профилɶ стратегий назɵваетсɹ 
ɪавɧɨвɟɫɢɟɦ Нɷɲа, если ни один игрок не может сделатɶ 
несоревнователɶного отклонениɹ. 

Определение 2.9. Бɟɡɨɩаɫɧɵɦ ɧɟɫɨɪɟвɧɨваɬɟɥɶɧɵɦ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɟɦ 
игрока i в профиле s назɵваетсɹ такое несоревнователɶное отклонение 
𝑠𝑖′, ɱто 𝑢𝑖൫𝑠𝑖ᇱ, 𝑠𝑗ᇱ, 𝑠−𝑖𝑗൯ ൒ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ длɹ лɸбой угрозɵ 𝑠𝑗′ лɸбого игрока 𝑗 ് 𝑖 
против игрока i в профиле ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ. 

Определение 2.10. Безопаснɵй профилɶ стратегий назɵваетсɹ 
ɪавɧɨвɟɫɢɟɦ в бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ (РБС), если ни один игрок не 
может сделатɶ безопасное несоревнователɶное отклонение. 

Таким образом, РБС ɹвлɹетсɹ не просто формалɶной конструкцией, 
определɹɸщей множество равновесных профилей, в которое входит 
множество равновесий Нɷша. В новой системе определений 
сформулирована ɦɨɞɟɥɶ (ɨɝɪаɧɢɱɟɧɧɨɣ) ɪаɰɢɨɧаɥɶɧɨɫɬɢ ɨɫɬɨɪɨɠɧɨɝɨ 
ɢɝɪɨɤа, который сам по себе не будет делатɶ опасных отклонений, поɷтому 
длɹ определениɹ равновесного профилɹ достаточно наложитɶ более слабое 
ограничение толɶко на безопасные отклонениɹ. 

Раздел 2.2 демонстрирует понɹтие безопасных стратегий на 
матричных примерах, дано четыре серии примеров: длɹ иллɸстрации 
базовых принципов безопасных стратегий; матричные аналоги известных 
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классических задач, получаɸщих новуɸ интерпретациɸ и решениɹ в 
безопасных стратегиɹх; матричные примеры, где логика безопасных 
стратегий существенна, но формалɶно РБС нет; матричные игры трɺх 
игроков с безопасными стратегиɹми. Таким образом, на ɷтих примерах 
представлен широкий рɹд возможных типов игр, в которых безопасные 
стратегии имеɸт значение.  

В разделе 2.3 рассматриваɸтсɹ свойства РБС. В ɷтом разделе даетсɹ 
рɹд утверждений, непосредственно следуɸщих из системы определений, 
которые фактически ɹвлɹɸтсɹ комментариɹми, проɹснɹɸщими понɹтие 
РБС с разных точек зрениɹ. Доказано, что длɹ ɫɬɪɨɝɨ ɫɨɪɟвɧɨваɬɟɥɶɧɵɯ 
ɢɝɪ множества равновесий Нɷша и РБС совпадаɸт, но длɹ ɩɨɱɬɢ ɫɬɪɨɝɨ 
ɫɨɪɟвɧɨваɬɟɥɶɧɵɯ ɢɝɪ (по Ауманну, 1961) ɷто неверно. 

Утверждение 2.2. В строго соревнователɶной игре лɸбое равновесие 
в безопаснɵх стратегиɹх ɹвлɹетсɹ равновесием Нɷɲа. 

Введены понɹтиɹ ɧаɢɥɭɱɲɟɝɨ бɟɡɨɩаɫɧɨɝɨ ɨɬвɟɬа и ɩɪɨɮɢɥɹ 
ɧаɢɥɭɱɲɢɯ бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɨɬвɟɬɨв (НБО), получаемых как резулɶтат 
максимизации функции выигрыша на множестве безопасных стратегий. 
Показано, что ɷти НБО-ɩɪɨɮɢɥɢ образуɸт более широкое множество, чем 
РБС. Введены понɹтиɹ ɬɪɢвɢаɥɶɧɨɝɨ бɟɡɨɩаɫɧɨɝɨ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɹ и ɫɥабɨɝɨ 
РБС, длɹ пограничных случаев, когда контругроза игроку на его 
отклонениɹ сводит его выигрыш к величине, равной его исходному 
выигрышу. 

Определение 2.11. Стратегиɹ 𝑠𝑖∗ игрока i назɵваетсɹ ɧаɢɥɭɱɲɢɦ 
бɟɡɨɩаɫɧɵɦ ɨɬвɟɬɨɦ на стратегии 𝑠−𝑖∗  всех других игроков, если у игрока 
i нет более вɵгодной безопасной стратегии: 

𝑠𝑖∗ ∈ 𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖∗  ሻ   &   𝑢𝑖ሺ𝑠∗ሻ ൌ 𝑚𝑎𝑥
௦೔∈𝑄೔൫௦ష೔

∗  ൯
𝑢𝑖ሺ𝑠𝑖, 𝑠−𝑖∗  ሻ. 

 Профилɶ 𝑠∗ назɵваетсɹ ɩɪɨɮɢɥɟɦ ɧаɢɥɭɱɲɢɯ бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɨɬвɟɬɨв 
(НБО-ɩɪɨɮɢɥɟɦ), если стратегии всех игроков ɹвлɹɸтсɹ их наилуɱɲими 
безопаснɵми ответами.  

Утверждение 2.3. Лɸбое равновесие в безопаснɵх стратегиɹх 
ɹвлɹетсɹ НБО-профилем. НБО-профилɶ может не бɵтɶ равновесием в 
безопаснɵх стратегиɹх. 

Определение 2.13. Бɟɡɨɩаɫɧɨɟ ɨɬɤɥɨɧɟɧɢɟ 𝑠𝑖′ игрока i в профиле s 
назɵваетсɹ ɬɪɢвɢаɥɶɧɵɦ, если суɳествует такаɹ угроза 
ሼሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ, ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠𝑗ᇱ, 𝑠−𝑖𝑗ሻሽ игрока 𝑗 ് 𝑖 игроку i, ɱто 𝑢𝑖൫𝑠𝑖ᇱ, 𝑠𝑗ᇱ, 𝑠−𝑖𝑗൯ ൌ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ. 
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Определение 2.14. Безопаснɵй профилɶ стратегий назɵваетсɹ 
ɫɥабɵɦ ɪавɧɨвɟɫɢɟɦ в бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ, если ни один игрок не 
может сделатɶ не тривиалɶное безопасное отклонение.  

Введено понɹтие бɟɡɨɩаɫɧɨɝɨ вɵɢɝɪɵɲа, равного выигрышу игрока 
при реализации наихудшей угрозы, содержащейсɹ в профиле, и понɹтие 
ɢɝɪɵ ɭɝɪɨɡ, с соответствуɸщими функциɹми выигрыша. Доказано, что 
множество РБС игры ɹвлɹетсɹ подмножеством множества равновесий 
Нɷша соответствуɸщей игры угроз.  

Определение 2.15. Бɟɡɨɩаɫɧɵɣ вɵɢɝɪɵɲ игрока i в профиле 
стратегий s равен его вɵигрɵɲу при реализации наихудɲей  угрозɵ в 
небезопасном профиле и совпадает с его вɵигрɵɲем в безопасном 
профиле, то естɶ:  

𝑣𝑖ሺ𝑠ሻ ൌ ቐ
𝑖𝑛𝑓

𝑖≠𝑗,௦೔
ᇲ:௨ೕቀ௦ೕ

ᇲ,௦షೕቁ>௨ೕሺ௦ሻ
𝑢𝑖൫𝑠𝑗ᇱ, 𝑠−𝑗൯, 𝑠𝑖 ∉ 𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖 ሻ,

𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ, 𝑠𝑖 ∈ 𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖 ሻ.
 

Иɝɪɨɣ (ɫ ɭɱɺɬɨɦ) ɭɝɪɨɡ (или V-ɢɝɪɨɣ), соответствуɸɳей игре G, 
назɵваетсɹ игра 𝐺෨ ൌ ሺ𝑆𝑖, 𝑣𝑖ሻ𝑖=1𝑁 . 

Утверждение 2.5. Профилɶ s безопасен длɹ игрока i ฻ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑣𝑖ሺ𝑠ሻ. 
 Профилɶ s небезопасен длɹ игрока i ฻ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ ൐ 𝑣𝑖ሺ𝑠ሻ. 

Вɵгодное отклонение 𝑠
𝑖
→ 𝑠′ безопасно длɹ игрока i ฻ 𝑣𝑖ሺ𝑠′ሻ ൒ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ.  

Вɵгодное отклонение 𝑠
𝑖
→ 𝑠′ небезопасно длɹ игрока i ฻ 𝑣𝑖ሺ𝑠ᇱሻ ൏

𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ. 
Утверждение 2.6. РБС исходной игрɵ G ɹвлɹетсɹ равновесием Нɷɲа 

в соответствуɸɳей ей игре угроз. Равновесие Нɷɲа игрɵ угроз не 
обɹзателɶно ɹвлɹетсɹ РБС в исходной игре. Если безопаснɵй профилɶ 
ɹвлɹетсɹ строгим равновесием Нɷɲа в игре угроз, то он ɹвлɹетсɹ РБС в 
исходной игре. 

Длɹ проɹснениɹ свɹзи подхода безопасных стратегий с моделɹми 
динамических игр длɹ произволɶной игры была определена постановка 
трехшаговой (где второй шаг делает природа) игровой ɡаɞаɱɢ ɫ 
ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɵɦ ɢɧɫаɣɞɟɪɨɦ. Пустɶ задана исходнаɹ игра  𝐺 ൌ ሺ𝑖 ∈
𝑁, 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖, 𝑢𝑖 ∈ ℝሻ. На первом шаге все игроки одновременно выбираɸт 
свои стратегии 𝑠 ൌ ሺ𝑠1, … , 𝑠௡ሻ. На втором шаге природа выбирает 
случайным образом номер инсайдера 𝑗0 ∈ 𝑁. Затем игрок 𝑗0 либо сохранɹет 



15 
 

своɸ первоначалɶнуɸ стратегиɸ 𝑠𝑗బ, либо выбирает другуɸ стратегиɸ, 
котораɹ увеличивает его выигрыш: 𝑠̃𝑗బሺ𝑠ሻ ∈  𝑄𝑗బሺ𝑠ሻ ൌ ൛𝑠𝑗బൟ⋃൛𝑠𝑗బ

ᇱ ∈
𝑆𝑗బ: 𝑢𝑗బ൫𝑠𝑗బ

ᇱ , 𝑠−𝑗బ൯ ൐ 𝑢𝑗బሺ𝑠ሻൟ. Выигрыши игроков определɹɸтсɹ как 
𝑢𝑗బ൫𝑠̃𝑗బ, 𝑠−𝑗బ൯.  

Утверждение 2.7. Длɹ произволɶной игрɵ G соответствуɸɳие ей 
игра угроз 𝐺෨ ൌ ሺ𝑆𝑖, 𝑣𝑖ሻ𝑖=1𝑁  и игра с неопределеннɵм инсайдером 𝐺෠ ൌ
ሺ𝑆𝑖, 𝑢ො𝑖ሻ𝑖=1𝑁  ɷквивалентнɵ.  

В развитие идеи игры с неопределенным инсайдером предложено 
ввести новый класс игр – ɢɝɪɵ ɫ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɶɸ ɞɢɧаɦɢɤɢ. Такаɹ 
игроваɹ неопределенностɶ может возникатɶ как ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɶ 
ɩɨɪɹɞɤа ɯɨɞа ɢɝɪɨɤɨв в динамических играх или как ɧɟɭɫɬɨɣɱɢвɨɫɬɶ ɩɨ 
ɨɞɧɨвɪɟɦɟɧɧɨɫɬɢ ɩɪɢɧɹɬɢɹ ɪɟɲɟɧɢɣ длɹ статической постановки игр в 
нормалɶной форме. Была сформулирована ɝɢɩɨɬɟɡа ɨ ɩɨвɟɞɟɧɢɢ 
ɨɫɬɨɪɨɠɧɨɝɨ ɪаɰɢɨɧаɥɶɧɨɝɨ ɫɭбɴɟɤɬа в условиɹх неустойчивости по 
одновременности принɹтиɹ решений в игре. Показано, что в конструкции 
РБС как соответствуɸщего решениɹ игры с неопределенным инсайдером 
моделируетсɹ двухшаговаɹ динамика (по игрокам, без природы), но не 
реалɶнаɹ, а стратегически рефлексивнаɹ, как динамическаɹ игра 
фантомных агентов, причем сами ɷти агенты имеɸт в своем субъективном 
описании игры болɶшуɸ неопределенностɶ. Ситуациɹ неопределенности 
по одновременности принɹтиɹ решений как интервалɶной 
неопределенности порождает особуɸ рефлексивнуɸ динамику, 
существенно отличаɸщуɸсɹ от традиционной динамики, и длɹ 
повторɹɸщихсɹ, и длɹ информационно рефлексивных игр. Осторожные 
игроки строɹт свои безопасные стратегии, опираɹсɶ на ɷту динамическуɸ 
моделɶ игры в своей стратегической рефлексии. Когда в играх возникает 
ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɶ ɩɨ ɨɞɧɨвɪɟɦɟɧɧɨɫɬɢ ɩɪɢɧɹɬɢɹ ɪɟɲɟɧɢɣ, 
ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɶ ɩɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɯɨɞɨв или ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɟɧɧɨɫɬɶ ɩɨ ɫɨɫɬавɭ 
ɢɝɪɨɤɨв, ɩɨɥɭɱаɸɳɢɯ ɩɪɟɢɦɭɳɟɫɬвɨ ɩɨ ɩɨɪɹɞɤɭ ɯɨɞа, возникает 
необходимостɶ в особого рода осторожности, устранɹɸщей ɷту 
неопределенностɶ в динамике игры. 

 Также предложены некоторые частные подходы и резулɶтаты длɹ 
поиска РБС в разрывных и неквазивогнутых играх, введено понɹтие ε-РБС. 

В третɶей главе, котораɹ ɹвлɹетсɹ централɶной во всей работе, 
разрабатываɸтсɹ теоремы существованиɹ РБС. В разделе 3.1 
рассматриваɸтсɹ разные подходы к конструированиɸ теорем 
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существованиɹ решениɹ. Тɟɨɪɟɦа 1 формулирует свɹзɶ существованиɹ 
РБС в исходной игре и РН в соответствуɸщей игре угроз. Она задает в 
качестве критериɹ РБС выполнение трех условий, а ɫɥɟɞɫɬвɢɟ из теоремы 
формулирует ɧɟɨбɯɨɞɢɦɨɟ ɢ ɞɨɫɬаɬɨɱɧɨɟ ɭɫɥɨвɢɟ ɞɥɹ ɫɥабɨɝɨ РБС 
исходной игры как безопасный профилɶ, ɹвлɹɸщийсɹ РН в игре угроз.  

Теорема 1. Профилɶ 𝑠∗ ɹвлɹетсɹ равновесием в безопаснɵх 
стратегиɹх тогда и толɶко тогда, когда вɵполнɹɸтсɹ три условиɹ: 

1) 𝑠∗ – безопаснɵй профилɶ; 
2) 𝑠∗ – равновесие Нɷɲа в игре угроз 𝐺෨; 
3) ∀𝑖, ∀𝑠𝑖ᇱ: 𝑣𝑖ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖∗ ሻ ൌ 𝑣𝑖ሺ𝑠∗ሻ ฺ 𝑢𝑖ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖∗ ሻ ൌ 𝑢𝑖ሺ𝑠∗ሻ. 
Следствие. Профилɶ в игре G ɹвлɹетсɹ слабɵм равновесием в 

безопаснɵх стратегиɹх тогда и толɶко тогда, когда он безопасен в игре 
G и ɹвлɹетсɹ равновесием Нɷɲа в игре угроз 𝐺෨.  

Далее, как алɶтернативный подход, формулируетсɹ ɦɟɬаɬɟɨɪɟɦа 2, 
задаɸщаɹ ɩɪɢɧɰɢɩɢаɥɶɧɵɣ ɦɟɬɨɞ ɤɨɧɫɬɪɭɢɪɨваɧɢɹ ɬɟɨɪɟɦ 
ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РБС на основе имеɸщихсɹ ɬɟɨɪɟɦ ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ 
ɪавɧɨвɟɫɢɹ Нɷɲа других авторов.  Длɹ ɷтого формулируетсɹ ɭɫɥɨвɢɟ 
ɫɢɥɶɧɵɯ ɭɝɪɨɡ, которое делает игру устойчивой в том смысле, что 
множества безопасных стратегий становɹтсɹ предпочтителɶными длɹ 
осторожных игроков, учитываɸщих в своем выборе соображениɹ 
безопасности. Тогда длɹ существованиɹ РБС достаточно требоватɶ 
выполнениɹ условий теорем существованиɹ равновесиɹ Нɷша не на всем 
множестве возможных стратегий, а толɶко на множестве безопасных 
стратегий.  

Определение 3.1. Уɝɪɨɡа игроку i в профиле s ɹвлɹетсɹ ɫɢɥɶɧɨɣ, если 
суɳествует безопаснаɹ стратегиɹ  𝑠ᇱ ൌ ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ такаɹ, ɱто 𝑢ሺ𝑠ᇱሻ ൌ
𝑣ሺ𝑠ᇱሻ ൐ 𝑣ሺ𝑠ሻ. Длɹ игрока i в игре G вɵполнɹетсɹ ɭɫɥɨвɢɟ ɫɢɥɶɧɵɯ ɭɝɪɨɡ, 
если длɹ него содержаɳиесɹ в лɸбом опасном профиле угрозɵ ɹвлɹɸтсɹ 
силɶнɵми. Игра G назɵваетсɹ игрой ɫ ɫɢɥɶɧɵɦɢ ɭɝɪɨɡаɦɢ, если длɹ всех 
игроков в ней вɵполнɹетсɹ условие силɶнɵх угроз.  

Пустɶ имеетсɹ некоторое верное утверждение (исходнаɹ теорема): 
«Если длɹ игрɵ вɵполнɹетсɹ условие (#####), то в игре суɳествует 
равновесие Нɷɲа». Пустɶ ɷто условие (#####) выполнɹетсɹ не длɹ всей 
игры, а толɶко на множествах безопасных стратегий игроков. Такое 
предположение надо сформулироватɶ строго. Под выполнением условиɹ 
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на множествах безопасных стратегий будем пониматɶ следуɸщее. Введɺм 
вспомогателɶнуɸ игру 𝐺̅𝑄ሺ೔ሻ, выигрыши игроков в которой равны 
выигрышам исходной игры G в профилɹх, где их стратегии безопасны, и 
некоторой константе  𝐶min ൑ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ, ∀𝑖, 𝑠, ограничиваɸщей функции 
выигрыша компактной игры снизу, там где стратегии ɷтих игроков не 
безопасны. То естɶ, если 𝑄ሺ𝑖ሻ ⊆ 𝑆  – множество безопасных профилей 

игрока i в исходной игре G, то игру 𝐺̅𝑄ሺ೔ሻሺ𝑆𝑖, 𝑢ത𝑖ሻ, 𝑢ത𝑖ሺ𝑠ሻ ൌ ቊ𝑢𝑖
ሺ𝑠ሻ, 𝑠 ∈ 𝑄ሺ𝑖ሻ

𝐶min, 𝑠 ∉ 𝑄ሺ𝑖ሻ
 

будем называтɶ соответствуɸщей ей обрезанной игрой. 
Определение 3.2. Пустɶ дана игра  𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  с множествами 

безопасности 𝑄ሺ𝑖ሻ ⊆ 𝑆. Игра 𝐺̅𝑄ሺ೔ሻሺ𝑆𝑖, 𝑢ത𝑖ሻ, 𝑢ത𝑖ሺ𝑠ሻ ൌ ቊ𝑢𝑖
ሺ𝑠ሻ, 𝑠 ∈ 𝑄ሺ𝑖ሻ

𝐶𝑚𝑖௡, 𝑠 ∉ 𝑄ሺ𝑖ሻ
 

назɵваетсɹ ɫɨɨɬвɟɬɫɬвɭɸɳɟɣ ɟɣ ɨбɪɟɡаɧɧɨɣ ɢɝɪɨɣ. Условие (#####) 
суɳествованиɹ равновесиɹ Нɷɲа вɵɩɨɥɧɹɟɬɫɹ ɞɥɹ ɢɝɪɵ G ɧа бɟɡɨɩаɫɧɵɯ 
ɦɧɨɠɟɫɬваɯ 𝑄ሺ𝑖ሻ ⊆ 𝑆, если оно вɵполнɹетсɹ длɹ соответствуɸɳей 
обрезанной игрɵ. 

Теорема 2. Пустɶ верно утверждение (исходнаɹ теорема): «Если длɹ 
произволɶной игрɵ Γ вɵполнɹетсɹ условие (#####), то в игре суɳествует 
равновесие Нɷɲа». Тогда верно утверждение: «Если длɹ игрɵ 𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  
вɵполнɹетсɹ условие силɶнɵх угроз, а на еɺ безопаснɵх множествах 𝑄ሺ𝑖ሻ ⊆
𝑆 вɵполнɹетсɹ условие (#####) суɳествованиɹ равновесиɹ Нɷɲа, тогда в 
игре G суɳествует равновесие в безопаснɵх стратегиɹх».     

Сформулирован ɥɨɤаɥɶɧɵɣ ваɪɢаɧɬ ɦɟɬаɬɟɨɪɟɦɵ как ɬɟɨɪɟɦа 3, 
в которой требуетсɹ выполнение условиɹ силɶных угроз не на всем 
множестве стратегий игроков, а толɶко на его подмножестве, что 
существенно усиливает резулɶтат предыдущей теоремы, его можно 
применɹтɶ длɹ исследованиɹ задач. Ослабление условиɹ силɶнɵх угроз 
заклɸчаетсɹ в том, что его выполнение требуетсɹ толɶко по отношениɸ к 
некоторому множеству 𝐵 ൌൈ𝑖=1𝑁 𝐵𝑖, где множества 𝐵𝑖 предполагаɸтсɹ 
компактными выпуклыми подмножествами 𝑆𝑖. 

Определение 3.3. Длɹ игрока i вɵполнɹетсɹ ɭɫɥɨвɢɟ ɫɢɥɶɧɵɯ ɭɝɪɨɡ в 
B, если длɹ каждого 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖 суɳествует непустое подмножество 
𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ ⊆ 𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ ∩ 𝐵𝑖 такое, ɱто длɹ каждой стратегии 𝑠𝑖 ∉ 𝑄෨ሺ𝑖ሻ 
суɳествует стратегиɹ 𝑠𝑖ᇱ ∈ 𝑄෨ሺ𝑖ሻ такаɹ, ɱто 𝑢𝑖ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ ൌ 𝑣𝑖ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ ൐
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𝑣𝑖ሺ𝑠𝑖, 𝑠−𝑖ሻ. Игра G назɵваетсɹ игрой ɫ ɫɢɥɶɧɵɦɢ ɭɝɪɨɡаɦɢ ɩɨ ɨɬɧɨɲɟɧɢɸ 
ɤ B, если длɹ всех игроков вɵполнɹетсɹ условие силɶнɵх угроз в B.  

Длɹ лɸбого 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖 множество 𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ в игре с силɶными угрозами 
предполагаетсɹ всегда непустым. График многозначной функции 𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ, 
Γ൫𝑄෨ሺ𝑖ሻ൯ ൌ ሼሺ𝑠𝑖, 𝑠−𝑖ሻ|𝑠𝑖 ∈ 𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ, 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖ሽ определɹетсɹ как подмножество 
B. Тогда можно сформулироватɶ локалɶный вариант базовой теоремы 
существованиɹ РБС. 

Теорема 3. Пустɶ верно утверждение: «Если длɹ игрɵ вɵполнɹетсɹ 
условие (#####), то в игре суɳествует равновесие Нɷɲа». Если игра 
𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  ɹвлɹетсɹ игрой с силɶнɵми угрозами по отноɲениɸ к B, а на 
еɺ безопаснɵх множествах 𝑄ሺ𝑖ሻ ⊂ 𝑆 вɵполнɹетсɹ условие (#####) 
суɳествованиɹ равновесиɹ Нɷɲа, тогда в игре G суɳествует равновесие 
в безопаснɵх стратегиɹх.   

В разделах 3.2, 3.3, 3.4 ɷтот принципиалɶный подход метатеоремы 2 
был успешно применɺн к трɺм конкретным критериɹм существованиɹ 
равновесиɹ Нɷша трɺх разных авторов, и на его основе были получены 
четыре конечных теоремы существованиɹ РБС. В разделе 3.2 из ɬɟɨɪɟɦɵ 
ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ ɫɨɰɢаɥɶɧɨɝɨ ɪавɧɨвɟɫɢɹ Дɟбɪɟ (1957) получена ɬɟɨɪɟɦа 
4 существованиɹ РБС.  

Теорема 4. Пустɶ 𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  ɹвлɹетсɹ игрой с силɶнɵми угрозами 
по отноɲениɸ к B, в которой длɹ всех i график 𝛤ሺ𝑄෨ሺ𝑖ሻሻ замкнут, 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ – 
непрерɵвнаɹ функциɹ из 𝛤ሺ𝑄෨ሺ𝑖ሻሻ  в ℝ, а функциɹ 𝜑𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ ൌ
𝑚𝑎𝑥

௦೔∈𝑄෨೔ሺ௦ష೔ሻ
𝑢𝑖ሺ𝑠−𝑖, 𝑠𝑖ሻ непрерɵвна. Если длɹ лɸбɵх i и 𝑠−𝑖 ∈ 𝐵−𝑖 множество 

𝑀௦ష೔ ൌ ൛𝑠𝑖 ∈ 𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ | 𝑢𝑖ሺ𝑠−𝑖, 𝑠𝑖ሻ ൌ 𝜑𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ ൟ стɹгиваемое, то в игре G в 
множестве B суɳествует равновесие в безопаснɵх стратегиɹх.   

В разделе 3.3 аналогично получены теоремы существованиɹ РБС на 
основе ɬɟɨɪɟɦɵ ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РН Рɟɧɢ (1999) и ɫɥɟɞɫɬвɢɹ из ɷтой 
теоремы. Теорема Рени вводит понɹтие ɝаɪаɧɬɢɪɨваɧɢɹ ɥɭɱɲɟɝɨ ɨɬвɟɬа 
и утверждает, что лɸбаɹ компактнаɹ квазивогнутаɹ игра, гарантируɸщаɹ 
лучший ответ содержит равновесие Нɷша. Следствие Рени вместо 
гарантированиɹ лучшего ответа предлагает условиɹ вɡаɢɦɧɨɣ вɟɪɯɧɟɣ 
ɩɨɥɭɧɟɩɪɟɪɵвɧɨɫɬɢ и ɝаɪаɧɬɢɪɨваɧɢɹ вɵɢɝɪɵɲа. Эти условиɹ более 
строгие, но легко проверɹɸтсɹ, поɷтому на практике обычно применɹетсɹ 
следствие Рени.  
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Определение Reny 1.  Игрок i ɦɨɠɟɬ ɝаɪаɧɬɢɪɨваɬɶ вɵɢɝɪɵɲ 𝛼 ∈
ℝ при 𝑠 ∈ 𝑆, если суɳествует 𝑠𝑖ᇱ ∈ 𝑆𝑖 такое, ɱто 𝑢𝑖ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ᇱ ሻ ൒ 𝛼 длɹ всех 
𝑠−𝑖ᇱ  в некоторой открɵтой окрестности 𝑠−𝑖. 

Определение Reny 2. Игра 𝐺 ൌ ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  ɝаɪаɧɬɢɪɭɟɬ ɥɭɱɲɢɣ 
ɨɬвɟɬ (better-reply secure – BRS), если всɹкий раз, когда ሺ𝑠∗, 𝑢∗ሻ  находитсɹ 
в замɵкании графика еɺ вектора вɵигрɵɲей и 𝑠∗ не ɹвлɹетсɹ равновесием, 
некоторɵй игрок i может гарантироватɶ вɵигрɵɲ строго болɶɲе 𝑢𝑖∗ в 
профиле 𝑠∗. 

Теорема Reny. Если игра 𝐺 ൌ ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  компактна, квазивогнута и 
гарантирует луɱɲий ответ, то она обладает равновесием Нɷɲа в ɱистɵх 
стратегиɹх. 

Определение Reny 3. Игра 𝐺 ൌ ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  ɝаɪаɧɬɢɪɭɟɬ вɵɢɝɪɵɲ 
(payoff secure – PS), если длɹ каждого 𝑠 ∈ 𝑆 и каждого 𝜀 ൐ 0 каждɵй игрок 
i может гарантироватɶ вɵигрɵɲ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ െ 𝜀 в (профиле стратегий) s.  

Определение Reny 4. Игра 𝐺 ൌ ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  вɡаɢɦɧɨ-вɟɪɯɧɟ-
ɩɨɥɭɧɟɩɪɟɪɵвɧа (в.в.ɩ.ɧ.) (reciprocally upper semicontinuous – RUSC), если 
всɹкий раз, когда (s,u) находитсɹ в замɵкании графика еɺ вектора 
вɵигрɵɲей и 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ ൑ 𝑢𝑖 длɹ каждого игрока i, тогда 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑢𝑖 длɹ 
каждого игрока i. 

Следствие Reny. Если игра 𝐺 ൌ ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  компактна, квазивогнута, 
взаимно-верхне-полунепрерɵвна и гарантирует вɵигрɵɲ, то в ней 
имеетсɹ равновесие Нɷɲа в ɱистɵх стратегиɹх. 

Длɹ проɹснениɹ ɷтих формалɶных конструкций Рени было введено 
понɹтие игрового профилɹ, ɧɟ ɝаɪаɧɬɢɪɭɸɳɟɝɨ ɥɭɱɲɢɣ ɨɬвɟɬ, то естɶ 
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u1  
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1  
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Рис. 1. Примерɵ профилɹ, не гарантируɸɳего луɱɲий ответ. 
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точки, где условиɹ теоремы Рени нарушаɸтсɹ, и предложена 
интерпретациɹ такого профилɹ как ɬɨɱɤɢ ɩɟɪɟɫɤɨɤа функций наилучшего 
ответа игроков (𝐵𝑅iሺu−iሻ) друг через друга (рис. 1).  

Определение 3.4. Профилɶ 𝑠∗, не ɹвлɹɸɳийсɹ равновесием Нɷɲа, 
назɵваетсɹ  ɧɟ ɝаɪаɧɬɢɪɭɸɳɢɦ ɥɭɱɲɢɣ ɨɬвɟɬ в игре 𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁 , если 
∃ሺ𝑠∗, 𝑢∗ሻ ∈ 𝛤ሺ𝐺ሻതതതതതതത: ∀𝑖, ∀𝛼 ൐ 𝑢𝑖∗, ∀ 𝑠𝑖ᇱ ∈ 𝑆𝑖, ∀ 𝑈ሺ𝑠−𝑖∗ ሻ ⊂ 𝑆−𝑖, ∃𝑠−𝑖ᇱ ∈ 𝑈ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖∗ ሻ 
(где 𝑈ሺ𝑠−𝑖∗ ሻ – окрестностɶ тоɱки 𝑠−𝑖∗ ) такое, ɱто 𝑢𝑖ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ᇱ ሻ ൏ 𝛼.  

Далее были введены понɹтиɹ ɝаɪаɧɬɢɪɨваɧɧɨɝɨ бɟɡɨɩаɫɧɨɝɨ 
ɨɬвɟɬа и условиɹ ɝаɪаɧɬɢɪɨваɧɧɨɝɨ ɥɭɱɲɟɝɨ ɨɬвɟɬа в бɟɡɨɩаɫɧɵɯ 
ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ. Из метатеоремы 2 и теоремы Рени была получена ɬɟɨɪɟɦа 5 
ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РБС на основе введенного условиɹ.  

Определение 3.6. Игрок i ɢɦɟɟɬ ɝаɪаɧɬɢɪɨваɧɧɵɣ бɟɡɨɩаɫɧɵɣ 
ɨɬвɟɬ ɩɪɢ ɨɤɪɭɠɟɧɢɢ  𝑠−𝑖 , если ∃𝑠𝑖ᇱ ∈ 𝑆𝑖, ∃ открɵтаɹ окрестностɶ 
𝑈௦ష೔ ⊆ 𝑆−𝑖, ∀𝑠−𝑖

ᇱ ∈ 𝑈௦ష೔: 𝑠
ᇱ ൌ ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ᇱ ሻ ∈ 𝑄ሺ𝑖ሻ. Игрок i ɢɦɟɟɬ 

ɝаɪаɧɬɢɪɨваɧɧɵɣ бɟɡɨɩаɫɧɵɣ ɨɬвɟɬ в ɢɝɪɟ  𝐺 , если он его имеет при 
лɸбɵх окружениɹх.  

Определение 3.8. Безопаснаɹ стратегиɹ  𝑠𝑖 игрока i в профиле s, не 
ɹвлɹɸɳемсɹ РБС, ɢɦɟɟɬ ɝаɪаɧɬɢɪɨваɧɧɵɣ ɥɭɱɲɢɣ ɨɬвɟɬ в бɟɡɨɩаɫɧɵɯ 
ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ, если  ∀ሺ𝑠, 𝑢ሻ ∈ 𝛤ሺ𝑢തሻതതതതതത, ∃𝛼 ൐ 𝑢𝑖, ∃𝑠𝑖ᇱ ∈ 𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ, ∃ открɵтаɹ 
окрестностɶ 𝑈௦ష೔ ⊆ 𝑆−𝑖:  ∀𝑠−𝑖ᇱ ∈ 𝑈௦ష೔:  𝑠

ᇱ ൌ ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ᇱ ሻ ∈ 𝑄ሺ𝑖ሻ  (безопасен длɹ 
i) и 𝑢𝑖ሺ𝑠ᇱሻ ൒ 𝛼 ൐ 𝑢𝑖.  

Определение 3.9. Игра  𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  ɝаɪаɧɬɢɪɭɟɬ ɥɭɱɲɢɣ ɨɬвɟɬ в 
бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ, если  ∀𝑠 ∈ 𝑆, ∃ игрок i такой, ɱто: он имеет либо 
гарантированнɵй безопаснɵй ответ, если его стратегиɹ  𝑠𝑖 не безопасна, 
либо гарантированнɵй луɱɲий ответ в безопаснɵх стратегиɹх, если его 
стратегиɹ  𝑠𝑖 безопасна.  

Теорема 6. Пустɶ игра  𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  компактна, квазивогнута на 
безопаснɵх стратегиɹх, все множества безопаснɵх стратегий в ней 
ɹвлɹɸтсɹ вɵпуклɵми компактнɵми множествами, гарантирует луɱɲий 
ответ в безопаснɵх стратегиɹх, с силɶнɵми угрозами. Тогда в игре G 
суɳествует РБС. 

Аналогично было введено условие ɝаɪаɧɬɢɪɨваɧɧɨɝɨ ɥɭɱɲɟɝɨ 
ɨɬвɟɬа в бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ и из следствиɹ Рени получена ɬɟɨɪɟɦа 
6 ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РБС. Также были сформулированы ɥɨɤаɥɶɧɵɟ 
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ваɪɢаɧɬɵ ɬɟɨɪɟɦ 5′, 6′. При ɷтом все соответствуɸщие понɹтиɹ были 
определены в множестве 𝐵 ൌൈ𝑖=1𝑁 𝐵𝑖, 𝐵𝑖 ⊆ 𝑆𝑖 . 

Определение 3.10. Безопаснаɹ стратегиɹ  𝑠𝑖 игрока i в профиле s 
ɢɦɟɟɬ ɝаɪаɧɬɢɪɨваɧɧɵɣ вɵɢɝɪɵɲ в бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ, если  ∀𝜀 ൐
0, ∃𝑠𝑖ᇱ ∈ 𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ, ∃ открɵтаɹ окрестностɶ  𝑈௦ష೔ ⊆ 𝑆−𝑖:  ∀𝑠−𝑖ᇱ ∈ 𝑈௦ష೔:  𝑠

ᇱ ൌ
ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ᇱ ሻ ∈ 𝑄ሺ𝑖ሻ  (безопасен длɹ i) и 𝑢𝑖ሺ𝑠ᇱሻ ൒ 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ െ 𝜀 . 

Определение 3.11. Игра  𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  ɝаɪаɧɬɢɪɭɟɬ вɵɢɝɪɵɲ в 
бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ, если длɹ ∀𝑠 ∈ 𝑆, ∀ игрока i: имеетсɹ либо 
гарантированнɵй безопаснɵй ответ, если его стратегиɹ  𝑠𝑖 не безопасна, 
либо гарантированнɵй вɵигрɵɲ в безопаснɵх стратегиɹх, если его 
стратегиɹ  𝑠𝑖 безопасна.  

Определение 3.12. Игра  𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  вɡаɢɦɧɨ-вɟɪɯɧɟ-
ɩɨɥɭɧɟɩɪɟɪɵвɧа в бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɹɯ (в.в.ɩ.ɧ.б.ɫ.) в профиле s если 
длɹ соответствуɸɳей ɷтой игре обрезанной игрɵ 𝐺̅ሺ𝑆𝑖, 𝑢ത𝑖ሻ𝑖=1𝑁 , длɹ 
∀ሺ𝑠, 𝑢ሻ ∈ 𝛤ሺ𝑢തሻതതതതതത вɵполнɹетсɹ условие: 𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ ൑ 𝑢𝑖, ∀𝑖 ⇒  𝑢𝑖ሺ𝑠ሻ ൌ 𝑢𝑖, ∀𝑖. Игра  
𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  в.в.ɩ.ɧ.б.ɫ., если она в.в.п.н.б.с. лɸбом профиле 𝑠 ∈ 𝑆. 

Теорема 7. Пустɶ игра  𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  компактна, квазивогнута на 
безопаснɵх стратегиɹх, все множества безопаснɵх стратегий в ней 
ɹвлɹɸтсɹ вɵпуклɵми компактнɵми множествами, гарантирует 
вɵигрɵɲ на безопаснɵх стратегиɹх, взаимно-верхне-полунепрерɵвна в 
безопаснɵх стратегиɹх, с силɶнɵми угрозами. Тогда в игре G суɳествует 
РБС. 

Теорема 6′. Пустɶ игра 𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  компактна, квазивогнута на 
безопаснɵх стратегиɹх в B, все множества безопаснɵх стратегий в ней 
ɹвлɹɸтсɹ вɵпуклɵми компактнɵми множествами в B, имеет луɱɲий 
ответ в безопаснɵх стратегиɹх в B, имеет луɱɲий ответ в безопаснɵх 
стратегиɹх в B, с силɶнɵми угрозами по отноɲениɸ к B. Тогда длɹ игрɵ G 
суɳествует РБС в B. 

 Теорема 7′. Пустɶ игра 𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  компактна, квазивогнута на 
безопаснɵх стратегиɹх в B, все множества безопаснɵх стратегий в ней 
ɹвлɹɸтсɹ вɵпуклɵми компактнɵми множествами в B, гарантирует 
вɵигрɵɲ на безопаснɵх стратегиɹх в B, верхне-полунепрерɵвна в 
безопаснɵх стратегиɹх в B, с силɶнɵми угрозами по отноɲениɸ к B. Тогда 
длɹ игрɵ G суɳествует РБС в B. 
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Тестирование на задачах полученных теорем существованиɹ РБС по 
Рени показало, что полученные в них условиɹ не выполнɹɸтсɹ и требуетсɹ 
смɹгчение накладываемых ими ограничений, чтобы их формулировки 
были применимы длɹ классических и прикладных задач. Сделано ɷто было 
в двух вариантах. Длɹ первого варианта было введено условие ɥɭɱɲɟɣ 
бɟɡɨɩаɫɧɨɣ аɥɶɬɟɪɧаɬɢвɵ, как смɹгчение условиɹ силɶных угроз, чтобы 
распространитɶ применимостɶ условий теоремы Рени на некоторые 
случаи, когда множество безопасных стратегий игрока вырождаетсɹ в 
единственнуɸ точку. Далее на основе следствиɹ Рени и условиɹ лучшей 
безопасной алɶтернативы была сформулирована и доказана ɬɟɨɪɟɦа 7 
ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РБС.  

Определение 3.16. При заданнɵх стратегиɹх других игроков 𝑠−𝑖 
игрок i имеет ɥɭɱɲɭɸ бɟɡɨɩаɫɧɭɸ аɥɶɬɟɪɧаɬɢвɭ (a better secure 
alternative) (BSA) в непустом множестве 𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ ⊆ 𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ, если длɹ 
каждого ൫ሺ𝑠𝑖, 𝑠−𝑖ሻ, 𝑣𝑖∗൯ ∈ 𝛤ሺ𝑣పሻതതതതതതത, 𝑠𝑖 ∉ 𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ и длɹ каждого ൫ሺ𝑠𝑖, 𝑠−𝑖ሻ, 𝑣𝑖∗൯ ∈
𝛤ሺ𝑣పሻതതതതതതത\𝛤ሺ𝑣𝑖ሻ, ሺ𝑠𝑖, 𝑠−𝑖ሻ ∈ 𝜕𝑄ሺ𝑖ሻ суɳествует 𝑠𝑖ᇱ ∈ 𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ такое, ɱто 
𝑢𝑖ሺ𝑠𝑖ᇱ, 𝑠−𝑖ሻ ൐ 𝑣𝑖∗. 

Определение 3.17. Игра 𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  ɩɪɟɞɨɫɬавɥɹɟɬ ɥɭɱɲɭɸ 
бɟɡɨɩаɫɧɭɸ аɥɶɬɟɪɧаɬɢвɭ (ɢɥɢ ɹвɥɹɟɬɫɹ BSA-ɢɝɪɨɣ) (provides better 
secure alternative or is a BSA-game), если длɹ всех 𝑠 ∈ 𝑆 каждɵй игрок i 
имеет луɱɲуɸ безопаснуɸ алɶтернативу в некотором непустом 
множестве 𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ ⊆ 𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ. Кроме того, если длɹ всех 𝑠 ∉ൈ𝑖=1𝑁 𝑄෨𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ 
суɳествует игрок j такой, ɱто 𝑠𝑗 ∉ 𝑐𝑜ሺ𝑄෨ఫ൫𝑠−ఫ൯ሻതതതതതതതതതതതതതതത, то игра 𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  
ɩɪɟɞɨɫɬавɥɹɟɬ ɥɭɱɲɭɸ бɟɡɨɩаɫɧɭɸ аɥɶɬɟɪɧаɬɢвɭ в вɵɩɭɤɥɨɦ 
ɦɧɨɠɟɫɬвɟ. 

Теорема 8. Если игра 𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  компактна, квазивогнута в 
безопаснɵх стратегиɹх, непрерɵвна во внутренних безопаснɵх 
стратегиɹх, гарантирует вɵигрɵɲ в граниɱнɵх безопаснɵх стратегиɹх 
и предоставлɹет луɱɲуɸ безопаснуɸ алɶтернативу в вɵпуклом 
множестве, то в игре G суɳествует РБС. 

Во втором, алɶтернативном, варианте на основе более общих условий 
теоремы Рени и условиɹ силɶных угроз была сформулирована и доказана 
ɬɟɨɪɟɦа 8 ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РБС. Обе теоремы были сформулированы 
также в ɥɨɤаɥɶɧɨɦ ваɪɢаɧɬɟ ɬɟɨɪɟɦ 7′, 8′, который оказалсɹ применим 
длɹ тестовых задач (из глав 5, 6). 



23 
 

Определение 3.19. В игре  𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  с множествами безопасности 
игроков  𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ  ɦɧɨɠɟɫɬвɨ бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɩɪɨɮɢɥɟɣ ɧɟ ɪаɫɲɢɪɹɟɦɨ 
(вɵпуклɵми оболоɱками безопаснɵх стратегий), если: 

 ሼ𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑄𝑖ሺ𝑠−𝑖ሻ, ∀𝑖ሽ ൌ ቄ𝑠: 𝑠𝑖 ∈  𝑐𝑜൫𝑄పሺ𝑠−పሻ൯തതതതതതതതതതതതതതത, ∀𝑖ቅ.  

Теорема 9. Пустɶ игра  𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁 : компактна; квазивогнута на 
безопаснɵх стратегиɹх; еɺ множество безопаснɵх профилей 
нерасɲирɹемо; с силɶнɵми угрозами; длɹ лɸбого профилɹ 𝑠 ∈ 𝑆: либо 
гарантирует вɵигрɵɲ на безопаснɵх стратегиɹх и взаимно-верхне-
полунепрерɵвна в безопаснɵх стратегиɹх, либо гарантирует луɱɲий 
ответ в безопаснɵх стратегиɹх. Тогда в игре G суɳествует РБС. 

Теорема 8′. Если суɳествует такое множество стратегий 𝐵 ൌ
ൈ𝑖=1𝑁 𝐵𝑖 , где 𝐵𝑖 ⊆ 𝑆𝑖 – непустɵе замкнутɵе вɵпуклɵе множества, ɱто 
игра 𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁  компактна, непрерɵвна во внутренних безопаснɵх 
стратегиɹх в B, гарантирует вɵигрɵɲ в граниɱнɵх безопаснɵх 
стратегиɹх в B, предоставлɹет луɱɲуɸ безопаснуɸ алɶтернативу в 
вɵпуклом множестве в B и квазивогнута на BSA-множествах в B, то в 
игре G суɳествует РБС 𝑠∗ ∈ 𝐵. 

Теорема 9′. Пустɶ игра  𝐺ሺ𝑆𝑖, 𝑢𝑖ሻ𝑖=1𝑁 : компактна; квазивогнута на 
подмножестве безопаснɵх стратегий  𝑄෨  в B; еɺ подмножество 
безопаснɵх профилей нерасɲирɹемо; с силɶнɵми угрозами относителɶно 
подмножества безопаснɵх стратегий  𝑄෨  в B; длɹ лɸбого профилɹ 𝑠 ∈ 𝑆: 
либо гарантирует вɵигрɵɲ на подмножестве безопаснɵх стратегий  𝑄෨  
в B и взаимно-верхне-полунепрерɵвна на подмножестве безопаснɵх 
стратегий  𝑄෨  в B; либо гарантирует луɱɲий ответ на подмножестве 
безопаснɵх стратегий  𝑄෨  в B. Тогда в игре G суɳествует РБС. 

В разделе 3.4 длɹ получениɹ ɬɟɨɪɟɦɵ 9 ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РБС была 
исполɶзована ɬɟɨɪɟɦа ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РН Бɢɤа (2009), ɹвлɹɸщаɹсɹ 
далɶнейшим развитием и распространением подхода Рени на случай 
неквазивогнутой функции выигрыша игроков. Также был получен 
ɥɨɤаɥɶɧɵɣ ваɪɢаɧɬ ɬɟɨɪɟɦɵ 9′. Но длɹ ɷтого случаɹ требуемые условиɹ 
теоремы существованиɹ РБС и исходной теоремы оказалисɶ слишком 
силɶными длɹ применениɹ к играм с разрывными функциɹми выигрыша и 
слабо применимы к таким играм, что было показано на примере. 
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Таким образом, основным резулɶтатом третɶей главы ɹвлɹетсɹ 
получение трех рабочих, применимых к задачам теорем существованиɹ 
РБС 4, 7′, 8′. 

Четвертаɹ и пɹтаɹ главɵ посвɹщены исследованиɸ РБС решений 
длɹ рɹда известных хрестоматийных задач без равновесиɹ Нɷша. В 
ɱетвертой главе рассматриваетсɹ ɡаɞаɱа ɩɪɨɫɬɪаɧɫɬвɟɧɧɨ-ɰɟɧɨвɨɣ 
ɤɨɧɤɭɪɟɧɰɢɢ Хɨɬɟɥɥɢɧɝа, котораɹ была взɹта как базоваɹ ɷталоннаɹ 
задача длɹ проверки концепции решениɹ. Поɷтому даннаɹ задача была 
исследована нарочито подробно, многие детали решениɹ длɹ темы РБС 
оказалисɶ избыточны (новаɹ концепциɹ применɹетсɹ толɶко длɹ решениɹ 
подыгры первого шага), тем не менее все встретившиесɹ технические 
вопросы были педантично разобраны и подробно описаны. Поɷтому ɷта и 
следуɸщаɹ главы написаны в совершенно ином стиле, содержат много 
технических доказателɶств, оценок, деталей, приведенных максималɶно 
подробно, без сокращений. 

Раздел 4.1 содержит обзор литературы. Задача была поставлена и 
сформулирована Хотеллингом (1929). Клɸчевой теоретической 
проблемой в данной задаче в содержателɶном плане ɹвлɹетсɹ ɫɢɬɭаɰɢɹ 
ɩɨɞɪɟɡаɧɢɹ ɰɟɧɵ, котораɹ возникает в ценовой подыгре при достаточно 
близком пространственном расположении игроков, что и ведет к 
отсутствиɸ равновесий Нɷша. Эта проблема была отмечена Хотеллингом 
и деталɶно исследована и описана д’Апремоном, Тиссом, Габзевичем 
(1979). В обзоре показано, что в многочисленных работах, посвɹщенных 
задаче Хотеллинга, авторы различными способами обходили и исклɸчали 
даннуɸ проблемнуɸ ситуациɸ из рассмотрениɹ, но вопрос, как же ведут 
себɹ рационалɶные игроки в такой ситуации, так и осталсɹ открытым. 

Раздел 4.2 содержит постановку задачи в двух вариантах: при 
ɧɟɷɥаɫɬɢɱɧɨɦ (в ɩɨɫɬаɧɨвɤɟ Хɨɬɟɥɥɢɧɝа, 1929) и ɷɥаɫɬɢɱɧɨɦ (более 
сложный случай) спросе на товар конкурируɸщих фирм.  

Рассмотрим отрезок [A, B] длины l, на котором расположены 
покупатели с единичной плотностɶɸ. На расстоɹнии a и b от концов 
отрезка в точках  𝑥1, 𝑥2ሺ𝑥1 ൑ 𝑥2ሻ расположены магазины игроков 1 и 2, 
предлагаɸщие одинаковый товар по ценам 𝑝1, 𝑝2. Расстоɹние между 
магазинами обозначаетсɹ  𝑑 ൌ 𝑙 െ 𝑎 െ 𝑏. Каждый покупателɶ оплачивает 
транспортировку товара до дома по единичному тарифу за единицу 
расстоɹниɹ. Без потери общности ɷтот транспортный тариф можно считатɶ 
единичным. Единица товара потреблɹетсɹ в каждуɸ единицу времени в 
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каждой точке отрезка, если спрос ɹвлɹетсɹ неɷластичным. Потребители 
выбираɸт продавца по сумме стоимости товара и затрат на 
транспортировку. Исследуем равновесие, совершенное по подыграм в 
динамической игре. На первом шаге продавцы определɹɸт точки своего 
расположениɹ   𝑥1, 𝑥2ሺ𝑥1 ൑ 𝑥2ሻ. На втором шаге продавцы определɹɸт 
цену на свой товар  𝑝1, 𝑝2 ∈ ሾ0,∞ሻ. При неɷластичном спросе каждый 
покупателɶ обɹзателɶно покупает единицу товара, даже если при ɷтом его 
целеваɹ функциɹ становитсɹ отрицателɶной. Целевые функции игроков-
продавцов: 

𝑢1ሺ𝑎, 𝑏, 𝑝1, 𝑝2ሻ ൌ ൞
𝑝1ሺ𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑑ሻ, 𝑝1 ൏ 𝑝2 െ 𝑑,
𝑝1 ቀ𝑎 ൅

𝑑+௣మ−௣భ
2

ቁ , |𝑝1 െ 𝑝2| ൑ 𝑑,
0, 𝑝1 ൐ 𝑝2 ൅ 𝑑,

𝑢2ሺ𝑎, 𝑏, 𝑝1, 𝑝2ሻ ൌ ൞
𝑝2ሺ𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑑ሻ, 𝑝2 ൏ 𝑝1 െ 𝑑,
𝑝2 ቀ𝑏 ൅

𝑑+௣భ−௣మ
2

ቁ , |𝑝1 െ 𝑝2| ൑ 𝑑,
0, 𝑝2 ൐ 𝑝1 ൅ 𝑑.

  (1) 

В ɷластичном случае покупателɶ отказываетсɹ от приобретениɹ 
товара, если ɷто длɹ него убыточно. Целевые функции игроков: 

𝑢1ሺ𝑎, 𝑏, 𝑝1, 𝑝2ሻ ൌ ൞
𝑝1ሺminሼ1 െ 𝑝1, 𝑎ሽ ൅ min ሼ1 െ 𝑝1, 𝑏 ൅ 𝑑ሽሻ, 𝑝1 ൏ 𝑝2 െ 𝑑,

𝑝1 ቀminሼ1 െ 𝑝1, 𝑎ሽ ൅ min ቄ1 െ 𝑝1,
𝑑+௣మ−௣భ

2
ቅቁ , |𝑝1 െ 𝑝2| ൑ 𝑑,

0, 𝑝1 ൐ 𝑝2 ൅ 𝑑,

𝑢2ሺ𝑎, 𝑏, 𝑝1, 𝑝2ሻ ൌ ൞
𝑝2ሺminሼ1 െ 𝑝2, 𝑏ሽ ൅ min ሼ1 െ 𝑝2, 𝑎 ൅ 𝑑ሽሻ, 𝑝2 ൏ 𝑝1 െ 𝑑,

𝑝2 ቀminሼ1 െ 𝑝2, 𝑏ሽ ൅ min ቄ1 െ 𝑝2,
𝑑+௣భ−௣మ

2
ቅቁ , |𝑝1 െ 𝑝2| ൑ 𝑑,

0, 𝑝2 ൐ 𝑝1 ൅ 𝑑.

 (2) 

Задача имеет единственным решением равновесие Нɷша: 

𝑝1 ൌ 𝑙 ൅
𝑎−𝑏
3
, 𝑝2 ൌ 𝑙 െ

𝑎−𝑏
3
,

𝑞1 ൌ
1
2
ቀ𝑙 ൅ 𝑎−𝑏

3
ቁ , 𝑞2 ൌ

1
2
ቀ𝑙 െ 𝑎−𝑏

3
ቁ ,

  

При выполнении условий: 

൬𝑙 ൅
𝑎 െ 𝑏
3

൰
2

൒
4
3
𝑙ሺ𝑎 ൅ 2𝑏ሻ, ൬𝑙 ൅

𝑏 െ 𝑎
3

൰
2

൒
4
3
𝑙ሺ𝑏 ൅ 2𝑎ሻ. 
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В разделе 4.3 сформулировано утверждение 4.1, содержащее систему 
неравенств, задаɸщих ɦɧɨɠɟɫɬва бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɣ ɞɥɹ ɡаɞаɱɢ, а 
длɹ ɷластичного спроса в утверждении 4.2 получено ɷто множество в 
ɹвном виде.  

Утверждение 4.1. Пустɶ задана игроваɹ задаɱа (Хотеллинга) 
определениɹ цен (с неɷластиɱнɵм либо ɷластиɱнɵм спросом): ሺ𝑝𝑖 ∈
𝑃𝑖, 𝑢1ሺ𝑝1, 𝑝2ሻ, 𝑖 ∈ ሼ1,2ሽሻ, где длɹ неɷластиɱного спроса: 𝑃𝑖 ൌ 𝑅+, знаɱениɹ 
𝑢𝑖 определɹɸтсɹ (1); длɹ ɷластиɱного спроса: 𝑃𝑖 ൌ ሾ0,1ሿ, знаɱениɹ 𝑢𝑖 
определɹɸтсɹ (2). Тогда множества профилей, безопаснɵх длɹ обоих 
игроков, имеɸт вид:  𝑀𝑆𝑆 ൌ 𝑀ᇱ – длɹ неɷластиɱной задаɱи, 𝑀𝑆𝑆 ൌ ሺ𝑀ᇱ ∩
𝑀ூூ
ᇱ ሻ ∪ ሺ𝑀ᇱᇱ ∩ 𝑀ூூ

ᇱᇱሻ – длɹ ɷластиɱной задаɱи; множества профилей, 
безопаснɵх длɹ игрока i, имеɸт вид:  𝑀𝑆𝑆𝑖 ൌ 𝑀𝑖 ∪ ሼ𝑝𝑖 ൐ 𝑝−𝑖 ൅ 𝑑ሽ – длɹ 
неɷластиɱной задаɱи, 𝑀𝑆𝑆𝑖 ൌ ሺ𝑀𝑖

ᇱ ∩ 𝑀ூூ
ᇱ ሻ ∪ ሺ𝑀𝑖

ᇱᇱ ∩ 𝑀ூூ
ᇱᇱሻ – длɹ ɷластиɱной 

задаɱи, где обознаɱеннɵе множества задаɸтсɹ следуɸɳими системами 
неравенств: 

𝑀ᇱ :   

{
  
 

  
 

𝑝1 ൑ argmax
|௣మ−௣|≤𝑑

𝑢1ሺ𝑝, 𝑝2ሻ,

𝑝2 ൑ argmax
|௣భ−௣|≤𝑑

𝑢2ሺ𝑝1, 𝑝ሻ,

𝑢1ூ ሺ𝑝2 െ 𝑑ሻ ൑ 𝑢1ூூሺ𝑝1, 𝑝2ሻ, 𝑝2 ൒ 𝑑,
𝑢2ூ ሺ𝑝1 െ 𝑑ሻ ൑ 𝑢2ூூሺ𝑝1, 𝑝2ሻ, 𝑝1 ൒ 𝑑,

|𝑝1 െ 𝑝2| ൑ 𝑑;

      

𝑀𝑖
ᇱ :   ൞

𝑝−𝑖 ൑ argmax
|௣೔−௣|≤𝑑

𝑢−𝑖ሺ𝑝𝑖, 𝑝ሻ,

𝑢−𝑖ூ ሺ𝑝𝑖 െ 𝑑ሻ ൑ 𝑢−𝑖ூூ ሺ𝑝1, 𝑝2ሻ, 𝑝𝑖 ൒ 𝑑,
|𝑝1 െ 𝑝2| ൑ 𝑑;

      

𝑀ᇱᇱ :   ቐ
𝑢1ூ ሺ2 െ 𝑑 െ 𝑝2ሻ ൑ 𝑢1ூ ሺ𝑝1ሻ,
𝑢2ூ ሺ2 െ 𝑑 െ 𝑝1ሻ ൑ 𝑢2ூ ሺ𝑝2ሻ,

𝑝1 ൅ 𝑝2 ൒ 2 െ 𝑑;
       

𝑀𝑖
ᇱᇱ :   ൜𝑢−𝑖

ூ ሺ2 െ 𝑑 െ 𝑝𝑖ሻ ൑ 𝑢−𝑖ூ ሺ𝑝−𝑖ሻ,
𝑝1 ൅ 𝑝2 ൒ 2 െ 𝑑.

  

Лɸбое реɲение игрɵ в смɵсле РБС принадлежит множеству 𝑀𝑆𝑆.
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Рис.2. Примерɵ множеств безопаснɵх профилей игроков 1 и 2 в задаɱе 
Хотеллинга с ɷластиɱнɵм спросом 

Утверждение 4.2. Длɹ игрɵ определениɹ цен с неɷластиɱнɵм спросом 
в задаɱе Хотеллинга (1) множества безопаснɵх стратегий игроков 
определɹɸтсɹ следуɸɳей формулой: 

 
𝑄1൫𝑝2൯ ൌ ൤max൛𝑝2 െ 𝑑, 2𝑝2 െ 2𝑏െ𝑑ൟ,min ൜𝑝2 ൅ 𝑑,

𝑝2൫2𝑏൅𝑑െ𝑝2൯൅2𝑑𝑙
2𝑙െ𝑝2

ൠ൨ ∪ ൫𝑝2 ൅ 𝑑,∞൯,

𝑄2൫𝑝1൯ ൌ ൤max൛𝑝1 െ 𝑑,2𝑝1 െ 2𝑎െ 𝑑ൟ,min ൜𝑝1 ൅ 𝑑,
𝑝1൫2𝑎൅𝑑െ𝑝1൯൅2𝑑𝑙

2𝑙െ𝑝1
ൠ൨ ∪ ൫𝑝1 ൅ 𝑑,∞൯.

 

Далее длɹ ɡаɞаɱɢ ɫ ɧɟɷɥаɫɬɢɱɧɵɦ ɫɩɪɨɫɨɦ раздел 4.4 содержит 
ɩɪɨвɟɪɤɭ ɭɫɥɨвɢɣ ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ ɪɟɲɟɧɢɹ длɹ теорем 4, 7′, 8′, что 
демонстрирует, что данные теоремы ɹвлɹɸтсɹ рабочими, применимыми 
длɹ задач. Доказателɶства приведены максималɶно подробно. Областɶ B 
длɹ задачи (1) определɹетсɹ таким образом: 

𝐵 ൌ 𝐵1 ൈ 𝐵2 ൌ ሾ0, 𝑝1𝐵ሿ ൈ ሾ0, 𝑝2𝐵ሿ, 

𝑝1𝐵 ൌ min൛3𝑙 ൅ 𝑎 െ 𝑏 െ 4√𝑙𝑎, 2𝑙 െ 2√𝑙𝑏ൟ,     (3) 

𝑝2𝐵 ൌ min൛3𝑙 ൅ 𝑏 െ 𝑎 െ 4√𝑙𝑏, 2𝑙 െ 2√𝑙𝑎ൟ.  
Утверждение 4.3. Когда вɵполнɹетсɹ условие:  

 ቀ𝑙 ൅ 𝑎−𝑏
3
ቁ
2
൏ 4

3
𝑙ሺ𝑎 ൅ 2𝑏ሻ или  ቀ𝑙 ൅ 𝑏−𝑎

3
ቁ
2
൏ 4

3
𝑙ሺ𝑏 ൅ 2𝑎ሻ,  

 подɵгра установлениɹ неɷластиɱнɵх цен в задаɱе Хотеллинга с 
вɵигрɵɲами (1) удовлетворɹет условиɹм теорем 4, 7' и 8' по отноɲениɸ 
к B, заданному (3), и достигает РБС в B. 
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Сɥɟɞɫɬвɢɟ. В подɵгре установлениɹ неɷластиɱнɵх цен в задаɱе 
Хотеллинга с вɵигрɵɲами (1) всегда суɳествует РБС. 

В разделе 4.5 получено само решение, в утверждении 4.4 длɹ ɰɟɧɨвɨɣ 
ɩɨɞɵɝɪɵ вɬɨɪɨɝɨ ɲаɝа (как решение основной теоретической проблемы), 
а в ɭɬвɟɪɠɞɟɧɢɢ 4.5 длɹ ɩɨɞɵɝɪɵ ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɢɣ ɩɟɪвɨɝɨ ɲаɝа и всей 
задачи. 

Утверждение 4.4. Игроваɹ задаɱа ሺ𝑃𝑖 ൌ ℝ+, 𝑢𝑖ሺ𝑝1, 𝑝2ሻ, 𝑖 ∈ ሼ1,2ሽሻ, где 
𝑢𝑖 определɹɸтсɹ (1), имеет следуɸɳее единственное реɲение в смɵсле 
РБС длɹ лɸбɵх допустимɵх знаɱений параметров 𝑎 ൒ 0, 𝑏 ൒ 0, 𝑎 ൅ 𝑏 ൑ 𝑙: 

1) При вɵполнении условий 

𝑎 ൑ 3𝑙 ൅ 𝑏 െ 6√𝑏𝑙,
𝑏 ൑ 3𝑙 ൅ 𝑎 െ 6√𝑎𝑙

         

равновеснɵе ценɵ и вɵигрɵɲи: 

𝑝1∗ ൌ 𝑙 ൅
𝑎−𝑏
3
, 𝑢1∗ ൌ

1
2
ሺ𝑝1∗ሻ2,

𝑝2∗ ൌ 𝑙 െ 𝑎−𝑏
3
, 𝑢2∗ ൌ

1
2
ሺ𝑝2∗ሻ2.

         

2) При вɵполнении условий 

𝑎 ൑ √𝑙−√𝑏
√𝑙+√𝑏

൫4√𝑏𝑙 െ 𝑙 െ 𝑏൯,

𝑎 ൒ 3𝑙 ൅ 𝑏 െ 6√𝑏𝑙
         

равновеснɵе ценɵ и вɵигрɵɲи: 

𝑝1∗ ൌ 2𝑙 െ 2√𝑏𝑙, 𝑢1∗ ൌ
1
2
ሺ𝑝1∗ሻ2,

𝑝2∗ ൌ 3𝑙 ൅ 𝑏 െ 𝑎 െ 4√𝑏𝑙, 𝑢2∗ ൌ
1
2
𝑝2∗ሺ𝑙 െ 𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑝1∗ െ 𝑝2∗ሻ.

    

3) При вɵполнении условий 

𝑏 ൑ √𝑙−√𝑎
√𝑙+√𝑎

൫4√𝑎𝑙 െ 𝑙 െ 𝑎൯,

𝑏 ൒ 3𝑙 ൅ 𝑎 െ 6√𝑎𝑙
         

равновеснɵе ценɵ и вɵигрɵɲи: 

𝑝1∗ ൌ 3𝑙 ൅ 𝑎 െ 𝑏 െ 4√𝑎𝑙, 𝑢1∗ ൌ
1
2
𝑝1∗ሺ𝑙 ൅ 𝑎 െ 𝑏 ൅ 𝑝2∗ െ 𝑝1∗ሻ,

𝑝2∗ ൌ 2𝑙 െ 2√𝑎𝑙, 𝑢2∗ ൌ
1
2
ሺ𝑝2∗ሻ2.

    

4) При вɵполнении условий 
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𝑎 ൒ √𝑙−√𝑏
√𝑙+√𝑏

൫4√𝑏𝑙 െ 𝑙 െ 𝑏൯,

𝑏 ൒ √𝑙−√𝑎
√𝑙+√𝑎

൫4√𝑎𝑙 െ 𝑙 െ 𝑎൯
        

равновеснɵе ценɵ и вɵигрɵɲи: 
𝑝𝑖∗ ൌ 2ሺ𝑙 െ 𝑦𝑖ሻ, 𝑢𝑖∗ ൌ 𝑙ሺ𝑝−𝑖∗ െ 𝑙 ൅ 𝑎 ൅ 𝑏ሻ, 𝑖 ∈ ሼ1,2ሽ,

𝑦𝑖 ൌ ටെ ௥೔
2
൅ ඥ𝑅𝑖

య ൅ ටെ ௥೔
2
െ ඥ𝑅𝑖

య ൅ 𝑔೔
6
,

𝑅𝑖 ൌ ቀ௦೔
3
ቁ
3
൅ ቀ௥೔

2
ቁ
2
,

𝑠𝑖 ൌ െ
𝑔೔
మ

12
൅ 𝑓೔ℎ೔

2
, 𝑟𝑖 ൌ െ

𝑔೔
య

10଼
൅ 𝑓೔𝑔೔ℎ೔

12
െ 𝑓𝑖2𝑙,

𝑔1 ൌ 𝑙 ൅ 𝑎 ൅ 3𝑏, ℎ1 ൌ 3𝑙 െ 𝑎 ൅ 𝑏, 𝑓1 ൌ 𝑏,
𝑔2 ൌ 𝑙 ൅ 3𝑎 ൅ 𝑏, ℎ2 ൌ 3𝑙 ൅ 𝑎 െ 𝑏, 𝑓2 ൌ 𝑎.

     

Рис.3. Реɲение ценовой подɵгрɵ задаɱи Хотеллинга, равновеснɵе ценɵ 
(слева) и вɵигрɵɲи (справа) 

Утверждение 4.5. Пустɶ задана игроваɹ задаɱа 𝑥1 ൌ 𝑎, 𝑥2 ൌ 𝑙 െ
𝑏, 𝑢𝑖ሺ𝑝1∗ሺ𝑎, 𝑏ሻ, 𝑝2∗ሺ𝑎, 𝑏ሻሻሻ, 𝑖 ∈ ሼ1,2ሽሻ, где 𝑢𝑖 определɹɸтсɹ (1), а 𝑝𝑖∗ሺ𝑎, 𝑏ሻ – 
утверждением 4.4. В игре имеɸтсɹ следуɸɳие равновесиɹ Нɷɲа ሺ𝑎∗, 𝑏∗ሻ: 

1)  𝑎∗ ൌ 0.25𝑙, 𝑏∗ ൌ 0.25𝑙,         

2)  ቀ𝑙 െ 𝑎∗−𝑏∗

3
ቁ
2
ൌ 4

3
𝑙ሺ 𝑎∗ ൅ 2𝑏∗ሻ, 𝑎∗ ൐ 0.25𝑙,     

3)  ቀ𝑙 ൅ 𝑎∗−𝑏∗

3
ቁ
2
ൌ 4

3
𝑙ሺ 2𝑎∗ ൅ 𝑏∗ሻ, 𝑏∗ ൐ 0.25𝑙.     
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Других равновесий Нɷɲа в игре нет. 
В разделах 4.6–4.8 аналогично исследуетсɹ вариант ɡаɞаɱɢ ɫ 

ɷɥаɫɬɢɱɧɵɦ ɫɩɪɨɫɨɦ (постановка задачи (2)). В ɷтом исследовании 
пришлосɶ преодолетɶ значителɶные технические сложности, но 
принципиалɶно, с точки зрениɹ концепции РБС, новых теоретических 
проблем не возникло. Несмотрɹ на объемные формулы и выкладки, 
трудоемкие технические доказателɶства и оценки, потребовавшиесɹ длɹ 
конкретной постановки задачи, общий характер решениɹ совершенно 
аналогичен более простому случаɸ неɷластичного спроса. Раздел 4.6 
содержит ɩɪɨвɟɪɤɭ ɭɫɥɨвɢɣ ɬɪɟɯ ɬɟɨɪɟɦ ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РБС, раздел 4.7 
содержит ɪɟɲɟɧɢɟ ɰɟɧɨвɨɣ ɩɨɞɵɝɪɵ, раздел 4.8 содержит ɪɟɲɟɧɢɟ 
ɩɨɞɵɝɪɵ ɪаɫɩɨɥɨɠɟɧɢɣ и всей задачи. Можно отметитɶ, что в 
ɭɬвɟɪɠɞɟɧɢɢ 4.9 даетсɹ решение примера постановки ɰɟɧɨвɨɣ ɩɨɞɵɝɪɵ 
ɧа бɟɫɤɨɧɟɱɧɨɣ ɩɪɹɦɨɣ, иллɸстрируɸщее типы решений, содержащеесɹ 
в решении ɷластичной задачи, в максималɶно простом и наглɹдном виде. 
Раздел 4.9 посвɹщен заклɸчителɶному обсуждениɸ резулɶтатов решениɹ 
задачи, а также там приведены численные расчеты по формулам и 
наглɹдные графики решений. Также там приведена, как более простаɹ и 
наглɹднаɹ иллɸстрациɹ длɹ ɷластичной задачи, ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧаɹ ɱаɫɬɶ 
ɪɟɲɟɧɢɹ ɰɟɧɨвɨɣ ɩɨɞɵɝɪɵ. 

Пɹтаɹ глава посвɹщена разным задачам без равновесий Нɷша. 
Раздел 5.1 – ɤɨɧɤɭɪɟɧɰɢɢ ɡа ɪɟɧɬɭ Таɥɥɨɤа–Сɤаɩɟɪɞаɫа, раздел 5.2 – 
ɞɭɨɩɨɥɢɢ Бɟɪɬɪаɧа–Эɞɠвɨɪɬа и ɦɨɞɟɥɢ ɫɬɪаɯɨвɨɝɨ ɪɵɧɤа 
Рɨɬɲɢɥɶɞа–Сɬɢɝɥɢɰа–Вɢɥɶɫɨɧа. Первые две задачи исследованы по 
полной схеме, аналогично задаче Хотеллинга.  

Заɞаɱа ɤɨɧɤɭɪɟɧɰɢɢ ɡа ɪɟɧɬɭ Таɥɥɨɤа исследоваласɶ в ɩɨɫɬаɧɨвɤɟ 
Сɤаɩɟɪɞаɫа (1994). В конкуренции Таллока n игроков с одинаковой 
оценкой ресурса  соревнуɸтсɹ за приз, и каждый из них прилагает усилие 
𝑥𝑖 ∈ ሾ0,1ሿ, чтобы увеличитɶ вероɹтностɶ своего ожидаемого выигрыша, 
௫೔
ഀ

∑ ௫ೕ
ഀ೙

ೕసభ
, 𝛼 ൐ 0. Тогда функциɹ полезности игрока i принимает вид:  

𝑢𝑖 ൌ
𝑥𝑖ఈ

∑ 𝑥𝑗ఈ௡
𝑗=1

െ 𝑥𝑖 ሺ𝑥 ് 0, 𝛼 ൐ 0ሻ. 

Множество стратегий каждого игрока задаетсɹ как 0 ൑ 𝑥𝑖 ൑ 1. Если 
стратегии всех игроков нулевые, то каждый получает приз 𝑢𝑖 ൌ

1
௡
. Как 
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правило рассматриваетсɹ состɹзание Таллока двух игроков с функциɹми 
выигрышей 

 𝑢1 ൌ
௫భഀ

௫భഀ+௫మഀ
െ 𝑥1, 𝑢2 ൌ

௫మഀ

௫భഀ+௫మഀ
െ 𝑥2 ሺ𝛼 ൐ 0ሻ.      

 (4) 

Эта игра имеет единственное равновесие Нɷша ቀఈ
4
, ఈ
4
ቁ, когда 𝛼 ൑ 2, и 

не имеет равновесиɹ Нɷша, когда 𝛼 ൐ 2. 
Длɹ задачи конкуренции за ренту утверждение 5.1 задает 

ɦɧɨɠɟɫɬвɨ бɟɡɨɩаɫɧɵɯ ɫɬɪаɬɟɝɢɣ; утверждение 5.2 доказывает 
ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɟ ɪɟɲɟɧɢɹ по теореме 4; утверждение 5.3 дает общее 
ɪɟɲɟɧɢɟ ɡаɞаɱɢ. Также доказано, что длɹ решениɹ РБС ɞɢɫɫɢɩаɰɢɹ 
ɪɟɧɬɵ равна единице, то естɶ в ɷтом равновесии сумма затрат игроков 
равна стоимости приза и решение ɷффективно. Решение задачи найдено 
длɹ случаев ɤɨɧɤɭɪɟɧɰɢɢ ɦɧɨɝɢɯ ɢɝɪɨɤɨв и длɹ ɧɟɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɨɣ 
ɧɟɱɟɫɬɧɨɣ ɤɨɧɤɭɪɟɧɰɢɢ. 

Если ввести вспомогателɶные обозначениɹ, то можно 
сформулироватɶ утверждение. 

 𝑥ො𝑖 ൌ 𝜉−1ሺ𝑥෤−𝑖ሻ ≡ ൝
ሺ𝜉+ሻ−1ሺ𝑥෤−𝑖ሻ, 𝑥෤−𝑖 ൐

ఈ
4
,

ሺ𝜉−ሻ−1ሺ𝑥෤−𝑖ሻ, 𝑥෤−𝑖 ൑
ఈ
4
,
  𝑥෤−𝑖 ≡ ൫∑ 𝑥𝑗ఈ𝑗≠𝑖 ൯

భ
ഀ,  

 (5) 

  𝑥̅ ൌ 1
ఈ
ሺ𝛼 െ 1ሻ

ഀషభ
ഀ , 𝑦ത ൌ ఈ−1

ఈ
,    (6)  

 𝑥ු ൌ ఈమ−1
4ఈ

ቀఈ+1
ఈ−1

ቁ
భ
ഀ , 𝑦ු ൌ ఈమ−1

4ఈ
.    (7)  

Утверждение 5.1. Пустɶ задана игроваɹ задаɱа конкуренции за 
ренту Таллока 𝐺 ൌ ሺ𝑥𝑖 ∈ ሾ0,1ሿ, 𝑢𝑖ሺ𝑥1, 𝑥2ሻ, 𝑖 ∈ ሼ1,2ሽሻ, где 𝑢𝑖ሺ𝑥1, 𝑥2ሻ заданɵ 
(4). Тогда множество профилей, безопаснɵх длɹ одного и обоих игроков, 
задаетсɹ следуɸɳим образом. 

Если 0 ൏ 𝛼 ൑ 1, то множество профилей ሺ𝑥1, 𝑥2ሻ, безопаснɵх длɹ 
одного игрока i, имеет вид: 

ሼ𝜉−1ሺ𝑥𝑖ሻ ൑ 𝑥−𝑖ሽ.          
Длɹ обоих игроков оно имеет вид:  
ሼ𝜉−1ሺ𝑥2ሻ ൑ 𝑥1, 𝜉−1ሺ𝑥1ሻ ൑ 𝑥2ሽ.        
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Если 𝛼 ൐ 1, то длɹ одного игрока i оно имеет вид: 
ሼ𝜉−1ሺ𝑥𝑖ሻ ൑ 𝑥−𝑖, 𝑥𝑖 ൑ 𝑥ුሽ ∪ ሼ𝑥𝑖 ൒ 𝑥ුሽ ∪
∪ ሼ0 ൑ 𝑥−𝑖 ൑ 𝜂−1ሺ𝑥𝑖ሻ, 𝑥̅ ൑ 𝑥𝑖 ൑ 𝑥ුሽ.

      

Длɹ обоих игроков оно имеет вид:  
ሼ𝜉−1ሺ𝑥2ሻ ൑ 𝑥1 ൑ 𝑥ු, 𝜉−1ሺ𝑥1ሻ ൑ 𝑥2 ൑ 𝑥ුሽ ∪ ሼmax ሺ𝑥1, 𝑥2ሻ ൒ 𝑥ුሽ ∪

ሼ0 ൑ 𝑥1 ൑ 𝜂−1ሺ𝑥2ሻ, 𝑥̅ ൑ 𝑥2 ൑ 𝑥ුሽ ∪ ሼ0 ൑ 𝑥2 ൑ 𝜂−1ሺ𝑥1ሻ, 𝑥̅ ൑ 𝑥1 ൑ 𝑥ුሽ.
  

Здесɶ 𝜉−1ሺ𝑥ሻ, 𝑥̅, 𝑥ු определɹɸтсɹ (5, 6, 7), а вспомогателɶнаɹ 
обратимаɹ функциɹ η определɹетсɹ длɹ 𝛼 ൐ 1 на отрезке 0 ൑ 𝑥𝑖 ൑ 𝑥ු как 

𝜂ሺ𝑥ሻ ≡ 𝑥−𝑖:  𝑢𝑖ሺ𝑥, 𝑥−𝑖ሻ ൌ 𝑢𝑖ሺ𝜉−1ሺ𝑥−𝑖ሻ, 𝑥−𝑖ሻ.      

 
 

 

 
Утверждение 5.2. При 𝛼 ൐ 2 состɹзание Таллока (4) удовлетворɹет 

условиɹм теоремɵ 4 в области B, и в нем суɳествует РБС.  
Утверждение 5.3. Если 0 ൏ 𝛼 ൏ 1, то в задаɱе конкуренции Таллока 

(4) двух игроков имеетсɹ следуɸɳее единственное РБС, которое также 
ɹвлɹетсɹ равновесием Нɷɲа: 

ሼሺ𝑥∗, 𝑥∗ሻሽ ൌ ቄቀఈ
4
, ఈ
4
ቁቅ.         

Если 1 ൑ 𝛼 ൑ 2, то в задаɱе конкуренции Таллока (4) суɳествуɸт 
следуɸɳие РБС: 

ሼሺ𝑥∗, 𝑥∗ሻሽ ൌ ቄቀఈ
4
, ఈ
4
ቁቅ  ∨ ሼሺ0, 𝑥̅ሻ, ሺ𝑥̅, 0ሻሽ, 𝑥̅ ൌ 1

ఈ
ሺ𝛼 െ 1ሻ

ഀషభ
ഀ ,

𝛼 ൐ 1,
    

Рис. 4. Множества безопаснɵх профилей (закраɲено тоном) длɹ 
двух одинаковɵх игроков в состɹзании Таллока при 𝛼 ൏ 1(слева) и  
𝛼 ൐ 1 (справа). Множество опаснɵх профилей одного игрока 

заɲтриховано вертикалɶно, второго – горизонталɶно 



33 
 

и все другие РБС лежат на кривой 

ቄ൫𝑥1, 𝜉+ሺ𝑥1ሻ൯:
ఈ−1
ఈ
൑ 𝑥1 ൑

1
ఈ
ቅ ∪ ቄሺ𝜉+ሺ𝑥2ሻ, 𝑥2ሻ:

ఈ−1
ఈ
൑ 𝑥2 ൑

1
ఈ
ቅ ,

𝜉+ሺ𝑥𝑖ሻ ≡ ቆ
௫೔
ഀషభ

2
ቀ𝛼 െ 2𝑥𝑖 ൅ ඥ𝛼2 െ 4𝛼𝑥𝑖ቁቇ

భ
ഀ
,max ቄ0, ఈ

మ−1
4ఈ

ቅ ൑ 𝑥𝑖 ൑
ఈ
4
.
  

При 𝛼 ൐ 2 в задаɱе конкуренции Таллока (4) суɳествуɸт толɶко два 
РБС: 

ሼሺ0, 𝑥̅ሻ, ሺ𝑥̅, 0ሻሽ.         
 

 

 

Рис. 5. Безопаснɵе профили и РБС в задаɱе Таллока 
при знаɱениɹх параметра 0 ൏ 𝛼 ൏ 1, 1 ൑ 𝛼 ൑ 2, 𝛼 ൐ 2 
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В ɦɨɞɟɥɢ ɰɟɧɨвɨɣ ɤɨɧɤɭɪɟɧɰɢɢ Бɟɪɬɪаɧа–Эɞɠвɨɪɬа несколɶко 
фирм (олигополистов) устанавливаɸт цену на однородный товар при 
условии ограниченности их производственной мощности. Функциɹ спроса 
D(p) монотонно убывает с ростом цены p, а функциɹ выручки pD(p) строго 
вогнута и достигает своего максимума при монополɶной цене 𝑝𝑀. 
Выигрыши игроков: 

𝑢1ሺ𝑝1, 𝑝2ሻ ൌ

{
 
 

 
 
𝑝1minሼ𝑆1, 𝐷ሺ𝑝1ሻሽ,    𝑝1 ൏ 𝑝2,

𝑝1min ൜𝑆1,
𝑆1

𝑆1 ൅ 𝑆2
𝐷ሺ𝑝1ሻൠ,    𝑝1 ൌ 𝑝2,

𝑝1minሼ𝑆1,
𝐷ሺ𝑝1ሻ
𝐷ሺ𝑝2ሻ

maxሼ0, 𝐷ሺ𝑝2ሻ െ 𝑆2ሽሽ,    𝑝1 ൐ 𝑝2,

𝑢2ሺ𝑝1, 𝑝2ሻ ൌ

{
 
 

 
 
𝑝2minሼ𝑆2, 𝐷ሺ𝑝2ሻሽ,    𝑝2 ൏ 𝑝1,

𝑝2min ൜𝑆2,
𝑆2

𝑆1 ൅ 𝑆2
𝐷ሺ𝑝2ሻൠ,    𝑝2 ൌ 𝑝1,

𝑝2min ൝𝑆2,
𝐷ሺ𝑝2ሻ
𝐷ሺ𝑝1ሻ

maxሼ0, 𝐷ሺ𝑝1ሻ െ 𝑆1ሽൡ,    𝑝2 ൐ 𝑝1.

 

Когда 𝐷ሺ𝑝𝑀ሻ ൒ 𝑆1 ൅ 𝑆2 в модели дуополии Бертрана–Эджворта 
существует единственное ценовое равновесие Нɷша ሺ𝑝∗, 𝑝∗ሻ такое, что 
𝐷ሺ𝑝∗ሻ ൌ 𝑆1 ൅ 𝑆2. Когда 𝐷ሺ𝑝𝑀ሻ ൏ 𝑆1 ൅ 𝑆2, равновесиɹ Нɷша (в чистых 
стратегиɹх) в ценовой игре не существует. 

Длɹ дуополии Бертрана–Эджворта в утверждении 5.6 найдены 
ɭɫɥɨвɢɹ ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɹ РБС и при их выполнении доказано 
ɫɭɳɟɫɬвɨваɧɢɟ ɪɟɲɟɧɢɹ по теореме 4; утверждение 5.7 задает общее 
ɪɟɲɟɧɢɟ ɡаɞаɱɢ. Отделɶно рассмотрен частный ɫɥɭɱаɣ ɥɢɧɟɣɧɨɝɨ ɫɩɪɨɫа 
и длɹ него выписаны условиɹ и решение.  

Утверждение 5.6. Предположим, ɱто функциɹ вɵруɱки pD(p) строго 
вогнута. Если игра Бертрана–Эджворта удовлетворɹет условиɹм: 

൝
argmax

௣>0
ሼ𝑝ሺ𝐷ሺ𝑝ሻ െ 𝑆1ሻሽ ൑ 𝑝∗,

argmax
௣>0

ሼ𝑝ሺ𝐷ሺ𝑝ሻ െ 𝑆2ሻሽ ൑ 𝑝∗,       𝐷ሺ𝑝
∗ሻ ൌ 𝑆1 ൅ 𝑆2,    

то она удовлетворɹет условиɹм теоремɵ 4 и в ней суɳествует РБС. 
Моделɶ страхового рынка исследуетсɹ в ɩɨɫɬаɧɨвɤɟ Рɨɬɲɢɥɶɞа–

Сɬɢɝɥɢɰа (1979). Две страховые компании продаɸт страховые контракты 
длɹ клиентов двух категорий: 𝑛𝐻 клиентов ɹвлɹɸтсɹ 
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высокорискованными, а 𝑛𝐿 клиентов – низкорискованными. С 
высокорискованными клиентами страховые случаи происходɹт с 
вероɹтностɶɸ 𝑝𝐻, а с низкорискованными – с вероɹтностɶɸ 𝑝𝐿 ൏ 𝑝𝐻. Все 
клиенты имеɸт одинаковое строго положителɶное началɶное страховое 
обеспечение 𝑤 ൌ ሺ𝑤1,𝑤2ሻ ∈ 𝑅2, которое обозначает получаемые ими 
суммы в двух случаɹх: когда страховой случай произошɺл ሺ𝑤2ሻ и когда он 
не произошɺл ሺ𝑤1ሻ. Предпочтениɹ всех клиентов представлены одной и 
той же строго вогнутой целевой функцией u. Каждый страховой контракт 
описываетсɹ вектором 𝑐 ൌ ሺ𝑐1, 𝑐2ሻ ∈ 𝑅2, в котором 𝑐1  обозначает 
страховуɸ премиɸ, а 𝑐2 – страховуɸ выплату. Страховое обеспечение 
клиента, купившего страховой контракт, становитсɹ ሺ𝑤1 െ 𝑐1,𝑤2 ൅ 𝑐2ሻ. 
Клиенты, имеɸщие категориɸ риска j, покупаɸт не более одного 
страхового контракта 𝑐 (если они предпочитаɸт его своему началɶному 
обеспечениɸ w), который максимизирует их ожидаемуɸ полезностɶ: 

𝑉𝑗ሺ𝑐ሻ ൌ 𝑝𝑗𝑢ሺ𝑤2 ൅ 𝑐2ሻ ൅ ൫1 െ 𝑝𝑗൯𝑢ሺ𝑤1 െ 𝑐1ሻ,    𝑗 ∈ ሼ𝐻, 𝐿ሽ. 

Каждаɹ страховаɹ компаниɹ предлагает пару контрактов ሺ𝑐𝐻, 𝑐𝐿ሻ, 
причɺм без ограничениɹ общности можно считатɶ, что длɹ 
высокорискованных клиентов 𝑐𝐻 по крайней мере не хуже, чем 𝑐𝐿, а длɹ 
низкорискованных клиентов 𝑐𝐿 по крайней мере не хуже, чем 𝑐𝐻. 
Ожидаемаɹ прибылɶ компании от контракта 𝑐𝑗 ൌ ሺ𝑐1

𝑗, 𝑐2
𝑗ሻ, проданного 

клиенту типа j, будет составлɹтɶ 𝜋𝑗ሺ𝑐𝑗ሻ ൌ െ𝑝𝑗𝑐2
𝑗 ൅ ሺ1 െ 𝑝𝑗ሻ𝑐1

𝑗,   𝑗 ∈ ሼ𝐻, 𝐿ሽ.
 Компаниɹ 1 предлагает пару контрактов ሺ𝑐𝐻ሺ1ሻ, 𝑐𝐿ሺ1ሻሻ, а компаниɹ 2 
– пару контрактов ሺ𝑐𝐻ሺ2ሻ, 𝑐𝐿ሺ2ሻሻ. Тогда ожидаемаɹ прибылɶ компании 1 
определɹетсɹ как: 

𝑈1 ൌ ෍
𝑗=𝐻,𝐿

{
 
 

 
 𝑛𝑗𝜋𝑗ሺ𝑐

𝑗ሺ1ሻሻ,        𝑉𝑗ሺ𝑐𝑗ሺ1ሻሻ ൐ 𝑉𝑗ሺ𝑐𝑗ሺ2ሻሻ,
1
2
𝑛𝑗𝜋𝑗ሺ𝑐𝑗ሺ1ሻሻ,      𝑉𝑗ሺ𝑐𝑗ሺ1ሻሻ ൌ 𝑉𝑗ሺ𝑐𝑗ሺ2ሻሻ,

0,                𝑉𝑗 ቀ𝑐𝑗ሺ1ሻቁ ൏ 𝑉𝑗 ቀ𝑐𝑗ሺ2ሻቁ .

 

Известно, что если равновесие в чистых стратегиɹх существует, то 
обе компании должны предлагатɶ ɫɬɪаɯɨвɨɣ ɤɨɧɬɪаɤɬ Рɨɬɲɢɥɶɞа–
Сɬɢɝɥɢɰа–Вɢɥɶɫɨɧа (RSW), одинаковуɸ пару контрактов 𝑐∗ ൌ ሺ𝑐∗𝐻, 𝑐∗𝐿ሻ, 
удовлетворɹɸщуɸ условиɹм: 𝑤2 ൅ 𝑐2∗𝐻 ൌ 𝑤1 െ 𝑐1∗𝐻 (т.е. высокие риски 
полностɶɸ застрахованы), 𝜋𝐻ሺ𝑐∗𝐻ሻ ൌ 𝜋𝐿ሺ𝑐∗𝐿ሻ ൌ 0 (т.е. клиенты каждой 
категории риска генерируɸт нулевые ожидаемые прибыли длɹ компаний) 
и 𝑉𝐻ሺ𝑐∗𝐻ሻ ൌ 𝑉𝐻ሺ𝑐∗𝐿ሻ (т.е. высокорискованные клиенты безразличны при 
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выборе между низкорискованным контрактом и своим собственным). Если 
долɹ низкорискованных клиентов достаточно велика, то одна из компаний 
может отклонитɶсɹ от стратегии 𝑐∗ и заработатɶ положителɶнуɸ прибылɶ. 
Она может предложитɶ объединɹɸщий контракт 𝑐∗∗, который будет 
предпочтителɶнее чем 𝑐∗ как длɹ высокорискованных, так и длɹ 
низкорискованных клиентов. Известно, что равновесиɹ Нɷша в ɷтом случае 
не существует. 

Длɹ модели страхового рынка в утверждении 5.11 доказано, что 
ɫɬɪаɯɨвɨɣ ɤɨɧɬɪаɤɬ Рɨɬɲɢɥɶɞа–Сɬɢɝɥɢɰа–Вɢɥɶɫɨɧа, который не 
всегда ɹвлɹетсɹ РН, всегда ɹвлɹетсɹ РБС. 

Утверждение 5.11. Пара RSW–контрактов 𝑐∗ всегда ɹвлɹетсɹ 
равновесием в безопаснɵх стратегиɹх в модели страхового рɵнка. 

 
ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

В диссертационной работе предложена и обоснована (теоретически – 
посредством сформулированных и доказанных теорем существованиɹ, и 
практически – посредством решениɹ рɹда классических задач без 
равновесиɹ Нɷша), как моделɶ принɹтиɹ решений осторожными 
субъектами в условиɹх игровой неопределенности, новаɹ концепциɹ 
теоретико-игрового равновесиɹ – равновесие в безопасных стратегиɹх 
(РБС), длɹ которой: 

1. Предложен, в качестве интерпретации, ɷквивалентный вариант 
системы определений, представлɹɸщий РБС как обобщение определениɹ 
равновесиɹ Нɷша. 

2. Показано, что РБС ɹвлɹетсɹ ограниченно рационалɶной моделɶɸ 
преодолениɹ игровой неопределенности (при интерактивном принɹтии 
решений) на основе стратегической рефлексии, описываɸщей осторожное 
поведение игроков относителɶно ɷтой неопределенности.  

3. Разработан метод построениɹ теорем существованиɹ, как 
применение исходных известных теорем существованиɹ равновесий Нɷша 
на ограниченном подмножестве стратегий при выполнении условиɹ 
силɶных угроз. 

4. При помощи общего метода построены и доказаны теоремы 
существованиɹ РБС на основе известных теорем существованиɹ 
равновесий Нɷша по Дебре, Рени, Бику. 

5. Теоремы существованиɹ применены к известным нерешенным 
задачам: пространственной конкуренции Хотеллинга, соревнованиɹ за 
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ренту Таллока–Скапердаса. Доказано, что данные задачи всегда имеɸт 
решение РБС, даже в случаɹх, когда равновесий Нɷша не существует.  

6. Моделɶ РБС применена и позволила получитɶ решение рɹда 
хрестоматийных задач, не имеɸщих решениɹ в виде равновесиɹ Нɷша: 
дуополиɹ Бертрана–Эджворта (1883, 1925), пространственнаɹ 
конкуренциɹ Хотеллинга (1929, 1979), конкуренциɹ за ренту Таллока–
Скапердаса (1967, 1994), рынок страхованиɹ Ротшилɶда–Стиглица–
Вилɶсона (1976). 
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