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Для подавления действующих на объекты внешних возмущений

в теории управления используются различные подходы. Хоро-

шо известны работы по построению H2- и H∞- оптимальных

управлений. Созданная в середине 90-х гг. анизотропийная тео-

рия является одним из нескольких направлений, ставящих сво-

ей задачей обобщение H2- и H∞- подходов. Базовым поняти-

ем этой теории является анизотропийная норма, определяемая

как супремум среднеквадратичного коэффициента усиления по

всевозможным возмущениям с ограниченной средней анизотро-

пией – мерой отличия от эталонной последовательности. Для

синтеза субоптимальных анизотропийных регуляторов, стаби-

лизирующих систему, необходимо уметь проверять условие огра-

ниченности анизотропийной нормы заданным числом. Решение

данной задачи в случае внешних возмущений с нулевыми мате-

матическими ожиданиями было получено, и названо частотной

теоремой для анизотропийной нормы. В данной работе получена

аналогичная теорема для случая внешних возмущений в виде по-

следовательности гауссовских случайных векторов с ненулевыми

средними и ограниченной средней анизотропией.
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1. Введение

С 1994 года в России началось создание теории оптимально-

го управления, целью которой является построение робастных

регуляторов, минимизирующих специальную норму замкнутой

системы при наличии случайных внешних возмущений [1, 2, 3].

Базовыми терминами этой теории являются понятия средней ани-

зотропии последовательности и анизотропийной нормы систе-

мы [4]. Первая из них определяет количественную меру инфор-

мационного отличия поступающего на вход системы возмущения

от эталонного воздействия, за которое принимается гауссовский

белый шум. Анизотропийная норма системы введена как наи-

большее значение среднеквадратичного коэффициента усиления

по всем внешним возмущениям с ограниченной сверху средней

анизотропией.

В случае, если средняя анизотропия сигнала равна нулю, вы-

ражение для анизотропийной нормы с точностью до постоянного

множителя совпадает с H2-нормой замкнутой системы. При от-

сутствии каких-либо ограничений на класс входных возмущений

анизотропийная норма становится равной H∞-норме системы.

Таким образом, анизотропийная теория в определенной степени

обобщает постановки известных задач H2- и H∞- оптимальных

управлений.

До последнего времени в рамках анизотропийной теории

предполагалось, что на вход объекта управления поступает слу-

чайный сигнал с нулевым математическим ожиданием. В реаль-

ных технических системах внешнее возмущение может содер-

жать детерминированную составляющую, отличную от нуля. По-

этому была проделана работа по созданию анизотропийной тео-

рии управления в случае ненулевого среднего векторов входной

последовательности [5].

Для решения задачи синтеза субоптимального анизотропий-

ного регулятора требуется прежде всего уметь проверять, при ка-

ких условиях анизотропийная норма заданной системы с выбран-

ным уровнем ограничения на среднюю анизотропию внешнего

2
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возмущения была бы меньше некоторого положительного числа.

Решение данной задачи для системы с внешними возмущения-

ми с нулевыми математическими ожиданиями было получено, и

названо частотной теоремой для анизотропийной нормы [6]. В

данной работе получена аналогичная теорема для случая внеш-

них возмущений в виде последовательности гауссовских случай-

ных векторов с ненулевыми средними и ограниченной средней

анизотропией.

2. Основные понятия анизотропийной теории

В теории информации с середины XX века предлагаются

различные способы количественного описания информационных

характеристик сигнала. Одним из наиболее важных терминов

считается относительная энтропия. Именно на этом понятии ос-

нованы определения анизотропии случайного вектора и средней

анизотропии последовательности случайных векторов.

Рассмотрим два m-мерных гауссовских случайных вектора

w и v с плотностями распределения вероятности

f(x) = ((2π)m|S|)−1/2 exp

(
−1

2
(x− µ)TS−1(x− µ)

)

и

pλ(x) = (2πλ)−m/2 exp

(
−xTx

2λ

)

соответственно. Как видно из приведенных выражений, вектор

w имеет ненулевое среднее µ 6= 0 и ковариационную матрицу

S = ST ≻ 0, а вектор v – нулевое среднее и скалярную кова-

риационную матрицу λIm. По определению [1] анизотропия век-

тора w равна минимальному значению относительной энтропии

D(f ||pλ) по всем значениям λ > 0:

A(w) , min
λ>0

D(f ||pλ) = −1

2
ln det

(
mS

trS + |µ|2
)
.

Анизотропия случайного вектора w может трактоваться как

“расстояние” между плотностью f(x) его распределения вероят-

ности и множеством эталонных плотностей {pλ(x) : λ > 0}.
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Рассмотрим стационарную эргодическую последователь-

ность W = {wk}k∈Z, выступающую в роли внешнего возмуще-

ния, подающегося на вход объекта управления. Средняя анизо-

тропия последовательности W введена в [1] как отношение

A(W ) , lim
N→∞

A(W0:N−1)

N
,

где W0:N−1 – расширенный вектор последовательности, опреде-

ляемый как

W0:N−1 =


 ..

w0
.

wN−1


 .

Используя результаты работы [5] и формулу типа Колмогорова-

Сегё [7], можно показать, что средняя анизотропия последо-

вательности W , сгенерированной из гауссовского белого шума

{vk+ν}k∈Z (ν 6= 0) линейным фильтром G со спектральной плот-

ностью S(ω), вычисляется по формуле

A(W ) = − 1

4π

π∫

−π

ln det

(
mS(ω)

‖G‖22 + |M|2
)
dω,

где M = lim
k→∞

E[wk].

Для введения понятия анизотропийной нормы приведем

вспомогательные определения. Пусть дана система

(1) F ∼
{

xk+1 = Axk +Bwk,

zk = Cxk +Dwk,

отождествимая с матричной передаточной функцией F (z) = D+
C(zI−A)−1B, где A – асимптотически устойчивая матрица. H2-

норма функции F (z) определяется как

‖F‖2 =


 1

2π

π∫

−π

tr(F̂ ∗(ω)F̂ (ω))dω




1/2

,

где F̂ (ω) = F (ejω). Среднеквадратичный коэффициент усиления

системы F с возмущением W определим как

Q(F,W ) =




1

N

N−1∑

k=0

E[|z|2
k
]

1
N

N−1∑

k=0

E[|w|2
k
]




1/2

.
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Анизотропийная норма представляет собой супремум средне-

квадратичного коэффициента усиления по внешним возмущени-

ям с ограниченной средней анизотропией:

|||F |||a = sup
W :A(W )6a

Q(F,W ).

Несложно показать, что анизотропийная норма допускает пред-

ставление

(2) |||F |||a = sup
G:A(W )6a

(‖FG‖22 + |FM|2
‖G‖22 + |M|2

)1/2

,

где G – формирующий фильтр, генерирующий возмущение W , а

M и FM – математические ожидания соответственно векторов

wk и zk на стационарном режиме:

M = lim
k→∞

E[wk], FM = lim
k→∞

E[zk].

Для нахождения точного значения анизотропийной нормы

формула (2) представляется неудобной ввиду трудоемкости вы-

числения фильтра G∗, на котором достигается супремум. В связи

с этим целесообразно привести альтернативную формулу для вы-

числения анизотропийной нормы.

Пусть известны евклидова норма матожидания |M| и H2-

норма фильтра ‖G‖2. Без потери общности можно считать, что

|M| < 1, ‖G‖2 < 1 и |M|2 + ‖G‖22 = 1. Введем следующие

функции:

Φ(q) =
1

2πm

π∫

−π

trS(q,Λ(ω))dω ,

Ψ(q) =
1

2πm

π∫

−π

ln detS(q,Λ(ω))dω ,

A(q) =
m

2

(
ln

(
Φ(q)

1− |M|2
)
−Ψ(q)

)
,

(3) N(q) =

√
Φ(q)− 1

qΦ(q)
(1− |M|2) + |FM|2 ,
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где S(q,Λ(ω)) = (Im − qΛ(ω))−1 и Λ(ω) = F̂ ∗(ω)F̂ (ω). Тогда

анизотропийная норма (2) может быть вычислена согласно фор-

муле

|||F |||a = N(q∗), где q∗ = A−1(a),

а выражения для средней анизотропии и среднеквадратичного ко-

эффициента усиления связаны с введенными функциями как

A(W ) = A(q), Q(F,W ) = N(q).

3. Частотная теорема для анизотропийной нормы

при ненулевых средних во внешнем возмущении

Пусть F ∈ Hp×m
∞ – линейная дискретная стационарная си-

стема вида (1). Будем считать, что на ее вход подается последо-

вательность гауссовских случайных векторов с ненулевыми ма-

тематическими ожиданиями E[wk] 6= 0, причем известны уро-

вень a ограничения на среднюю анизотропию последовательно-

сти A(W ) 6 a, а также значения |M| и ‖G‖2.
Теорема 1. Анизотропийная норма устойчивой системы

F ∈ Hp×m
∞ , на вход которой подается возмущение с ненуле-

выми средними и ограниченным уровнем средней анизотропии

A(W ) 6 a, удовлетворяет неравенству |||F |||a 6 γ для некото-

рого положительного числа γ > 0, если существует такое q из

интервала [max (0, q1) ,min
(
q2, ‖F‖−2

∞

)
), где

q1 = (1− |M|2 − e−2a/m)(γ2 − |FM|2)−1,

q2 = (1− |M|2)(γ2 − |FM|2)−1,

что неравенство

det(S)1/m > (1− |M|2 + q|FM|2 − qγ2)−1e−2a/m

выполнено для матрицы S = (Im−BTRB−qDTD)−1, соответ-

ствующей стабилизирующему решению R = RT � 0 уравнения

Риккати

R = ATRA+ qCTC + LT
S

−1L,

L = S(BTRA+ qDTC).
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1− |M|2 + q|FM|2 − qN2(q)
.

Следовательно, учитывая (4), получим

A(W ) = −

Доказательство. При известных |M| и ‖G‖2 выражения для

средней анизотропии и среднеквадратичного коэффициента

усиления можно переписать в виде

A(W ) = − 1

4π

π∫

−π

ln det(mSq(ω))dω,

Q(F,W ) =

√√√√
√√ 1

2π

π∫

−π

tr(Λ(ω)Sq(ω))dω + |FM|
2,

где

(4) Sq(ω) = σ(Im − qΛ(ω))−1, σ = (1− |M|2)(mΦ(q))−1.

В силу свойства монотонности функций A(q) и N(q) по

аргументу q неравенство |||F |||a 6 γ эквивалентно условию

A(N−1(γ)) > a. Из формулы (3) для N(q) можно выразить функ-

цию Φ(q). Действительно, поскольку

N2(q) =
Φ(q)− q

qΦ(q)
(1− |M|2) + |FM|2,

то

Φ(q) =
1− |M|2

1

4π

π∫

−π

ln det(Im − qΛ(ω))−1dω

−m

2
ln

(
1− |M|2 + q|FM|2 − qN2(q)

) .
= α(q,N(q)).

Учитывая связь между функциями A(W ) и A(q), придем к

тому, что неравенство A(N−1(γ)) > a эквивалентно неравенству

α(q, γ) > a. Более точно,

A(N−1(γ)) = α(N−1(γ), γ) = sup
q∈[0,‖F‖−2

∞ )

α(q, γ).

278

XI ВСЕРОССИЙСКАЯ ШКОЛА-КОНФЕРЕНЦИЯ МОЛОДЫХ УЧЕНЫХ
 “УПРАВЛЕНИЕ БОЛЬШИМИ СИСТЕМАМИ”



Значит, существование такого числа q ∈ [0, ‖F‖−2
∞ ), что справед-

ливо α(q, γ) > a, гарантирует выполнение неравенства |||F |||a 6 γ.

Сформулируем теперь в терминах уравнения Риккати полу-

ченный результат. Спектральная плотность S(ω) формирующего

фильтра G может быть записана в виде S(ω) = Sq(ω) тогда и

только тогда, когда для передаточной функции Θ(z) системы

Θ ∼
[ √

qF√
σG−1

]

выполнено условие иннерности: Θ̂∗(ω)Θ̂(ω) = Im. Если фильтр

G имеет представление

G ∼
{

xk+1 = (A+BL)xk +BΣ1/2(vk + µ),
wk = Lxk +Σ1/2(vk + µ),

то обратная ему система записывается в виде

G−1
∼

{ xk+1 = Axk +Bwk,

vk + µ = −Σ−1/2Lxk +Σ−1/2wk.
Следовательно, Θ имеет вид

Θ ∼



A B

C D

−√
σΣ−1/2L

√
σΣ−1/2


 .

Введя новую матричную переменную S = σ−1Σ, выражение для

Θ можно представить в виде

Θ ∼



A B

C D

−S
−1/2L S

−1/2


 ,

а формула типа Колмогорова-Сегё

1

2π

π∫

−π

ln det(Sq(ω))dω = ln det(Σ)

примет вид

1

2π

π∫

−π

ln det(Im − qΛ(ω))−1dω = ln det(S).
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Следуя [9], условие иннерности оператора Θ можно переписать в

виде системы матричных уравнений Риккати относительно R =
RT � 0:

R = ATRA+ qCTC + LT
S

−1L,

L = S(BTRA+ qDTC),

S = (Im −BTRB − qDTD)−1.

Функция α(q, γ) при этом примет вид

α(q, γ) = −1

2
ln det

(
(1− |M|2 + q|FM|2 − qγ2)S

)
,

что и требовалось доказать.

�

Замечание 1. В доказательстве Теоремы 1 параметр q

принадлежит интервалу [0,‖F‖−2
∞ ). Это множество можно

уточнить следующим образом. Во-первых, для неотрицатель-

ности выражения под логарифмом в неравенстве

−1

2
ln det

(
(1− |M|2 + q|FM|2 − qγ2)S

)
> a

в силу неотрицательной определенности матрицы S следует

1− |M|2 + q|FM|2 − qγ2 > 0,

или, что то же самое,

q 6 q2 = (1− |M|2)(γ2 − |FM|2)−1.

Во-вторых, поскольку R = RT � 0, то BTRB+ qDTD � 0. Сле-

довательно, S−1 � Im, что приводит к неравенству tr ln(S) >
0. Таким образом, из условия

−1

2
ln det

(
(1− |M|2 + q|FM|2 − qγ2)S

)
> a
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также следует m ln(1 − |M|2 + q|FM|2 − qγ2) 6 −2a, откуда

несложно получить неравенство

q > q1 = (1− |M|2 − e−2a/m)(γ2 − |FM|2)−1.

Численный пример. Проверим утверждение теоремы на

следующем примере. Пусть дана линейная дискретная стаци-

онарная система

F ∼ xk+1 = Axk +Bwk,

zk = Cxk +Dwk,

с матрицами

A =




0.23596 −0.85556 −0.68156
−0.77842 0.0075576 −0.26014
1.0996 −0.93759 −0.2288


 ,

B =




−0.52481 1.8551
1.1283 −0.2773
0.55014 1.0666


 ,

C =

[
−2.0992 0.37147 0.69535
0.63848 −0.37418 0.87763

]
,

D =

[
1.0336 0.60107
0.41979 −0.67402

]
.

Несложно проверить, что H∞-норма этой системы равна

‖F‖∞ = 8.6432. Будем считать, что внешнее возмущение {wk}
имеет следующие характеристики: норма матожидания wk на ста-

ционарном режиме равна |M| = 0.5, след ковариационной матри-

цы wk на стационарном режиме равен ‖G‖22 = 0.75, средняя ани-

зотропия последовательности W = {wk} равна A(W ) = 0.375.
Точное значение анизотропийной нормы приведенной системы с

указанным типом внешнего возмущения равно

|||F |||0.375 = 6.178.
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В следующей таблице приведены решения (q,R,S) для различ-

ных значений γ ∈ (6.178, 8.6432). В случае, если γ < 6.178 реше-

ния не существует, а при γ > 8.6432 решение тривиально (q – лю-

бое), так как анизотропийная норма всегда меньше H∞-нормы:

|||F |||a < ‖F‖∞ для любого 0 6 a < +∞.

γ q R S

8 0.0017




0.0138 −0.0072 −0.0042

−0.0072 0.0101 0.0059

−0.0042 0.0059 0.0067





[

1.0416 −0.0262

−0.0262 1.0475

]

7 0.0031




0.0247 −0.0131 −0.0077

−0.0131 0.0183 0.0110

−0.0077 0.0110 0.0122





[

1.0794 −0.0504

−0.0504 1.0886

]

6.2 0.0083




0.0695 −0.0389 −0.0243

−0.0389 0.0570 0.0356

−0.0243 0.0356 0.0384





[

1.3106 −0.20278

−0.2027 1.3080

]

Табл.1. Решения (q, R,S), полученные при про-

верке условий теоремы для различных значений γ.

Таким образом, полученные данные подтверждают условия

теоремы. Стоит отметить, что для каждого случая γ = 8, γ = 7
и γ = 6.2 параметр q принадлежит своему интервалу, который

строится согласно описанному ранее правилу.

4. Заключение

В данной работе сформулирована частотная теорема для

анизотропийной нормы линейной системы при внешних возму-

щениях с ненулевыми средними. Данная теорема представля-

ет собой достаточные условия ограниченности анизотропийной

нормы некоторым положительным числом. Этот критерий за-

писан на математическом языке уравнений Риккати и неравен-

ства специального вида. Сформулированная теорема может найти

применение в задаче синтеза субоптимального анизотропийного

регулятора для систем с нетривиальным внешним возмущением,

имеющим как стохастическую, так и детерминированную состав-

ляющие.
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ANISOTROPY-BASED BOUNDED REAL LEMMA FOR

LINEAR SYSTEM UNDER INPUT DISTURBANCES

WITH NONZERO MEANS

Arkadiy Kustov, Institute of Control Sciences of RAS, Moscow,

(arkadiykustov@gmail.com).

Abstract: To suppress acting on objects external perturbations,

different approaches are used in control theory. The works about

constructing H2- and H∞- optimal controllers are well-known.

Created in the 90th anisotropy-based control theory is one of several

directions, which concentrates on the generalization of the H2-

and H∞- approaches. The basic concept of this theory is the

anisotropic norm, defined as supremum of root-mean-square gain

over all disturbances with constrained mean anisotropy, which is

the measure of difference between certain sequence and etalon one.

For the synthesis of anisotropic suboptimal stabilizing controllers,

one have to find the conditions, under which the anisotropic norm

is bounded by a specified number. The solution of this problem in

the case of external disturbances with zero expectations had been

received, and is called anisotropy-based bounded real lemma. In this

paper, author obtain a similar theorem for the case of disturbances

in the form of a sequence of Gaussian random vectors with nonzero

mean and bounded mean anisotropy.

Keywords: Anisotropy-based control theory, mean anisotropy,

anisotropic norm, Gaussian random vectors, anisotropy-based

bounded real lemma.
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