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Рассмотрен один из алгоритмов скольжения второго рода при
воздействии на систему внешних ограниченных гладких возму-
щений. Отличительной особенностью предложенной обратной
связи является то, что дифференциальные уравнения замкну-
той системы не являются однородными. Приведено доказатель-
ство конечной сходимости для таких систем в предположении,
что возмущения действуют только по каналам управления. За
счет использования нового алгоритма управления удалось при-
дать системе свойство конечной сходимости за счет использо-
вания меньших ресурсов управления.

Ключевые слова: скользящие режимы второго рода, доказатель-
ство сходимости, метод усреднения для функции Ляпунова, оп-
тимизированные затраты управляющих воздействий..

1. Введение

Теория обыкновенных дифференциальных уравнений с раз-
рывной правой частью приобрела широкую известность в XX
веке, начиная с работ Каратеодори К., который рассматривал их
в предположении, что правая часть непрерывна по вектору со-
стояния, а точки разрыва правой части по времени составляют

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №12-
08-0865-а, 14-01-31190-мол-а.
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множество меры нуль. При некоторых дополнительных услови-
ях он привел условия существования и единственности решения
таких систем уравнений [12].

Бурное развиттие теории автоматического управления в XX
веке привело к системам дифференциальных уравнений, в кото-
рых в правой части может выбираться некоторое скалярное или
векторное возействие, называемое управлением, для того чтобы
придать замкнутой системе некоторые полезные свойства. По-
явилось большое количество задач из механики, электротехники
, в которых за счет управления правая часть дифференциальных
уравнений разрывна не только по времени, но и по пространству
[2, 3, 10, 4, 9].

Особого внимания треубет случай когда множество точек
разрыва правой части дифференциального уравнения составлет
множество ненулевой меры. Рассмотрения таких систем с само-
го начала требует обощение понятия решения. Данная пробле-
ма в основном была связана с релейными системами управления
[17] и системами с переменной структурой [13], в которых при
определенных условиях может возникать особый режим работы:
скользящий режим [14, 24]. Существует различные способы до-
определения движения в скользящем режиме [4, 14, 1, 15], Одна-
ко наиболее часто пользуются доопределением Филиппова А.Ф.
Рассмотрим более подробно это доопределение для системы пер-
вого порядка
(1) 𝑠̇ = −𝑀sign(𝑠) + 𝜉(𝑡), 𝑀 = const > 0,

где |𝜉(𝑡)| 6 Σ = const > 0 – внешнее возмущение, sign(·) –
функция знака.

При 𝑀 > Σ в системе (1) возникает скользящий режим, при
движении в котором согласно доопрелелению Филиппова А.Ф.
решение определяется как решение дифференциального включе-
ния

𝑠̇ ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑠),

где 𝐹 (𝑡, 𝑠) – наименьшее выпуклое замкнутое множество, содер-
жащее все предельные точки функции −𝑀sign(𝑠*) + 𝜉(𝑡), когда
𝑠* ̸= 0, 𝑡 = const. В данном случае 𝑠̇ ∈ [−𝑀 + 𝜉(𝑡),𝑀 + 𝜉(𝑡)], а
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решение на поверхности разрыва доопределяется как

𝑠(𝑡) = 0, [𝑀sign(𝑠(𝑡))]𝑒𝑞 = 𝜉(𝑡),

где обозначение введено [·]𝑒𝑞 введено, чтобы показать, что из-за
переключений реле бесконечной частоты только некоторая сред-
няя составляющая данного сигнала равна возмущению [14], в
этом смысле запись 𝑀sign(𝑠(𝑡)) = 𝜉(𝑡) некорректна.

В приведенном примере управление возникало сразу после
дифференцирования поверхности скольжения, т.е. относитель-
ный порядок переменной скольжения по отношению к управле-
нию равен единице. Такие случаи в теории скользящих режимов
называются невырожденными [14], а сами скользящие движения
в современной терминологии называются скользящими режима-
ми первого рода [5]. Наличие разрывов приводит к тому, что для
алгоритмов управления на скользящих режимах характерно ко-
нечное время попадания на многообразие скольжения. Обозначив
время попадания на поверхность скольжения через 𝑡𝑟, можно за-
писать его оценку

𝑡𝑟 6
|𝑠(0)|
𝑀 − Σ

.

По аналогии, если управление появляется после двукратно-
го интегрирования поверхности скольжения и за счет алгоритма
управления в некоторый момент времени 𝑡 = 𝑡𝑟 обеспечивается
одновременное равенство 𝑠(𝑡𝑟) = 𝑠̇(𝑡 𝑟) = 0, то такой алгоритм
называется алгоритмом скольжения второго рода [5, 6, 20]. Рас-
смотрим, так называемый, алгоритм “скручивания”для системы

(2)
𝑠̇ 1 = 𝑠 2,
𝑠̇ 2 = 𝑢 + 𝜉(𝑠 1, 𝑠 2, 𝑡),

в которой управление выбирается в виде
(3) 𝑢 = −𝑀2 sign(𝑠2) −𝑀1 sign(𝑠1),
где 𝑀1 = const > 0, 𝑀2 = const > 0, |𝜉(𝑠1, 𝑠2, 𝑡)| 6 Σ – неиз-
вестная функция, описывающая внешние возмущения и неопре-
деленности системы.

В работах [24, 20, 23, 11] доказана сходимость переменных
данной системы к нулю за конечное время при условии, что
(4) 𝑀1 > 𝑀2 + Σ, 𝑀2 > Σ.
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По описанной схеме могут быть введены формальные опре-
деления скользящего режима 𝑟–рода, некоторые из которых мож-
но найти в [5, 21].

Существует не так много методов исследования систем со
скользящими режимами высших порядков. Большинство из них
справедливо только для однородных дифференциальных уравне-
ний, описывающих замкнутую систему управления [21, 23, 19]. В
частности, если доказана асимптотическая сходимость перемен-
ных системы к нулю, то на основе качественной теории диффе-
ренциальных уравнений доказывается, что сходимость происхо-
дит за конечное время. Ограничения на однородность дифферен-
циальных уравнений ограничивают класс систем и алгоритмов
управления, которые могут быть использованы при синтезе.

В статье [22] рассмотрен редкий случай, когда удалось подо-
брать негладкую функцию Ляпунова для доказательства конечно-
временной сходимости для одного из алгоритмов скольжения
второго рода.

В работе [11] предложена модификация метода Зубова В.И.
[7] для поиска кандидатов на функцию Ляпунова для некото-
рых алгоритмов управления на скользящих режимах второго ро-
да. Однако использование данного подхода в предложенной ниже
задаче весьма затрудительно.

Сложности поиска подходящей функции Ляпунова несколь-
ко ослаблены в публикации [25], где предложен альтернативаный
подход к доказательству конечной сходимости. Основная идея со-
стоит в следующем: при конечной сходимости переменных си-
стемы к нулю за конечное время сойдется и любая положительно
полуопределенная функция от этих переменных. Доказательство
в этом случае можно провести на основе средней скорости зату-
хания для некоторой функции, характеризующей энергию в си-
стеме. Например, для замкнутой системы (2)–(3) в качестве такой
может быть выбрана

𝑉 = |𝑠1| +
𝑠22

2𝑀
.

В данной работе предложен новый алгоритм управления
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на скользящих режимах второго рода. Основная идея состоит в
использовании модификации релейного алгоритма управления,
предложенного в [8]. За счет введения радикального члена в
управляющее воздействие удается обеспечить конечную сходи-
мость при меньших затратах ресурсов управления по сравнению
с алгоритмом (3). Статья имеет следующую структуру. В разделе
2 приведена постановка задачи. В следующем разделе рассмот-
рена основная идея синтеза управляющего воздействия и приве-
дено доказательство сходимости за конечное время с оценкой ин-
тервала сходимости на основе функции Ляпунова, приведенной
в [8] и идее усреденения, описанной выше. В разделе 4 приведен
численный пример расчета оценок времени переходного процес-
са. Результаты работы и направления дальнейших исследований
обсуждаются в заключении.

2. Выбор алгоритма управления

2.1. Постановка задачи
Рассмотрим систему управления вида

(5)
𝑠̇ 1 = 𝑠 2,
𝑠̇ 2 = 𝜉(𝑠 1, 𝑠 2, 𝑡) + 𝑢,

где 𝑠1, 𝑠2 ∈ R, 𝑢 ∈ R, |𝜉(𝑡)| < Σ = const > 0 – неизвестная
функция внешних возмущений и неопределенностей системы,
|𝜉(𝑠1, 𝑠2, 𝑡)| 6 Σ = const > 0. Предполагается, что переменные
𝑠1, 𝑠2 доступны измерению.

Требуется синтезировать управляющее воздействие из клас-
са ограниченных функций |𝑢(𝑡)| 6 𝑈 = const > 0, такое, что
найдется момент времени 𝑡𝑟, после которого переменные систе-
мы равны нулю

𝑠1(𝑡) = 𝑠2(𝑡) = 0, ∀𝑡 > 𝑡𝑟.

2.2. Основная идея выбора управляющего воздействия
Все алгоритмы скольжения второго рода базируются на ис-

пользовании релейной обратной связи, которая обспечивает ко-
лебательный характер переходного процесса для переменных си-
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стемы. Добавляя при этом за счет обратной связи некторое тре-
ние можно обеспечить асимптотическую или конечно-временную
сходимость переменных системы к нулю.

Например, рассмотрим систему (5) c так называемым “вих-
ревым”алгоритмом
(6) 𝑢 = −𝛼𝑠2 −𝑀sign(𝑠1), 𝑀 > Σ, 𝛼(𝑀 − Σ) > Σ.

Записывая производную от положительно полуопределенной
функции Ляпунова

(7) 𝑉 = |𝑠1| −
𝜉

𝑀
𝑠1 +

(𝛼𝑠1 + 𝑠2)
2

2𝑀
,

вдоль траекторий замкнутой системы

(8)
𝑠̇ 1 = 𝑠 2,
𝑠̇ 2 = −𝛼𝑠2 −𝑀sign(𝑠1) + 𝜉(𝑠1, 𝑠2, 𝑡),

получим

𝑉̇ = −𝛼|𝑠1|, 𝛼 = 𝛼

(︂
1 − Σ

𝑀

)︂
− Σ

𝑀
.

Как видно, переменная 𝑠1(𝑡) асиптотически убывет к нулю.
В силу уравнений замкнутой системы легко может быть доказана
и асимптотическая сходимость переменной 𝑠2(𝑡).

Нелинейный осциллятор организуется за счет релейной со-
ставляющей −𝑀sign(𝑠1) по аналогии с линейным осциллятором

𝑠̇ 1 = 𝑠 2,
𝑠̇ 2 = −𝜔2𝑠1,

а роль трения играет компонента −𝛼𝑠2.
Согласно поставленной задаче управления модифицируем

алгоритм управления (6) на основе следующих соображений. Из-
вестно [18], что дифференциальное уравнение с квадратным кор-
нем

𝑠̇ = −
√︀

|𝑠|sign(𝑠)

обладает свойством конечно-временной сходимости, из-за того,
что правая часть не удовлетворяет условиям Липшица.

Добавляя в управление (6) радикальный член, получим
(9)
𝑢 = −𝛼𝑠2 − 𝛼|𝑠2|𝛽sign(𝑠2) −𝑀sign(𝑠1), 𝛽 = const > 0, 0 < 𝛽 < 1;

𝛼(𝑀 − Σ) > Σ, 𝑀 > Σ, 𝛼 = const > 0, 𝑀 = const > 0.
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Для дальнейших рассуждений запишем дифференциальные
уравнения замкнутой системы (5), (9)

𝑠 1 = 𝑠 2,(10)
˙
𝑠̇ 2 = −𝛼𝑠 2− 𝛼|𝑠 2| 𝛽sign(𝑠 2) −𝑀sign(𝑠 1) + 𝜉(𝑡, 𝑠 1, 𝑠 2).

В следующем разделе доказывается, что наличие в правой
части члена, не удовлетворяющего условиям Липшища, приво-
дит к сходимости переменных замкнутой системы (10) к началу
координат (0, 0) за конечное время. Отметим, что данное свой-
ство обеспечивается за счет меньших ресурсов управления по
сравнению с алгоритмом “скручивания” (3).

3. Доказательство конечной сходимости с оценками
времени

Для дальнейших рассуждений нам понадобится сравнение
фазовых и временных характеристик замкнутой системы (10) и
системы сравнения

𝑦 1= 𝑦 2,(11)
˙
𝑦̇ 2= −𝑓(𝑦 2) −𝑀sign(𝑦 1) + 𝜉(𝑡, 𝑠 1, 𝑠 2),

где 𝑓(𝑦2)− непрерывная нечетная функция, 𝑓(0) = 0, 𝑓(𝑦2) >

0,∀𝑦2 > 0,
𝑑𝑓(𝑦2)

𝑑𝑦2
> 0,∀𝑦2 > 0.

Пусть для функции 𝑓(𝑦2) выполняется неравенство

𝛼(|𝑠2| + |𝑠2|𝛽) > |𝑓(𝑦2)|, 𝑦2 = 𝑠2 ∈ R.

В статье [8] показано, что при выполнении этого соотноше-
ния и одинаковых начальных условиях, фазовые портреты систем
(10) и (11) выглядят, как показано на рис. 1. Например, если рас-
смотреть третий квадрант, то кривая 𝑏 соответствует фазовому
портрету системы (11) и накрывает фазовый портрет 𝑎 системы
(10), т.к. скорость роста переменной 𝑠2(𝑡) для любой точки фа-
зового портрета 𝑠2− = 𝑦2 больше скорости роста переменной
𝑦2(𝑡). Во втором квадранте кривая 𝑏, соответствующая фазово-
му портрету (11), накрывает фазовый портрет 𝑎 системы (10),
т.к. скорость роста переменной 𝑠2(𝑡) для любой точки фазового
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портрета 𝑠2+ = 𝑦2 меньше, чем скрость роста переменной 𝑦2(𝑡).
Конечно эти рассуждения справедливы в пространстве, а не во
времени, поэтому они будут использованы для получения оценок
времени переходного процесса для системы (10) и для доказа-
тельства сходимости за конечное время переменных 𝑠1(𝑡), 𝑠2(𝑡).

Рис. 1. Фазовые портреты систем (10) и (11).

Разобъем весь переходный процесс для переменных системы
(10) на три этапа:

1) этап попадания в область

|𝑠2(𝑡)| 6 𝜀1 =
𝑀 + Σ

𝛼
;

2) движение системы в области

𝜀2 6 |𝑠2(𝑡)| 6
𝑀 + Σ

𝛼
,

где 𝜀2 некоторая положительная константа, которая будет
указана ниже;

3) движение в области

|𝑠2(𝑡)| 6 𝜀2.

за конечное время к нулю.
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Далее все этапы будут рассмотрены отдельно и приведены
оценки времени движения в каждой из областей.

Введем следующие обозначения:

1) 𝑡0 – начальный момент времени;

2) 𝑡1 – момент времени, при котором 𝑠1(𝑡1) = 0;

3) 𝑡
′
1 – момент времени, при котором 𝑠2(𝑡

′
1) = 0;

4) 𝑡2 – момент времени, при котором 𝑠1(𝑡2) = 0, |𝑠2(𝑡2)| 6 𝜀1;

5) 𝑡
′
3 – момент времени, при котором |𝑠2(𝑡

′
3)| 6 𝜀2;

6) 𝑡3 – момент времени, при котором 𝑠1(𝑡3) = 0, |𝑠2(𝑡3)| 6 𝜀2;

7) 𝑡𝑟 – момент времени, в который возникает скользящий режим
второго рода.

3.1. Оценивание времени попадания в 𝜀1-область.
Рассмотрим случай, когда 𝑠1(𝑡0)𝑠2(𝑡0) < 0. Пусть в первой

ситуации 𝛼(|𝑠2(𝑡0) + |𝑠2(𝑡0)|𝛽) > 𝑀 + Σ. Обозначим за 𝑠2min зна-
чение переменной 𝑠2(𝑡) при котором выполняется равенство

𝛼(|𝑠2min| + |𝑠2min|𝛽) = 𝑀 − Σ.

Значение 𝑠min может быть найдено с помощью численных мето-
дов.

Покажем, что, чем больше скорость убывания переменной
𝑠2(𝑡), тем больше оценка интервала времени 𝑡1 − 𝑡0. Для этого
рассмотрим систему

𝑠̇ *
1 = 𝑠 *

2,
𝑠̇ *
2 = −𝑣,
𝑠*1(𝑡0) = 𝑠1(𝑡0), 𝑠

*
2(𝑡0) = 𝑠2(𝑡0), 𝑣 = const > 0.

Введем в рассмотрение некорое значение 𝑠′1 = const >
0, 0 < 𝑠′1 < |𝑠1(𝑡0)|. Интегрируя эти уравнения, получим следу-
ющую оценку интервала времени 𝑡′0 − 𝑡0, за которое выполнится
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равенство |𝑠1(𝑡′0)| = 𝑠′1

𝑡′0 − 𝑡0 6
2|𝑠1(𝑡0)|

|𝑠2(𝑡0)| +
√︀
𝑠22(𝑡0) − 2𝑣(|𝑠1(𝑡0)| − 𝑠′1)

Как видно, из этой оценки, чем больше скорость, тем больше
время переходного процесса. Конечно, необходимо, чтобы данное
выражение имело смысл, поэтому рассмотрим два варианта.

В первом варианте начальные условия такие, что

𝑠22(𝑡0)− 2𝑣max|𝑠1(𝑡0)| > 0, 𝑣max = 𝛼(|𝑠2(𝑡0)|+ |𝑠2(𝑡0)|𝛽)−𝑀 + Σ.

Тогда оценка времени
(12)

𝑡1−𝑡0 6
2|𝑠1(𝑡0)|

|𝑠2(𝑡0)| +
√︀

𝑠22(𝑡0) − 2𝑣max|𝑠1(𝑡0)|
, 𝑠22(𝑡0)−2𝑣max|𝑠1(𝑡0)| > 0.

Во втором варианте можно оценить этот интервал времени
следующим образом. Вначале переменная |𝑠2(𝑡)| убывает до зна-
чения 𝑠2min со скоростью 𝑣max за интервал времени

𝑠22(𝑡0) − 2𝑣max|𝑠1(𝑡0)| < 0, ∆𝑡0 = 𝑡′′0 − 𝑡0 =
|𝑠2(𝑡0)|
𝑣max

.

Далее переменная |𝑠1(𝑡)| убывает скоростью 𝑠2min до нуля за от-
резок времени

∆𝑡′0 = 𝑡1−𝑡′′0 6
𝑠′′1

𝑠2min
, 𝑠′′1 =

⃒⃒⃒⃒
−|𝑠1(𝑡0)| + |𝑠2(𝑡0)|∆𝑡0 −

𝑣max

2
(∆𝑡0)

2
⃒⃒⃒⃒
.

Объединяя последние, два выражения получим оценку
(13)

𝑡1−𝑡0 6
|𝑠2(𝑡0)|
𝑣max

+

⃒⃒⃒
−2𝑣max|𝑠1(𝑡0)| + 𝑠22(𝑡0)

⃒⃒⃒
2𝑣max𝑠2min

, 𝑠22(𝑡0)−2𝑣max|𝑠1(𝑡0)| < 0.

Далее приводятся оценки интервала времени 𝑡2 − 𝑡1. По-
скольку обсуждалось, что время движения в первом квадранте
для системы (10) меньше, чем для системы сравнения (11), то с
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помощью последней может быть оценен интервал 𝑡′1− 𝑡1. Учиты-
вая, что |𝑠2(𝑡1)| 6 |𝑠2(𝑡0)|, запишем указанную оценку для наи-
меньшей скорости 𝑀 − Σ
(14)

𝑡′1 − 𝑡1 6
1

𝛼
ln

(︂
𝛼|𝑠2(𝑡0)| + 𝑀 − Σ

𝑀 − Σ

)︂
,

|𝑠1(𝑡′1)| 6
⃒⃒⃒⃒⃒⃒
−𝑀 − Σ

𝛼2
ln

(︂
𝛼|𝑠2(𝑡0)| + 𝑀 − Σ

𝑀 − Σ

)︂
+

|𝑠2(𝑡0)|
𝛼

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
.

Для оценки интервала времени 𝑡2 − 𝑡′1 введем некоторый
коэффициент 𝑚, отражающий степень насыщения переменной
|𝑠2(𝑡)|, при этом можем указать нижнюю границу скорости ро-
ста переменной |𝑠2(𝑡)| на этом интервале времени

(15)
|𝑠̇ 2(𝑡)| > 𝑣min 1 = (1 −𝑚)(𝑀 − Σ) − 𝛼

(︂
𝑚
𝑀 − Σ

𝛼

)︂𝛽

,

𝑣min 1 > 0, 𝑚 ∈ (0, 1) .
Выбор параметра 𝑚 поясним ниже.

Тогда оценка интервала времени 𝑡2−𝑡′1 может быть составле-
на из двух составляющих. Первое значение соответствует оцен-
ке интервала времени, за которое переменная |𝑠2(𝑡)| достигает

значения 𝑚
𝑀 − Σ

𝛼
, двигаясь со скоростью 𝑣min 1. Обозначая этот

интервал времени 𝑡*1 − 𝑡′1, запишем его оценку

𝑡*1 − 𝑡′1 6
𝑚(𝑀 − Σ)

𝛼𝑣min 1
.

На втором интервале времени 𝑡2−𝑡*1 справедливы соотноше-
ния

|𝑠̇ 1(𝑡)| > 𝑚
𝑀 − Σ

𝛼
,

𝑡2 − 𝑡*1 6

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
−𝑀 − Σ

𝛼
ln

(︂
𝛼|𝑠2(𝑡0)| + 𝑀 − Σ

𝑀 − Σ

)︂
+ |𝑠2(𝑡0)|

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑚(𝑀 − Σ)

.

Объединяя последние два неравенства, запишем оценку ин-
тервала времени
(16) 𝑡2 − 𝑡′1 6 𝑐1(𝑚

*
1),
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где параметр 𝑚*
1 в функции

𝑐1(𝑚) =
𝑚(𝑀 − Σ)

𝛼(1 −𝑚)(𝑀 − Σ) − 𝛼2

(︂
𝑚
𝑀 − Σ

𝛼

)︂𝛽
+

+

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
−𝑀 − Σ

𝛼
ln

(︂
𝛼|𝑠2(𝑡0)| + 𝑀 − Σ

𝑀 − Σ

)︂
+ |𝑠2(𝑡0)|

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑚(𝑀 − Σ)

выбирается из условия ее минимума

𝑚*
1 = arg min

𝑚∈(0, 1)
𝑐1(𝑚).

Во второй ситуации 𝛼(|𝑠2(𝑡0) + |𝑠2(𝑡0)|𝛽) < 𝑀 + Σ. Рас-
смотрим также два варианта развития событий. Первая оценка
соответствует следующим начальным условиям

(17)

𝛼(|𝑠2(𝑡0) + |𝑠2(𝑡0)|𝛽) > 𝑀 − Σ,

𝑡2 − 𝑡0 6
2|𝑠1(𝑡0)|

|𝑠2(𝑡0)| +
√︀
𝑠22(𝑡0) − 2𝑣max|𝑠1(𝑡0)|

,

при 𝑠22(𝑡0) − 2𝑣max|𝑠1(𝑡0)| > 0;

𝑡2 − 𝑡0 6
|𝑠2(𝑡0)|
𝑣max

+

⃒⃒⃒
−2𝑣max|𝑠1(𝑡0)| + 𝑠22(𝑡0)

⃒⃒⃒
2𝑣max𝑠2min

,

при 𝑠22(𝑡0) − 2𝑣max|𝑠1(𝑡0)| < 0.
Рассмотрим более детально вариант, когда начальные усло-

вия по переменной 𝑠2(𝑡) такие, что 𝛼(|𝑠2(𝑡0)+|𝑠2(𝑡0)|𝛽) < 𝑀−Σ.
Для этого введем некоторый коэффициент 𝑚, отражающий сте-
пень насыщения переменной 𝑠2(𝑡)

|𝑠̇ 2(𝑡)| > 𝑣min 2 = (1 −𝑚)(𝑀 − Σ) − 𝛼

(︂
𝑚
𝑀 − Σ

𝛼

)︂𝛽

,

𝑣min 2 > 0, 𝑚 ∈ (𝑚0, 1) , 𝑚0 =
𝛼|𝑠2(𝑡0)|
𝑀 − Σ

.

Выбор параметра 𝑚 поясним ниже.
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Тогда оценка интервала времени 𝑡2−𝑡0 может быть составле-
на из двух оценок. Первое значение соответствует оценке интер-
вала времени, за которое переменная |𝑠2(𝑡)| достигает значения

𝑚
𝑀 − Σ

𝛼
, двигаясь со скоростью 𝑣min 2. Обозначая этот интервал

времени 𝑡*1 − 𝑡0, запишем его оценку

𝑡*1 − 𝑡0 6
𝑚(𝑀 − Σ) − 𝛼|𝑠2(𝑡0)|

𝛼𝑣min 2
.

На втором интервале времени 𝑡2−𝑡*1 справедливы соотноше-
ния

|𝑠̇ 1(𝑡)| > 𝑚
𝑀 − Σ

𝛼
, 𝑡2 − 𝑡*1 6

𝛼|𝑠1(𝑡0)|
𝑚(𝑀 − Σ)

.

Объединяя последние два неравенства, запишем оценку ин-
тервала времени
(18) 𝑡2 − 𝑡0 6 𝑐2(𝑚

*
2),

где параметр 𝑚*
2 в функции

𝑐2(𝑚) =
𝑚(𝑀 − Σ) − 𝛼|𝑠2(𝑡0)|

𝛼(1 −𝑚)(𝑀 − Σ) − 𝛼2

(︂
𝑚
𝑀 − Σ

𝛼

)︂𝛽
+

𝛼|𝑠1(𝑡0)|
𝑚(𝑀 − Σ)

выбирается из условия ее минимума

𝑚*
2 = arg min

𝑚∈(𝑚0, 1)
𝑐2(𝑚).

Аналогичные рассуждения могут быть приведены для слу-
чая 𝑠1(𝑡0)𝑠2(𝑡0) > 0. При этом оценка интервала времени 𝑡2 − 𝑡0
может быть записана согласно (14), (16).

3.2. Оценка времени попадания в 𝜀2-область.
Как было показано в работе [8] для переменной 𝑦2(𝑡) систе-

мы (11) в 𝜀1-области (𝑡 > 𝑡2) может быть записана мажоранта

(19) |𝑦2(𝑡)| 6
𝑀 + Σ

𝛼
𝑒−

𝛾0
2
(𝑡−𝑡2), 𝑡 > 𝑡2,
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где

𝛾0 =
𝛼(𝑀 − Σ)

2(𝑀 + Σ)
ln

(︂
1

1 − 0.533𝑐

)︂
, 𝑐 =

𝑀 − Σ − Σ
𝛼

𝑀 + Σ
.

Используя данное неравенство, можно записать мажоранту
для переменной 𝑠2(𝑡) и оценить время, за которое она попадет
в некоторую 𝜀2-область. Для этого введем ближайшие моменты
времени 𝑡2𝑠 > 𝑡2, 𝑡2𝑦 > 𝑡2 такие, что

𝑠1(𝑡2𝑠) = 0, 𝑦1(𝑡2𝑦) = 0.

Выше обсуждалось, что |𝑠2(𝑡2𝑠)| 6 |𝑦2(𝑡2𝑦)|. Неравенство
(19) было получено для следующей оценки интервала времени
[8]

𝑡2𝑦 − 𝑡2 6
2𝜀1

𝑀 − Σ
.

Найдем оценку интревала времени 𝑡2𝑠− 𝑡2 для системы (10).
После этого, введя корректирующий коэффициент, запишем ре-
зультирующую мажоранту для 𝑠2(𝑡). Обозначим за 𝑡′2 (𝑡′2 > 𝑡2)
ближайший момент времени, при котором 𝑠2(𝑡

′
2) = 0. Тогда оцен-

ка интервала времени 𝑡
′
2 − 𝑡2

(20) |𝑠̇ 2(𝑡)| > 𝑀 − Σ, 𝑡
′
2 − 𝑡2 =

𝜀1
𝑀 − Σ

.

Для оценки интервала 𝑡2𝑠−𝑡
′
2 , как и ранее в выражении (15),

введем коэффициент 𝑚, отражающий степень насыщения пере-
менной 𝑠2(𝑡). Проводя рассуждения из предыдущего подраздела,
запишем оценку интервала 𝑡2𝑠 − 𝑡2 с учетом последнего неравен-
ства
(21) 𝑡2𝑠 − 𝑡2 6 𝑐3(𝑚

*
3)

𝜀1
𝑀 − 𝐸

,

где параметр 𝑚* в функции

𝑐3(𝑚) =

(︂
1 +

1

2𝑚
+

𝑚

(1 −𝑚) − 𝛼1−𝛽(𝑀 − 𝐸)𝛽−1𝑚𝛽

)︂
выбирается из условия ее минимума

𝑚*
3 = arg min

𝑚∈(0,1)
𝑐(𝑚).
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С учетом (19), (21) и неравенства |𝑠2(𝑡2𝑠)| 6 |𝑦2(𝑡2𝑦)| запи-
шем мажоранту для переменной |𝑠2(𝑡)|, 𝑡 > 𝑡2
(22)

|𝑠2(𝑡)| 6 𝜀1𝑒
𝛾(𝑡−𝑡2), 𝛾 =

𝛼(𝑀 − Σ)

2𝑐3(𝑚*
3)(𝑀 + Σ)

ln

(︂
1

1 − 0.533𝑐

)︂
.

Тогда оценка интервала времени попадания переменной
|𝑠2(𝑡)| из 𝜀1-области в заданную 𝜀2-окрестность

|𝑡′3 − 𝑡2| 6
1

𝛾
ln
𝜀1
𝜀2

.

Значение 𝜀2 будет введено ниже.
Рассуждения в следующем подразделе будут проводится, на-

чиная с момента времени 𝑡3, поэтому запишем аналогично (21)
оценку интервала времени

|𝑡3 − 𝑡′3| 6 𝑐3(𝑚
*
3)

𝜀2
𝑀 − 𝐸

.

Объединяя два последних неравенства, запишем окончатель-
но

(23) |𝑡3 − 𝑡2| 6
1

𝛾
ln
𝜀1
𝜀2

+ 𝑐3(𝑚
*
3)

𝜀2
𝑀 − 𝐸

.

3.3. Оценка времени движения в 𝜀2-области
Для оценки времени движения на последнем этапе рассмот-

рим положительно полуопределенную функцию Ляпунова на ос-
нове (7)

(24) 𝑉 =

(︂
|𝑠1| −

𝜉

𝑀
𝑠1 +

(𝛼𝑠1 + 𝑠2)
2

2𝑀

)︂ 1−𝛽
2

,

производная которой вдоль траекторий системы (10)

(25) 𝑉̇ 6
−𝛼|𝑠1| −

𝛼2

𝑀
|𝑠2|𝛽𝑠1sign(𝑠2) −

𝛼

𝑀
|𝑠2|1+𝛽(︂

|𝑠1| −
𝜉

𝑀
𝑠1 +

(𝛼𝑠1 + 𝑠2)
2

2𝑀

)︂ 1+𝛽
2

,

где 𝛼 = 𝛼

(︂
1 − Σ

𝑀

)︂
− Σ

𝑀
.
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Исследуем траектории системы (10) на полупериоде колеба-
ний при начальных условиях
(26) 𝑠1(𝑡3) = 0, 𝑠2(𝑡3) = −𝜀2.
Знак переменной 𝑠2(𝑡) выбран для определенности. В этом слу-
чае на фазовой плоскости движения системы на полупериоде ко-
лебаний будут происходить во третьем и втором квадрантах.

Введем моменты времени 𝑡′′3, 𝑡4 такие, что

𝑠2(𝑡
′′
3) = 0, 𝑠1(𝑡4) = 0.

Покажем, что как при определенном выборе параметров ал-
горитма управления (9), так и размеров 𝜀2-области, производная
функции Ляпунова (25) неположительная. Для этого рассмотрим
числитель дроби (25)

(27) 𝑧 = −𝛼|𝑠1| −
𝛼2

𝑀
|𝑠2|𝛽𝑠1sign(𝑠2) −

𝛼

𝑀
|𝑠2|1+𝛽.

Частные произодные по переменным 𝑠1, 𝑠2

(28)

𝜕𝑧

𝜕𝑠1
= −𝛼 sign(𝑠1) −

𝛼2

𝑀
|𝑠2|𝛽sign(𝑠2),

𝜕𝑧

𝜕𝑠2
= −𝛼2𝛽𝑠1|𝑠2|𝛽−1

𝑀
− 𝛼(1 + 𝛽)

𝑀
|𝑠2|𝛽.

Проведем исследование функции 𝑧 в области, ограниченной
прямыми 𝑠1 = −𝑠 = const < 0, 𝑠1 = 0, 𝑠2 = 0, 𝑠2 = 𝑠2(𝑡2). Как
известно [16], для поиска наименьшего и наибольшего значения
функции двух переменных необходимо найти ее локальные экс-
тремумы, провести исследование функции на границах области
и в “угловых точках ”. Как видно, на границах 𝑠1 = 0 и 𝑠2 = 0
функция 𝑧 отрицательна. Исследуем поведение функции 𝑧 на гра-
нице 𝑠1 = −𝑠 с помощью второй частной производной (28). Как
видно, на линии уровня 𝑠1 = −𝑠 имеется точка максимума при

𝑠2 =
𝛼𝑐𝑠𝛽

𝛽 + 1
.

Подставляя полученное значение точки экстремума в функцию
(27), запишем

𝑧 = −𝑐𝑠

(︂
𝛼− 𝛼2

𝑀

|𝑠2|𝛽

𝛽 + 1

)︂
= −𝑐𝑠

(︀
𝛼− 𝑘𝛼𝛽

)︀
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где 𝑘 =
(𝑀 + Σ)2

𝑀(𝛽 + 1)1+𝛽

(︂
1

2

𝛽

𝑀 − Σ

)︂𝛽

.

В параметр 𝛼 коэффициент 𝛼 входит в первой степени, по-
этому с учетом неравенства 0 < 𝛽 < 1 найдется такoе значение
𝛼*, что

(29) 𝛼− 𝑘(𝛼*)𝛽 = 𝛼*
(︂

1 − Σ

𝑀

)︂
− Σ

𝑀
− 𝑘(𝛼*)𝛽 > 0.

При выполнении этого неравенства функция 𝑧 принимает отри-
цательные значения на любой линии уровня 𝑠1 = −𝑐𝑠.

Выбор параметра 𝛼 согласно неравенству (29) может ока-
заться избыточным. С учетом экспоненциальной сходимости в
𝜀1-области введем размер 𝜀2-области, в которой функция 𝑧 также
отрицательна на линиях уровня 𝑠1 = −𝑐𝑠

(30) 𝜀2 =

(︂
𝛼𝑀(𝛽 + 1)

𝛼2

)︂ 1
𝛽

.

На последнем шаге исследуем функцию 𝑧 на локальные экс-
тремумы. Приравнивая нулю частные производные (28) найдем
точку, подозреваемую на экстремум

𝑠1 = −1 + 𝛽

𝛼𝛽

(︂
𝛼𝑀

𝛼2

)︂ 1
𝛽

, 𝑠2 =

(︂
𝛼𝑀

𝛼2

)︂ 1
𝛽

.

Однако вычисляя вторые частные производные и определитель,

𝜕2𝑧

𝜕𝑠21
= 0,

𝜕2𝑧

𝜕𝑠1𝜕𝑠2
= −𝛼2𝛽|𝑠2|𝛽−1

𝑀
;

𝜕2𝑧

𝜕𝑠22
= −(𝛽 − 1)𝛼2𝛽𝑠1|𝑠2|𝛽−2

𝑀
− 𝛼𝛽(1 + 𝛽)

𝑀
|𝑠2|𝛽−1;⃒⃒⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 𝜕2𝑧

𝜕𝑠21

𝜕2𝑧

𝜕𝑠1𝜕𝑠2
𝜕2𝑧

𝜕𝑠1𝜕𝑠2

𝜕2𝑧

𝜕𝑠1𝜕𝑠2

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒⃒⃒ = −

(︂
𝜕2𝑧

𝜕𝑠1𝜕𝑠2

)︂2

< 0

получим, что данная точка является седловой.
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Окончательно получим, что при выборе параметра 𝛼 соглас-
но неравенству (29) или размера 𝜀2-области согласно (30), функ-
ция 𝑧, а, следовательно, и производная функции Ляпунова (25) во
втором квадранте неположительны.

С учетом асимптотической сходимости можем записать

|𝑠2(𝑡4)| < |𝑠2(𝑡3)| = 𝜀2.

Используя это неравенство, перепишем оценку (25) в тре-
тьем квадранте (𝑠1 < 0, 𝑠2 < 0)

(31)
𝑉̇ 6 −(2𝑀)

1+𝛽
2

𝛼|𝑠1| +
𝛼2

𝑀
|𝑠2|𝛽𝑠1sign(𝑠2) +

𝛼

𝑀
|𝑠2|1+𝛽

𝜀21+𝛽
6

6 −2
𝛽
2

√
2𝛼𝑀

𝛽−1
2

|𝑠2|1+𝛽

𝜀21+𝛽
.

Запишем среднее значение производной (31) на интервале
времени 𝑡 ∈ [𝑡3, 𝑡4], учитывая, что во втором квадранте 𝑉̇ 6 0

(32) 𝑉̇𝑎𝑣 =
1

𝑡4 − 𝑡3

𝑡4∫︁
𝑡3

𝑉̇3 6 −2
𝛽
2

√
2𝛼𝑀

𝛽−1
2

𝑥1+𝛽(𝑡4 − 𝑡3)

𝑡′′3∫︁
𝑡3

|𝑠2(𝜏)|1+𝛽𝑑𝜏.

Для поиска нижней оценки интеграла от переменной |𝑠2|1+𝛽

запишем в третьем квадранте оценки

𝑠̇ 26 𝑣, 𝑠 2(𝑡) > −𝜀 2+ 𝑣(𝑡− 𝑡 3), 𝑡 36 𝑡 6 𝑡 3𝑟;

𝑣 = 𝛼(𝜀2 + 𝜀𝛽2 ) + 𝑀 + Σ 6 2(𝑀 + Σ), 𝑡3𝑟 − 𝑡3 =
𝜀2
𝑣
.

Оценка интеграла
(33)
𝑡′′3∫︁

𝑡3

|𝑠2(𝜏)|1+𝛽𝑑𝜏 >

𝑡3𝑟∫︁
𝑡3

|−𝜀2 +𝑣(𝜏 − 𝑡3)|1+𝛽𝑑𝜏 6
𝜀2+𝛽
2

2(2 + 𝛽)(𝑀 + Σ)
.

Для вычисления средней скорости осталось оценить интер-
вал времени 𝑡4 − 𝑡3, что можно сделать аналогично (21)

|𝑡4 − 𝑡3| 6 𝑐3(𝑚
*
3)

𝜀2
𝑀 − Σ

.
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Подставляя последнее неравенство и оценку (33) в выраже-
ние (32), получим окончательно

(34) 𝑉̇𝑎𝑣 6 − 2
𝛽
2 𝛼𝑀

𝛽−1
2 (𝑀 − 𝐸)√

2(2 + 𝛽)(𝑀 + Σ)𝑐3(𝑚*
3)
.

Оценка времени схождения к нулю

(35) |𝑡𝑟 − 𝑡3| 6
𝑉 (𝑡3)

|𝑉̇𝑎𝑣|
=

(2 + 𝛽)(𝑀 + Σ)𝑐3(𝑚
*
3)𝜀

1−𝛽
2

𝛼(𝑀 − Σ)
.

4. Заключение

В статье было рассмотрено доказательство сходимости од-
ного из алгоритма скольжения второго рода и приведена оцен-
ка конечного времени сходимости переменных системы к нулю
при воздействии на систему внешних ограниченных гладких воз-
мущений. Отметим, что с помощью предложенного алгоритма
управления сходимость переменных системы обеспечивается при
меньших затратах ресурсов управления по сравнению с суще-
ствующими алгоритмами управления второго рода. В приведен-
ном доказательстве не требуется однородности дифференциаль-
ных уравнений, описывающих замкнутую систему управления,
что значтельно расширяет класс функций, которые могут исполь-
зоваться в обратной связи.
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