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СИНТЕЗ АНИЗОТРОПИЙНОГО РОБАСТНОГО
РЕГУЛЯТОРА ПРИ СТРУКТУРИРОВАННОЙ

НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ОБЪЕКТА УПРАВЛЕНИЯ1

2

Получено решение задачи синтеза анизотропийного регулято-
ра при структурированной неопределенности в моделе объекта
управления.
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Введение

Последние двадцать лет в теории управления развивается на-
правление, названное авторами анизотропийной теорией робаст-
ного управления [22, 25, 9]. Особенностью этой теории являет-
ся выбор таких способов описания внешнего возмущения и ко-
эффициента усиления от входа к управляемому выходу систе-
мы, которые обобщают постановки известных задач ℋ2– и ℋ∞–
управления.

Впервые задачи ℋ2–теории управления были сформулиро-
ваны в работах Р.Е. Калмана и А.М. Летова в середине XX
века. Позже задача ℋ2–оптимизации рассматривалась авторами
J.C. Doyle, K. Glover, P.P. Khargonekar и B.A. Francis в работе
[10]. Проблемы ℋ∞–оптимизации могут быть найдены в работах

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №12-
07-00267.

2 Александр Викторович Юрченков, аспирант (Москва, ул. Профсо-
юзная, д. 65, тел. (495) 495 334-92-60 внутр. тел. 1645).
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Д. Зеймса [26], Д. Дойла [11], Б. Фрэнсиса [17], К. Гловера [10],
Д. Гу [17], Н. Бермана, У. Шейкеда [7, 15], К. Шерера [23, 24], Т.
Ивасаки, Р. Скелтона [22, 19], П. Гаинета [13, 14], П. Апкаряна
[5, 6] и др.

При решении задачи обеспечения робастного качества для
линейной дискретной системы вводится 𝑎–анизотропийная нор-
ма системы |||𝐹 |||𝑎. Это направление развивается в ряде работ А.В.
Семенова, И.Г. Владимирова, А. П. Курдюкова [22, 25], М. Карни
[20], И. Петерсона, М. Джеймса, П. Даймонда [9].

В работе [2] приведено решение стохастической задачи ℋ∞–
оптимизации для системы с параметрической неопределенно-
стью. Авторами продемонстрировано, как можно изменить ма-
тематическую модель системы путем введения дополнительного
входа, что позволяет погрузить задачу в более общую, которая
решается методами анизотропийной теории.

В данной работе формулируется и решается анизотропийная
задача стохастической ℋ∞–оптимизации для линейных дискрет-
ных систем со структурированной неопределенностью.

1. Постановка задачи

Рассмотрим линейную дискретную стационарную систему
𝐹 , описываемую уравнениями

(1)

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + 𝐵0𝑞𝑘 + 𝐵1𝑤𝑘 + 𝐵2𝑢𝑘,
𝑧𝑘 = 𝐶1𝑥𝑘 + 𝐷12𝑢𝑘,
𝑝𝑘 = 𝐶2𝑥𝑘 + 𝐷22𝑢𝑘,
𝑦𝑘 = 𝐶3𝑥𝑘 + 𝐷33𝑤𝑘,
𝑞𝑘 = ∆𝑝𝑘,

где 𝑘 ∈ Z, 𝑥𝑘 ∈ R𝑛 — состояние системы, 𝑧𝑘 ∈ R𝑝1 — управляе-
мый выход, 𝑝𝑘 ∈ R𝑚0 — выход неопределенности, 𝑦𝑘 ∈ R𝑝2 — на-
блюдаемый выход, 𝑞𝑘 ∈ R𝑚0 — вход неопределенности, 𝑢𝑘 ∈ R𝑚2

— управление, 𝑤𝑘 ∈ R𝑚1 — возмущение. Матрицы системы (1)
будем считать известными, за исключением матрицы оператора
неопределенности ∆, которая принадлежит множеству

(2) Δ =
{︁

∆ = block diag (∆1,∆2) : ∆𝑖 ∈ R𝑙𝑖×𝑙𝑖 , ‖∆𝑖‖∞ 6 1
}︁
.
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Структурная схема рассматриваемого объекта представлена
на рис.1.

∆

𝑀

𝐾

𝑦𝑘 𝑢𝑘

𝑞𝑘𝑝𝑘𝑧𝑘 𝑤𝑘

Рис. 1. Система с неопределенностью и регулятором в контуре
обратной связи

Задача анизотропийной оптимизации состоит в следующем:
Задача 1 Для системы вида (1) и верхней границы уровня средней
анизотропии возмущения 𝑎 > 0 найти стабилизирующий регуля-
тор 𝐾 ∈ 𝒦, который минимизирует максимальное значение 𝑎–
анизотропийной нормы системы 𝐹𝑙 (𝐹𝑢 (𝑀,∆) ,𝐾) по всем допу-
стимым значениям неопределенности ∆ ∈ Δ, т.е. доставляет
минимум функционалу
(3) 𝐽0 (𝐾) = sup

Δ∈Δ
|||𝐹𝑙 (𝐹𝑢 (𝑀,∆) ,𝐾)|||𝑎 .

Опишем множество допустимых регуляторов 𝒦. Регулятор 𝐾 бу-
дем называть допустимым (из множества 𝒦), если он является
стабилизирующим и причинным.

В рамках рассматриваемой системы потребуем выполнение
основных предположений:

(A)
𝐷𝑇

12𝐶1 = 0,
𝐷𝑇

12𝐷12 = 𝐼;

(B) номинальная система (при ∆ ≡ 0) наблюдаема и управляе-
ма;

(C) 𝑝1 < 𝑚1;
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(D) матрица 𝐷33 в (1) имеет полный строчный ранг:

rank𝐷33 = 𝑝2 6 𝑚1;

(E) матрица 𝐷12 в (1) имеет полный столбцовый ранг:

rank𝐷12 = 𝑚2 6 𝑝1;

Предположение (A) не ограничивает общности, так как если
оно не выполнено, то к системе следует применить преобразо-
вание, указанное в [16], которое приводит ее к указанному ви-
ду. Предположения (B) являются стандартными для задач управ-
ления. Предположение (C) гарантирует, что для любого регу-
лятора 𝐾 система 𝐹𝑙 (𝐹𝑢 (𝑀,∆) ,𝐾) удовлетворяет неравенству

1√
𝑚

‖𝐹𝑙(*)‖2 < ‖𝐹𝑙(*)‖∞. Предположение (D) гарантирует невы-

рожденность уравнения Риккати для оптимального оценивателя
из раздела 7.1, а (E) — невырожденность уравнения Риккати для
оптимального ℋ2–регулятора, полученного в 8.2.

2. Погружение в более общую задачу стохастической
ℋ∞–оптимизации

На основе модели (1) введем вспомогательную систему:

(4)

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + 𝐵1𝑤𝑘 + 𝐵2𝑢𝑘 + 𝐵3𝜂𝑘,

𝑧𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐶1𝑥𝑘 + 𝐷12𝑢𝑘

𝛾1𝐶12𝑥𝑘
𝛾2𝐶22𝑥𝑘
𝛾1𝐷1,22𝑢𝑘
𝛾2𝐷2,22𝑢𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑦𝑘 = 𝐶3𝑥𝑘 + 𝐷33𝑤𝑘,

где 𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 2 — некоторые положительные параметры, матрица
неопределенности имеет диагональный вид ∆ = diag(∆1,∆2),
∆𝑖 ∈ R𝑠𝑖×𝑠𝑖 , 𝑠1 + 𝑠2 = 𝑚0, а матрица 𝐵3 имеет блочный вид
𝐵3 = [𝐵01, 𝐵02, 𝐵01, 𝐵02]

𝑇 , где блоки получены из матрицы 𝐵0

следующим образом 𝐵0 = [𝐵01, 𝐵02] , 𝐵0𝑖 ∈ R𝑛×𝑠𝑖 , аналогично
разбиваются матрицы 𝐶2 и 𝐷22, 𝐶2 = [𝐶12, 𝐶22]

𝑇 , 𝐶𝑖2 ∈ R𝑠𝑖×𝑛

402

XI ВСЕРОССИЙСКАЯ ШКОЛА-КОНФЕРЕНЦИЯ МОЛОДЫХ УЧЕНЫХ 
“УПРАВЛЕНИЕ БОЛЬШИМИ СИСТЕМАМИ”



и 𝐷22 = [𝐷1,22, 𝐷2,22]
𝑇 , 𝐷𝑖,22 ∈ R𝑠𝑖×𝑚2 . Исходня система (1) бу-

дет являться вложенной по отношению к системе (4), если при-
нять 𝜂𝑘 = (∆1𝐶12𝑥𝑘,∆2𝐶22𝑥𝑘,∆1𝐷1,22𝑢𝑘,∆2𝐷2,22𝑢𝑘)𝑇 . Схема
замкнутой системы примет вид, изображенный на рис.2.

𝑀̃

𝐾

𝑦𝑘 𝑢𝑘

𝑧𝑘 𝑤𝑘
𝜂𝑘

Рис. 2. Замкнутая система с дополнительным входом

Сформулируем задачу стохастической ℋ∞–оптимизации для
системы (4):
Задача 2 Для системы вида (4) и верхней границы уровня ани-
зотропии входного сигнала 𝑎 > 0 найти допустимый регу-
лятор 𝐾 ∈ 𝒦, который минимизирует максимальное значе-
ние 𝑎–анизотропийной нормы передаточной функции системы
𝐹𝑙

(︀
𝑀̃,𝐾

)︀
для любых входных воздействий, т.е. доставляет ми-

нимум функционалу

(5) 𝐽 (𝐾, 𝛾) = sup
𝜂𝑘∈𝑙

2𝑚0
𝒫

sup
𝑊∈ℬ𝒲𝑎

(︁⃦⃦⃦
𝑍
⃦⃦⃦2
𝒫 −

⃦⃦⃦
Γ𝜂
⃦⃦⃦2
𝒫

)︁
.

3. Связь между задачей 2 и смешанной задачей
оптимизации

Следующая теорема поясняет, почему решение задачи 2 эк-
вивалентно решению смешанной задачи оптимизации.

Теорема 1. Решение задачи 2 является также решением
следующей смешанной задачи оптимизации: для фиксированных
параметров 𝛾1 и 𝛾2 найти допустимый регулятор 𝐾 ∈ 𝒦, та-
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кой что

|||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 → min
𝐾

,(6)

‖𝑇𝑧𝜂𝑖‖∞ 6 𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 4.(7)

Теорема 2 показывает связь между критериями качества за-
дачи 1 и 2.

Теорема 2. Для любых входных воздействий 𝑊 ∈ ℬ𝒲𝑎 и

𝜂𝑘 ∈ 𝑙2𝑚0
𝒫 выполняется неравенство

(8) 𝐽0 (𝐾) 6 𝐽 (𝐾, 𝛾) .

Теоремы 1 и 2 означают, что исходную задачу с критери-
ем качества (3) можно свести к задаче 2. Критерий качества
(5) будет мажорирующим критерием для (3), причем разность
𝐽 (𝐾, 𝛾) − 𝐽 (𝐾) будет минимальна, если найдется 𝛾0, удовле-
творяющее условиям теоремы 2.

4. «Наихудший» вход с ограниченной энергией для
системы, замкнутой произвольным регулятором

Решение задачи 2 начнем с поиска наихудшего входного воз-
действия 𝜂 с ограниченной энергией. Пусть регулятор 𝐾 имеет
следующую реализацию

(9)
𝜉𝑘+1 = 𝐴𝜉𝑘 + 𝐵̂𝑦𝑘,

𝑢𝑘 = 𝐶𝜉𝑘,

где 𝐴, 𝐵̂ и 𝐶 — неизвестные матрицы. Наихудший вход 𝜂 форми-
руется следующим образом:
(10) 𝜂𝑘 = 𝐿𝜁𝑘 + Σ1/2𝑤𝑘 = 𝐿1𝑥𝑘 + 𝐿2𝜉𝑘 + Σ1/2𝑤𝑘,

где матрицы 𝐿 и Σ1/2 подлежат определению. Замкнутая систе-
ма 𝐹𝑙(𝑀̃,𝐾) изображена на рис.2, ее реализация в пространстве
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состояний представлена ниже:
(11)

𝐹𝑙(𝑀̃,𝐾) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴 𝐵2𝐶 𝐵1 𝐵3

𝐵̂𝐶3 𝐴 𝐵̂𝐷33 0

𝐶1 𝐷12𝐶 0 0
𝛾1𝐶12 0 0 0
𝛾2𝐶22 0 0 0

0 𝛾1𝐷1,22𝐶 0 0

0 𝛾2𝐷2,22𝐶 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≡
[︂

𝐴 𝐵̃ 𝐹

𝐶 0 0

]︂
.

Обозначим вектор состояния замкнутой системы 𝐹𝑙(𝑀̃,𝐾)
как объединенный вектор состояния объекта управления 𝑥𝑘 и ре-
гулятора 𝜉𝑘, то есть 𝜁𝑘 ≡ (𝑥𝑘, 𝜉𝑘)𝑇 и введем следующую матрицу:

(12) 𝑄 ≡
[︂
𝐶𝑇
1 𝐶1 + 𝛾21𝐶

𝑇
12𝐶12 + 𝛾22𝐶

𝑇
22𝐶22

0
· · ·

· · · 0

𝐶𝑇
(︀
𝐷𝑇

12𝐷12 + 𝛾21𝐷
𝑇
1,22𝐷1,22 + 𝛾22𝐷

𝑇
1,22𝐷2,22

)︀
𝐶

]︂
.

Рассмотрим дискретное алгебраическое уравнение Риккати отно-
сительно матрицы 𝑌 ∈ R2𝑛×2𝑛

𝑌 = 𝐴𝑇𝑌 𝐴 + 𝐿𝑇Σ−1𝐿 + 𝑄,(13)

𝐿 = [𝐿1, 𝐿2] = Σ𝐹 𝑇𝑌 𝐴,(14)

Σ =
(︀
Γ2 − 𝐹 𝑇𝑌 𝐹

)︀−1
,(15)

где матрица 𝐿 ∈ R𝑙×2𝑛 разделена на два блока 𝐿1 и 𝐿2. Решение
𝑌 уравнения (13)-(15) называется стабилизирующим, если мат-
рица 𝑌 симметрическая, матрица Σ положительно определена и
матрица 𝐴+𝐹𝐿 асимптотически устойчива. Заметим, что для лю-
бых фиксированных 𝛾𝑖 > ‖𝑇𝑧𝜂𝑖‖∞ , 𝑖 = 1, 4 уравнение (13)-(15)
имеет единственное решение.

Теорема 3. Пусть ‖𝑇𝑧𝜂𝑖‖∞ < 𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 4. Тогда

(16)

sup
𝜂∈𝑙2𝑚0

𝒫

{︁⃦⃦⃦
𝑍
⃦⃦⃦2
𝒫 −

⃦⃦⃦
Γ𝜂
⃦⃦⃦2
𝒫

}︁
= Trace

{︁(︀
𝐵̃𝑇𝑌 𝐵̃ + 𝐵̃𝑇𝑌 𝐹Σ𝐹 𝑇𝑌 𝐵̃

)︀
𝑅𝑤𝑤(0)+

+ 2
(︀
𝐴𝑇𝑌 𝐹Σ𝐹 𝑇𝑌 𝐵̃ + 𝐴𝑇𝑌 𝐵̃

)︀
𝑅𝑤𝜁(0)

}︁
,
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где 𝑌 , 𝐿 и Σ удовлетворяют уравнению (13)-(15), а наихудший
вход формируется согласно (10).

Наихудший вход 𝜂 может быть сгенерирован из вход-
ного сигнала 𝑊 посредством формирующего фильтра
𝐺1 ∈ ℛℋ(2𝑚0)×𝑚1

∞ , внутреннее состояние которого явля-
ется копией состояния 𝜁𝑘 системы 𝐹𝑙

(︀
𝑀̃,𝐾

)︀
. Реализация такого

фильтра имеет вид

(17) 𝐺̃1 =

[︂
𝐴 + 𝐹𝐿 𝐵̃ + 𝐹Σ1/2

𝐿 Σ1/2

]︂
.

5. «Наихудший» вход с ограниченным спектром для
системы, замкнутой допустимым регулятором
при «наихудшем» дополнительном входе с
ограниченной энергией

Рассмотрим систему (4), на вход которой подается (10). На
языке передаточных функций вход–выходное соотношение имеет
вид 𝑍 = 𝐹𝑤𝑊 , где 𝐹𝑤 имеет следующую структуру

(18) 𝐹𝑤 = 𝐹𝑙

(︀
𝑀̃,𝐾

)︀ [︂ 𝐼

𝐺̃1

]︂
≡
[︂
𝐴𝑤 𝐵𝑤

𝐶𝑤 0

]︂
=⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴 + 𝐵3𝐿1 𝐵2𝐶 + 𝐵3𝐿2 𝐵1 + 𝐵3Σ
1/2

𝐵̂𝐶3 𝐴 𝐵̂𝐷33

𝐶1 𝐷12𝐶 0
𝛾1𝐶12 0 0
𝛾2𝐶22 0 0

0 𝛾1𝐷1,22𝐶 0

0 𝛾2𝐷2,22𝐶 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где матрицы 𝐿 = [𝐿1, 𝐿2] и Σ1/2 определяются из (13)–(15).
Структурная схема системы представлена на рис.3.

На данном этапе необходимо обеспечить на вход системы
наихудшую входную последовательность 𝑊̃ ∈ 𝒲𝑎, доставляю-
щую максимум функционалу ‖𝐹𝑤‖22. Для этого необходимо ре-
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𝑀̃ 𝐺̃1

𝐾

𝑦𝑘 𝑢𝑘
𝜂𝑘

𝑧𝑘
𝑤𝑘

Рис. 3. Замкнутая система с дополнительным входом

шить следующую задачу оптимизации

(19) sup
𝐺0∈𝒢𝑎

‖𝐹𝑤𝐺0‖22 = sup
𝐺0∈𝒢𝑎

⃦⃦⃦⃦⃦⃦
𝐹𝑙

(︀
𝑀̃,𝐾

)︀ [︂ 𝐼𝑚1

𝐺̃1

]︂
𝐺0

⃦⃦⃦⃦⃦⃦2
2

.

Задача (19) может быть решена с помощью анизотропийной тео-
рии. Частотное описание наихудшего фильтра 𝐺̃0 можно полу-
чить согласно утверждению.

Теорема 4. Пусть система 𝐹𝑤 ∈ ℛℋ(𝑝1+2𝑚0)×𝑚1 удовле-

творяет условию
1√
𝑚

‖𝐹𝑤‖2 < ‖𝐹𝑤‖∞. Если спектральная

плотность фильтра 𝐺0 ∈ ℛℋ𝑚1×𝑚1 имеет вид

(20) 𝐺̂0(𝜔)𝐺̂*
0(𝜔) =

(︁
𝐼𝑚1 − 𝑞𝐹 *

𝑤𝐹𝑤

)︁−1
, −𝜋 6 𝜔 < 𝜋

для 𝑞 = 𝐴
−1

(𝐺0), то 𝐺0 принадлежит множеству наихудших
формирующих фильтров.

Чтобы описать наихудший формирующий фильтр 𝐺̃0 в про-
странстве состояний, будем искать сигнал𝑤̃ 𝑘 в виде
(21) 𝑤̃ 𝑘 = 𝐿𝑤𝜁𝑘 + Σ1/2

𝑤 𝑣𝑘,

где 𝐿𝑤 ∈ R𝑚1×2𝑛 такая, что 𝐴𝑤+𝐵𝑤𝐿𝑤 асимптотически устойчи-
ва, а Σ𝑤 ∈ R𝑚1×𝑚1 положительно определенная симметрическая
матрица. Соответствующий формирующий фильтр 𝐺0 со входом
𝑉 ∈ 𝒲0 и выходом 𝑊 ∈ 𝒲𝑎 имеет следующую реализацию в
пространстве состояний

(22) 𝐺̃0 =

[︃
𝐴𝑤 + 𝐵𝑤𝐿𝑤 𝐵𝑤Σ

1/2
𝑤

𝐿𝑤 Σ
1/2
𝑤

]︃
.
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Рассмотрим уравнение Риккати относительно матрицы 𝑅 ∈
R2𝑛×2𝑛

𝑅 = 𝐴𝑇
𝑤𝑅𝐴𝑤 + 𝑞𝐶𝑇

𝑤𝐶𝑤 + 𝐿𝑇
𝑤Σ−1

𝑤 𝐿𝑤,(23)

𝐿𝑤 = Σ𝑤

(︀
𝐵𝑇

𝑤𝑅𝐴𝑤 + 𝑞𝐷𝑇
𝑤𝐶𝑤

)︀
,(24)

Σ𝑤 =
(︀
𝐼𝑚1 −𝐵𝑇

𝑤𝑅𝐵𝑤

)︀−1
.(25)

Решение уравнения (23)–(25) называется стабилизирующим, если
матрица 𝑅 симметрическая, матрица Σ𝑤 положительно определе-
на, а матрица 𝐴𝑤+𝐵𝑤𝐿𝑤 асимптотически устойчива. Следующая
теорема дает явные выражения для матриц 𝐿𝑤 и Σ𝑤, то есть ре-
ализацию фильтра (22).

Теорема 5. Пусть система (18) асимптотически устойчи-

ва, 𝑞 ∈
[︁
0, ‖𝐹𝑤‖−2

∞

)︁
и матрицы 𝐿𝑤 и Σ𝑤 соответствуют ста-

билизирующему решению 𝑅 уравнения Риккати (23)–(25). Тогда

1) формирующий фильтр (22) удовлетворяет (20);

2) 𝑎–анизотропийная норма системы 𝐹𝑤 задается выраже-
нием

|||𝐹𝑤|||𝑎 =
1

𝑞

(︃
1 − 𝑚1

Trace
(︀
𝐿𝑤𝑃𝐿𝑇

𝑤 + Σ𝑤

)︀)︃ ,

где 𝑃 — это решение уравнения Ляпунова

(26) 𝑃 =
(︀
𝐴𝑤 + 𝐵𝑤𝐿𝑤

)︀
𝑃
(︀
𝐴𝑤 + 𝐵𝑤𝐿𝑤

)︀𝑇
+ 𝐵𝑤Σ𝑤𝐵

𝑇
𝑤

и параметр 𝑞 ∈
[︁
0, ‖𝐹𝑤‖−2

∞

)︁
удовлетворяет уравнению

(27) 𝑎 = −1

2
ln det

(︃
𝑚1Σ𝑤

Trace
(︀
𝐿𝑤𝑃𝐿𝑇

𝑤 + Σ𝑤

)︀)︃ .

Из теоремы 5 следует, что

𝐽
(︀
𝐾, 𝛾

)︀
=

1

𝑞

(︃
1 − 𝑚1

Trace
(︀
𝐿𝑤𝑃𝐿𝑇

𝑤 + Σ𝑤

)︀)︃1/2
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Представление входного сигнала 𝑤̃ 𝑘 как (21) позволяет преобра-
зовать выражение (16) для функционала 𝐽

(︀
𝐾, 𝛾

)︀
, явно выражая

ковариации 𝑅𝑤𝑤(0) и 𝑅𝑤𝜁(0):

𝑅𝑤𝑤(0) = 𝐿𝑤𝑃𝐿𝑇
𝑤 + Σ𝑤,

𝑅𝑤𝜁(0) = 𝐿𝑤𝑃,

где 𝑃 — это решение уравнения Ляпунова (26).
Лемма 1. Для заданной системы (4) с входными сигналами

𝜂𝑘 и 𝑤𝑘, формирующимися согласно (10) и (21), значение крите-
рия качества (5) будет равно

(28)

𝐽 (𝐾, 𝛾) = Trace
{︁(︀

𝐵̃𝑇𝑌 𝐵̃ + 𝐵̃𝑇𝑌 𝐹Σ𝐹 𝑇𝑌 𝐵̃
)︀(︀
𝐿𝑤𝑃𝐿𝑇

𝑤 + Σ𝑤

)︀
+

+ 2
(︀
𝐴𝑇𝑌 𝐹Σ𝐹 𝑇𝑌 𝐵̃ + 𝐴𝑇𝑌 𝐵̃

)︀
𝐿𝑤𝑃

}︁
,

где матрицы входящие в правую часть вычисляются согласно
выражению (11), решениям уравнений Риккати (13)–(15) и (23)–
(25).

После синтеза обоих формирующих фильтров 𝐺0 и 𝐺1 за-
мкнутая система имеет вид, представленный рис.4.

𝑀̃ 𝐺̃1 𝐺̃0

𝐾

𝑦𝑘 𝑢𝑘
𝜂𝑘

𝑧𝑘
𝑤𝑘 𝑣𝑘

Рис. 4. Замкнутая система с
”
наихудшими“ формирующими

фильтрами

6. ℋ2–регулятор в форме наблюдателя

Рассмотрим систему

(29) ℱ = 𝐹𝑙

(︀
𝑀̃,𝐾

)︀ [︂ 𝐼

𝐺̃1

]︂
𝐺̃0 = 𝐹𝑙

(︀
𝑀̃,𝐾

)︀ [︂ 𝐺̃0

𝐺̃1𝐺̃0

]︂
,
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представленную на рис.4, где фильтры построены в соответствие
с процедурами, описанными в предыдущем разделе, для некото-
рого регулятора 𝐾. Замкнутая система имеет реализацию в про-
странстве состояний

ℱ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐴11 𝐴12 𝐵̃
* * *
* * *

𝐶21 𝐶22 𝐷̃

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

где

𝐴11 = 𝐴 + 𝐵3𝐿1 + (𝐵1 + 𝐵3Σ
1/2)𝐿𝑤1,

𝐴12 = 𝐵2𝐶 + 𝐵3𝐿2 + (𝐵1 + 𝐵3Σ
1/2)𝐿𝑤2,

𝐵̃ = (𝐵1 + 𝐵3Σ
1/2)Σ1/2

𝑤 ,

𝐶21 = 𝐶3 + 𝐷33𝐿𝑤1,

𝐶22 = 𝐷33𝐿𝑤2,

𝐷̃ = 𝐷33Σ
1/2
𝑤 ,

а матрицы 𝐿,Σ, 𝐿𝑤 и Σ𝑤 такие, как в (14)–(15) и (24)–(25). Задача
2 эквивалента задаче оптимизации

inf
𝐾∈𝒦

𝐽(𝐾, 𝛾) = inf
𝐾∈𝒦

‖ℱ‖22 = inf
𝐾∈𝒦

⃦⃦⃦⃦⃦⃦
𝐹𝑙

(︀
𝑀̃,𝐾

)︀ [︂ 𝐼

𝐺̃1(𝐾)

]︂
𝐺̃0(𝐾)

⃦⃦⃦⃦⃦⃦2
2

.

Это задача ℋ2–оптимизации в условиях неполной информации
о векторе состояния для системы (29), на вход которой поступа-
ет «белый шум». Решение такой задачи хорошо известно [10]. В
соответствии с принципом разделения, решение указанной зада-
чи разбивается на два этапа. На первом этапе строится оценива-
тель состояния. На втором этапе строится статический регулятор,
обеспечивающий минимум ℋ2–нормы передаточной функции за-
мкнутой системы.

Опишем процедуру построения регулятора, оценивающего
состояние системы. Рассмотрим уравнение Риккати относитель-
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но матрицы 𝑆 ∈ R𝑛×𝑛:

𝑆 = 𝐴11𝑆𝐴
𝑇
11 + 𝐵̃𝐵̃𝑇 − ΛΘΛ𝑇 ,(30)

Θ = 𝐶21𝑆𝐶
𝑇
21 + 𝐷̃𝐷̃𝑇 ,(31)

Λ = (𝐴11𝑆𝐶
𝑇
21 + 𝐵̃𝐷̃𝑇 )Θ−1.(32)

Решение 𝑆 = 𝑆𝑇 ∈ R𝑛×𝑛 уравнения (30)–(32) называется стаби-
лизирующим, если матрица 𝑆 является положительно полуопре-
деленной и матрица 𝐴11 − Λ𝐶21 асимптотически устойчива. За-
метим, что в силу предположения (D) уравнение (30)–(32) имеет
не более одного стабилизирующего решения.

Теорема 6. Пусть система (4) удовлетворяет предположе-
ниям (A), (B) и (D) и пусть матрицы реализации в пространстве
состояний допустимого регулятора (9) удовлетворяют соотно-
шениям

(33)
𝐴 = 𝐴11 + 𝐴12 − Λ(𝐶21 + 𝐶22),

𝐵̂ = Λ,
где матрица Λ выражается через стабилизирующее уравнение
Риккати (30)–(32). Тогда регулятор (9) является оценивающим.
Доказательство теоремы — суть хорошо известной процедуры по-
строения фильтра Калмана для замкнутой системы (29), на вход
который поступает «белый шум».

Заключительный этап в решении задачи 2 заключается в по-
строении статического регулятора для разомкнутой системы

𝒯 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴 𝐵3𝐿 + (𝐵1 + 𝐵3Σ

1/2)𝐿𝑤 (𝐵1 + 𝐵3Σ
1/2)Σ

1/2
𝑤 𝐵2

0 𝐴𝑤 + 𝐵𝑤𝐿 𝐵𝑤Σ1/2 0

𝐶1 0 0 𝐷12

𝐶3 𝐷33𝐿𝑤 𝐷33Σ
1/2
𝑤 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

411

XI ВСЕРОССИЙСКАЯ ШКОЛА-КОНФЕРЕНЦИЯ МОЛОДЫХ УЧЕНЫХ 
“УПРАВЛЕНИЕ БОЛЬШИМИ СИСТЕМАМИ”



⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴 𝐵3𝐿1 + (𝐵1 + 𝐵3Σ

1/2)𝐿𝑤1

0 𝐴 + (𝐵1 + 𝐵3Σ
1/2)𝐿𝑤1 + 𝐵3𝐿1

* *
𝐶1 0
𝐶3 𝐷33𝐿𝑤1

· · ·

· · ·

𝐵3𝐿2 + (𝐵1 + 𝐵3Σ
1/2)𝐿𝑤2 * 𝐵2

(𝐵1 + 𝐵3Σ
1/2)𝐿𝑤2 + 𝐵3𝐿2 + 𝐵2𝐶 * 0

* * *
0 0 𝐷12

𝐷33𝐿𝑤2 𝐷33Σ
1/2
𝑤 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где матрицы 𝐿,Σ1/2, 𝐿𝑤,Σ
1/2
𝑤 такие же, как и в теоремах 3 и 5.

Система 𝒯 изображена на рис.5.

𝑀̃ 𝐺̃1 𝐺̃0
𝑦𝑘 𝑢𝑘

𝜂𝑘𝑧𝑘
𝑤𝑘 𝑣𝑘

Рис. 5. Разомкнутая система

Рассмотрим уравнение Риккати относительно матрицы
𝑇 ∈ R2𝑛×2𝑛:

𝑇 = 𝐴𝑇
𝑢𝑇𝐴𝑢 + 𝐶𝑇

𝑢 𝐶𝑢 −𝑁𝑇Υ𝑁,(34)

Υ = 𝐵𝑇
𝑢 𝑇𝐵𝑢 + 𝐷𝑇

12𝐷12,(35)

𝑁 = [𝑁1, 𝑁2] = −Υ−1(𝐵𝑇
𝑢 𝑇𝐴𝑢 + 𝐷𝑇

12𝐶𝑢),(36)

где 𝐴𝑢 ∈ R2𝑛×2𝑛, 𝐵𝑢 ∈ R2𝑛×𝑚2 и 𝐶𝑢 ∈ R𝑝1×2𝑛 определяются
следующим образом:

𝐴𝑢 =

[︂
𝐴 (𝐵1 + 𝐵3Σ

1/2)𝐿𝑤 + 𝐵3𝐿

0 𝐴 + (𝐵1 + 𝐵3Σ
1/2)𝐿𝑤 + 𝐵3𝐿 + 𝐵2𝐶

]︂
,

𝐵𝑢 =

[︂
𝐵2

0

]︂
, 𝐶𝑢 = [𝐶1 0] .

Решение 𝑇 = 𝑇 𝑇 ∈ R2𝑛×2𝑛 уравнения (34)–(36) будем называть
стабилизирующим, если матрица 𝑇 положительно определена, а
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матрица 𝐴𝑢 + 𝐵𝑢𝑁 асимптотически устойчива. Из–за предполо-
жения, что матрица 𝐷12 в (1) имеет полный столбцовый ранг, то
уравнение (34)–(36) имеет не более одного решения.

Теорема 7. Пусть система (1) удовлетворяет предположе-
ниям (A), (B), (E) и пусть матрицы реализации в пространстве
состояний оценивающего регулятора (9) вычисляются согласно
соотношениям (33) и уравнению
(37) 𝐶 = 𝑁1 + 𝑁2,

где матрицы 𝑁1 и 𝑁2 выражаются через стабилизирующее ре-
шение уравнения Риккати (34)–(36). Тогда регулятор (9) являет-
ся решением задачи 2.

Доказательство теоремы представляет собой синтез опти-
мального 𝐿𝑄𝐺–регулятоа с критерием минимизации ℋ2–нормы
передаточной матрицы замкнутой системы.

7. Заключение

В данной работе получен алгоритм построения оптимально-
го управления на основе минимизации анизотропийной нормы
замкнутой системы. Задача ставится для дискретной линейной
системы со структурированной неопределенностью и заданным
уровнем средней анизотропии входного сигнала. Показано, что
решение задачи построения анизотропийного регулятора может
быть сведено к решению задачи ℋ∞–оптимизации для системы
с одним дополнительным входом.
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ANISOTROPIC ROBUST REGULATOR SYNTHESIS
FOR STRUCTURED UNCERTAINTY CONTROL
MODEL

Alexander Yurchenkov, Institute of Control Sciences of RAS,
Moscow.

Abstract: The anisotropic control synthesis problem is considered
and solved. The model of the control plant contains a structured
uncertainty.

Keywords: robust stochastic control anisotropic theory, structured
uncertainty, homotopy method.
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