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Рассмотрены многомерные задачи оптимизации с полиномиаль-
ной целевой функцией и ограничениями в виде полиномиальных
скалярных или матричных неравенств, а также основанный
на теории моментов метод их решения. Продемонстрирована
трансформация последнего в альтернативную схему, занимаю-
щую промежуточное положение между локальными и глобаль-
ными методами и при этом имеющую по сравнению с последни-
ми значительно меньшую вычислительную сложность. В базовой
версии данная схема применяется к одномерным полиномиаль-
ным задачам в сочетании с прямым методом внутренней точки,
но также обобщается на неполиномиальные задачи, многомер-
ные задачи и прямой-двойственный метод внутренней точки.
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Введение

Одним из важнейших инструментов математической теории
управления являются системы матричных неравенств. Наиболее
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ки России № 2.1748.2014/К и при частичной поддержке РФФИ (грант
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изученные из них — линейные матричные неравенства (ЛМН) —
зачастую являются своего рода «конечной точкой»: сведение за-
дачи к представлению в форме ЛМН обычно интерпретируется
как ее решение. Возможность этого обусловлена в первую оче-
редь выпуклостью описываемых данными неравенствами мно-
жеств.

Хотя многие задачи теории управления приводятся к форме
ЛМН, возможно это далеко не всегда даже для концептуально
несложных задач. Примером такой задачи, одновременно фунда-
ментальной и простой в постановке, является стабилизация ли-
нейной системы по выходу, сводящаяся к системе билинейных
матричных неравенств [9].

Задачи, представимые в виде нелинейных, но выпуклых мат-
ричных неравенств, все еще могут относительно эффективно ре-
шаться с помощью методов поиска локальных экстремумов. Зна-
чительно сложнее решаются задачи, сводящиеся лишь к невы-
пуклым неравенствам. В отдельных частных случаях (таких, как
задача о статической обратной связи по состоянию, динамиче-
ской обратной связи по выходу без ограничения на порядок ре-
гулятора) были найдены подходы, позволяющие сделать задачу
выпуклой и найти эквивалентные формулировки в терминах си-
стем ЛМН; см., например, [3, 6]. Для других, не менее фундамен-
тальных, задач, таких как проектирование ПИД-регулятора, од-
новременная стабилизация, стабилизация статической обратной
связью по выходу, эквивалентные системы ЛМН неизвестны. В
общем случае можно рассматривать две основные категории ме-
тодов решения такого рода задач.

∙ Локальные методы. Относительно просты, но чувствитель-
ны к выбору начального приближения и не гарантируют
сходимость в ряде важных случаев. В литературе описа-
ны — и реализованы в виде программного обеспечения —
различные варианты локальных методов для разных типов
задач.

∙ Глобальные методы. Зачастую основаны на методе ветвей
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и границ, но есть и иные варианты; в данной работе рас-
сматривается подход на базе проблемы моментов. Требу-
ют значительных вычислительных ресурсов. Важную роль
здесь играет представление отдельных этапов решения за-
дачи в виде ЛМН. Его стратегия может сильно влиять на
эффективность метода, но, к сожалению, в общем случае
здесь невозможно избежать той или иной разновидности
комбинаторного взрыва. Как следствие, применимость дан-
ных методов нередко ограничена задачами относительно
небольшого размера.

Следует отметить, что встречающиеся в теории управления
задачи на основе естественного обобщения ЛМН — полиноми-
альных матричных неравенств (ПМН) — зачастую имеют невы-
сокий порядок полиномов и не слишком сложный характер невы-
пуклости. Последнее условие подразумевает, что невыпуклость
как таковая не приводит к наличию большого количества ложных
локальных минимумов, сложному рельефу вспомогательных це-
левых функций и т. п. Такие задачи могут быть противопоставле-
ны задачам с патологическим характером невыпуклости, напри-
мер, задачам оптимизации на множестве битовых векторов. (По-
следние представимы в виде ПМН, поскольку условие 𝑥𝑖 ∈ {0; 1}
эквивалентно системе 𝑥𝑖 > 0; 𝑥𝑖 6 1; 𝑥𝑖(𝑥𝑖 − 1) > 0. В этом слу-
чае область поиска представляет собой дискретное множество из
2𝑛 точек.)

Таким образом, мы можем воспринимать невыпуклость за-
дачи не как бинарный фактор, вынуждающий нас при его нали-
чии в лучшем случае искать альтернативные формулировки за-
дачи с более приемлемыми количественными характеристиками,
а в худшем — смиряться с катастрофическим ростом объема вы-
числений, — а как неявную количественную характеристику, под
которую подбираются параметры алгоритма поиска решения.

Далее мы будем рассматривать задачу нахождения глобаль-
ных экстремумов полиномиальной целевой функции на множе-
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стве, заданном полиномиальными неравенствами (задача ПН):
𝑓* = min

𝑥
𝑓(𝑥),

𝑔𝑖(𝑥) > 0,

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

(1)

или полиномиальными матричными неравенствами (задача
ПМН):

𝑓* = min 𝑓(𝑥),

𝐺𝑖(𝑥) > 0,

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

(2)

где 𝑓(𝑥) и 𝑔𝑖(𝑥) — (не обязательно выпуклые) полиномы, 𝐺𝑖(𝑥) —
матрицы, элементы которых являются полиномами от 𝑥, а знак
неравенства в (2) понимается как требование положительной по-
луопределенности.

В работах [7, 4, 5] рассматривался метод решения таких за-
дач, основанный на теории разложения полиномов в сумму квад-
ратов и двойственной ей теории моментов. Данный результат от-
носится к группе глобальных методов и обладает характерными
недостатками, в первую очередь, склонностью к комбинаторному
взрыву. Тем не менее, он может быть трансформирован к виду,
значительно снижающему его вычислительную сложность, но со-
храняющему ключевые особенности. Базовый набор такого рода
трансформаций представлен в [1, 2].

В последующих параграфах изложены основные элементы
исходного метода решения, а также его трансформированные
версии для задач различной размерности в прямой и прямой-
двойственной формах.

1. Базовый метод

Приведем основные положения базового метода решения за-
дач ПН (1), опубликованного в [7].

Пусть 𝑏𝑟(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, — вектор, состоящий из одночленов,
образующих базис пространства многочленов порядка не выше
𝑟:

𝑏𝑟(𝑥) =
[︀

1 𝑥1 . . . 𝑥𝑛 𝑥21 𝑥1𝑥2 . . . 𝑥2𝑛 . . . 𝑥𝑟1 . . . 𝑥𝑟𝑛
]︀T

,
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а 𝑠𝑛(𝑟) = 𝐶𝑟
𝑛+𝑟 = (𝑛+𝑟)!

𝑛!𝑟! — его размерность. Каждому одночле-
ну из 𝑏𝑟(𝑥) поставим в соответствие вектор 𝛼 ∈ N𝑛

0 , ∑︀𝑖 𝛼𝑖 6 𝑟
(далее будем записывать как 𝛼 6 𝑟), показателей степеней 𝑥1,
𝑥2, . . . , 𝑥𝑛; обозначим 𝑥𝛼 = 𝑥𝛼1

1 𝑥𝛼2
2 . . . 𝑥𝛼𝑛

𝑛 . Для произвольно-
го вектора 𝑝 ∈ R𝑠𝑛(𝑟), ассоциированного с пространством мо-
ментов 𝑥 степени не выше 𝑟, будем индексировать его элемен-
ты двумя взаимозаменяемыми способами: по номеру элемен-
та и по вектору показателей степеней; порядок элементов бу-
дем считать соответствующим структуре 𝑏𝑟(𝑥). Таким образом,
𝑝 = [𝑝𝑖]16𝑖6𝑠𝑛(𝑟) = [𝑝𝛼]𝛼∈N𝑛

0 , 𝛼6𝑟, в том числе 𝑝1 = 𝑝[0,0,...,0],
𝑝2 = 𝑝[1,0,...,0] и т. д. Аналогичным образом будем индексировать
строки и столбцы матриц там, где это применимо.

Рассмотрим некоторую (неизвестную) меру 𝜇 и соответству-
ющий ей вектор моментов 𝑦:

𝑦 =

∫︁
𝑏𝑟(𝑥) d𝜇.

Пусть 𝑑𝑖 = ⌈12 deg 𝑔𝑖(𝑥)⌉, а 𝑘 удовлетворяет ограничениям 2𝑘 >
deg 𝑓(𝑥), 𝑘 > 𝑑𝑖. Пусть 𝑓𝛼 — коэффициенты 𝑓(𝑥) в базисе 𝑏2𝑘(𝑥),
так что ∫︁

𝑓(𝑥) d𝜇 =

∫︁ ∑︁
𝛼62𝑘

𝑓𝛼𝑥
𝛼 d𝜇 =

∑︁
𝛼62𝑘

𝑓𝛼𝑦𝛼.

ЛМН-релаксацией (1) называется задача
𝑓* = min

𝑦

∑︁
𝛼62𝑘

𝑓𝛼𝑦𝛼,

𝑀𝑘(𝑦) > 0,

𝑀𝑘−𝑑𝑖(𝑔𝑖, 𝑦) > 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

𝑦[0,0,...,0] = 1,

(3)

где матрица моментов 𝑀𝑘(𝑦) и локализующие матрицы
𝑀𝑘−𝑑𝑖(𝑔𝑖, 𝑦) конструируются исходя из соотношений

𝑀𝑘(𝑦) =

∫︁
𝑏𝑘(𝑥)𝑏𝑘(𝑥)T d𝜇,

𝑀𝑘−𝑑(𝑔, 𝑦) =

∫︁
𝑏𝑘−𝑑(𝑥)𝑏𝑘−𝑑(𝑥)T𝑔(𝑥) d𝜇.
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В [7, 4] показана связь между величинами экстремумов данной
задачи и (1), а также приведен алгоритм извлечения глобальных
экстремумов (1) из решения (3) для достаточно больших зна-
чений 𝑘. Существует обобщение данного результата на задачи
ПМН (2), отличающееся главным образом формой локализую-
щих матриц [5]:

𝑀𝑘−𝑑(𝐺, 𝑦) =

∫︁ (︀
𝑏𝑘−𝑑(𝑥)𝑏𝑘−𝑑(𝑥)T

)︀
⊗𝐺(𝑥) d𝜇.

Упоминавшаяся выше проблема комбинаторного взрыва вы-
звана тем, что в ЛМН-релаксациях пространством поиска явля-
ется пространство не переменных исходной задачи, а их момен-
тов соответствующих порядков. Ввиду этого автором был пред-
ложен подход, основанный на дальнейшей трансформации ЛМН-
релаксаций с целью возвращения задачи в (расширенное) исход-
ное пространство поиска.3 Также была разработана вычисли-
тельная схема, позволяющая с минимальными изменениями при-
менить к новой задаче метод внутренней точки, который может
использоваться для решения ЛМН-релаксаций.

2. Эквивалентное направление поиска

Пусть задача ПМН
𝑓* = min

𝑥
𝑓(𝑥),

𝐹𝑖(𝑥) > 0,

𝜈T𝑥 𝑥 = 1,

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

(4)

3 Решением задачи (3) является вектор моментов 𝑟-атомной ме-
ры, сосредоточенной на множестве искомых глобальных экстремумов.
Трансформированный метод ищет данные элементы («атомы») на-
прямую, чем и обусловлено название «атомная оптимизация».
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может быть получена из задачи ЛМН
𝑓* = min

𝑦
𝑐T𝑦,

𝐹𝑖(𝑦) > 0,

𝜈T𝑦 𝑦 = 1,

𝑦 ∈ R𝑛, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

(5)

с помощью замены (трансформации пространства поиска) 𝑦 =
𝑦(𝑥).

Один из простейших методов решения задачи (5) представ-
ляет собой применение метода Ньютона к серии подзадач мини-
мизации целевых функций вида

𝑓 (𝑖)(𝑦) = 𝑐T𝑦 − 𝜇(𝑖)
𝑚∑︁
𝑗=1

log det𝐹𝑗(𝑦),

где {𝜇(𝑖)} — монотонно невозрастающая сходящаяся к 0 ве-
щественная последовательность. Направление спуска (с учетом
ограничения в виде равенства) имеет вид

(6) ∆𝑦(𝑦(𝑖)) = 𝐻−
𝑦

(︃
−𝑔𝑦 +

𝜈T𝑦 𝐻
−
𝑦 𝑔𝑦

𝜈T𝑦 𝐻
−
𝑦 𝜈𝑦

𝜈𝑦

)︃
,

где 𝐻−
𝑦 — произвольная обобщенная обратная к 𝐻𝑦 матрица;

𝑔𝑦 = ∇𝑦𝑓
(𝑖)(𝑦(𝑖)) = 𝑐− 𝜇(𝑖)

𝑚∑︁
𝑗=1

∇𝑦 log det𝐹𝑗(𝑦
(𝑖)),

𝐻𝑦 = ∇2
𝑦𝑓

(𝑖)(𝑦(𝑖)) = −𝜇(𝑖)
𝑚∑︁
𝑗=1

∇2
𝑦 log det𝐹𝑗(𝑦

(𝑖)),

а элементы слагаемых под знаками сумм могут быть найдены как

(∇𝑦 log det𝐹 (𝑦))𝑖 = tr
(︁
𝐹−1(𝑦)

(︁
d
d𝑦𝑖

𝐹 (𝑦)
)︁)︁

,

(∇2
𝑦 log det𝐹 (𝑦))𝑖𝑗 = − tr

(︁
𝐹−1(𝑦)

(︁
d
d𝑦𝑖

𝐹 (𝑦)
)︁
𝐹−1(𝑦)

(︁
d

d𝑦𝑗
𝐹 (𝑦)

)︁)︁
.
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Как показано в [1], такой алгоритм естественным образом
переносится в пространство поиска задачи (4). При этом вспомо-
гательные целевые функции имеют вид

(7) 𝑓 (𝑖)(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝜇(𝑖)
𝑚∑︁
𝑗=1

log det𝐹𝑗(𝑥),

а направление поиска, эквивалентное в малом направлению (6),
равно (см. теоремы 1, 2, 3 в [1] и комментарии к ним)

(8) ∆𝑥(𝑥(𝑖)) = 𝐻̃−
𝑥

(︃
−𝑔𝑥 +

𝜈T𝑥 𝐻̃
−
𝑥 𝑔𝑥

𝜈T𝑥 𝐻̃
−
𝑥 𝜈𝑥

𝜈𝑥

)︃
.

Здесь 𝐻̃−
𝑥 — произвольная обобщенная обратная к 𝐻̃𝑥 матрица, а

градиент 𝑔𝑥 и модифицированный гессиан 𝐻̃𝑥 находятся по фор-
мулам

𝑔𝑥 = ∇𝑥𝑓
(𝑖)(𝑥(𝑖)) = ∇𝑥𝑓(𝑥(𝑖)) − 𝜇(𝑖)

𝑚∑︁
𝑗=1

∇𝑥 log det𝐹𝑗(𝑥
(𝑖)),

𝐻̃𝑥 = ∇̃2
𝑥𝑓

(𝑖)(𝑥(𝑖)) = −𝜇(𝑖)
𝑚∑︁
𝑗=1

∇̃2
𝑥 log det𝐹𝑗(𝑥

(𝑖)),

где ∇̃2
𝑥 = ∇2

𝑥−∑︀ d𝑦𝑖
; слагаемые под знаками сумм могут𝑖(∇2

𝑥𝑦𝑖)
d

быть вычислены следующим образом:

(∇𝑥 log det𝐹 (𝑥))𝑖 = tr
(︁
𝐹−1(𝑥)

(︁
d
d𝑥𝑖

𝐹 (𝑥)
)︁)︁

,

(∇̃2
𝑥 log det𝐹 (𝑥))𝑖𝑗 = − tr

(︁
𝐹−1(𝑥)

(︁
d
d𝑥𝑖

𝐹 (𝑥)
)︁
𝐹−1(𝑥)

(︁
d

d𝑥𝑗
𝐹 (𝑥)

)︁)︁
.

3. Прямая форма

Для решения задач ПН с 𝑛 = 1 в качестве трансформации
пространства поиска достаточно взять переход из пространства
атомов в пространство моментов 𝑦 = 𝑦(𝑧), где 𝑧 — вектор в про-
странстве атомов R𝑟×(𝑛+1) = R2𝑟, имеющий структуру

𝑧 =
[︀
𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑟 𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝𝑟

]︀T
,
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где 𝑥𝑖 ∈ R — атомы, 𝑝𝑖 ∈ (0; 1) — их веса; вектор моментов 𝑦
имеет размерность 𝑠1(2𝑘) + 1 = 2𝑘 + 2 и состоит из элементов
вида

𝑦𝑗 = 𝑦[𝑗−1] =
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖𝑥
𝑗−1
𝑖 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 2𝑘 + 2.

Старший, 2𝑘 + 1-й, момент не входит ни в (3), ни в ∆𝑦, и ну-
жен исключительно для равенства размерностей 𝑦 и 𝑧, которое
обеспечивается дополнительным соотношением 𝑟 = 𝑘 + 1.

Интерпретируя ЛМН-релаксацию рассматриваемой задачи
как форму (5), мы можем записать эквивалентную задачу вида (4)
без использования вектора моментов следующим образом:

𝑓* = min
𝑧

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗𝑓(𝑥𝑗),

𝐹0(𝑧) =

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗
(︀
𝑏𝑘(𝑥𝑗)𝑏𝑘(𝑥𝑗)

T
)︀
> 0,

𝐹𝑖(𝑧) =

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗
(︀
𝑏𝑘−𝑑𝑖(𝑥𝑗)𝑏𝑘−𝑑𝑖(𝑥𝑗)

T
)︀
𝑔𝑖(𝑥𝑗) > 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

𝜈T𝑧 𝑧 =

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗 = 1.

(9)

Данная форма задачи напрямую подходит для решения модифи-
цированным методом внутренней точки с вычислением эквива-
лентного ньютоновского направления поиска ∆𝑧(𝑧(𝑖)) по форму-
ле (8).

Особенностью (9) является то, что формулировка данной за-
дачи и расчет ∆𝑧(𝑧(𝑖)) не нуждаются в вычислении вектора мо-
ментов 𝑦. Вследствие этого, ограничения, связывающие порядки
полиномов в задаче ПН с размером неравенств и количеством
неизвестных в ЛМН-релаксации, а также количеством атомов в
новом алгоритме оптимизации, более не являются неотъемлемой
частью метода решения. Это позволяет брать в качестве целевой
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функции и ограничений полиномы произвольного порядка и даже
достаточно гладкие неполиномиальные функции. Таким образом,
новый алгоритм естественным образом переносится на обобще-
ние задачи ПН для более широкого класса функций. Конечно,
гарантии нахождения глобального минимума для данной расши-
ренной трактовки задачи и алгоритма оптимизации уже не будут
иметь места: они по-прежнему будут относиться только к классу
задач, для которых мы изначально строили ЛМН-релаксации.

При построении аналогичной трансформации для многомер-
ных задач возникают дополнительные ограничения: необходи-
мость использования минимально возможных значений 𝑘 для из-
бежания комбинаторного взрыва; желательность обобщения ме-
тода на количество атомов, не поддерживаемое напрямую исход-
ным методом и т. д. Тем не менее, общая структура метода сохра-
няется, а «эквивалентная» задача, решаемая методом внутренней
точки, может выглядеть следующим образом [2]:

𝑓* = min
𝑧

𝑟∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗𝑓(𝑥𝑗),

𝐹0(𝑧) = 𝑀 ′T
0 𝑉 diag(𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑟)𝑉

T𝑀 ′
0 > 0,

𝐹𝑖(𝑧) =
𝑟∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗𝐺𝑖(𝑥𝑗) > 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

𝐹𝑖𝑗(𝑧) = 𝑝𝑗𝐺𝑖(𝑥𝑗) + 𝜆𝐼 > 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟,

𝜈T𝑧 𝑧 =
𝑟∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗 = 1,

(10)

где атомы 𝑥𝑖 принадлежат R𝑛; вектор моментов имеет вид 𝑦 =
𝑦(𝑧) =

∑︀𝑟
𝑖=1 𝑝𝑖𝑏𝑘(𝑥𝑖); пространство атомов состоит из векторов

𝑧 =
[︀
𝑥T1 𝑥T2 . . . 𝑥T𝑟 𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝𝑟

]︀T
; 𝑉 ∈ R(𝑛+1)×𝑟 — матрица, 𝑖-

й столбец которой равен 𝑏1(𝑥𝑖) (𝑛-мерная матрица Вандермон-
да порядка 1 для векторов 𝑥𝑖); 𝑀 ′

0 = diag([1],𝑀0) ∈ R(𝑛+1)×𝑟,
где 𝑀0 ∈ R𝑛×(𝑟−1) — матрица, столбцы которой являются эле-
ментами произвольного базиса (𝑟 − 1)-мерной гиперплоскости,
проходящей через текущую конфигурацию атомов 𝑥𝑖; 𝜆 > 0 —
параметр, значение которого изначально выбирается достаточно
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большим для выполнения неравенств 𝐹𝑖𝑗(𝑧
(0)) > 0 и далее си-

стематически уменьшается по мере нахождения промежуточных
приближений 𝑧(𝑖).

4. Двойственная форма

Для задачи полуопределенного программирования
𝑓* = min

𝑦
𝑓(𝑦) = min

𝑦
𝑐T𝑦,

𝐹 (𝑦) = 𝐹0 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝐹𝑖𝑦𝑖 > 0,

𝑦 ∈ R𝑛,

(11)

двойственная задача имеет вид [10]
𝑔* = max

𝑍
− tr𝐹0𝑍,

tr𝐹𝑖𝑍 = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑍 > 0,

𝑍 = 𝑍T ∈ R𝑛×𝑛,

(12)

где роль неизвестной играет матрица 𝑍. Она также является за-
дачей полуопределенного программирования и может быть пред-
ставлена в виде, аналогичном (11).

Величина 𝜂 = 𝑐T𝑦+tr𝐹0𝑍 = tr𝐹 (𝑦)𝑍 > 0 известна как «ин-
тервал двойственности». Существуют результаты (см., например,
[8], §4.2), показывающие, что во многих важных классах задач
(в частности, при условии строгой разрешимости прямой и двой-
ственной задач) достижимо равенство 𝜂 = 0.

Прямая и двойственная задачи могут быть объединены:
ℎ* = min𝑦,𝑍 𝑐T𝑦 + tr𝐹0𝑍 = min𝑦,𝑍 tr𝐹 (𝑦)𝑍,

𝐹 (𝑦) = 𝐹0 +
∑︀𝑚

𝑖=1 𝐹𝑖𝑦𝑖 > 0,

𝑍 > 0,

tr𝐹𝑖𝑍 = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑦 ∈ R𝑛, 𝑍 = 𝑍T ∈ R𝑛×𝑛.

(13)

Методы решения таких задач генерируют последовательности то-
чек (𝑦(𝑘), 𝑍(𝑘)), в которых 𝑦(𝑘) являются субоптимальными реше-
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ниями, дающими верхние границы 𝑓* 6 𝑐T𝑦(𝑘), а 𝑍(𝑘) — серти-
фикатами, обеспечивающими нижние границы 𝑓* > − tr𝐹0𝑍

(𝑘).
Степень субоптимальности каждого 𝑦(𝑘), таким образом, не пре-
вышает соответствующего интервала двойственности:

𝑐T𝑦(𝑘) − 𝑓* 6 𝜂(𝑘) = 𝑐T𝑦(𝑘) + tr𝐹0𝑍
(𝑘).

Описанная в [1, 2] техника трансформации применима и
к объединенной прямой-двойственной задаче. Рассмотрим про-
стейший случай. Пусть векторы 𝑥 и 𝑦(𝑥) имеют одинаковую раз-
мерность, и матрица Якоби 𝐽 = ( d𝑦𝑖

d𝑥𝑗
)𝑖𝑗 невырождена. Учитывая,

что 𝑐𝑖 = d
d𝑦𝑖

𝑓(𝑦) и 𝐹𝑖 = d
d𝑦𝑖

𝐹 (𝑦), и применяя трансформацию
𝑦 = 𝑦(𝑥), запишем (13) в следующем виде:

ℎ* = min𝑥,𝑍 tr𝐹 (𝑦(𝑥))𝑍,

𝐹 (𝑦(𝑥)) > 0,

𝑍 > 0,

∇𝑥 tr𝐹 (𝑦(𝑥))𝑍 = ∇𝑥𝑓(𝑦(𝑥)),

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑍 = 𝑍T ∈ R𝑛×𝑛.

Новая запись ограничений в виде равенств возможна в силу того,
что ([1], лемма 2)

∇𝑥 tr𝐹 (𝑦(𝑥))𝑍 = 𝐽T∇𝑦 tr𝐹 (𝑦)𝑍 = 𝐽T∇𝑦𝑓(𝑦) = ∇𝑥𝑓(𝑦(𝑥)).

В то время как в (13) коэффициенты и правая часть системы урав-
нений (относительно неизвестной 𝑍) ∇𝑦 tr𝐹 (𝑦)𝑍 = ∇𝑦𝑓(𝑦) яв-
ляются константами, для системы ∇𝑥 tr𝐹 (𝑦(𝑥))𝑍 = ∇𝑥𝑓(𝑦(𝑥))
это уже не так. С другой стороны, поскольку 𝐽 — невырожденная
квадратная матрица, данные ограничения задают одно и то же
подпространство, не зависящее от 𝑥.

Разложим 𝑍 по произвольному базису 𝐺𝑖, 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑛(𝑛+1)
2 , пространства симметричных 𝑛 × 𝑛-матриц:

𝑍 = ∑︀𝑖𝐺𝑖𝑧𝑖. Оба варианта ограничений в виде равенств можно
представить в виде 𝐴𝑦𝑧 = 𝑏𝑦 и 𝐴𝑥𝑧 = 𝑏𝑥, где

𝐴𝑥 = tr

[︂ (︂
d

d𝑥𝑖
𝐹 (𝑦(𝑥))

)︂
𝐺𝑗

]︂
𝑖𝑗

, 𝐴𝑦 =

[︂
tr

(︂
d

d𝑦𝑖
𝐹 (𝑦)

)︂
𝐺𝑗

]︂
𝑖𝑗

,
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𝑏𝑥 =

[︂
d

d𝑥𝑖
𝑓(𝑦(𝑥))

]︂
𝑖

, 𝑏𝑦 =

[︂
d

d𝑦𝑖
𝑓(𝑦)

]︂
𝑖

,

𝑧 = [𝑧𝑖]𝑖.

Возвращаясь к (3), мы видим, что структура такой системы
имеет существенное отличие: матрицы 𝐹 (𝑦) однородны по отно-
шению к 𝑦, но при этом одна из неизвестных фактически исклю-
чена из задачи дополнительным ограничением 𝑦[0] = 1. Ввиду
этого первая строка 𝐴𝑦 и первый элемент 𝑏𝑦 (соответствующие
𝑦[0]) должны быть удалены. Для этого достаточно умножить слева
𝐴𝑦 и 𝑏𝑦 на 𝜈⊥𝑦 или, эквивалентно, 𝐴𝑥 и 𝑏𝑥 на 𝜈⊥𝑥 (где 𝑀⊥ — про-
извольная матрица максимального ранга такая, что 𝑀⊥𝑀 = 0):

ℎ* = min𝑥,𝑍 tr𝐹 (𝑦(𝑥))𝑍,

𝐹 (𝑦(𝑥)) > 0,

𝑍 > 0,(︁
𝜈⊥𝑥 𝐴𝑥

)︁
𝑧 = 𝜈⊥𝑥 𝑏𝑥,

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑍 = 𝑍T ∈ R𝑛×𝑛.

(14)

В линейных ограничениях указанной формы задейство-
ваны все атомы, и попытка их обобщения на случай ино-
го количества последних (что эквивалентно изменению раз-
мерности 𝑥) неизбежно привела бы к изменению размерно-
сти соответствующего подпространства. Избежать этого позво-
ляет альтернативная форма ограничений. В частности, можно
показать, что для одномерных задач, когда 𝑥 имеет структу-
ру 𝑥 = [𝑥1 . . . 𝑥𝑟 𝑝1 . . . 𝑝𝑟]

T, система 𝜈⊥𝑥 ∇𝑥 tr𝐹 (𝑦(𝑥))𝑍 =

𝜈⊥𝑥 ∇𝑥𝑓(𝑦(𝑥)) эквивалентна
(︀

𝑑
𝑑𝑥̃

)︀𝑘
tr𝐹 (𝑦(𝑥̃))𝑍 =

(︀
𝑑
𝑑𝑥̃

)︀𝑘
𝑓(𝑦(𝑥̃)),

𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 2, где 𝑥̃ — один атом с весом 𝑝 = 1. При этом, как
и ранее, задаваемое такой системой подпространство не зависит
от 𝑥̃. Данная форма совместима с любым количеством атомов в
конфигурации.

Процедура решения полученной задачи практически иден-
тична процедуре решения соответствующей ЛМН-релаксации в
прямой-двойственной форме. Основное отличие заключается в
использовании в формулах для вычисления направления спуска
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градиента и модифицированного гессиана 𝑔𝑥 и 𝐻̃𝑥 вместо 𝑔𝑦 и
𝐻𝑦: см. (6) и (8). Отметим, что существуют различные версии
формул для определения направления спуска по 𝑥 и по 𝑍, см.,
например, методы уменьшения потенциала в [10]. В приведен-
ном далее примере использован метод, сохраняющий направле-
ние спуска по 𝑥 в виде (8) и формирующий на его основе направ-
ление спуска по 𝑍.

5. Пример

Рассмотрим пример, решенный в [1] прямым методом:

𝑓* = min
𝑥

𝑥2,

𝑔1(𝑥) = −2𝑥4 + 4𝑥2 − 1 > 0.

Графики 𝑓(𝑥) и 𝑔1(𝑥) приведены на рис. 1. Неравенство 𝑔1(𝑥) >
0 задает область поиска в виде двух отрезков, на которых 𝑓(𝑥)

имеет по одному локальному минимуму в точках ±
√︁

1 −
√

2/2 ≈
±0,5412, соответственно.

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

-2

-1

1

2

Рис. 1. Графики 𝑓(𝑥) и 𝑔1(𝑥)

Построим трансформированную прямую-двойственную
форму ЛМН-релаксации данной задачи. Как и в оригинальной ра-
боте, размеры матриц в ЛМН-релаксации определяются парамет-
рами 𝑑1 = ⌈12 deg 𝑔1(𝑥)⌉ = 2 и 𝑘 > max{⌈12 deg 𝑓(𝑥)⌉, 𝑑1} = 2.
Для минимального порядка 𝑘 = 2 (и 𝑟 = 𝑘 + 1 = 3) соответству-
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ющая ЛМН-релаксация (3) имеет вид

𝑓* = min
𝑦

𝑦[2],

𝑀2(𝑦) =

⎡⎣ 𝑦[0] 𝑦[1] 𝑦[2]
𝑦[1] 𝑦[2] 𝑦[3]
𝑦[2] 𝑦[3] 𝑦[4]

⎤⎦ > 0,

𝑀1(𝑔1, 𝑦) =
[︀
−2𝑦[4] + 4𝑦[2] − 𝑦[0]

]︀
> 0,

𝑦[0] = 1,

или, в форме (5),

𝑓* = min

⎢
𝑦

𝑐T𝑦,

𝐹 (𝑦) =

⎡⎢⎣
𝑦[0] 𝑦[1] 𝑦[2] 0 𝑦[1]

𝑦[2] 𝑦[3] 0 𝑦[2]
𝑦[3] 𝑦[4] 0

0 0 0 −2𝑦[4] + 4𝑦[2] − 𝑦[0]

⎥
⎤⎥⎦ > 0,

𝜈T𝑦 𝑦 = 1,

𝑦 =
[︀
𝑦[0] 𝑦[1] 𝑦[2] 𝑦[3] 𝑦[4] 𝑦[5]

]︀T
,

𝑐 = [0 0 1 0 0 0]T ,

𝜈𝑦 = [1 0 0 0 0 0]T .

Воспользуемся той же трансформацией пространства поис-
ка, что и ранее:

𝑦[𝑗] =

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑥
𝑗
𝑖 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 2𝑘 + 1,

где 𝑥𝑖 и 𝑝𝑖 — новые неизвестные, составляющие вектор

𝑥 = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑟 𝑝1 𝑝2 . . . 𝑝𝑟]
T .

Тогда

𝐹 (𝑦(𝑥)) =

⎡⎢⎣
∑︀3

..

𝑖=1 𝑝𝑖 . . . 0
. . . .

...
0 . . .

∑︀3
𝑖=1 𝑝𝑖𝑔1(𝑥𝑖)

⎤⎥⎦ ,
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𝑍 — симметричная матрица 4 × 4; 𝜈𝑥 = [0 0 0 1 1 1]T; в качестве
𝜈⊥𝑥 можно взять матрицу

𝜈⊥𝑥 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Подставим данные величины в (14) и решим полученную задачу
указанным в предыдущем параграфе методом.

В качестве начального приближения возьмем атомы

𝑥1 = 0,8; 𝑥2 = 1,0; 𝑥3 = 1,2; 𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝3 = 1/3.

Пусть начальное значение 𝑍 — произвольная положительно опре-
деленная матрица, удовлетворяющая линейным ограничениям,
например:

𝑍 =

⎡⎢⎢⎢⎣
5 0 −2 0
0 1 0 0

−2 0 2 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Алгоритм делает 5 серий по 10 шагов, начиная с 𝜇 = 1 и умень-
шая 𝜇 в 4 раза в каждой следующей серии. На рис. 2 приведены
графики интервала двойственности, траектории атомов и их ве-
сов. Мы видим, что (как и при решении задачи в прямой форме
в [1]) два атома находят глобальные экстремумы в обеих допу-
стимых областях и приобретают конечные веса, а третий атом
теряет свою значимость. При этом уровень интервала двойствен-
ности служит формальной гарантией точности решения.

6. Заключение

В данной работе продемонстрированы возможности приме-
нения метода атомной оптимизации к решению задач невыпукло-
го программирования, в первую очередь, задач ПН и ПМН раз-
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Рис. 2. Графики ln tr𝐹 (𝑦(𝑥))𝑍, 𝑥𝑖 и 𝑝𝑖

личной размерности. Показаны подходы к трансформированию
прямых и прямых-двойственных форм задач.
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SEARCH SPACE TRANSFORMATION IN PRIMAL
AND DUAL MATRIX INEQUALITY SYSTEMS

Vladimir Pozdyayev, Arzamas Polytechnical Institute of
R. E. Alekseev Nizhny Novgorod State Technical University,
Arzamas, Cand.Sc., associate professor (vpozdyayev@gmail.com).

Abstract: Multidimensional optimization problems with a polynomial
objective function and polynomial matrix inequality constraints are
considered. A transformation of the moment theory-based solution
method is presented, which allows to significantly reduce its
computational complexity while keeping the ability to solve problems
of the kind we are interested in. The basic scheme deals with 1D
polynomial problems and primal interior point methods, but it can be
generalized to non-polynomial problems, multidimensional problems,
and primal-dual interior point solution methods.

Keywords: nonlinear programming, matrix inequalities, polynomial
inequalities, moment theory.
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