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В статье приводится явный вид матричной экспоненты для
матриц, записанных в сопровождающей форме (форме Фробе-
ниуса), в случае одинаковых вещественных собственных значений
матрицы (корней характеристического уравнения). Знание мат-
ричной экспоненты позволяет в явном виде записать решение,
например, линейного дифференциального уравнения с постоян-
ными коэффициентами, при произвольных начальных условиях.
Частный случай одинаковых вещественных корней характери-
стического уравнения важен для оценивания уклонений в систе-
ме, при этом для матричной экспоненты получено аналитиче-
ское решение.
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Введение

Решения однородной системы линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами
(1) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛,

определяется корнями характеристического уравнения системы и
начальными условиями 𝑥(0).

В работе рассматриваются системы с сопровождающей мат-
рицей3 (форме Фробениуса)

(2) 𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0

..

.
.
.. ...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1

−𝑎0 −𝑎1 −𝑎2 · · · −𝑎𝑛−2 −𝑎𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Важность исследования систем с сопровождающей матрицы
проявилась еще в теоремах Калмана о наблюдаемости и управля-
емости [3, 5].

Кроме того, такие матрицы соответствуют линейному одно-
родному дифференциальному уравнению с постоянными коэф-
фициентами,
(3) 𝑦(𝑛)(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝑦

(𝑛−1)(𝑡) + . . .+ 𝑎1𝑦
′(𝑡) + 𝑎0𝑦(𝑡) = 0,

причем ℓ-я компонента решения 𝑥ℓ(𝑡) соответствует ℓ− 1-й про-
изводной 𝑦ℓ−1(𝑡). Характеристический полином
(4) 𝑓(𝑠)

.
= 𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠

𝑛−1 + . . .+ 𝑎1𝑠+ 𝑎0,

является характеристическим полиномом системы (1) с матрицей
в форме (2), а его корни являются собственными числами матри-
цы 𝐴.

Эти представления эквивалентны, но матричное представле-
ние предпочтительнее, так как в этом случае решение системы

3 Как правило, сопровождающей (companion matrix) называется
матрица, транспонированная к приведенной. С точки зрения матрич-
ной экспоненты отличия несущественны.
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выражается через начальные условия с помощью матричной экс-
поненты

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥(0).

В редких случаях для матричной экспоненты 𝑒𝐴𝑡 существу-
ет аналитическое выражение, например, когда матрица 𝐴 диаго-
нальная или является жордановым блоком [3, 8]. Для транспони-
рованной матрицы верно 𝑒𝐴

𝑇 𝑡 =
(︀
𝑒𝐴𝑡

)︀𝑇
. В общем виде решение,

как правило, находится численно, например, методами Эйлера
или Рунге-Кутты; в случае кратных корней при большой размер-
ности системы возникают неустойчивости. Следует отметить, что
для фиксированного момента времени 𝑡 матричную экспоненту
можно найти численно. Ряд таких алгоритмов исследован в [9].

1. Постановка задачи

Для матрицы в сопровождающей форме (2) требуется найти
матричную экспоненту в случае, когда все собственные значения
вещественные и кратные. Пусть они равны 𝜆𝑖 = −𝜎 < 0, 𝑖 =
1, . . . , 𝑛. В этом случае характеристический полином (4) прини-
мает вид

𝑓(𝑠) = (𝑠+ 𝜎)𝑛 = 𝑠𝑛 + 𝐶1
𝑛𝜎𝑠

𝑛−1 + . . .+ 𝐶𝑛−1
𝑛 𝜎𝑛−1𝑠+ 𝐶𝑛

𝑛𝜎
𝑛.

где использованы биномиальные коэффициенты 𝐶𝑘
𝑛

.
= 𝑛!

(𝑛−𝑘)!𝑘! .
Поясним, почему исследование кратных корней важно. Де-

ло в том, что наличие одинаковых корней является в некотором
роде самым плохим случаем. Нестрого же интерес к поведению
системы при кратных корнях может быть обосновано следую-
щим: если некоторые корни характеристического уравнения (4)
совпадают 𝜆1 = 𝜆2 . . . = 𝜆𝜂 ̸= 𝜆𝜂+1 ̸= . . . ̸= 𝜆𝑛 , то решение
дифференциального уравнения (3) имеет вид

𝑥(𝑡) = (𝐶1 + 𝐶2𝑡+ . . . 𝐶𝜂𝑡
𝜂−1)𝑒𝜆1𝑡 + 𝐶𝜂+1𝑒

𝜆𝜂+1𝑡 + . . .+ 𝐶𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑡.

Коэффициенты 𝐶1, . . . , 𝐶𝑛, конечно, зависят от начальных усло-
вий, но присутствие полинома при экспоненте показывает, что
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при небольших значениях времени переходной процесс по сути
определяется не экспонентой, убывающей в устойчивых систе-
мах, а коэффициентами полинома.

В указанном частном случае, когда все производные в на-
чальных условиях (компоненты 𝑥2(0), . . . , 𝑥𝑛(0)) нулевые, реше-
ние находится легко [7]. Аналогичные решения можно получить
и для некоторых других начальных условий, но в общем случае
необходимо знать и исследовать матричную экспоненту.

По-видимому, впервые этим вопросом для матриц в сопро-
вождающей форме занимался Полоцкий в 70-х годах прошлого
века, в связи с исследованием уклонений в линейных системах
(«всплеска» в его терминологии), однако он получал выражение
решений в рекуррентной форме, без использования матричной
экспоненты [4]. Также интересна недавняя серия работ Акуно-
ва, Дударенко, По́линовой и Ушакова, в которых демонстриру-
ется связь кратных корней и уклонений системы. [1, 2]. В этих
работах, помимо кратных вещественных корней, исследуется и
случай кратных комплексных корней, а также поведение систем
с корнями, близкими друг другу. Отличие этих работ в том, что
исследуются матрицы в форме жорданового блока. Автор пред-
полагает, что технически можно найти матрицу преобразования
между жордановым блоком и матрицей в сопровождающей фор-
ме, но в явном виде его записать сложно.

2. Матричная экспонента

В работе [6] были получены аналитическое решения, в том
числе и для производных, линейного дифференциального урав-
нения (3): в виде
(5) 𝑦ℓ(𝑡) = 𝑡𝑃ℓ𝑄

[0]𝑥0𝑒
−𝜎𝑡,
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где 𝑡
.
= (𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛−2, . . . 𝑡, 1), а матрицы 𝑃ℓ, ℓ = 0, . . . , 𝑛− 1 и 𝑄[0]

зависят только от 𝜎 и имеют вид

(𝑃ℓ)𝑖,𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(−𝜎)ℓ−𝑖+𝑗 ℓ!

(ℓ− 𝑖+ 𝑗)!

(𝑛− 𝑗)!

(𝑛− 𝑖)!(𝑖− 𝑗)!
, 0 6 𝑖− 𝑗 6 ℓ,

0 , 𝑖 < 𝑗,

0 , 𝑗 < 𝑖− ℓ,

(𝑄[0])𝑖,𝑗 =

⎧⎨⎩ 𝜎𝑛+1−𝑖−𝑗 1

(𝑛+ 1− 𝑖− 𝑗)!(𝑗 − 1)!
, 𝑖+ 𝑗 6 𝑛+ 1,

0 , 𝑖+ 𝑗 > 𝑛+ 1.

Такая форма записи была выбрана, исходя из того, что решение
дифференциального уравнения (3) в случае всех кратных корней
описывается формулой

𝑦(ℓ)(𝑡) = (𝑝
[ℓ]
1 𝑡𝑛−1+ 𝑝

[ℓ]
2 𝑡𝑛−2+ . . .+ 𝑝

[ℓ]
𝑛−1𝑡+ 𝑝[ℓ]𝑛 )𝑒−𝜎𝑡 .

= 𝑝[ℓ](𝑡)𝑒−𝜎𝑡,

а коэффициенты т.н. «префиксных» полиномов 𝑝[ℓ](𝑡), ℓ =
0, . . . , 𝑛 − 1 удалось явно выразить через начальные условия и
параметр 𝜎.

Теорема 1. Если все собственные числа сопровождающей
матрицы 𝐴 вида (2) вещественны, кратны и равны −𝜎 < 0,
то матричная экспонента 𝑒𝐴𝑡 имеет вид
(6) 𝑒𝐴𝑡 = (𝐼𝑛 ⊗ 𝑡)𝒫(𝜎)(1⊗𝑄[0](𝜎))𝑒−𝜎𝑡

где использовано произведение Кронекера ⊗, единичная матрица
𝐼𝑛 ∈ R𝑛×𝑛 и вектор из единиц 1

.
= (1, . . . , 1)𝑇 ∈ R𝑛:

(𝐼𝑛 ⊗ 𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑡 0 · · · 0
0 𝑡 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · 𝑡

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝒫 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐼𝑛 0 · · · 0
0 𝑃1

..

· · · 0
. ...

. . .
...

0 0 · · · 𝑃𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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(1⊗𝑄[0]) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ ..

𝑄[0]

𝑄[0]

.

𝑄[0]

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

В записи (6) явно показано, какие элементы зависят от времени 𝑡
и параметра 𝜎.

Доказательство. Если записать 𝑥ℓ(𝑡) ≡ 𝑦(ℓ−1)(𝑡) покомпо-
нентно, то можно получить выражение для 𝑥(𝑡) = (𝐼𝑛 ⊗ 𝑡)𝒫(1⊗
𝑄[0])𝑒−𝜎𝑡𝑥(0). Поскольку оно верно для произвольных начальных
условий (в частности, для всех ортов), то матрица перед 𝑥(0) сов-
падает с матричной экспонентой 𝑒𝐴𝑡. В выражении матрицы 𝒫
использовано тождество 𝑃0 ≡ 𝐼𝑛.

3. Заключение

Для линейного однородного дифференциального уравнения,
или соответствующей ей системы линейных дифференциальных
уравнений с матрицей в сопровождающей форме (2), получено
аналитическое решение для произвольных начальных условий.
При этом рассматривался частный случай, когда все корни ха-
рактеристического полинома уравнения (системы) вещественные
и равные. Решение записывается с помощью матричной экспо-
ненты, заданной явно формулой (6).
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Abstract: Matrix exponential for a specific class of matrices is
presented in analytic form. The matrix class is companion matrices
class having all equal real eigenvalues. The matrix exponential
knowledge allows to get solution of linear differential equation with
constant coefficients for arbitrary initial conditions.

Keywords: matrix exponential, multiple roots, peak estimate.
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