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Матричные уравнения применяются во многих приложениях, 

особенно в теории управления. В настоящей работе выводятся 

аналитические формулы для точных решений алгебраических 

матричных уравнений Риккати. Эти решения выражены в виде

золотого матричного сечения.  

Ключевые слова: алгебраические матричные уравнения 

Риккати, золотое сечение, среднее геометрическое матриц. 

1. Введение 

История золотого соотношения уходит вглубь тыся-

челетий. В дошедшей до нас античной литературе золотое 

сечение впервые встречается во II книге «Начал» Евклида. С 

тех пор теория золотого сечения получила активное развитие: 

обобщенные золотые сечения и «золотые» алгебраические 

уравнения, новые рекуррентные числовые последовательности 

– р-числа Фибоначчи и р-числа Люка, новая теория ги-

перболических функций, алгоритмическая теория измерения, 

системы счисления с иррациональными основаниями и новая 

теория действи-
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где матрицы A, B - квадратные с вещественными элементами, 

0<AB. 

В работе [6] было обобщено понятие золотого сечения для 

положительно-определенных матриц. 

Золотое сечение (золотая пропорция, деление в крайнем и 

среднем отношении) — соотношение двух величин, равное 

соотношению их суммы к большей из данных величин [1]. С 

математической точки зрения, отношение большей части к 

тельных чисел, Z-свойство натуральных чисел, новые компью-

терные арифметики и другие [2]. 

В настоящее время актуальна проблема решения уравнений 

Риккати, имеющих большое прикладное значение. К этой про-

блеме приводит ряд задач линейной теории оптимального 

управления. Поэтому представляет определенную ценность 

рассмотрение еще одного метода решения уравнений Риккати. 

В данной статье рассмотрен метод золотого сечения для 

решения матричных уравнений Риккати. Разработан алгоритм 

реализации данного метода в системе компьютерной математи-

ки MATLAB. 

2. Матричные уравнения Риккати 

Уравнение Риккати встречается в различных областях ма-

тематики, например, в алгебраической геометрии и в теории 

конформных отображений, и в прикладных задачах. В совре-

менной теории управления сложилась обширная область при-

менения алгебраических матричных уравнений Риккати [4]: 

0 BXMMXXAX T , 

где A0, В0, М – квадратная матрица. 

Например, стабилизирующее решение алгебраического 

уравнения Риккати играет центральную роль в задачах линейно-

квадратической, H
2
 и H

∞
 оптимизации [7]. 

Рассмотрим матричные уравнения Риккати в следующем 

виде [6]: 

,0)()2(

,0)()1(

1

1








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меньшей в золотом сечении выражается квадратичной иррацио-

нальностью: 

2

15 


и, наоборот, отношение меньшей части к большей: 

2

151 



. 

Приблизительная величина золотого сечения равна 

1,6180339887. В процентном округлённом значении — это 

деление величины на 62 % и 38 %, соответственно [1]. 

Рассмотрим квадратные уравнения в общем виде: 

(3) baabx
a

x
 0,0)(

2

  . 

Уравнения (3) имеют единственные положительные веще-

ственные решения, которые могут быть выражены через золотое

сечение: 

(4) 




  234

2

1
aababa  . 

Рассмотрим, например, квадратное уравнение x
2
-x-1=0.Оно 

имеет единственное положительное решение: 

(5)  51
2

1
x . 

Золотое соотношение для данного примера может быть вы-

числено по формуле (4)  512121  , что соответствует 

решению (5) исходного уравнения. 

Таким образом, решение алгебраического уравнения может 

быть найдено как золотое сечение коэффициентов рассматри-

ваемого уравнения. 

Необходимо найти решение алгебраических матричных 

уравнений (1) и (2) в виде золотого сечения. Для этого будем 

использовать понятие среднего геометрического двух матриц. 

Среднее геометрическое A#B положительно полуопреде-

ленных матриц A и B определяется и характеризуется максиму-

мом всех X0, для которых матрица  
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








BX

XA
  

является положительно полуопределенной [5]. Если A является 

обратимой, то среднее геометрическое положительно полуопре-

деленных матриц A и B можно вычислить по следующей фор-

муле [5]: 

(6) 2
12

1

2
1

2
1

2
1

# ABAAABA 









.  

Одним из главных свойств среднего геометрического по-

ложительно-определенных матриц А и В является то, что его 

можно применить для решения матричных уравнений Риккати.  

Лемма Риккати. Пусть A – положительно определенная 

матрица, B – положительно определенная  (полуопределенная) 

матрица. Тогда среднее геометрическое матриц A#B является 

единственным положительно определенным (полуопределен-

ным) решением уравнения Риккати XA
-1

X=B [3].  

Операция вычисления среднего геометрического имеет 

следующие свойства [3]: 

а) A#B=B#A 

б) (A#B)
-1

=A
-1

#B
-1

 для положительно определенных матриц 

A и B; 

в) M(A#B)M
T
=(MAM

T
)# (MBM

T
) для любой несингулярной 

матрицы M; 

г) 2(A
-1

+B
-1

)
-1
A#B1/2(A+B) для положительно определен-

ных матриц A и B. 

Теорема 1. Пусть A – положительно определенная матрица, 

B – положительно полуопределенная матрица. Тогда нелиней-

ные матричные уравнения 

,0 22 AXX 

,0 1 AXBBX  

BXXXA  10

имеют единственные положительно определенные решения 

    ,4#
2

1 2
1 AIIIAS  
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    ,4#
2

1
, 1

2 BBAAAABAS  

    ,4#
2

1
,3 BAAABAS  

соответственно [6]. 

Рассмотрим матричные уравнения (1) и (2). Пусть  
2/12/1  XAAY и   2/12/1   AABAD .  

Тогда Y
2
Y-D=0 и, следовательно, по теореме 1 получим: 

 2/1
1 DSY  . 

Отсюда можно определить положительно определенные 

решения уравнений (1) и (2), соответственно: 

 

  

      ,34#
2

1
4#

2

1

4#
2

1 2/12/1

2/12/1
1

2/12/12/1

ABAAABAAA

ADIIIA

ADSAYAAX













 





что соответствует решениям S


3 . 

Теорема 2. Пусть A и B – положительно определенные мат-

рицы, причем AB. Матричные уравнения Риккати (1) и (2) 

имеют единственные положительно определенные решения, 

соответственно: 

(7)   ABAABAX 34#
2

1
  , 

(8)   ABAABAX 34#
2

1
  . 

AB называется золотым сечением матриц A и B [6].

Следствие. Пусть A и B – положительно определенные мат-

рицы (AB). Тогда используя теорему 2 можно установить 

взаимосвязь между золотыми сечениями уравнений (1) и (2): 

(9) BAABA   . 

Рассмотрим некоторые свойства золотого сечения AB [6].

Пусть A и B – положительно определенные матрицы и AB. 
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а) M(AB)M
T
=(MAM

T
)(MBM

T
) для любой несингулярной 

матрицы M размера nxn. 

б) AB=A#B, тогда и только тогда, когда  A=B. 

в) AB=1/2A
1/2

(I+(4A
-1/2

BA
-1/2

-3I)
1/2

)A
1/2

. 

г) если A<B, то AB=1/2(A+(B-A)#(4A+A(B-A) 
-1

A)). 

д) средне гармонически-геометрические золотые неравен-

ства A2(A
-1

+B
-1

)
-1
A#B ABB. 

е) если B3A (B3A), то  AB1/2(A+B) (AB1/2(A+B)). 

ж) )(#)()#( ABABABA  . 

з) )(# BABABA   )(# BABABA   . 

3. Программная реализация алгоритма решения 

матричных уравнений Риккати 

Алгоритм решения матричных уравнений Риккати требует 

выполнения различных математических функций с матрицами 

(сложение, умножение, обращение матриц, а также возведение 

матриц в дробную степень). Поэтому для реализации этого 

алгоритма наиболее подходящей системой программирования 

является MATLAB. 

С помощью программных средств MATLAB можно вычис-

лить значения (7) и (8), а затем сравнить их с результатами, 

полученными при решении уравнений (1) и (2), соотвественно, в 

интерактивной системе моделирования динамических систем 

Simulink. 

Рассмотрим алгоритм вычисления золотого сечения поло-

жительно-определенных матриц. 

Сначала выполняется инициализация исходных данных. За-

тем необходимо проверить являются ли матрицы А и В положи-

тельно определенными. Для этого вычисляются собственные 

значения матриц А и В. Если все собственные значения положи-

тельны, то матрица является положительно определенной. Еще 

одним обязательным условием алгоритма является обратимость 

матрицы А. Затем следует проверка условия BA  . 

Далее вычисляется среднее геометрическое двух матриц (6) 

и золотое сечение в соответствии с формулами (7) или (8). При 
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подстановке полученного  решения в исходные уравнения (1) 

или (2) необходимо убедится, что равенства выполняются. 

Были использованы следующие исходные данные: 



















5.16.03.1

5.02.14.0

2.04.02.0

A , 



















982.1099.1133.1

041.1851.1225.1

209.1272.1864.1

B . 

В результате решения уравнения (1) с помощью золотого 

сечения в системе MATLAB были получены следующие число-

вые значения: 

Золотое сечение: 



















0.8936    0.5780    0.7494

0.1987    0.4860    0.1695

0.1053    0.1826    0.1254

BAX  . 

Проверка решения уравнение Риккати  (1): 

   

0.0000     0.7438-   0.2220-

0.0777     0.4219     0.1110  

0.0694-   0.0278     0.0666  

 014-1.0e

















 . 

В результате решения уравнения  (2) с помощью золотого 

сечения в системе MATLAB были получены следующие число-

вые значения: 

Золотое сечение: 



















1.3760    1.0774    0.5819

0.7394    1.1371    0.9949

1.1145    1.0542    1.7894

BAX 
. 

Проверка решения уравнение Риккати  (2): 

   

0.3109-   0.7438-   0.2665-

0.0111     0.2887     0.0333-

0.0000     0.0777     0.1110  

 014-1.0e

















 . 

Решение уравнений (1) и (2) в системе моделирования Sim-

ulink привело к тем же результатам (рис.1, 2), из чего можно

сделать вывод, что значения, полученные по формулам (7) и (8), 
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являются единственными положительно определенными реше-

ниями. 

Рисунок 1. Решение уравнения (1) с помощью средств Simulink. 

Рисунок 2. Решение уравнения (2) с помощью средств Simulink. 
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4. Заключение 

Матричных уравнений Риккати часто применяются во мно-

гих системах управления. В данной работе рассмотрено золото-

го сечения положительно определенных матриц и приведены 

примеры его применения к алгебраическим матричным уравне-

ниям Риккати.  

Алгоритм решения алгебраических матричных уравнений 

Риккати с использованием золотого сечения реализован в сис-

теме компьютерной математики MATLAB. Полученные резуль-

таты подтверждены с помощью решения этих же уравнений в 

интерактивной системе моделирования динамических систем

Simulink без использования золотого сечения. 

Таким образом, золотое сечение определяет единственное

решение алгебраических матричных уравнений Риккати. 
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Abstract: Matrix equations are used in many applications, especially

in control theory. In this paper, analytical formulas are derived for 

the exact solutions of Riccati algebraic matrix equations. These

solutions are expressed in the form of a matrix golden mean.. 
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