

© 2016 ã. Å.�. �ÀÔÀ�ÎÂ, êàíä. �èç.-ìàò. íàóê (axel73�mail.ru)(Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà �ÀÍ, Ìîñêâà),À. ÄÎË�ÈÉ, ä-ð. �èç.-ìàò. íàóê (alexandre.dolgui�mines-nantes.fr)(Âûñøàÿ íàöèîíàëüíàÿ ãîðíàÿ øêîëà Íàíñè, Ôðàíöèÿ),À.À. ËÀÇÀ�ÅÂ, ä-ð �èç.-ìàò. íàóê (jobmath�mail.ru)(Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà �ÀÍ, Ìîñêâà,Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,Ìîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò(�îñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò),Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè (Íàöèîíàëüíûéèññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), Ìîñêâà),Ô. ÂÅ�ÍÅ�, ä-ð �èëîñî�èè (frank.werner�ovgu.de)(Ôàêóëüòåò ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòà Îòòî �îí �åðèêå,Ìàãäåáóðã, �åðìàíèÿ)ÍÎÂÛÉ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ �ÅØÅÍÈßÇÀÄÀ×È ÎÁ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈßÕ1
Ïðåäñòàâëåí ãðà�è÷åñêèé àëãîðèòì òî÷íîãî ðåøåíèÿ è îñíîâàííàÿ íàíåì ñõåìà àïïðîêñèìàöèè ñ ïîëèíîìèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû äëÿ çàäà-÷è îá èíâåñòèöèÿõ.1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-íèé ïðîåêòû� 13-01-12108,� 13-08-13190,� 15-07-03141,� 15-07-07489 è ãðàíòîâ DAAD A/1400328,�àêóëüòåòà ýêîíîìèêè ÍÈÓ Âûñøåé øêîëû ýêîíîìèêè.1



1. ÂâåäåíèåÂûáîð èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ è îáúåìà èíâåñòèöèé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ïðàêòè-÷åñêîé çàäà÷åé. Îáû÷íî òàêàÿ çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ â âèäå çàäà÷è î �àíöå â áîëååîáùåì âèäå � ìíîãîìåðíîé ìóëüòèâûáîðíîé çàäà÷åé î �àíöå. Äàííûå çàäà÷è èìåþòøèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé â áèçíåñå, â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà ðåíòàáåëüíîñòè êàïèòàëî-âëîæåíèé è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà.Èçâåñòíî [1℄, ÷òî äëÿ çàäà÷è î �àíöå âñå àëãîðèòìû âåòâåé è ãðàíèö ñ ïîëèíî-ìèàëüíûìè àëãîðèòìàìè ðàñ÷åòà âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê èìåþò òðóäîåìêîñòü íåìåíüøå 3
2

2n+3/2√
π(n+1)

, ò.å. 2O(x) îïåðàöèé, ãäå n � êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ, à x � äëèíàâõîäà. Ïî ñóòè, òàêèå àëãîðèòìû âåòâåé è ãðàíèö ìàëî îòëè÷àþòñÿ ïî òðóäîåìêî-ñòè îò ïîëíîãî ïåðåáîðà, èìåþùåãî ýêñïîíåíöèàëüíóþ òðóäîåìêîñòü. Àíàëîãè÷íûåðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ äðóãèõ çàäà÷.Â 2010 ã. â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî øèðîêî èçâåñòíàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà äèíàìè÷å-ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü ìíîãèå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è çà ñóáýêñïî-íåíöèàëüíîå âðåìÿ 2O(
√
x), ãäå x � äëèíà âõîäà. Òàêèì îáðàçîì íà äàííûé ìîìåíò ñòåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëååïåðñïåêòèâíûì, ÷åì ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, è åãî ðàçâèòèå ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì.Ñòîèò îòìåòèòü ñëåäóþùèå ïóáëèêàöèè, ïîñâÿùåííûå ðàçâèòèþ ìåòîäà äèíàìè-÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Â [3℄ ðàññìîòðåíû ðåêóðñèâíûå îòíîøåíèÿ âèäà h(k) = min

16j6k
a(k, j), k = 1, . . . , n,ãäå a(k, j) � íåêîòîðàÿ �îðìóëà, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò çíà÷åíèÿ h(j), 1 6 j < k. Âýòîì ñëó÷àå òðóäîåìêîñòü êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-íèÿ ñîñòàâëÿåò O(n2) îïåðàöèé. Åå ìîæíî ñîêðàòèòü äî O(n) îïåðàöèé, åñëè áóäåò2



âûïîëíåíî óñëîâèå
a(k, j) + a(k + 1, j + 1) 6 a(k + 1, j) + a(k, j + 1), 1 6 j < k 6 n.Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â [4℄, ãäå ðàññìîòðåíû ðåêóðñèâíûå ñîîòíîøå-íèÿ E[j] = w(i, j) + min

16i6j
D[i], i < j, j = 1, . . . , n, ãäå D[i] âû÷èñëÿåòñÿ ïî E[i], i < j,çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Íà ñëó÷àé âîãíóòîé èëè âûïóêëîé �óíêöèè w(i, j) òðóäîåìêîñòüàëãîðèòìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùåãî äàííûå ðåêóðñèâíûåñîîòíîøåíèÿ, óäàëîñü ñîêðàòèòü ñ O(n2) äî O(n logn) îïåðàöèé çà ñ÷åò ñïåöèàëüíîéñòðóêòóðû õðàíåíèÿ äàííûõ.Â [5℄ ïðåäñòàâëåí óëó÷øåííûé àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿçàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ äëÿîäíîãî ïðèáîðà. Òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è óäàëîñü ñîêðàòèòü ñ O(n2) äî

O(n logn).�àññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Äàíû ìíîæåñòâî N èç n ïîòåíöèàëüíûõ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ è äîñòóïíûé îáú-åì èíâåñòèöèé A > 0. Äëÿ êàæäîãî ïðîåêòà j, j = 1, . . . , n, çàäàíà �óíêöèÿ ïðèáûëè
fj(t), t ∈ [0, A]. Çíà÷åíèå fj(t

′) îçíà÷àåò ïðèáûëü, ïîëó÷åííóþ îò ïðîåêòà j, åñëè âíåãî èíâåñòèðîâàòü t′ äåíåæíûõ åäèíèö. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îáúåìû èíâåñòè-öèé τj ∈ [0, A], τj ∈ Z, äëÿ êàæäîãî ïðîåêòà j ∈ N , ÷òîáû ∑n

j:=1 τj 6 A, è çíà÷åíèå
∑n

j:=1 fj(τj) áûëî ìàêñèìàëüíûì.Íà ïðàêòèêå âñòðå÷àåòñÿ çàäà÷à â ðàñøèðåííîé ïîñòàíîâêå, ãäå íåîáõîäèìî íàéòèîïòèìàëüíîå ðåøåíèå (ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ) äëÿ âñåõ A ∈ [A′, A′′], ò.å. íóæíîïîñòðîèòü ý��åêòèâíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ A èçíåêîòîðîãî èíòåðâàëà. 3



Òàáëèöà 1. Ôóíêöèÿ fj(t)

K 1 2 . . . kjèíòåðâàë K [t1j , t
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uK
j u1

j u2
j . . . u

kj
jÁóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå �óíêöèè fj(t), j = 1, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìèêóñî÷íî-ëèíåéíûìè. Åñëè �óíêöèÿ fj(t) îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ çíà-÷åíèé t, íàïðèìåð t1, t2, . . . , tkj , t1 < t2 < · · · < tkj , òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî fj(t) = fj(t

i)äëÿ âñåõ t ∈ [ti, ti+1), i = 1, . . . , kj, ãäå tkj+1 = A.Èíòåðâàë [0, A] ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâà èíòåðâà-ëîâ
[0, A] = [t0j , t

1
j ]
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(t1j , t
2
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⋃

· · ·
⋃
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j , tkj ]

⋃

· · ·
⋃

(t
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j ]òàêèõ, ÷òî fj(x) = bkj + uk

j (x − tk−1
j ) äëÿ âñåõ x ∈ (tk−1

j , tkj ], ãäå k � íîìåð èíòåðâàëà,
bkj � çíà÷åíèå �óíêöèè â íà÷àëå èíòåðâàëà è uk

j � íàêëîí ãðà�èêà �óíêöèè. Áåçîãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü b1j 6 b2j 6 . . . 6 b
kj
j , tkj ∈ Z, j ∈ N , k = 1, 2, . . . , kj, è

t
kj
j = A, j = 1, 2, . . . , n.Èçâåñòíûå áëèçêèå çàäà÷è.Çàäà÷à 1
(1) maximize n

∑

j:=1

pjxj

n
∑

j:=1

wjxj 6 A,

xj ∈ [0, bj ], xj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n,äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí DPA (Dynami
 programming algorithms, àëãîðèòì äèíàìè÷å-4



ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ) òðóäîåìêîñòè O(nA) îïåðàöèé [6℄.Çàäà÷à 2
(2) minimize n

∑

j:=1

fj(xj)

n
∑

j:=1

xj > A,

xj ∈ [0, A], xj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n,ãäå �óíêöèè fj(xj) òàêæå êóñî÷íî-ëèíåéíûå. Äëÿ äàííîé çàäà÷è èçâåñòíû DPA òðó-äîåìêîñòè O(
∑

kjA) îïåðàöèé [7℄ è FPTAS (ïîëíîñòüþ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñõåìà ïðè-áëèæåííîãî ðåøåíèÿ) òðóäîåìêîñòè O((
∑

kj)
3/ε) îïåðàöèé [8℄. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿ-åòñÿ NP-òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå è ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ DPA, èñïîëü-çóþùåãî óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà

Fj(T ) = max
t=0,1,...,T

{fj(t) + Fj−1(T − t)}, T = A,A− 1, . . . , 1, j = 1, . . . , n.Òðóäîåìêîñòü DPA ñîñòàâëÿåò O(nA2) îïåðàöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè
fj(t), j = 1, . . . , n, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â òàáëè÷íîì âèäå òàáë. 1. Â [9℄ ïðè-âîäèòñÿ èí�îðìàöèÿ îá àëüòåðíàòèâíîì DPA äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé äëÿ çàäà÷è îðàçìåðå ïàðòèè ïðîäóêöèè. Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(

∑

kjA) îïå-ðàöèé. Äëÿ äàííîé çàäà÷è òàêæå èçâåñòíà FPTAS òðóäîåìêîñòüþ O((
∑

kj)
3/ε) îïå-ðàöèé. 2. Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿÄëÿ êàæäîãî ïðîåêòà j è ñîñòîÿíèÿ t ∈ [0, A] îïðåäåëèì Fj(t) � ìàêñèìàëüíóþïðèáûëü, ïîëó÷åííóþ äëÿ ïðîåêòîâ 1, 2, . . . , j, êîãäà ñóììà èíâåñòèöèé äëÿ îñòàëü-5



íûõ ïðîåêòîâ j + 1, j + 2, . . . , n ðàâíà t, ò.å.
(3) Fj(t) = max

j
∑

h:=1

fh(xh)

j
∑

h:=1

xh 6 A− t,

xh > 0, xh ∈ Z, h = 1, 2, . . . , j.Ïóñòü Fj(t) = 0 äëÿ t /∈ [0, A], j = 1, 2, . . . , n è F0(t) = 0 äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ t.Òîãäà èìååì �óíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ
(4) Fj(t) = max

x∈[0,A−t]
{fj(x) + Fj−1(t+ x)} =

= max
16k6kj

max
x∈(tk−1

j ,tkj ]
⋂
[0,A−t]

{bkj − uk
j t

k−1
j + uk

jx+ Fj−1(t+ x)},

j = 1, 2, . . . , n, t ∈ [0, A].Ëåììà 1. Âñå �óíêöèè Fj(t), j = 1, 2, . . . , n, � íåâîçðàñòàþùèå íà èíòåðâàëå
[0, A].Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé (3).DPA, îñíîâàííûé íà óðàâíåíèÿõ (4), ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðà-çîì. Äëÿ êàæäîé ñòàäèè j = 1, . . . , n, äëÿ ñîñòîÿíèÿ t = 0 âû÷èñëèì íå áîëåå kjAçíà÷åíèé vxk = {bkj−uk

j t
k−1
j +uk

j ·x+Fj−1(t+x)}, 1 6 k 6 kj, x ∈ (tk−1
j , tkj ], è ïîìåñòèì èõ âñîîòâåòñòâóþùèé ñïèñîê Lk (çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîìåùàþòñÿ â êîíåö ñïèñêà).Åñëè âûïîëíÿåòñÿ vxk 6 vx−1

k , òî íå ïîìåùàåì çíà÷åíèå vxk â ñïèñîê. Òàêèì îáðàçîì,ýëåìåíòû ñïèñêà Lk óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ. Äëÿ î÷åðåäíîé ñòàäèè t = 1 íåîá-õîäèìî òîëüêî èñêëþ÷èòü ïîñëåäíèé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà Lk, k = 1, . . . , n, åñëè îíñîîòâåòñòâóåò x íå èç èíòåðâàëà (tk−1
j , tkj ]

⋂

[0, A− t], è ñðàâíèòü íîâûå kj ïîñëåäíèõýëåìåíòîâ èç ñïèñêîâ. Ïðîäîëæàÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ âñåõ t = 2, . . . , A, ïîëó÷èì �óíê-öèþ Fj(t), t = 1, 2, . . . , A, çà O(kjA) îïåðàöèé. Òðóäîåìêîñòü òàêîãî DPA ñîñòàâëÿåò6



O(
∑

kjA) îïåðàöèé. Ïîõîæàÿ èäåÿ ïðåäñòàâëåíà â [7℄.Àëãîðèòìû, ïîëó÷åííûå àâòîðàìè â [10℄ äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è, îñíîâàíû íà�óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèÿõ (3) è äðóãîé òåõíèêå âûïîëíåíèÿ ãðà�è÷åñêîãî ìåòîäà.Â îòëè÷èå îò ýòîãî ïîäõîäà ïðåäñòàâëåííûå â äàííîé ñòàòüå àëãîðèòìû îñíîâàíû íàóðàâíåíèÿõ (4). 3. �ðà�è÷åñêèé àëãîðèòìÁóäåì îáîçíà÷àòü ãðà�è÷åñêèé àëãîðèòì GrA (Graphi
al algorithm). Ïóñòü â DPAíà êàæäîì øàãå (íà êàæäîé ñòàäèè) j âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé �óíêöèè
Fj(t) (�óíêöèè Áåëëìàíà) äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà t (äëÿ êàæ-äîãî ñîñòîÿíèÿ) ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ãäå t ∈ [0, A], t ∈ Z, è A � ÷èñëîâîéïàðàìåòð çàäà÷è. Ôàêòè÷åñêè ýòà �óíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì öåëåâîé �óíê-öèè äëÿ ïîäçàäà÷è ðàçìåðíîñòè j, åñëè îíà ðåøàåòñÿ â óñëîâèÿõ (ïðè ñîñòîÿíèèñèñòåìû) t. Íà ïðàêòèêå DPA ðåàëèçóåòñÿ â ðåæèìå �êàëüêóëÿòîðà�, ò.å. ïåðåáèðà-þòñÿ âñå ñîñòîÿíèÿ t ∈ [0, A]

⋂

Z. Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íåñëîæíûåâû÷èñëåíèÿ, è ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå Fj(t) ñîõðàíÿåòñÿ â ÿ÷åéêå ïàìÿòè (â òàáëèöå).Ýòè A+ 1 ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé èñïîëüçóþòñÿ íà ñëåäóþùåì øàãå j + 1.Îäíàêî ÷àñòî âû÷èñëÿòü (è ñîõðàíÿòü â ïàìÿòè) çíà÷åíèÿ Fj(t) äëÿ êàæäîé òî÷êè
t ∈ [0, A]

⋂

Z íåò íåîáõîäèìîñòè. Äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ íà î÷åðåäíîì èíòåðâàëå [tl, tl+1)âû÷èñëÿåìàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâèìà àíàëèòè÷åñêè â âèäå Fj(t) = ϕ(t) (íàïðèìåð,
Fj(t) = kt + b, ò.å. �óíêöèÿ Fj(t) îïðåäåëåíà â òîì ÷èñëå äëÿ íåöåëûõ çíà÷åíèéàðãóìåíòà t). Òîãäà ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè Fj+1(t) íà øàãå j + 1 ìîæíî îð-ãàíèçîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ó÷èòûâàòü íå îòäåëüíûå çíà÷åíèÿ Fj(t), à ïðåîá-ðàçîâûâàòü �óíêöèþ Fj(t) â Fj+1(t) àíàëèòè÷åñêè, ñîãëàñíî çàäàííûì ðåêóðñèâíûì7



óðàâíåíèÿì Áåëëìàíà.�àññìàòðèâàåìûå çäåñü êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèè ϕ(x) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíûñ ïîìîùüþ òðåõ ìíîæåñòâ ÷èñåë: ìíîæåñòâà òî÷åê èçëîìà I (â êàæäîé òî÷êå èç-ëîìà çàêàí÷èâàåòñÿ íåêîòîðûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé �ðàãìåíò �óíêöèè), ìíîæåñòâàíàêëîíîâ ãðà�èêà �óíêöèè U è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé �óíêöèè â íà÷àëå êàæäîãî èí-òåðâàëà B. ×åðåç I[k] áóäåì îáîçíà÷àòü k-é ýëåìåíò â óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå I.Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ìíîæåñòâ U è B. Ìíîæåñòâà I,
U è B, çàäàþùèå �óíêöèþ ϕ(x), áóäåì îáîçíà÷àòü ϕ.I, ϕ.U è ϕ.B ñîîòâåòñòâåííî.Ïóñòü çàïèñü ϕ.I[k] îáîçíà÷àåò k-é ýëåìåíò ìíîæåñòâà I äëÿ �óíêöèè ϕ(x). Òîãäà,íàïðèìåð, äëÿ x ∈ (tk−1

j , tkj ] = (fj .I[k − 1], fj.I[k]] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
fj(x) = fj.B[k] + fj .U [k](x− fj .I[k]).Çàìåòèì, ÷òî ϕ.I[k] < ϕ.I[k + 1], k = 1, 2, . . . , |ϕ.I| − 1. Íàïîìíèì, ÷òî |fj.I| = kj.Äàëåå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî âñå �óíêöèè Fj(t), j = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿþòñÿêóñî÷íî-ëèíåéíûìè. Äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé t çíà÷åíèÿ �óíêöèè Fj(t) ðàâíû çíà÷åíèÿì�óíêöèè Áåëëìàíà, âû÷èñëÿåìîé â DPA.Ïóñòü ϕ.I[0] = 0 è ϕ.I[|ϕ.I|+ 1] = A.Òî÷êè t ∈ ϕ.I, â êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé, çàäàþùåé êóñî÷íî-ëèíåéíóþ �óíêöèþ, áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè èçëîìà. Â GrA âûðàæåíèå âû÷èñëèòü�óíêöèþ îçíà÷àåò âû÷èñëèòü ìíîæåñòâà I, U è B äëÿ äàííîé �óíêöèè.Íà êàæäîé ñòàäèè j = 1, . . . , n àëãîðèòìà âû÷èñëÿþòñÿ âðåìåííûå �óíêöèè Ψk

j (t)è Φk
j (t), íà îñíîâå êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ Fj(t). Êëþ÷åâàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà � âû÷èñ-ëåíèå �óíêöèè Φk

j (t).�ð à�è÷ å ñ ê è é à ë ã î ð è òì. 8



1. Ïóñòü F0(t) = 0, ò.å. F0.I := {A}, F0.U := {0}, F0.B := {0}.2. Äëÿ j := 1 ïî n öèêë2.1. Äëÿ k := 1 ïî kj öèêë2.1.1. Âû÷èñëèì ïðîìåæóòî÷íóþ �óíêöèþ
Ψk

j (t) = fj.B[k]− fj.U [k] · fj .I[k − 1] + fj.U [k] · t + Fj−1(t)â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé 2.1.1.2.1.2. Âû÷èñëèì ïðîìåæóòî÷íóþ �óíêöèþ
Φk

j (t) = max
x∈(fj .I[k−1],fj.I[k]]

⋂
[0,A−t]

{Ψk
j (t + x)− fj.U [k] · t}â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé 2.1.2.2.1.3. Åñëè k = 1, òî Fj(t) := Φk

j (t), èíà÷å Fj(t) := max{Fj(t),Φ
k
j (t)}.2.2. Ìîäè�èöèðóåì ìíîæåñòâà I, U, B �óíêöèè Fj(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöå-äóðîé 2.2.3. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî Fn(0).Ïðèâåäåì ïðîöåäóðû 2.1.1 è 2.1.2.Ïðîöåäóðà 2.1.1.Çàäàíû k è j;

Ψk
j .I = ∅, Ψk

j .U = ∅ è Ψk
j .B = ∅.Äëÿ i := 1 ïî |Fj−1.I| öèêëäîáàâèì çíà÷åíèå Fj−1.I[i] â ìíîæåñòâî Ψk

j .I.9



äîáàâèì çíà÷åíèå
fj.B[k]− fj.U [k] · fj .I[k − 1] + fj.U [k] · Fj−1.I[i] + Fj−1.B[i]â ìíîæåñòâî Ψk

j .B.äîáàâèì çíà÷åíèå fj.U [k] + Fj−1.U [i] â ìíîæåñòâî Ψk
j .U .Â ïðîöåäóðå 2.1.1 �ñäâèãàåì� �óíêöèþ Fj−1(t) ââåðõ íà çíà÷åíèå fj.B[k]−fj .U [k] ·

fj .I[k − 1] è óâåëè÷èâàåì âñå íàêëîíû ëèíåéíûõ �ðàãìåíòîâ íà fj .U [k]. Åñëè âñå÷èñëà t ∈ Fj−1.I ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, òî âñå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà Ψi
j.I � òàêæå öåëûå.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîöåäóðà 2.1.1 âûïîëíÿåòñÿ çà O(|Fj−1.I|) îïåðàöèé.Ïåðåä îïèñàíèåì ïðîöåäóðû 2.1.2 ïðåäñòàâèì èñïîëüçóåìóþ â íåé ïðîöåäóðóFindMax, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ �óíêöèÿ ìàêñèìóìà ϕ(t) äâóõ ëèíåéíûõ �óíêöèé

ϕ1(t) è ϕ2(t) (ñì. ðèñ 1).Ïðîöåäóðà FindMax:1. Çàäàíû �óíêöèè ϕ1(t) = b1 + u1t è ϕ2(t) = b2 + u2t è èíòåðâàë (t′, t′′]. Ïóñòü
u1 6 u2.2. Åñëè t′′ − t′ 6 1, òîãäà âåðíóòü ϕ(t) = max{ϕ1(t

′′), ϕ2(t
′′)}+0t, îïðåäåëåííóþ íàèíòåðâàëå (t′, t′′].3. Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ t∗ �óíêöèé ϕ1(t) è ϕ2(t).4. Åñëè t∗ íå ñóùåñòâóåò èëè t∗ /∈ (t′, t′′], òîãäàåñëè b1 + u1t

′ > b2 + u2t
′, òîãäà âåðíóòü ϕ(t) := ϕ1(t), îïðåäåëåííóþ íàèíòåðâàëå (t′, t′′]. 10



èíà÷å âåðíóòü ϕ(t) := ϕ2(t), îïðåäåëåííóþ íà èíòåðâàëå (t′, t′′].5. Èíà÷å:åñëè t∗ ∈ Z, òîãäà:
ϕ(t) := ϕ1(t) íà èíòåðâàëå (t′, t∗].
ϕ(t) := ϕ2(t) íà èíòåðâàëå (t∗, t′′].âåðíóòü ϕ(t).èíà÷å, åñëè t∗ /∈ Z, òîãäà:
ϕ(t) := ϕ1(t) íà èíòåðâàëå (t′, ⌊t∗⌋];
ϕ(t) := b2 + u2⌊t∗⌋ + 0t íà èíòåðâàëå (⌊t∗⌋ − 1, ⌊t∗⌋];
ϕ(t) := ϕ2(t) íà èíòåðâàëå (⌊t∗⌋, t′′];âåðíóòü ϕ(t);Ïðîöåäóðà âûïîëíÿåòñÿ çà O(1) îïåðàöèé.Ïðîöåäóðà 2.1.2.2.1.2.1. Çàäàíû k, j è Ψk

j (t).2.1.2.2. Φk
j .I := ∅, Φk

j .U := ∅ è Φk
j .B := ∅.2.1.2.3. s′ := 0, tleft := s′ + fj.I[k − 1], tright := min{s′ + fj .I[k], A}.2.1.2.4. Ïóñòü T ′ = {Ψk

j .I[v],Ψ
k
j .I[v + 1], . . . ,Ψk

j .I[w]} � ïîäìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíîéìîùíîñòè Ψk
j .I, ãäå tleft < Ψk

j .I[v] < · · · < Ψk
j .I[w] < tright,Ïóñòü T := {tleft}

⋃

T ′ ⋃{tright}.2.1.2.5. Ïîêà s′ 6 A öèêë: 11



�èñ. 1. Ïðîöåäóðà FindMax. Èñêëþ÷åíèå íåöåëûõ òî÷åê2.1.2.6. Åñëè T ′ = ∅, òîãäà ïóñòü
w + 1 = argmax

i=1,2,...,|Ψk
j .I|

{Ψk
j .I[i]|Ψk

j .I[i] > tright} è
v = argmin

i=1,2,...,|Ψk
j .I|

{Ψk
j .I[i]|Ψk

j .I[i] > tleft}.2.1.2.7. Åñëè w + 1 íå îïðåäåëåíà, òîãäà w + 1 := |Ψk
j .I|.2.1.2.8. Åñëè v íå îïðåäåëåíà, òîãäà v := |Ψk

j .I|.2.1.2.9. Åñëè tleft < A, òîãäà εleft := Ψk
j .I[v]− tleft, èíà÷å εleft := A− s′.2.1.2.10. Åñëè tright < A, òîãäà εright := Ψk

j .I[w + 1]− tright,èíà÷å εright := +∞.2.1.2.11. ε := min{εleft, εright}.2.1.2.12. Åñëè tleft < A, òîãäà
bleft := Ψk

j .B[v] + Ψk
j .U [v](tleft −Ψk

j .I[v − 1])− fj .U [k]s′èíà÷å bleft := 0. 12



2.1.2.13. Åñëè tright < A, òîãäà
bright := Ψk

j .B[w + 1] + Ψk
j .U [w + 1](tright −Ψk

j .I[w])− fj .U [k]s′èíà÷å bright := 0.2.1.2.14. Åñëè T ′ = ∅, òîãäà binner := 0, èíà÷å
binner := max

s=v,v+1,...,w
{Ψk

j .B[s] + Ψk
j .U [s](Ψk

j .I[s]−Ψk
j .I[s− 1])} − fj .U [k]s′.2.1.2.15. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

ϕleft(x) := bleft − (fj.U [k] −Ψk
j .U [v])x.Åñëè tleft = A, òîãäà ϕleft(x) := 0.2.1.2.16. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

ϕright(x) := bright − (fj .U [k]−Ψk
j .U [w + 1])x.Åñëè tright = A, òîãäà ϕright(x) := 0.2.1.2.17. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

ϕinner(x) := binner − fj .U [k] · x.Åñëè T ′ = ∅, òîãäà ϕinner(x) := 0.2.1.2.18. Âû÷èñëèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ �óíêöèþ
ϕmax(x) := max

x∈[0,ε]
{ϕleft(x), ϕright(x), ϕinner(x)}â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé FindMax.2.1.2.19. Äîáàâèì ÷èñëà èç ϕmax.I, óâåëè÷åííûå íà s′ â ìíîæåñòâî Φk

j .I.13



2.1.2.20 Äîáàâèì ÷èñëà èç ϕmax.B â ìíîæåñòâî Φk
j .B.2.1.2.21. Äîáàâèì ÷èñëà èç ϕmax.U â ìíîæåñòâî Φk
j .U .2.1.2.22. Åñëè ε = εleft, òîãäà èñêëþ÷èì Ψk

j .I[v] èç ìíîæåñòâà T è ïðèñâîèì
v := v + 1.2.1.2.23. Åñëè ε = εright, òîãäà âêëþ÷èì Ψk

j .I[w + 1] â ìíîæåñòâî T è ïðèñâîèì
w := w + 1.2.1.2.24. s′ := s′ + ε.2.1.2.25. tleft := s′ + fj .I[k − 1], tright := min{s′ + fj.I[k], A}, àêòóàëèçèðóåì T ′.2.1.2.26. Ïðåîáðàçóåì �óíêöèþ Φk

j â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé 2.2.Â ïðîöåäóðå 2.1.2 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Êîãäà ñäâèãàåì s′ âïðàâî, òî ñäâèãà-åòñÿ èíòåðâàë I ′ = [tleft, tright] äëèíû fj.I[k]− fj.I[k − 1]. Çíà÷åíèÿ Ψk
j (x) äëÿ x ∈ T ′èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ Φk

j (t) â òî÷êå t = s′. Òàê êàêΨk
j (x) � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ,òî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ Ψk

j (x) â òî÷êàõ èçëîìà èç ìíîæå-ñòâà T ′, à òàêæå â íà÷àëå è â êîíöå èíòåðâàëà T ′, ò.å. åñëè s′ ñäâèãàòü âïðàâî íàíåêîòîðóþ âåëè÷èíó x ∈ [0, ε], òàêóþ ÷òî âñå òî÷êè èçëîìà èç èíòåðâàëà îñòàþòñÿòåìè æå, òîãäà �óíêöèÿ Φk
j (t) èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî �óíêöèè ϕmax(x).Ïðîöåäóðà 2.2.Çàäàíà Fj(t);äëÿ k := 1 ïî |Fj.I| − 1 öèêë:åñëè Fj.U [k] = Fj.U [k+1] è Fj.U [k](Fj .U [k]−Fj .U [k−1])+Fj .B[k] = Fj .B[k+1],òîãäà 14



Fj .B[k + 1] := Fj .B[k].óäàëèì k-å ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâ Fj.B, Fj.U è Fj .I.Â ïðîöåäóðå 2.2. äâà ñìåæíûõ ëèíåéíûõ �ðàãìåíòà, íàõîäÿùèõñÿ íà îäíîé ïðÿ-ìîé, îáúåäèíÿåì â îäèí �ðàãìåíò. Åñëè èìååì äâà ñìåæíûõ ëèíåéíûõ �ðàãìåíòà ñíàêëîíàìè Fj .U [k], Fj.U [k + 1] è Fj.B[k], Fj .B[k + 1], ãäå Fj .U [k](Fj .U [k] − Fj .U [k −

1])+Fj.B[k] = Fj .B[k+1] (�ðàãìåíòû íà îäíîé ïðÿìîé), òîãäà äëÿ ñîêðàùåíèÿ êîëè-÷åñòâà èíòåðâàëîâ |Fj.I| è, êàê ñëåäñòâèå, äëÿ ñîêðàùåíèÿ òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìàíåîáõîäèìî îáúåäèíèòü èõ â îäèí �ðàãìåíò.Ëåììà 2. Ïðîöåäóðà 2.1.2. âûïîëíÿåòñÿ çà O(|Fj−1.I|) îïåðàöèé.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Øàã 2.1.2.14 è ïåðåñ÷åò T ′ íà øàãå 2.1.2.25 íåîáõîäèìî âû-ïîëíÿòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû. Ïóñòü {q1, q2, . . . , qr} � ìàêñèìàëü-íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà T ′ ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà:
q1 < q2 < · · · < qr;íåò òàêîãî q ∈ T ′, ÷òî qi 6 q < qi+1 è
Ψk

j .B[q] + Ψk
j .U [q] · (Ψk

j .I[q]−Ψk
j .I[q − 1]) > Ψk

j .B[qi+1] + Ψk
j .U [qi+1] · (Ψk

j .I[qi+1]−

Ψk
j .I[qi+1 − 1]), i = 1, . . . , r − 1.Ìíîæåñòâî áóäåì õðàíèòü â âèäå ñïèñêà, â êîòîðîì ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åíû ïîâîçðàñòàíèþ òàê, ÷òî ýëåìåíòû â íà÷àëå ñïèñêà áóäóò òîëüêî óäàëÿòüñÿ, â òî âðå-ìÿ êàê â êîíöå ñïèñêà îíè áóäóò óäàëÿòüñÿ è äîáàâëÿòüñÿ [11℄. Òîãäà äîáàâëåíèå èóäàëåíèå ýëåìåíòîâ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çà �èêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé è øà-ãè 2.1.2.14 è 2.1.2.25 ìîãóò áûòü âûïîëíåíû çà �èêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé(îãðàíè÷åííîå íåêîòîðîé êîíñòàíòîé). 15



Øàãè 2.1.2.6�2.1.2.25 âûïîëíÿþòñÿ çà �èêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé. Öèêë2.1.2.5 ìîæåò áûòü âûïîëíåí çà O(|Ψk
j .I|) îïåðàöèé, ãäå |Ψk

j .I| = |Fj−1(t).I|, òàê êàêêàæäàÿ òî÷êà èçëîìà èç Ψk
j .I äîáàâëÿåòñÿ èëè óäàëÿåòñÿ.Ëåììà 2 äîêàçàíà.Â ïðîöåäóðå 2.1.1. âû÷èñëÿåòñÿ �óíêöèÿ

bkj − uk
j t

k−1
j + uk

j (t+ x) + Fj−1(t + x),à â ïðîöåäóðå 2.1.2. � �óíêöèÿ
Φk

j (t) = max
x∈(tk−1

j ,tkj ]
⋂
[0,A−t]

{bkj − uk
j t

k−1
j + uk

j (t + x)− uk
j t+ Fj−1(t + x)}.Â îòëè÷èå îò DPA äëÿ âû÷èñëåíèÿ Φk

j (t) â GrA íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòüâñå öåëûå òî÷êè x ∈ (tk−1
j , tkj ]

⋂

[0, A− t], à òîëüêî òî÷êè èçëîìà èç èíòåðâàëà, òàê êàêòîëüêî îíè îêàçûâàþò âëèÿíèå íà çíà÷åíèÿ Φk
j (t) (êàê è tleft è tright). Øàã [2.1.3℄ òàê-æå ìîæåò áûòü âûïîëíåí â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé FindMax, ò.å. äëÿ âû÷èñëåíèÿ�óíêöèè Fj(t) := max{Fj(t),Φ

i
j(t)} ëèíåéíûå �ðàãìåíòû �óíêöèé ñðàâíèâàþòñÿ íàâñåõ èíòåðâàëàõ, îãðàíè÷åííûõ èõ òî÷êàìè èçëîìà. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ öåëûõ òî÷åê tïðîèçâîäèìûå îïåðàöèè àíàëîãè÷íû îïåðàöèÿì â DPA. Òîãäà çíà÷åíèÿ Fj(t), t ∈ Z,ðàâíû â GrA è DPA è ìîæíî óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå.Ëåììà 3. Çíà÷åíèÿ Fj(t), j = 1, 2, . . . , n, â òî÷êàõ t ∈ [0, A]

⋂

Z ðàâíû çíà÷å-íèÿì Fj(t), ðàññìîòðåííûì â DPA.Âñå �óíêöèè Fj(t), j = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè íà èíòåðâàëå
[0, A]. Âñå èõ òî÷êè èçëîìà � öåëûå ÷èñëà.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ F0(t) ëåììà 3 âåðíà. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû2.1.1 âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ψi

1.I � öåëûå. Òàê êàê âñå ýëåìåíòû f1.I � öåëûå ÷èñëà,16



òîãäà ε ∈ Z è, êàê ñëåäñòâèå, s′ ∈ Z. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé FindMax âñå òî÷êè
ϕmax.I, ðàññìîòðåííûå â ïðîöåäóðå 2.1.2, öåëûå. Òîãäà âñå òî÷êè Φi

j .I, i = 1, 2, . . . , kj,òàêæå öåëûå è òî÷êè èçëîìà �óíêöèè F1(t) := max{F0(t),Φ
i
1(t)} öåëûå, åñëè ïðîöå-äóðà FindMax èñïîëüçîâàíà ïðè âû÷èñëåíèè max{F0(t),Φ

i
1(t)}. Àíàëîãè÷íî ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷êè èçëîìà �óíêöèè F2(t) � öåëûå.Âñå �óíêöèè Fj(t), j = 1, 2, . . . , n, âû÷èñëÿåìûå â GrA, ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè. Òàêèì îáðàçîì ëåììà 3 âåðíà.Òå îð åì à 1. Ñ ïîìîùüþ GrA îïòèìàëüíîå ðåøåíèå áóäåò íàéäåíî çà

O

(

∑

kj min

{

A, max
j=1,2,...,n

{|Fj.B|}
})îïåðàöèé.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3. Ïîñëå êàæ-äîãî øàãà 2.1.3 GrA �óíêöèÿ Fj(t), j = 1, 2, . . . , n, èìååò òîëüêî öåëûå òî÷êè èçëîìàèç èíòåðâàëà [0, A]. Êàæäàÿ �óíêöèÿ Φi

j .I, j = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . , kj, òàêæå èìå-åò òîëüêî öåëûå òî÷êè èçëîìà èç èíòåðâàëà [0, A]. Òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ øàãà 2.1.3íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðîöåäóðó FindMax íà íå áîëåå ÷åì A + 1 èíòåðâàëàõ. Ïî-ýòîìó òðóäîåìêîñòü øàãà 2.1.3 ñîñòàâëÿåò O(A) îïåðàöèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììàìè1 è 2 òðóäîåìêîñòü øàãîâ 2.1.1 è 2.1.2 ñîñòàâëÿåò O(Fj.I) îïåðàöèé, ãäå Fj .I 6 A.Òðóäîåìêîñòü øàãà 2.2 ñîñòàâëÿåò O(Fj.I) îïåðàöèé.Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè Fj(t), j = 1, 2, . . . , n, � íåâîçðàñòàþùèå. Ïîýòî-ìó
Fj .B[k] > Fj .B[k + 1], j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , |Fj.I| − 1.Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé 2.2 èìååì íå áîëåå 2|Fj.B| ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîââ ìíîæåñòâå Fj .I. 17



Ïîýòîìó òðóäîåìêîñòü GrA ñîñòàâèò
O

(

∑

kj min

{

A, max
j=1,2,...,n

{|Fj.B|}
})îïåðàöèé.Áîëåå òîãî, òðóäîåìêîñòü îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé O(

∑

kj min{A, F ∗}), ãäå F ∗ �îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè, òàê êàê max
j=1,2,...,n

|Fj.B| 6 F ∗.4. ÏðèìåðÏðîèëëþñòðèðóåì èäåþ ãðà�è÷åñêîãî àëãîðèòìà GrA, èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûé ïðè-ìåð, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2. Ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíî â [10℄.Äàëåå ïðåäñòàâèì êðàòêîå îïèñàíèå.

�èñ. 2. Ôóíêöèè fj(t)Â äàííîì ñëó÷àå ðàññìîòðåíû ÷åòûðå ïðîåêòà ñ �óíêöèÿìè ïðèáûëè fj(t), j =

1, 2, 3, 4 (ñì. òàáë. 2). 18



Òàáëèöà 2. Ôóíêöèè fj(t)

f1.I = {3, 10, 13, 25} f2.I = {5, 25} f3.I = {2, 4, 6, 25} f4.I = {3, 4, 25}

f1.U = {0, 1, 1
3
, 0} f2.U = {2

5
, 0} f3.U = {0, 2, 1

2
, 0} f4.U = {0, 0, 0}

f1.B = {0, 0, 7, 8} f2.B = {0, 2} f3.B = {0, 0, 4, 5} f4.I = {0, 1, 4}Øàã j = 1, k = 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé 2.1.1, Ψk
j (x) = 0, Ψk

j .I =

{0}, Ψk
j .U = {0} è Ψk

j .B = {0}.Äàëåå îïèøåì êàæäóþ èòåðàöèþ â öèêëå 2.1.2.5 â ïðîöåäóðå 2.1.2.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì s′ = 0. Ïåðåä ïåðâîé èòåðàöèåé T ′ = ∅, tleft = 0, tright = 3 è íàøàãå 2.1.2.11 ε = min{25 − 0, 25 − 3} = 22. Íà øàãàõ 2.1.2.12. − 2.1.2.14 bleft = 0,
bright = 0 è binner = 0. Íà øàãàõ 2.1.2.15. − 2.1.2.17 ϕleft(x) = 0, ϕright(x) = 0,
ϕinner(x) = 0 è, êàê ñëåäñòâèå, ϕmax(x) = 0. Íà øàãå 2.1.2.24 s′ = s′ + 22 = 22.Ïîýòîìó Φ1

1(x) = ϕmax(x) = 0 ïðè x = [0, 22] (ñ ïðåäûäóùåãî äî òåêóùåãî çíà÷å-íèÿ s′).Äàëåå, ðàññìîòðèì s′ = 22. Ïîñëå øàãîâ 2.1.2.22.−2.1.2.25 íà ïðåäûäóùåé èòåðà-öèè ïîëó÷àåì T ′ = {25}, tleft = 22 è tright = 25. Ýòè çíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ íà äàííîéèòåðàöèè. Íà øàãå 2.1.2.11 ε = 25 − 22 = 3. Çàòåì ïîëó÷àåì bleft = 0, bright = 0 è
binner = 0. Êðîìå òîãî, ϕleft(x) = 0, ϕright(x) = 0 è ϕinner(x) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
ϕmax(x) = 0. Ïîëó÷àåì s′ = 22 + 3 = 25.Òàêæå íàõîäèì �óíêöèþ Φ1

1(x) = ϕmax(x) = 0 ïðè x = [22, 25] è, ñëåäîâàòåëüíî,
Φ1

1(x) = 0, Φ1
1.I = {0}, Φ1

1.U = {0} è Φ1
1.B = {0}. Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî òîãî ÷òîáûðàññìàòðèâàòü ïðèìåðíî 25 çíà÷åíèé t â DPA â äàííîì ñëó÷àå áûëî ðàññìîòðåíîòîëüêî äâà ñîñòîÿíèÿ s′. Äàëåå â äåòàëÿõ îïèñàíî âû÷èñëåíèå �óíêöèé Φ2

1, Φ3
1 è Φ4

1.19



Øàã j = 1, k = 2. Ôóíêöèè èìåþò çíà÷åíèÿ Ψk
j (x) = x−3, Ψk

j .I = {25}, Ψk
j .U =

{1} è Ψk
j .B = {−3}.�àññìîòðèì s′ = 0. Èìååì T ′ = ∅, tleft = 3, tright = 10 è ε = min{25− 3, 25− 10} = 15.Êðîìå òîãî, bleft = 0, bright = 7 è binner = 0. Ïîýòîìó ϕleft(x) = 0+(1−1)x, ϕright(x) =

7 + (1− 1)x è ϕinner(x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî ϕmax(x) = 7. Ïîëó÷àåì s′ = s′ + 15 = 15.Äàëåå ðàññìîòðèì s′ = 15. Èìååì T ′ = {25}, tleft = 15 + 3 = 18, tright = 15 + 10 = 25è ε = 25 − 18 = 7. Ïîëó÷àåì bleft = −3 + 1 · 18 − 1 · 15 = 0, bright = 0 è binner =

−3 + 1 · (25 − 0) − 1 · 15 = 7. Ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ϕleft(x) = 0 + (1 − 1)x,
ϕright(x) = 0 è ϕinner(x) = 7− x. Â ðåçóëüòàòå ϕmax(x) = 7− x è s′ = s′ + 7 = 22.�àññìîòðèì s′ = 22. Èìååì T ′ = ∅, tleft = 25, tright = 22 + 10 = 32 è ε = A − s′ =

25 − 22 = 3. Ïîëó÷àåì ϕleft(x) = ϕright(x) = ϕinner(x) = 0. Çàòåì ϕmax(x) = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, s′ = s′ + 3 = 25.Áûëè ïîëó÷åíû Φ2
1.I = {15, 22, 25}, Φ2

1.U = {0,−1, 0} è Φ2
1.B = {7, 7, 0}.Øàã j = 1, k = 3. Èìååì Ψk

j (x) = x + 32
3
, Ψk

j .I = {25}, Ψk
j .U = {1

3
} è Ψk

j .B =

{32
3
}. Ýòîò øàã âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì. Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü s′ =

0, 12, 15.Ïîëó÷àåì Φ3
1.I = {12, 15, 25}, Φ3

1.U = {0,−1
3
, 0} è Φ3

1.B = {8, 7, 0}.Øàã j = 1, k = 4. Èìååì Ψk
j (x) = 8, Ψk

j .I = {25}, Ψk
j .U = {0} è Ψk

j .B = {8}.Äåéñòâèÿ òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü s′ = 0, 12.Ïîëó÷àåì Φ4
1.I = {12, 25}, Φ4

1.U = {0, 0} è Φ4
1.B = {8, 0}.Èòàê, ïîñëå øàãà j = 1 èìååì F1(t) = max{Φ1

1,Φ
2
1,Φ

3
1,Φ

4
1}, F1.I = {12, 15, 22, 25},

F1.U = {0,−1
3
,−1, 0} è F1.B = {8, 8, 7, 0} (ñì. ðèñ. 3.a). Ôàêòè÷åñêè �óíêöèÿ F1(t) ïî-20
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�èñ. 3. Âû÷èñëåíèÿ â ïðèìåðåëó÷àåòñÿ òîëüêî èç äâóõ �óíêöèé Φ2
1 è Φ3

1, ãäå Φ2
1 � ìàêñèìóì �óíêöèè íà èíòåðâàëå

[0, 15] è Φ3
1 � ìàêñèìóì �óíêöèè íà èíòåðâàëå [15, 25].Äàëåå îïèñàíû òîëüêî ðàññìîòðåííûå ñîñòîÿíèÿ è ðàññ÷èòàííûå �óíêöèè íà øà-ãàõ j = 2, 3, 4. Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíîâ [10℄.Øàã j = 2, k = 1. �àññìàòðèâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ s′ = 0, 7, 10, 12, 15, 17, 20, 22. Èìå-21



åì Φ1
2.I = {7, 10, 15, 20, 25}, Φ1

2.U = {0,−1
3
,−2

5
,−1,−2

5
} è Φ1

2.B = {10, 10, 9, 7, 2} (ñì.ðèñ. 3.á).Øàã j = 2, k = 2. Ïîñêîëüêó f2.U [2] = 0, òî ýòîò øàã ìîæåò áûòü âûïîëíåíáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì � íåîáõîäèìî ñäâèíóòü äèàãðàììó �óíêöèè F1(t) âëåâî íàçíà÷åíèå 5 è ââåðõ íà çíà÷åíèå 2. Â ðåçóëüòàòå èìååì: Φ2
2.I = {12 − 5, 15 − 5, 22 −

5, 25− 5}, Φ2
2.U = {0,−1

3
,−1, 0} è Φ2

2.B = {8 + 2, 8 + 2, 7 + 2, 0 + 2}.Íà ðèñ. 3.â ïðåäñòàâëåí ìàêñèìóì �óíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî F2(t) = Φ1
2(t), ò.å.

F2.I = {7, 10, 15, 20, 25}, F2.U = {0,−1
3
,−2

5
,−1,−2

5
} è F2.B = {10, 10, 9, 7, 2}.Øàã j = 3, k = 1. Ïîñêîëüêó f3.U [1] = 0, òî ýòîò øàã òàêæå ìîæíî âûïîëíèòüáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �óíêöèè Φ1

3(t) íåîáõîäèìî ñäâèíóòü äèà-ãðàììó �óíêöèè F2(t) âëåâî íà çíà÷åíèå 0 è ââåðõ íà çíà÷åíèå 0.Øàã j = 3, k = 2. �àññìîòðåíû ñîñòîÿíèÿ s′ = 0, 3, 5, 6, 8, 11, 13, 16, 18, 21, 23.Èìååì Φ2
3.I = {7−4, 10−4, 15−4, 20−4, 25−4, 23, 25}, Φ2

3.U = {0,−1
3
,−2

5
,−1,−2

5
,−2, 0}è Φ2

3.B = {14, 14, 13, 11, 6, 4, 0}.Øàã j = 3, k = 3. �àññìîòðåíû ñîñòîÿíèÿ s′ = 0, 1, 3, 4, 6, 9, 11, 14, 16, 19, 21.Èìååì Φ3
3.I = {1, 4, 9, 11, 152

3
, 19, 21, 25}, Φ3

3.U = {0,−1
3
,−2

5
,−1

2
,−1, −2

5
,−1

2
, 0} è

Φ3
3.B = {15, 14, 12, 11, 61

3
, 5, 0}. Â äàííîì ïðèìåðå òî÷êà 152

3
íå âûðåçàíà, ýòî ïðåä-ñòàâëåíî íà ðèñ. 1. Â äàííîì ñëó÷àå åñòü äâå íåöåëî÷èñëåííûå òî÷êè èçëîìà.Øàã j = 3, k = 4. Ïîñêîëüêó f3.U [4] = 0, òî âîçìîæíî óïðîñòèòü âûïîëíåíèåýòîãî øàãà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ Φ4

3(t) íåîáõîäèìî ñäâèíóòü äèàãðàììó �óíêöèè F2(t)âëåâî íà âåëè÷èíó 6 è ââåðõ íà âåëè÷èíó 5.Ôóíêöèè Φ1
3(t) è Φ2

3(t) èçîáðàæåíû íà ðè
. 3.ã, à �óíêöèè Φ3
3(t) è Φ4

3(t) ïðåäñòàâëåíû22



íà ðèñ. 3.ä. Íà ðèñ. 3.å îòìå÷åí ìàêñèìóì �óíêöèè
F3(t) = max{Φ1

3(t),Φ
2
3(t),Φ

3
3(t),Φ

4
3(t)}.Ïîëó÷àåì F3.I = {1, 4, 9, 11, 152

3
, 21, 221

2
, 25}, F3.U = {0,−1

3
,−2

5
,−1

2
,−1,−2

5
,−1

2
,−2

5
}è F3.B = {15, 14, 12, 11, 61

3
, 4, 1}.Øàãè j = 4, k = 1, 2, 3 âûïîëíÿþòñÿ òåì æå óïðîùåííûì ìåòîäîì, ò.å. äëÿ ïî-ëó÷åíèÿ �óíêöèé Φ1

4(t),Φ
2
4(t) è Φ3

4(t) íåîáõîäèìî ñäâèíóòü äèàãðàììó �óíêöèè F3(t)âëåâî íà âåëè÷èíó 0, 3 è 4 è ââåðõ íà âåëè÷èíó 0, 1 è 4. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåí ìàê-ñèìóì �óíêöèè F4(t).

�èñ. 4. Ôóíêöèÿ F4(t)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå s = 0 ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáðàò-íûé õîä. Èìååì x4 = 4 è f4(x4) = 4, x3 = 6 è f3(x3) = 5, x2 = 5 è f2(x2) = 2, à òàêæå
x1 = 10 è f1(x1) = 7. Ïîëó÷àåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè F ∗(0) = 18.Â GrA áûëè ðàññìîòðåíû íàáîðû ñîñòîÿíèé s′ : 2 + 3 + 3 + 2 = 10 (äëÿ j = 1),
8+4 = 12 (ïðè j = 2, ãäå 4 ñîñòîÿíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû ïðè k = 2), 5+10+11+5 = 31(ïðè j = 3, ãäå 5 ñîñòîÿíèé áûëè ðàññìîòðåíû ïðè k = 1 è k = 4), 7 + 7 + 7 = 21(ïðè j = 4, ò.å. ïðè ñäâèãå äèàãðàììû). Âñåãî áûëî ðàññìîòðåíî 10 + 12 + 31 + 21 =

74 ñîñòîÿíèé s′. Â DPA ðàññìàòðèâàåòñÿ 25(3 + 2 + 4 + 3) = 300 ñîñòîÿíèé. Åñëè23



èçìåíèòü ðàçìåð ïðèìåðà, ò.å. óâåëè÷èòü âñå âõîäíûå äàííûå íà M , òðóäîåìêîñòüDPA âûðàñòåò â ñîîòâåòñòâèè ñ M , à òðóäîåìêîñòü GrA îñòàíåòñÿ ïðåæíåé. Ñëåäóåòîòìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ â GrA íåîáõîäèìî áîëüøå âû÷èñëåíèé, îäíàêîýòî ÷èñëî ïîñòîÿííî, ïîýòîìó GrA èìååò ìåíüøåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ.5. Àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþÎïèøåì ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé ïîãðåø-íîñòüþ, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ïðåäñòàâëåííîãî âûøå GrA.Äëÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè �óíêöèè F (π) ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé íà-õîäèò ðåøåíèå π′ òàêîå, ÷òî F (π′) íå áîëåå ÷åì â ρ > 1 ðàç áîëüøå F (π∗), íàçû-âàåòñÿ ρ-àïïðîêñèìàöèîííûì àëãîðèòìîì. Çíà÷åíèå ρ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîéîòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Åñëè äëÿ çàäà÷è ñóùåñòâóåò ρ-àïïðîêñèìàöèîííûéàëãîðèòì, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäà÷à àïïðîêñèìèðóåìà ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ
ρ. Íàáîð ρ-àïïðîêèìàöèîííûõ àëãîðèòìîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïîëèíîìèàëüíîé àï-ïðîêñèìàöîííîé ñõåìîé (fully polynomial-time approximation s
heme èëè FPTAS), åñ-ëè ρ = 1 + ε äëÿ ëþáîãî ε > 0 è òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèòòîëüêî îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è è çíà÷åíèÿ 1/ε.Òî÷íûé ãðà�è÷åñêèé àëãîðèòì ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü âî FPTAS. Òàêàÿ ìîäè-�èêàöèÿ ïðèìåíèìà äëÿ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ Áåëëìàíàÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. Ïóñòü �óíêöèÿ Áåëëìàíà ìîæåò áûòü çàäàíà â òàáëè÷íîìâèäå, ãäå 0 = b1j 6 b2j 6 b3j 6 . . . 6 b

mj+1
j .�ðà�è÷åñêèé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ìîäè�èöèðîâàí â FPTAS ñëåäóþùèì îáðà-çîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ = εUB

n
, ãäå UB � íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà îï-òèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé �óíêöèè. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíà âåðõíÿÿ îöåíêà UB24



òàêàÿ, ÷òî UB
LB

íå ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ êîíñòàíòó c. ×òîáû ñîêðàòèòü òðóäîåìêîñòüGrA, íåîáõîäèìî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî êîëîíîê â òàáëèöàõ Fj(t), ïðè÷åì êîëè÷åñòâîêîëîíîê ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé 0 = b1j 6 b2j 6 b3j 6 . . . 6 b
mj+1
j â íèõè b

mj+1
j 6 UB.Â òàáëèöå Fj(t) áóäåì õðàíèòü íå îðèãèíàëüíûå çíà÷åíèÿ bkj , à çíà÷åíèÿ bkj , ÿâëÿ-þùèåñÿ áëèæàéøèìè ê bkj çíà÷åíèÿìè, äåëÿùèìèñÿ áåç îñòàòêà íà δ. Ñóùåñòâóåò íåáîëåå ÷åì UB

δ
= c·n

ε
ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí bkj . Òîãäà ìîæíî áóäåò ïðåîáðàçîâàòü òàáëèöó�óíêöèè Fj(t) â òàáëèöó ïðèáëèæåííîé �óíêöèè ñ íå áîëåå ÷åì 2 c·n

ε
êîëîíêàìè (ñì.ðèñ. 5).

�èñ. 5. Çàìåíà êîëîíîê è ìîäè�èêàöèÿ Fl(t)Ïðè÷åì äëÿ äàííîé ìîäè�èöèðîâàííîé �óíêöèè F ′
j(t) âûïîëíÿåòñÿ |Fj(t)−F ′

j(t)| <

δ 6
εF (π∗)

n
. Åñëè áóäåì âûïîëíÿòü ïîäîáíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîñëå êàæäîé ñòàäèèGrA, òî íàêîïëåííàÿ îøèáêà íå ïðåâûñèò çíà÷åíèÿ nδ 6 εF (π∗) è òðóäîåìêîñòüïðèáëèæåííîãî GrA áóäåò O(n

2

ε
), åñëè òðóäîåìêîñòü èñõîäíîãî GrA ðàâíà O(nA).Ïóñòü LB = max

j=1,...,n
fj(A) è UB = nLB � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè îïòèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ öåëåâîé �óíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî.25



Ïðèìåì δ = εLB
n
. Òðóäîåìêîñòü FPTAS ñîñòàâëÿåò O

(

n2
∑

kj
ε

) îïåðàöèé.Â [12℄ ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ òåõíèêà ïî ìèíèìèçàöèè òðóäîåìêîñòè àëãîðèò-ìîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Åñëè äëÿ çàäà÷è ñóùåñòâóåò FPTAS ñ òðóäîåìêîñòüþ
P (L, 1

ε
, UB
LB

), ãäå L � äëèíà âõîäà, UB, LB � èçâåñòíûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêèè çíà÷åíèå UB
LB

íå îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, òîãäà òåõíèêà ïîçâîëÿåò çà
P (L, log log UB

LB
) îïåðàöèé íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ UB0 è LB0, ÷òî LB0 6 F ∗ 6 UB0 <

3LB0, ò.å. òàêèå âåðõíåþ è íèæíåþ îöåíêè, ÷òî îòíîøåíèå UB0

LB0
íå ïðåâûøàåò êîí-ñòàíòó 3. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ çíà÷åíèé UB0 è LB0 òðóäîåìêîñòü FPTAS ìîæåòáûòü ñîêðàùåíà äî P (L, 1

ε
) îïåðàöèé, ãäå P � òîò æå ïîëèíîì.Ñ ïîìîùüþ äàííîé òåõíèêè òðóäîåìêîñòü ìîæåò áûòü ñîêðàùåíà äî

O
(

n·
∑

kj
ε

(1 + log logn)
) îïåðàöèé.Äëÿ îäíîïðèáîðíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé FPTAS, îñíîâàííàÿ íà GrA, ïðåä-ñòàâëåíà â [13℄. 6. ÂûâîäûÂ ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé çàäà÷è îáèíâåñòèöèÿõ, òðóäîåìêîñòü êîòîðûõ � ìèíèìàëüíàÿ ñðåäè äðóãèõ èçâåñòíûõ àëãî-ðèòìîâ òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà ìîæíî ý��åêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ìî-æåò áûòü ïîñòðîåí ïñåâäî-ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïðèí-öèïå îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà. Äëÿ ìíîãèõ èçâåñòíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòè-ìèçàöèè (çàäà÷à î �àíöå, çàäà÷à îá èíâåñòèöèÿõ) è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷ òåîðèèðàñïèñàíèé ñ îäíèì ïðèáîðîì ãðà�è÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü26



òðóäîåìêîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ. Íà îñíîâå ãðà�è÷åñêîãî ìåòîäà òàêæå ìîæíî ñîçäàâàòü àïïðîêñèìàöè-îííûå ñõåìû ñ ëó÷øåé òðóäîåìêîñòüþ ñðåäè èçâåñòíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñõåì.�åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé òàêæå ñâèäåòåëüñòâóþò îá ý��åêòèâ-íîñòè ìåòîäà. Òàêèì îáðàçîì, ãðà�è÷åñêèé ìåòîä èìååò êàê òåîðåòè÷åñêîå, òàê èïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.
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