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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ NP -òðóäíàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàñïèñàíèé

1|rj |Lmax. Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ

îáñëóæèâàíèÿ n òðåáîâàíèé (ðàáîò), êîãäà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé óäî-

âëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Ðàñøèðåíà ïîëèíîìèàëüíî

ðàçðåøèìàÿ îáëàñòü çàäà÷è 1|rj |Lmax. Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé ïî êðèòåðèÿì Lmax è Cmax

òðóäîåìêîñòè O(n3 log n) îïåðàöèé.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à òåîðèè ðàñïèñàíèé. Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðå-
ìåíè t íåîáõîäèìî îáñëóæèòü òðåáîâàíèÿ (ðàáîòû) ìíîæåñòâà N = {1, . . . , n}. Çà-
ïðåùàþòñÿ ïðåðûâàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé è îäíîâðåìåííîå îáñëóæèâàíèå
íåñêîëüêèõ òðåáîâàíèé.

Äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: rj � ìîìåíò ïî-
ñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ j, pj > 0 � âðåìÿ, êîòîðîå òðåáóåòñÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ òðå-
áîâàíèÿ j, dj � äèðåêòèâíûé ñðîê, j ∈ N . Äèðåêòèâíûé ñðîê � âðåìÿ, äî êîòîðî-
ãî æåëàòåëüíî (íî íåîáÿçàòåëüíî) çàâåðøèòü îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì:
rj(t) = max{rj, t}, j ∈ N . Ðàñïèñàíèåì π(N, t) áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N

π(N, t) = (K1, . . . , Kn),

íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t, ãäåK1∪· · ·∪Kn ≡ N è îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèÿK1 íà-
÷èíàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè s1 = rK1(t), à âñåõ îñòàëüíûõ òðåáîâàíèéKj (j = 2, . . . , n)
íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè sKj

= rKj
(sKj−1

+ pKj−1
). Áóäåì íàçûâàòü ðàñïèñàíèå

äîïóñòèìûì, åñëè ïðè íåì êàæäîå òðåáîâàíèå j ∈ N îáñëóæèâàåòñÿ áåç ïðåðûâàíèé
íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè pj, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà sj > rj(t), è íèêàêèå äâà òðåáîâàíèÿ
íå îáñëóæèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî. Ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé, êîòîðûå
ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ íàáîðà òðåáîâàíèé N è ìîìåíòà âðåìåíè t, îáîçíà÷èì ÷åðåç

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé è ÎÀÎ ¾Ðîññèéñêèå æåëåçíûå äîðîãè¿ (ïðîåêò � 13-08-13190).
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Π(N, t). Äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N â ðàñïèñàíèè π ∈ Π(N, t) ÷åðåç Cj(π, t) áó-
äåì îáîçíà÷àòü âðåìÿ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ j. Ðàçíîñòü Lj(π, t) = Cj(π, t) − dj
íàçûâàþò âðåìåíí�ûì ñìåùåíèåì òðåáîâàíèÿ j ïðè ðàñïèñàíèè π, íà÷èíàþùåìñÿ â
ìîìåíò âðåìåíè t (ðèñ. 1). Ìàêñèìàëüíîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå äëÿ òðåáîâàíèé ìíî-
æåñòâà N ïðè ðàñïèñàíèè π îïðåäåëèì êàê

Lmax(π, t) = max
j∈N

Cj(π, t)− dj.

Ìîìåíò îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N ïðè ðàñïèñàíèè π
îáîçíà÷èì êàê

Cmax(π, t) = max
j∈N

Cj(π, t).

Çàä à ÷ à 1. Äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé N è ìîìåíòà âðåìåíè t ïî-
ñòðîèòü ðàñïèñàíèå π∗ ∈ Π(N, t), ïðè êîòîðîì

Lmax(π∗, t) = min
π∈Π(N,t)

Lmax(π, t).

Äàííàÿ çàäà÷à â [1] îáîçíà÷àåòñÿ êàê 1|rj|Lmax è ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé
òåîðèè ðàñïèñàíèé. Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî îáùèé ñëó÷àé çàäà÷è 1|rj|Lmax ÿâëÿåòñÿ NP -
òðóäíûì â ñèëüíîì ñìûñëå. Ñ ìîìåíòà ïîñòàíîâêè çàäà÷è áûë âûäåëåí ðÿä ïîëèíî-
ìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ. Â [3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå rj = 0, j ∈ N , ðåøå-
íèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì òðåáîâàíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâà-
íèþ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ. Òàêîå ðàñïèñàíèå òàêæå áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ è äèðåêòèâíûå ñðîêè ñîãëàñîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ri 6 rj ⇔ di 6 dj,∀i, j ∈ N . Â ñëó÷àå, êîãäà dj = d äëÿ âñåõ j ∈ N , îïòèìàëüíîå ðàñ-
ïèñàíèå òàêæå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî çà O(n log n) îïåðàöèé, ïî íåóáûâàíèþ ìîìåí-
òîâ ïîñòóïëåíèÿ. Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì òðóäîåìêîñòè O(n2 log n) äëÿ ñëó÷àÿ
ðàâåíñòâà âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé pj = p äëÿ âñåõ j ∈ N áûë ïðåäñòàâëåí â
[4]. Â [5] ïðåäëîæèë ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì (òðóäîåìêîñòè O(n2 log n) îïåðàöèé)
äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïàðàìåòðû âñåõ òðåáîâàíèé j ∈ N äëÿ íåêîòîðîé
êîíñòàíòû A óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

dj − pj − A 6 rj 6 dj − A, ∀j ∈ N.

Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì òðóäîåìêîñòè O(n3 log n) îïåðàöèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïà-
ðàìåòðû òðåáîâàíèé óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé{

d1 6 . . . 6 dn;

d1 − p1 − r1 > . . . > dn − pn − rn

áûë ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå àâòîðà [6].

2. Ñâîéñòâà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòðû òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N äëÿ íåêîòî-
ðûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

(1)

{
d1 6 . . . 6 dn;

d1 − αp1 − βr1 > . . . > dn − αpn − βrn.
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Íàïîìíèì, t � ìîìåíò âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ïðèáîð äîñòóïåí äëÿ îáñëóæèâà-
íèÿ òðåáîâàíèé. Âûáåðåì èç ìíîæåñòâà N äâà òðåáîâàíèÿ f = f(N, t) è s = s(N, t),
òàêèå ÷òî

f(N, t) = arg min
j∈N
{dj|rj(t) = min

i∈N
ri(t)},

s(N, t) = arg min
j∈N\f

{dj|rj(t) = min
i∈N\f

ri(t)}.

Â ñëó÷àå, êîãäà N = ∅, ò.å. |N | = 0, äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî t ïîëîæèì

f(∅, t) = 0, s(∅, t) = 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà N = {i}, ò.å. |N | = 1, äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî t ïîëîæèì

f(N, t) = i, s(N, t) = 0.

×åðåç (i→ j)π áóäåì îáîçíà÷àòü, ÷òî òðåáîâàíèå i îáñëóæèâàåòñÿ ïðè ðàñïèñàíèè
π ðàíüøå òðåáîâàíèÿ j.

Ëåììà 1. Åñëè äëÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà N âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1) äëÿ íåêî-
òîðûõ α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞), òîãäà ïðè ëþáîì ðàñïèñàíèè π ∈ Π(N, t) äëÿ ëþáîãî
òðåáîâàíèÿ j ∈ N \ {f} òàêîãî, ÷òî (j → f)π, âåðíî

(2) Lj(π, t) < Lf (π, t)

è äëÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N \ {f, s} òàêîãî, ÷òî (j → s)π, âåðíî

(3) Lj(π, t) < Ls(π, t),

ãäå f = f(N, t), s = s(N, t).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 1. Äëÿ âñåõ ðàáîò j òàêèõ, ÷òî (j → f)π, âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

Cj(π, t) 6 Cf (π, t)− pf .
Â ñëó÷àå, êîãäà dj > df , èìååì

Lj(π, t) = Cj(π, t)− dj < Cf (π, t)− df = Lf (π, t),

ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (2) âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ðàáîòû j ∈ N , (j → f)π, âåðíî dj < df . Èç ñèñòåìû
(1) èìååì

dj < df ⇔ dj − αpj − βrj > df − αpf − βrf .
Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî rj > rf , α ∈ [0, 1], β ∈ [0,∞) è p > 0, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

0 6 αpj + (1− α)pf + β(rj − rf )⇔ αpf + βrf 6 αpj + βrj + pf .

C ó÷åòîì òîãî, ÷òî

dj − αpj − βrj > df − αpf − βrf ⇔ (αpf + βrf )− (αpj + βrj) > df − dj,

ïîëó÷àåì
df 6 dj + pf .
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Î÷åâèäíî, ÷òî Cj(π, t) 6 Cf (π, t)−pf . Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

Cj(π, t) + df 6 Cf (π, t) + dj ⇔ Lj(π, t) 6 Lf (π, t).

Óòâåðæäåíèå (2) äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (3) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî ðàáîòà s èç ìíîæåñòâà N ñòàíåò ðàáîòîé f âî ìíîæåñòâå N \ {f} è íåîáõîäèìî
òîëüêî çàìåíèòü N íà N \ {f}.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ñâîéñòâàõ ðàáîò f è s.

Òå î ð åì à 1. Ïóñòü âñå ðàáîòû ïîäìíîæåñòâà N ′ ⊆ N óäîâëåòâîðÿþò ñèñòå-
ìå íåðàâåíñòâ (1) äëÿ íåêîòîðûõ α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìîìåí-
òà âðåìåíè t′ > t è ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N ′, t′) ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñïèñàíèå
π′ ∈ Π(N ′, t′), ÷òî

(4)

{
Lmax(π′, t′) 6 Lmax(π, t′),

Cmax(π′, t′) 6 Cmax(π, t′)

è â ðàñïèñàíèè π′ ïåðâîé âûïîëíÿåòñÿ ëèáî ðàáîòà f = f(N ′, t′), ëèáî s = s(N ′, t′).
Åñëè df 6 ds, òî ïåðâîé â ðàñïèñàíèè π′ îáñëóæèâàåòñÿ ðàáîòà f .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1. Ïóñòü π = (π1, f, π2, s, π3), ãäå π1, π2, π3 - ÷à-
ñòè÷íûå ïîäðàñïèñàíèÿ π. Ðàññìîòðèì ðàñïèñàíèå π′ = (f, π1, π2, s, π3). Èç îïðåäåëå-
íèé rj(t) è f(N, t) äëÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ j ∈ N ′ èìååì

rf (t
′) 6 rj(t

′).

Ñëåäîâàòåëüíî,
Cmax((f, π1), t′) 6 Cmax((π1, f), t′),

Cmax(π′, t′) 6 Cmax(π, t′),

ïîýòîìó
Lj(π

′, t′) 6 Lj(π, t
′), ∀j ∈ (π2, s, π3).

Èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ {π1} ∪ {π2} âûïîëíÿåòñÿ

Lj(π
′, t′) 6 Ls(π, t

′).

Äëÿ f , î÷åâèäíî, èìååì
Lf (π

′, t′) 6 Lf (π, t
′).

Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò{
Lmax(π′, t′) 6 Lmax(π, t′),

Cmax(π′, t′) 6 Cmax(π, t′).

Ïóñòü π = (π1, s, π2, f, π3), ò.å. ðàáîòà s âûïîëíÿåòñÿ äî ðàáîòû f . Â ýòîì ñëó÷àå
ñòðîèì ðàñïèñàíèå π′ = (s, π1, π2, f, π3) è ïîâòîðÿåì äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðè-
âåäåííîìó âûøå. Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.
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Ïîëîæèì df 6 ds è π = (π1, s, π2, f, π3). Ðàññìîòðèì ðàñïèñàíèÿ π′ =
(s, π1, π2, f, π3) è π′′ = (f, π1, π2, s, π3). Òîãäà äëÿ ðàñïèñàíèé π, π′ è π′′ áóäåò âåðíî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Cmax((f, π1, π2, s), t
′) 6 Cmax((s, π1, π2, f), t′),

òàê êàê rf (t
′) 6 rs(t

′). Ñëåäîâàòåëüíî,

Lmax(π3, Cmax((f, π1, π2, s), t
′)) 6 Lmax(π3, Cmax((s, π1, π2, f), t′)),

ïîýòîìó ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè Lmax((f, π1, π2, s), t
′) äîñòèãàåòñÿ íå íà òðåáî-

âàíèè f . Ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè Lmax((s, π1, π2, f), t′) íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà
òðåáîâàíèè s, òàê êàê df 6 ds è Cs((s, π1, π2, f), t′) < Cf ((s, π1, π2, f), t′). Òîãäà ñîãëàñ-
íî ëåììå 1

Lmax((f, π1, π2, s), t
′) = Ls((f, π1, π2, s), t

′) = Cmax((f, π1, π2, s), t
′)− ds

è
Lmax((s, π1, π2, f), t′) = Lf ((s, π1, π2, f), t′) = Cmax((s, π1, π2, f), t′)− df .

Òàêèì îáðàçîì, èç òîãî, ÷òî df 6 ds è Cmax((f, π1, π2, s), t
′) 6 Cmax((s, π1, π2, f), t′),

ïîëó÷àåì
Lmax((f, π1, π2, s), t

′) 6 Lmax((s, π1, π2, f), t′)

è
Lmax(π′′, t′) 6 Lmax(π′, t′),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Áóäåì íàçûâàòü ðàñïèñàíèå π′ ∈ Π(N, t) ýôôåêòèâíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N, t), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ{

Lmax(π, t) 6 Lmax(π′, t),

Cmax(π, t) 6 Cmax(π′, t),

ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñòðîãîå. Òîãäà åñëè äëÿ ðàáîò ìíîæåñòâà N
ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1) âåðíà ïðè íåêîòîðûõ α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞), òî èç òåîðåìû
1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîå ðàñïèñàíèå π′, ïðè êîòîðîì ëèáî ðàáîòà f =
f(N, t), ëèáî s = s(N, t) âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîé. Áîëåå òîãî, åñëè df 6 ds, òî ñóùåñòâóåò
îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, ïðè êîòîðîì ïåðâîé âûïîëíÿåòñÿ ðàáîòà f .

Ïóñòü Ω(N, t) � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Π(N, t). Ðàñïèñàíèå π = (i1, . . . , in) ïðè-
íàäëåæèò Ω(N, t), åñëè ëþáàÿ ðàáîòà ik, k = 1, . . . , n, âûáðàíà èç

fk = f(Nk−1, Cik−1
(π, t))

è
sk = s(Nik−1

, Cik−1
(π, t)),

ãäå Nk−1 = N \ {i1, . . . , ik−1}, N0 = N è Ci0(π, t) = t. Åñëè dfk 6 dsk , òî ik = fk.
Åñëè dfk > dsk , òîãäà ëèáî ik = fk, ëèáî ik = sk. Òàê êàê íà êàæäîå ìåñòî â ðàñïè-
ñàíèè ïðåòåíäóåò íå áîëåå äâóõ ðàáîò, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Ω(N, t) ñîäåðæèò
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íå áîëåå ÷åì 2n ðàñïèñàíèé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâ-
íîå ðàñïèñàíèå, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ω(N, t), ïåðåáðàâ íå áîëåå ÷åì 2n

âàðèàíòîâ.

Ïóñòü ω(N, t) � ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå ìàêñèìàëüíîé äëèíû òàêîå, ÷òî ïðè ïîñëå-
äîâàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè òðåáîâàíèé èìååì df 6 ds. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1 äëÿ
ëþáîãî íàáîðà ðàáîò N è âðåìåíè t ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå ω(N, t).

Àëãîðèòì 1
Data: N, t
Result: ω(N, t)

1 N ′ := N ;

2 t′ := t;
3 f := f(N ′, t′);
4 s := s(N ′, t′);
5 if df 6 ds then
6 ω = (ω, f);
7 else

8 return(ω);
9 end

10 N ′ := N ′ \ f ;
11 t′ := rf (t′) + pf ;
12 if N 6= ∅ then
13 go to step 3;

14 else

15 return(ω);
16 end

Àëãîðèòì 1 çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: íà êàæäîì ïðîõîäå öèêëà 5-13 ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ f(N ′, t′) è s(N ′, t′). Â ñëó÷àå, åñëè df 6 ds, òðåáîâàíèå f(N ′, t′)
ïðè ðàñïèñàíèè ω îáñëóæèâàåòñÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè rf (t

′) äî ìîìåíòà âðåìåíè
rf (t

′) + pf . Âûïîëíÿåòñÿ èñêëþ÷åíèå òðåáîâàíèÿ f(N ′, t′) èç ìíîæåñòâà N ′, èçìå-
íåíèå t′ := rf (t

′) + pf , ïîñëå ÷åãî âûïîëíåíèå öèêëà ïîâòîðÿåòñÿ. Åñëè æå df > ds,
òî àëãîðèòì ïðåðûâàåò ñâîþ ðàáîòó è âûâîäèò ïîñòðîåííîå ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå
ω(N, t) (ðèñ. 2). Â ñëó÷àå, êîãäà df > ds, f = f(N, t), s = s(N, t), òî ω(N, t) = ∅.

Ëåììà 2. Òðóäîåìêîñòü ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ ω(N, t) àëãîðèò-
ìîì 1 äëÿ ëþáûõ N è t ñîñòàâëÿåò íå áîëåå ÷åì O(n log n) îïåðàöèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 2. Íà øàãàõ 3-4 àëãîðèòìa 1 íàõîäÿòñÿ äâå ðàáî-
òû f(N ′, t′) è s(N ′, t′). Òàê êàê ðàáîòû îòñîðòèðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîìåíòàìè
ïîñòóïëåíèÿ rj, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàáîò f è s ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå ÷åì O(log n)
îïåðàöèé. Ââèäó òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîõîäîâ öèêëà 3-13 îãðàíè÷åíî ìîùíîñòüþ
ìíîæåñòâà N , ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ ω(N, t) ïîòðå-
áóåòñÿ íå áîëåå ÷åì O(n log n) îïåðàöèé.

Ëåììà 3. Åñëè ðàáîòû ìíîæåñòâà N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1) äëÿ íåêî-
òîðûõ α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞), òî ëþáîå ðàñïèñàíèå π ∈ Ω(N, t) íà÷èíàåòñÿ ñ
÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ ω(N, t).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 3. Åñëè ω(N, t) = ∅, òî óñëîâèå ëåììû âûïîëíÿ-
åòñÿ ââèäó òîãî, ÷òî ëþáîå ðàñïèñàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ïóñòîãî ðàñïèñàíèÿ. Åñëè æå
ω(N, t) = (i1, . . . , il), òî äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , l âûïîëíåíî dfk 6 dsk , ãäå fk =
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f(Nk−1, Ck−1(π, t)) è sk = s(Nk−1, Ck−1(π, t)). Â òî æå âðåìÿ äëÿ f = f(Nl, Cl(π, t))
è s = s(Nl, Cl(π, t)) èìååì df > ds. Ââèäó ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó äèðåê-
òèâíûìè ñðîêàìè è îïðåäåëåíèåì Ω(N, t) ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå ðàñïèñàíèå èç Ω(N, t)
íà÷èíàåòñÿ ñ ω(N, t), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Áóäåì îáîçíà÷àòü: ω1(N, t) = (f(N, t), ω(N\f, t′)) è ω2(N, t) = (s(N, t), ω(N\s, t′′)),
ãäå t′ = rf (t) + pf è t

′′ = rs(t) + ps. Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ω
1(N, t) è ω2(N, t) è

ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ òàêæå ïîòðåáóåòñÿ O(n log n) îïåðàöèé.

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Åñëè ðàáîòû ìíîæåñòâà N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1) äëÿ
íåêîòîðûõ α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞), òî ëþáîå ðàñïèñàíèå π ∈ Ω(N, t) íà÷èíàåòñÿ
ëèáî ñ ω1(N, t), ëèáî ñ ω2(N, t).

3. Çàäà÷à íà áûñòðîäåéñòâèå ñ îãðàíè÷åíèåì íà ìàêñèìàëüíîå
âðåìåíí�îå ñìåùåíèå

Çàä à ÷ à 2. Óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé N ñ ìîìåíòà âðåìåíè t òàê,
÷òîáû ìàêñèìàëüíîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå íå ïðåâûøàëî çíà÷åíèÿ y. Òðåáóåòñÿ íàé-
òè îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå

min
π∈Π(N,t)

Cmax(π, t)|Lmax(π, t) 6 y.

Ðàñïèñàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå äàííîé öåëåâîé ôóíêöèè, îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ(N, t, y).
Â ñëó÷àå, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N, t), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
Θ(N, t, y) = ∅.

Ïðåäñòàâèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ Θ(N, t, y).

Àëãîðèòì 2
Data: N, t, y
Result: Θ(N, t, y)

1 Θ := ω(N, t);
2 if Lmax(ω(N, t), t) > y then
3 return(∅);
4 end

5 while 1 do

6 N ′ := N \Θ;
7 t′ := Cmax(Θ, t);
8 if N ′ = ∅ then
9 return(Θ);
10 end

11 if Lmax(ω1(N ′, t′), t′) 6 y then
12 Θ := (Θ, ω1(N ′, t′));
13 else

14 if Lmax(ω2(N ′, t′), t′) 6 y then
15 Θ := (Θ, ω2(N ′, t′));
16 else

17 return(∅);
18 end

19 end

20 end
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Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ
ω(N, t), âêëþ÷åíèå åãî â Θ(N, t, y), èçìåíåíèå N ′ := N ′ \ Θ è t′ := Cmax(Θ, t). Äàëåå
âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ ω1(N ′, t′) è ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ
îãðàíè÷åíèÿ Lmax(ω1(N ′, t′), t′) 6 y. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ω1(N ′, t′)
äîáàâëÿåòñÿ ê ðàñïèñàíèþ Θ(N, t, y). Çàòåì ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå N ′ è t′, ïîñëå ÷å-
ãî öèêë 5-20 ïîâòîðÿåòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷àñòè÷íîãî
ðàñïèñàíèÿ ω2(N ′, t′) è ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ Lmax(ω2(N ′, t′), t′) 6 y. Â
ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ω2(N ′, t′) äîáàâëÿåòñÿ ê ðàñïèñàíèþ Θ(N, t, y),
âûïîëíÿþòñÿ èçìåíåíèÿ N ′ è t′, ïîñëå ÷åãî ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ (ðèñ. 3). Àëãî-
ðèòì ïðåðûâàåò ñâîþ ðàáîòó, åñëè âñå òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà N óñïåøíî âêëþ÷åíû
â ðàñïèñàíèå Θ èëè åñëè íà êàêîì-òî øàãå îáà ðàñïèñàíèÿ ω1(N ′, t′) è ω2(N ′, t′) íå
óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþ íà ìàêñèìàëüíîå âðåìåíí�îå ñìåùåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå
àëãîðèòì âîçâðàùàåò Θ(N, t, y) = ∅.

Ëåììà 4. Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 2 íå ïðåâîñõîäèò O(n2 log n) îïåðàöèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 4. Íà øàãàõ 1, 11 è 14 àëãîðèòìà 2 âûïîëíÿåòñÿ ïî-
ñòðîåíèå ðàñïèñàíèé ω1(N ′, t′) è ω2(N ′, t′) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1. Äëÿ ýòîãî òðåáó-
åòñÿ íå áîëåå ÷åì O(n log n) îïåðàöèé. Â ðåçóëüòàòå ïðîõîäà öèêëà 4 - 19 äîáàâëÿåòñÿ
õîòÿ áû îäíî òðåáîâàíèå ê ðàñïèñàíèþ Θ èëè âîçâðàùàåòñÿ Θ = ∅, ñëåäîâàòåëüíî,
öèêë 4-19 ïîâòîðÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì n ðàç. Ïîýòîìó àëãîðèòì 2 íàõîäèò ðàñïèñàíèå
Θ(N, t, y) íå áîëåå ÷åì çà O(n2 log n) îïåðàöèé.

Äîêàæåì òåîðåìó î ñâîéñòâàõ ïîñòðîåííîãî ðàñïèñàíèÿ Θ(N, t, y).

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü äëÿ ðàáîò ìíîæåñòâà N âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1) äëÿ íåêî-
òîðûõ α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞). Òîãäà åñëè ðàñïèñàíèå Θ(N, t, y), íàéäåííîå ñ ïîìî-
ùüþ àëãîðèòìà 2, íå ïóñòîå, òî äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N, t), óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî îãðàíè÷åíèþ Lmax(π, t) 6 y, âûïîëíåíî

Cmax(Θ(N, t, y), t) 6 Cmax(π, t).

Åñëè æå Θ(N, t, y) = ∅, òî äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N, t) âåðíî

Lmax(π, t) > y.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî π ∈ Π(N, t) âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (1), òî ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñïèñàíèå π′ ∈ Ω(N, t), äëÿ êîòîðîãî{

Lmax(π′, t) 6 Lmax(π, t),

Cmax(π′, t) 6 Cmax(π, t).

Èç ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ Θ(N, t, y) ñëåäóåò, ÷òî îíî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
Ω(N, t). Òîãäà èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ðàñïèñàíèå Θ(N, t, y) áóäåò íà÷èíàòüñÿ ñ ÷à-
ñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ ω(N, t). Îáîçíà÷èì Θ0 = ω(N, t).

Ïîñëå k ïðîõîäîâ öèêëà 4-19 ïîëó÷èì ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå Θk, ïðè ýòîì N ′ =
N \ {Θk} è t′ = Cmax(Θk, t). Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå Θ ñ ìèíèìàëü-
íûì çíà÷åíèåì Cmax, íà÷èíàþùååñÿ ñ ÷àñòè÷íîãî ðàñïèñàíèÿ Θk è óäîâëåòâîðÿþùåå
îãðàíè÷åíèþ Lmax(Θk, t) 6 y. Òîãäà ïî ëåììå 3 ìîæíî ïðîäîëæèòü Θk ðàñïèñàíèåì
èç ìíîæåñòâà Ω(N ′, t′). Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
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1. Ïóñòü Θk+1 = (Θk, ω
1(N ′, t′)), ò.å. Lmax(ω1(N ′, t′), t′) 6 y, òîãäà ω1(N ′, t′) �

÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì Cmax ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ
ïðîäîëæåíèé ðàñïèñàíèÿ Θk, óäîâëåòâîðÿþùèõ Lmax(Θk+1, t) 6 y.

2. Åñëè Θk+1 = (Θk, ω
2(N ′, t′)), òî{

Lmax(ω1(N ′, t′), t′) > y,

Lmax(ω2(N ′, t′), t′) 6 y.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîå ðàñïèñàíèå èç ìíîæåñòâà Ω(N ′, t′) ìîæåò íà-
÷èíàòüñÿ ëèáî ñ ω1(N ′, t′), ëèáî ñ ω2(N ′, t′) è Lmax(ω1(N ′, t′), t′) > y. Èç øàãîâ
11-13 ñëåäóåò, ÷òî äàííûé ñëó÷àé âîçìîæåí, òîëüêî åñëè ω2(N ′, t′) � åäèíñòâåí-
íîå âîçìîæíîå ïðîäîëæåíèå ðàñïèñàíèÿ Θk.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïîñëå k ïðîõîäà öèêëà 4-19 èìååì
Lmax(ω1(N ′, t′), t′) > y è Lmax(ω2(N ′, t′), t′) > y. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
åñëè ðàñïèñàíèå Θ ∈ Ω(N, t) ñóùåñòâóåò, òî îíî îáÿçàòåëüíî äîëæíî íà÷èíàòü-
ñÿ ñ Θk. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî π ∈ Π(N ′, t′) âñåãäà ñóùåñòâóåò π′ ∈ Ω(N ′, t′)
òàêîå, ÷òî ëèáî

Lmax(π, t′) > Lmax(π′, t′) > Lmax(ω1(N ′, t′), t′) > y,

ëèáî
Lmax(π, t′) > Lmax(π′, t′) > Lmax(ω2(N ′, t′), t′) > y.

Ñëåäîâàòåëüíî, Θ = ∅.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå íå áîëåå ÷åì n ïðîõîäîâ öèêëà 4-19 áóäåò ïîñòðîåíî èñêîìîå
ðàñïèñàíèå Θ(N, t, y). Åñëè õîòü ðàç âîçíèêíåò ñëó÷àé 3, ðàñïèñàíèÿ Θ(N, t, y) íå
ñóùåñòâóåò. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðàñïèñàíèé
ïî êðèòåðèÿì Cmax è Lmax

Íèæå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì, â ðåçóëüòàòå ðàáîòû êîòîðîãî äëÿ ëþáîãî íàáîðà
ðàáîò N è ìîìåíòà âðåìåíè t ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî Ïàðåòî-ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé
Φ(N, t) òàêîå, ÷òî 1 6 |Φ(N, t)| 6 n. Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1, áóäåò
ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîå Ïàðåòî-ìíîæåñòâî.
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Àëãîðèòì 3
Data: N, t
Result: Φ(N, t)

1 y := +∞;
2 π∗ := ω(N, t);
3 Φ := ∅;
4 m := 0;
5 while 1 do

6 N ′ := N \ π∗;
7 t′ := Cmax(π∗, t);
8 if N ′ = ∅ then
9 Φ := Φ ∪ {π∗};
10 return(Φ);

11 end

12 if Lmax(ω1(N ′, t′), t′) 6 Lmax(π∗, t) then
13 π∗ := (π∗, ω1(N ′, t′));
14 else

15 if Lmax(ω1(N ′, t′), t′) 6 y then
16 y′ := Lmax(ω1(N ′, t′), t′);
17 Θ := Θ(N ′, t′, y′);
18 if Θ = ∅ then
19 π∗ := (π∗, ω1(N ′, t′));
20 else

21 π′ := (π∗,Θ);
22 if (m = 0) or (Cmax(π′m, t) < Cmax(π′, t)) then
23 m := m+ 1;
24 π′m := π′;
25 Φ := Φ ∪ {π′m};
26 y := Lmax(π′m, t);

27 else

28 π′m := π′;
29 end

30 end

31 else

32 if Lmax(ω2(N ′, t′), t′) 6 y then
33 π∗ := (π∗, ω2(N ′, t′));
34 else

35 π∗ := π′m;
36 return(Φ).

37 end

38 end

39 end

40 end

Ïðîöåññ ðàáîòû àëãîðèòìà 3 çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî
ëþáîå îïòèìàëüíîå ïî êðèòåðèþ Lmax ðàñïèñàíèå èç Ω(N, t) íà÷èíàåòñÿ ñ ω(N, t), ïî-
ýòîìó îáîçíà÷èì π0 = ω(N, t) è ðàññìîòðèì ðàáîòó öèêëà 5-40. Ïóñòü ïîñëå ïåðâûõ
k ïðîõîäîâ öèêëà 5-40 àëãîðèòìà 3 áóäåò ïîñòðîåíî ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå π∗ = πk è
ìíîæåñòâî Φ = {π′1, . . . , π′m}. Ïóñòü N ′ = N \ {πk} è t′ = Cmax(πk, t) � çíà÷åíèÿ, ïîëó-
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÷åíûå íà øàãàõ 5 è 6 âî âðåìÿ (k+1)-ãî ïðîõîäà öèêëà 5-40. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå
ïðîäîëæåíèÿ ðàñïèñàíèÿ πk.

1. Åñëè Lmax(ω1(N ′, t′), t′) 6 Lmax(πk, t), òî âûïîëíÿåòñÿ ïðèñâîåíèå π∗ := πk+1 =
(πk, ω

1(N ′, t′)) è âîçâðàò íà øàã 5 ïîñëå âûáîðà îïòèìàëüíîãî ïðîäîëæå-
íèÿ ïî êðèòåðèþ Cmax áåç íàðóøåíèÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè
Lmax(πk+1, t) 6 Lmax(πk, t).

2. Lmax(πk, t) < Lmax(ω1(N ′, t′), t′) 6 y è ðàñïèñàíèå Θ(N ′, t′, Lmax(ω1(N ′, t′), t′)) =
∅. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïðèñâîåíèå π∗ := πk+1 = (πk, ω

1(N ′, t′)) è âîç-
âðàò íà øàã 5 ïîñëå âûáîðà îïòèìàëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî êðèòåðèþ Cmax áåç
íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ Lmax(πk+1, t) 6 y.

3. Lmax(πk, t) < Lmax(ω1(N ′, t′), t′) 6 y è Θ(N ′, t′, Lmax(ω1(N ′, t′), t′)) 6= ∅. Âûïîëíÿ-
åòñÿ ïðèñâîåíèå π′ := (π∗,Θ(N ′, t′, Lmax(ω1(N ′, t′), t′))). Òàê êàê y′ 6 y, òî ðàñïè-
ñàíèå π′ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ Lmax(πk+1, t) 6 y. Åñëè çíà÷åíèå Cmax(π′, t)
óâåëè÷èëîñü ïî ñðàâíåíèþ ñ Cmax(π′m, t), òî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ÷åò÷èê m := m+ 1,
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå π′ âî ìíîæåñòâî Φ è èçìåíåíèå îãðàíè÷åíèÿ y (øàãè
23-26). Åñëè æå èìååì Cmax(π′, t) 6 Cmax(π′m, t), òî çàìåíÿåì ðàñïèñàíèå π′m íà
π′ âî ìíîæåñòâå Φ (øàã 28). Ïîñëå ëþáîãî èç âîçìîæíûõ èñõîäîâ âûïîëíÿåòñÿ
âîçâðàò íà øàã 5.

4. Lmax(ω1(N ′, t′), t′) > y, Lmax(ω2(N ′, t′), t′) 6 y. Âûïîëíÿåòñÿ ïðèñâîåíèå π∗ :=
πk+1 = (πk, ω

2(N ′, t′)) � åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò ïðîäîëæåíèÿ πk áåç
íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ Lmax(πk+1, t) 6 y (øàã 33). Ïîñëå ÷åãî âûïîëíÿåòñÿ
ïåðåõîä íà øàã 5.

5. Lmax(ω1(N ′, t′), t′) > y, Lmax(ω2(N ′, t′), t′) > y. Íåò âîçìîæíîñòè ïðîäîëæèòü
ðàñïèñàíèe πk, íå íàðóøàÿ îãðàíè÷åíèÿ Lmax(πk+1, t) 6 y. Âûïîëíåíèå àëãî-
ðèòìà ïðåðûâàåòñÿ (øàã 36). Àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó, åñëè âñå òðå-
áîâàíèÿ ìíîæåñòâà N âêëþ÷åíû â ðàñïèñàíèå π∗ èëè åñëè íåò âîçìîæíîñòè
ïðîäîëæèòü ðàñïèñàíèå π∗, íå íàðóøàÿ îãðàíè÷åíèÿ y (øàã 36).

Ëåììà 5. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà 3 íå ïðåâîñõîäèò O(n3 log n) îïåðàöèé, à
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Φ(N, t) íå ïðåâûøàåò n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 5. Íàèáîëåå òðóäîåìêèìè îïåðàöèÿìè ïðè ïðîõîäå
öèêëà 5-40 ÿâëÿþòñÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèé ω1(N ′, t′) è ω2(N ′, t′) è Θ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ω1(N ′, t′) è ω2(N ′, t′) òðåáóåòñÿ O(n log n) îïåðàöèé, à äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ðàñïèñàíèÿ Θ � O(n2 log n) îïåðàöèé. Òàê êàê ÷àñòè÷íûå ðàñïèñàíèÿ ω1(N ′, t′) è
ω2(N ′, t′) ñîñòîÿò íå ìåíåå ÷åì èç îäíîé ðàáîòû, òî ïðè êàæäîì ïðîõîäå öèêëà ê ÷à-
ñòè÷íîìó ðàñïèñàíèþ π∗ äîáàâëÿåòñÿ íå ìåíåå îäíîé ðàáîòû, à âî ìíîæåñòâî Φ(N, t)
âêëþ÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàñïèñàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïðîõîäîâ öèêëà 5-40
àëãîðèòìà 3 áóäåò íå áîëåå ÷åì n. Ò.î., ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Φ(N, t) íå ïðåâîñõîäèò
n è îáùåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé íå ïðåâûøàåò O(n3 log n).

Òå î ð åì à 3. Ïóñòü äëÿ ðàáîò ìíîæåñòâà N âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1) äëÿ íåêî-
òîðûõ α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞). Òîãäà ðàñïèñàíèå π∗, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì 3,
îïòèìàëüíî ïî êðèòåðèþ Lmax.
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Äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π ∈ Π(N, t) ñóùåñòâóåò òàêîå π′ ∈ Φ(N, t), ÷òî{
Lmax(π′, t) 6 Lmax(π, t),

Cmax(π′, t) 6 Cmax(π, t)

è ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé Φ(N, t) îïòèìàëüíî ïî Ïàðåòî â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòå-
ðèÿìè Lmax è Cmax.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå π ∈
Π(N, t), êîòîðîå íå ïðèíàäëåæèò Φ(N, t) è äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç
íåðàâåíñòâ

(5) Cmax(π, t) < Cmax(π′, t)

èëè

(6) Lmax(π, t) < Lmax(π′, t)

äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π′ ∈ Φ(N, t). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå π′′ ∈
Ω(N, t) òàêîå, ÷òî {

Lmax(π′′, t) 6 Lmax(π, t),

Cmax(π′′, t) 6 Cmax(π, t).

Åñëè π′′ ∈ Φ(N, t), òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî íè îäíî èç óñëîâèé (5) è (6) íå ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, π′′ ∈ Ω(N, t) \ Φ(N, t).

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ω(N, t) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðàñïèñàíèå π′′ èç ìíîæåñòâà
Ω(N, t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèé π′′ =
(ω0, ω1, . . . , ωk′′), ãäå ω0 = ω(N, t), à ωi � ëèáî ω1(N ′′i , C

′′
i ), ëèáî ω2(N ′′i , C

′′
i ) è N ′′i =

N \ {ω0, . . . , ωi−1}, C ′′i = Cmax((ω0, . . . , ωi−1), t), i = 1, . . . , k′′.

Ðàñïèñàíèå π′ èìååò àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó, ò.ê. Φ(N, t) ⊆ Ω(N, t), ò.å. π′ =
(ω′0, ω

′
1, . . . , ω

′
k′), ãäå ω

′
0 = ω(N, t), à ω′i � ëèáî ω1(N ′i , C

′
i), ëèáî ω2(N ′i , C

′
i) è N ′i =

N \ {ω′0, . . . , ω′i−1}, C ′i = Cmax((ω′0, . . . , ω
′
i−1), t), i = 1, . . . , k′.

Äîïóñòèì, ÷òî ïåðâûå k ÷àñòè÷íûõ ðàñïèñàíèé â π′ è π′′ ñîâïàäàþò, ò.å. ω′i = ωi
∀i = 0, . . . , k − 1, è ω′k 6= ωk. Ïîëîæèì, y = Lmax(ω0, . . . , ωk−1, t), Nk = N ′k = N ′′k è
Ck = C ′k = C ′′k . Ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå Θ = Θ(Nk, Ck, y) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2. Åñëè
Θ = ∅, òî ïî àëãîðèòìó 3 èìååì: ω′k = ω1(Nk, Ck). Òàê êàê ωk 6= ω′k, ïîëó÷àåì, ÷òî
ωk = ω2(Nk, Ck). Óñëîâèå Lmax(ω2(Nk, Ck), Ck) 6 y íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, òàê êàê
Θ = ∅. Âñÿ ñòðóêòóðà àëãîðèòìà 3 ïîñòðîåíà íà òîì, ÷òîáû ðàñïîëîæèòü ðàáîòû òàê
ïëîòíî, êàê ýòî âîçìîæíî, ïîêà íå âñòðåòèòñÿ ðàáîòà ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì Lmax.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæàÿ ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå ω1(Nk, Ck), èìååì{

Cmax(π′, t) 6 Cmax(π′′, t),

Lmax(π′, t) 6 Lmax(π′′, t).

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà Θ 6= ∅, äëÿ ðàñïèñàíèÿ π′ = (ω′0, . . . , ω
′
k,Θ) èìååì{

Cmax(π′, t) 6 Cmax(π′′, t),

Lmax(π′, t) = Lmax(π′′, t).
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðàñïèñàíèÿ π′′ ∈ Ω(N, t) \ Φ(N, t) ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñ-
ïèñàíèå π′ ∈ Φ(N, t), ÷òî Cmax(π′, t) 6 Cmax(π′′, t) è Lmax(π′, t) 6 Lmax(π′′, t).

Äëÿ ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé Φ(N, t) = {π′1, . . . , π′m} èìååì (ðèñ. 4):

(7)

{
Cmax(π′1, t) < Cmax(π′2, t) < · · · < Cmax(π′m, t),

Lmax(π′1, t) > Lmax(π′2, t) > · · · > Lmax(π′m, t).

Ñëåäîâàòåëüíî, Φ(N, t) � îïòèìàëüíîå ïî Ïàðåòî ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé, ïðè÷åì
ïî ëåììå 5 èìååì |Φ(N, t)| 6 n. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàñïèñàíèå π′1 îïòè-
ìàëüíîå ïî êðèòåðèþ Cmax, â òî âðåìÿ êàê ðàñïèñàíèå π

′
m èìååò íàèëó÷øåå çíà÷åíèå

ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíí�îãî ñìåùåíèÿ Lmax. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5. Ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè ïðèìåðà ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé
îáëàñòè

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðèìåðà çàäà÷è 1|rj|Lmax íåîáõîäèìî çíàòü, ìîæíî ëè ïîäî-
áðàòü òàêèå çíà÷åíèÿ α è β, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1) áóäåò âåðíîé. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàä à ÷ à 3. Äàíî 3n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: r1, . . . , rn, d1, . . . , dn, p1, . . . , pn. Ñó-
ùåñòâóþò ëè òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞), ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1)?

Èçâåñòíî, ÷òî d1 6 . . . 6 dn, äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n− 1. Ñäåëàåì çàìåíû:

Di = di+1 − di,

Pi = pi+1 − pi,

Ri = ri+1 − ri.

Òîãäà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1) ïðèìåò âèä

(8)



D1 > 0,

. . .

Dn−1 > 0,

αP1 + βR1 > D1,

. . .

αPn−1 + βRn−1 > Dn−1.

Òå î ð åì à 4. Äëÿ íàáîðà r1, . . . , rn, d1, . . . , dn, p1, . . . , pn ñóùåñòâóþò α0 ∈ [0, 1]
è β0 ∈ [0,+∞) òàêèå, ÷òî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (8) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò α1 ∈ {0, 1} è β1 ∈ [0,+∞), äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (8)
âûïîëíÿåòñÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 4. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå âàðèàíòû íåðàâåíñòâ
ñèñòåìû (8) (ðèñ.5). Ïóñòü M = {1, . . . , n − 1} � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, èñïîëüçóåìûõ
â ñèñòåìå (8). Ïðåäñòàâèì M â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîäìíîæåñòâ M1 ∪ · · · ∪ M7 â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé Pi è Ri â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè, îïèñàííûìè íèæå.
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1. Åñëè äëÿ i ∈ M âûïîëíÿåòñÿ Pi = 0, Ri = 0, òî i ∈ M1. Òîãäà íåðàâåíñòâî
αPi + βRi > Di áóäåò âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé α è β ïðè Di = 0 è íå
áóäåò âûïîëíåíî ïðè Di > 0.

2. Åñëè äëÿ i ∈ M âûïîëíÿåòñÿ Pi = 0, Ri 6= 0, òî i ∈ M2. Â ýòîì ñëó÷àå íåðà-
âåíñòâî èìååò âèä βRi > Di ⇔ β > Di

Ri
. Îáîçíà÷èì min

i∈M2

Di

Ri
÷åðåç D2

R2 . Òîãäà

íåðàâåíñòâî αPi + βRi > Di âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β > D2

R2 .

3. Åñëè äëÿ i ∈ M âûïîëíÿåòñÿ Pi 6= 0, Ri = 0, òî i ∈ M3. Â ýòîì ñëó÷àå íåðà-
âåíñòâî èìååò âèä αPi > Di ⇔ α > Di

Pi
. Îáîçíà÷èì min

i∈M3

Di

Pi
÷åðåç D3

P 3 . Òîãäà

íåðàâåíñòâî αPi + βRi > Di âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèåÿõ α > D3

R3 è òîëüêî
ïðè íèõ.

4. Åñëè äëÿ i ∈ M âûïîëíÿåòñÿ Pi < 0, Ri < 0, òî i ∈ M4. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α = β = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëèM4 6= ∅,
òî α0 = β0 = 0 � åäèíñòâåííûå âîçìîæíûå êîýôôèöèåíòû, ïðè êîòîðûõ (8)
èìååò ðåøåíèå.

5. Åñëè äëÿ i ∈M âûïîëíÿåòñÿ Pi > 0, Ri < 0, òî i ∈M5. Òîãäà

Pi + βRi > αPi + βRi > Di,

Di − Pi
Ri

> β > 0.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî αPi + βRi > Di áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè α = 1 è
β 6 Di−Pi

Ri
. Îáîçíà÷èì: B = min

i∈M5

Di−Pi

Ri
. Çàìåòèì, ÷òî B > 0 è äëÿ ëþáûõ i ∈M5

íåðàâåíñòâî αPi + βRi > Di áóäåò âûïîëíåíî ïðè α = 1 è β ∈ [0, B].

6. Åñëè äëÿ i ∈M âûïîëíÿåòñÿ Pi < 0, Ri > 0, òî i ∈M6.

7. Åñëè äëÿ i ∈M âûïîëíÿåòñÿ Pi > 0, Ri > 0, òî i ∈M7.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå ïàðû çíà÷åíèé Pi è Ri, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
M ≡ M1 ∪ · · · ∪M7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå α0 ∈ [0, 1] è β0 ∈ [0,+∞),
÷òî ñèñòåìà (8) âåðíà.

ÅñëèM1 6= ∅, òî äëÿ ëþáîãî i ∈M1 âåðíî íåðàâåíñòâî α0Pi+β0Ri > Di ⇔ 0 > Di,
ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞).

Åñëè M3 6= ∅, òî äëÿ ëþáîãî i ∈ M3 íåðàâåíñòâî αPi + βRi > Di âåðíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà α > D3
0

P 3
0
. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè íåðàâåíñòâî èìååò ðåøåíèå ïðè

íåêîòîðîì α0 ∈ [0, 1], òî ïðè α1 = 1 > α0 >
D3

0

P 3
0
äàííîå íåðàâåíñòâî òàêæå áóäåò âåðíî

äëÿ âñåõ i ∈M3.

Åñëè M4 6= ∅, òî åäèíñòâåííîå âîçìîæíîe ðåøåíèå ñèñòåìû (8) � ýòî α0 = 0, β0 =
0. Ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà (8) âåðíà ïðè α1 = β1 = 0.

Ïóñòü M5 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî αPi + βRi > Di ìîæåò áûòü âûïîëíåíî
äëÿ âñåõ i ∈ M2 ∪M5 ∪M6 ∪M7 ïðè íåêîòîðûõ α0 ∈ [0, 1] è β0 ∈ [0,+∞) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî áóäåò âûïîëíåíî ïðè α1 = 1 è β1 = B. Äëÿ i ∈ M5 äàííîå
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
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Åñëè M5 6= ∅ è M2 6= ∅, òî âûïîëíÿåòñÿ β0 > D2

R2 . Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê M5 6= ∅,
òî B > β0, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî αPi + βRi > Di áóäåò âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
i ∈M2 ∪M5.

Åñëè M5 6= ∅ è M6 6= ∅, òî äëÿ ëþáûõ i ∈ M5 è j ∈ M6 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
α0Pi + β0Ri −Di > 0 è α0Pj + β0Rj −Dj > 0. Âîçüìåì i = arg min

i∈M5

Di−Pi

Ri
. Èìååì

Di − α0Pi
Ri

> β0 >
Dj − α0Pj

Rj

⇒ (
Di

Ri

− Dj

Rj

)− α0(
Pi
Ri

− Pj
Rj

) > 0.

Òàê êàê Ri < 0 è Rj > 0, òî

Di

Ri

− Dj

Rj

< 0⇒ α0(
Pi
Ri

− Pj
Rj

) > 0.

ñëåäîâàòåëüíî,

(
Di

Ri

− Dj

Rj

)− (
Pi
Ri

− Pj
Rj

) > 0,

ò.å.

B =
Di − Pi
Ri

>
Dj − Pj
Rj

,

Pj +BRj > Dj.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ M6 íåðàâåíñòâî αPj + βRj > Dj áóäåò
âûïîëíåíî ïðè çíà÷åíèÿõ α1 = 1 è β1 = B.

Åñëè M5 6= ∅ è M7 6= ∅, òî äëÿ ëþáûõ i ∈ M5 è j ∈ M7 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
α0Pi + β0Ri −Di > 0 è α0Pj + β0Rj −Dj > 0. Ïóñòü i = arg min

i∈M5

Di−Pi

Ri
. Ïîëó÷àåì

Di − α0Pi
Ri

> β0 >
Dj − α0Pj

Rj

⇒ (
Di

Ri

− Dj

Rj

)− α0(
Pi
Ri

− Pj
Rj

) > 0.

Òàê êàê 0 6 α0 6 1 Pi

Ri
< 0 è

Pj

Rj
> 0, èìååì

(
Di

Ri

− Dj

Rj

)− (
Pi
Ri

− Pj
Rj

) > (
Di

Ri

− Dj

Rj

)− α0(
Pi
Ri

− Pj
Rj

) > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

B =
Di − Pi
Ri

>
Dj − Pj
Rj

,

Pj +BRj > Dj.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ j ∈ M7 íåðàâåíñòâî αPj + βRj > Dj áóäåò âûïîëíåíî ïðè
çíà÷åíèÿõ α1 = 1 è β1 = B.

Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî åñëè M5 6= ∅, òî íåðàâåíñòâî αPi + βRi > Di

áóäåò âûïîëíåíî äëÿ âñåõ i ∈ M2 ∪M5 ∪M6 ∪M7 ïðè α1 = 1 è β1 = B. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî âçÿòü α0 = 1 è β0 = B.

Åñëè æå M5 = ∅, òî âñå ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ áóäóò âåðíû äëÿ çíà÷åíèÿ
B′ = max

i∈M2∪M6∪M7

Di−Pi

Ri
. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ α0 ∈ [0, 1] è β0 ∈ [0,+∞)

ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (8) âåðíà, òî:
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• åñëè M4 6= ∅, òî ñèñòåìà (8) âåðíà ïðè α1 = 0 è β1 = 0;

• åñëè M4 = ∅,M5 6= ∅, ñèñòåìà (8) âåðíà ïðè α1 = 1, β1 = B;

• åñëè M4 = ∅,M5 = ∅,M 6= M3, ñèñòåìà (8) âåðíà ïðè α1 = 1, β1 = B′;

• åñëè M = M3, òî ñèñòåìà (8) âåðíà ïðè α1 = 1, β1 = 0.

Ïîêàæåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ α1 ∈ {0, 1}, β1 ∈ [0,+∞).

Àëãîðèòì 4
Data: P1, . . . , Pn, R1, . . . , Rn, D1, . . . , Dn

Result: α1, β1

1 if M4 6= ∅ then
2 α1 := 0, β1 := 0;
3 else

4 if M5 6= ∅ then
5 α1 := 1, β1 := min

i∈M5

Di−Pi
Ri

;

6 else

7 if M 6= M3
then

8 α1 := 1, β1 := max
i∈M2∪M6∪M7

Di−Pi
Ri

;

9 else

10 α1 := 1, β1 := 0;
11 end

12 end

13 end

14 for (i = 1, i < n, i+ +) do

15 if α1Pi + β1Ri < Di then

16 return(Íå ñóùåñòâóåò α ∈ [0, 1] è β ∈ [0,+∞), äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (1)

âåðíà.);
17 end

18 end

19 return(α1, β1).

Äëÿ òîãî ÷òîáû óäîñòîâåðèòüñÿ, ñóùåñòâóþò ëè α0 ∈ [0, 1] è β0 ∈ [0,+∞) òàêèå,
÷òî ñèñòåìà (8) âûïîëíÿåòñÿ, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà âûïîëíèìîñòü âñå íåðàâåíñòâà
ñèñòåìû äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé α1 è β1. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ íåâåðíî,
òî èç äîêàçàòåëüñòâà, ïðèâåäåííîãî âûøå, ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ α0 ∈ [0, 1]
è β0 ∈ [0,+∞), äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (8), à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìà (1)
âåðíû.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1) âåðíà ïðè íåêîòîðûõ α0 ∈ [0, 1] è β0 ∈
[0,+∞) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áóäåò âåðíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (8) ïðè α1, β1,
íàéäåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà 4. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 6. Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà 4 íå ïðåâûøàåò O(n log n) îïåðàöèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû 6. Àëãîðèòì 4 âûïîëíÿåò îäíó ñîðòèðîâêó, äâå îïå-
ðàöèè ïðèñâîåíèÿ, O(n) îïåðàöèé ïî âûÿñíåíèþ òèïà íåðàâåíñòâ è ïðîâåðêó âûïîë-
íèìîñòè O(n) íåðàâåíñòâ. Íàèáîëåå òðóäîåìêîé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñîðòèðîâêà ñëîæ-
íîñòüþ O(n log n) îïåðàöèé.
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6. Çàêëþ÷åíèå

Ðàñøèðåíà ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìàÿ îáëàñòü êëàññè÷åñêîé NP - òðóäíîé â
ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷è 1|rj|Lmax. Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà
Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèÿìè Lmax è Cmax òðóäî-
åìêîñòüþ O(n3 log n) îïåðàöèé. Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòè ïðèìåðà ê ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé îáëàñòè è íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ α è
β òðóäîåìêîñòüþ O(n log n) îïåðàöèé.
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Ðèñ. 1. Ïàðàìåòðû òðåáîâàíèÿ j.

Ðèñ. 2. Ïîñòðîåíèå ðàñïèñàíèÿ ω(N, t).

Ðèñ. 3. Ïîñòðîåíèå ðàñïèñàíèÿ Θ.
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Ðèñ. 4. Ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé, îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî.
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Ðèñ. 5. Òèïû íåðàâåíñòâ ñèñòåìû (8).
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