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Аннотация 
В статье рассматривается аналитическое решение одного нелинейного рекуррентного 

соотношения с квадратичной аддитивной функцией. В целом такие рекуррентные соотношения 
характерны для функций трудоемкости рекурсивных алгоритмов, разработанных методом де-
композиции. Квадратичная аддитивная функция возникает в рекурсивных алгоритмах, реали-
зующих матричные операции, в частности в известном алгоритме умножения матриц по 
Штрассену. Для такого нелинейного рекуррентного соотношения предложено матричное пред-
ставление аналитического решения, которое имеет определенный теоретический интерес. 

 
Abstract 

The article discusses the analytical solution of a nonlinear recurrent equation with a quadratic 
additive function. In general, the recurrence relations are characteristic for the complexity of recursive 
algorithms, developed by the methods of decompositions. The quadratic additive function occurs in re-
cursive algorithms, implemented using matrix operations, in particular in a well-known algorithm for 
multiplication of matrices of Strassen. For such a non-linear recurrent equation the proposed matrix 
representation of the analytical solution, which has the prominent theoretical interest. 

1. Введение 

Ресурсный анализ рекурсивных алгоритмов предполагает получение аналитических реше-

ний для функций трудоемкости алгоритмов или оценок этих функций на основе теоретического 

анализа. Практический интерес к этой задаче порождается необходимостью исследования класса 

рекурсивных алгоритмов, разработанных методом декомпозиции. Основная идея метода деком-

позиции состоит в сведении исходной задачи к решению ряда более простых задач с понижени-

ем их размерности [1, 2] и последующим объединением полученных решений, что приводит к 

алгоритмам, имеющим рекурсивную структуру и описанию функции трудоёмкости в виде ре-

куррентного соотношения [1]. 

Формально: пусть n  — размерность решаемой задачи, функция  nd  описывает трудо-

емкость фрагмента алгоритма, выполняющего декомпозицию задачи, а функция  nU  — трудо-

емкость фрагмента алгоритма, объединяющего полученные решения. При этом на шаге остано-

ва рекурсии для некоторой малой размерности задачи, т. е. при 00 nn  , возможно ее прямое 



2 
(не рекурсивное) решение с трудоемкостью   00, nnnh  , а собственно рекурсия состоит в 

таком разделении задачи, которое приводит к необходимости решения C  подзадач размерно-

стью kn . Размерность решаемой задачи должна, очевидно, быть целой, следовательно вместо 

значения kn  в качестве аргумента функции должна фигурировать целая часть частного с ок-

руглением вниз или вверх, т. е.  kn  или  kn , что существенно осложняет получение анали-

тического решения. Вводя обозначение      nUndng   приходим к следующему рекуррент-

ному соотношению на трудоемкость 
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где через    мы обозначаем    или   . Функция  ng  в (1) называется аддитивной функцией ре-

куррентного соотношения. 

Оценка асимптотического поведения функции трудоемкости, заданного соотношением (1) 

может быть получена на основе известной теоремы о рекуррентных соотношениях (J.L. Bentley, 

D. Haken, J.B. Saxe, 1980 [3]). Для функций )(ng  определённого вида могут быть получены не 

только асимптотические оценки, но и точные аналитические решения. Ряд результатов в этом на-

правлении получен авторами статьи в [4,5], в частности в [5] были получены аналитические ре-

шения для функции  ng  степенного вида. Рассмотрение частного случая (1) — случая с квадра-

тичной аддитивной функцией показало, что аналитическое решение может быть представлено в 

матричной форме. Изложению этого результата и посвящена настоящая статья. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим нелинейное рекуррентное соотношение вида (1) с квадратичной аддитивной 

функцией   2nAng  . Поскольку множество полиномов замкнуто относительно сложения и 

умножения, то, не теряя общности, мы можем рассматривать   2nng  . В дальнейшем функ-

цию трудоёмкости алгоритма будем обозначать через f . Рассмотрим далее размерности вида 

 kn  при значениях 2C ,    0,0,2 0 hnk . В этой постановке аналитическое решение 

получено авторами в [5], а задача настоящей статьи состоит в том, чтобы показать, что для ана-

литического решения рекуррентного соотношения 
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возможно получение специального матричного представления, которое, по мнению авторов, 

имеет определенный теоретический интерес. 

Отметим, что соотношения типа (2) характерны для функций трудоемкости алгоритмов, 

реализующих матричные операции, например, — для алгоритма умножения матриц, предло-
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женного В. Штрассеном в 1969 г. [6]. Рекуррентное соотношение, описывающее трудоёмкость 

этого алгоритма (при kn 2 ) имеет следующий вид: 

   227)( nAnfnf  . 

3. Матричное представление аналитического решения 

Первоначально будем использовать подход, предложенный нами в [4,5], а именно введем 

в рассмотрение специальное представление числа n  по степеням k : 

   1,log,
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где kbb mm 0: , 1,0,0:  mikbb ii  — цифры в системе счисления по основанию k . 

Подставим полученное представление (3) в рекуррентное соотношение (2), а именно в 

основное соотношение:    2)( nknfCnf  . Имеем: 
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Заметим, что основной компонент решения — выражение 
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является квадратичной формой относительно элементов 0,0,  mi bmib  — цифр представ-

ления числа n  по степеням k  в соответствии с (3). 

Введём в рассмотрение представление некоторой квадратичной формы 

 22211 nnxaxaxa    в виде произведения векторов. Обозначим через A  вектор столбец ко-

эффициентов, тогда вектор строка TA  имеет вид:  naaa ,,, 21  . Аналогично введем вектор 

столбец неизвестных X  и его транспонированное представление — вектор строку TX : 

 nxxx ,,, 21  . В этих обозначениях 

   AXXA TT  nnxaxaxa 2211 , 



4 
следовательно квадратичная форма представима в виде  

   DXXXAAX TTT  2
2211 nnxaxaxa  , 

при этом TAAD   есть матрица, как результат умножения столбца на строку, ее размерность 

равна nn , а элементы этой матрицы имеют вид: jiij aad  . 

Для матричного представления квадратичной формы (5) введем специальный вектор 

столбец jA  размерности 1m ,  mjjj aaa ,,, 10 T
jA , компоненты ija  которого определены 

следующим образом: 

 







  .,

,,0

mijk

ji
a jiij  (6) 

Матрицу, получаемую при произведении T
jj AA   обозначим через jD , ее размерность равна 

   11  mm  и введем вектор столбец B :  mbbb ,,, 10 TB . В указанных обозначениях мы 

получаем следующее матричное представление для основного компонента аналитического ре-

шения рекуррентного соотношения (2) 
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Отметим, что в (7) матрица D  есть сумма матриц jD  с коэффициентами jC : 
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4. Вид элементов матрицы D  

Получим явные выражения для элементов матрицы D , отметив при этом, что общий вид 

диагональных и недиагональных элементов различен, и указав, что в силу (6), вектор столбец 

jA  размерности 1m , образующий матрицу T
jjj AAD  , имеет нулевые элементы. 

Для диагональных элементов ssd  матрицы D  в силу (6) и (8) получаем: 
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при этом в (9) возникают два случая, связанные с соотношением между C  и 2k , которые мы 

рассмотрим отдельно: 
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1. Случай Ck 2 . В этих условия мы можем вычислить последнюю сумму в (9) как частичную 

сумму геометрической прогрессии: 
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2. Случай Ck 2 . При этом отношение внутри суммы в (9) равно 1, а сама сумма равна 1s : 
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Для элементов std  матрицы D , лежащих ниже главной диагонали, т.е. при ts   в силу 

(6) и (8) имеем: 
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при этом в (10) аналогично ssd  возникают два случая, а именно: 

1. Случай Ck 2 . Это неравенство позволяет вычислить последнюю сумму в (10) как частич-

ную сумму геометрической прогрессии: 
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2. Случай Ck 2 , тогда отношение внутри суммы в (10) равно 1, а сама сумма равна 1t : 
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4. Частный случай размерности: целая степень 

Определенный интерес представляет особая ситуация в предложенном матричном пред-

ставлении. Эта ситуация связана с тем, что в программных реализациях рекурсивных алгорит-

мов принято дополнять задачу до размерности n , равной целой степени k : 

  nkkn logˆ  . (11) 

Такой подход позволяет избежать обработки особых ситуаций «пола» и «потолка» при 

организации рекурсии, и оказывается в ряде случаев более эффективным, чем особая обработка 

ситуаций с подзадачами четной и нечетной размерности. Это приводит вместо представления 

трудоемкости в виде    2)( nknfCnf   к виду   2)( nknfCnf  , причем в силу (11) 

результат деления kn  на каждом шаге рекурсии является целым числом. 
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Например, при реализации алгоритма Штрассена [1] (для которого 2k ) перемножае-

мые матрицы размерностью nn  предварительно дополняются нулями до размерности nn ˆˆ , 

где  nkn 2logˆ   после чего рекурсия выполняется без анализа четности/нечетности текущей 

длины входа. 

В рамках рассматриваемого матричного представления этот подход позволяет явно ука-

зать вид вектора столбца B . Действительно из представления n  в виде (3) 
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где  nm klog , и (11) в общем случае, когда само исходное значение n  не есть целая степень 

k , т.е. при mkn   следует, что 11 0001ˆ   mmm kkkkn  , следовательно 

     21,0,,01,0,,0,0 110   mbbbb mm
TT BB  . 

Подставляя полученное представление B  в (7) с учетом (4) получаем аналитическое ре-

шение для случая Ck 2  в виде: 
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и для случая Ck 2 : 

      122 2   mm kmCnf  , 

при этом мы считаем, что 1ˆlog  nm k . 

5. Заключение 

В статье рассмотрено аналитическое решение нелинейного рекуррентного соотношения 

для функции трудоемкости рекурсивного алгоритма, построенного методом декомпозиции с 

квадратичной аддитивной функцией. Показано, что в этом частном случае возможно матричное 

представление аналитического решения и получены явные выражения для элементов соответ-

ствующей матрицы. Дополнительно рассмотрено аналитическое решение при реализации ре-

курсивного алгоритма с длиной входа равной целой степени k . Интересно, что формулы для 

значений элементов матрицы аналитического решения имею различный вид в зависимости от 

выполнения сравнения Ck 2 . На основе полученной матрицы при фиксированных в конкрет-

ном алгоритме значениях Ck,  можно проводить исследование зависимости функции трудоем-

кости от цифр представления длины входа алгоритма в системе счисления по основанию k , по-

скольку элементы аналитической матрицы показывают степень влияния этих цифр в соответст-

вующих позициях на трудоемкость алгоритма. 
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