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Аннотация 
В статье предложено аналитическое решение специального класса нелинейных рекур-

рентных соотношений со степенной аддитивной функцией. Исследуемые рекуррентные соот-
ношения характерны для функций трудоемкости рекурсивных алгоритмов, разработанных ме-
тодом декомпозиции и обладающих степенной трудоемкостью объединения полученных реше-
ний. Аналитические решения получены для рекуррентных соотношений с аргументом типа 
«пол» и «потолок», возникающих при теоретическом рассмотрении исследуемого класса. Ре-
зультаты позволяют аналитически получить функции трудоемкости рекурсивных алгоритмов, 
декомпозирующих решаемую задачу со степенной трудоемкостью объединения результатов. 

 

Abstract 

The article proposes an analytical solution for a special class of recurrence relations with 
power-like additive function. Recurrence relations under investigation are specific to complexity func-
tions of recursive algorithms being developed by decomposition method and having power complexity 
in integrating of obtained solutions. Analytical solutions are obtained for recurrence relations with a 
«floor and ceiling»-type argument occurring in theoretical consideration of investigated class. The 
results afford one to obtain analytically the complexity functions for recursive algorithms decomposing 
the solved problem with power complexity in integrating of results. 

1. Введение 

При исследовании рекурсивных алгоритмов очевидный интерес представляет задача по-

лучения функции трудоемкости алгоритма в явном виде (аналитическое решение) на основе тео-

ретического анализа. Содержательно трудоёмкость понимается как число заданных алгоритмом 

базовых операций принятой модели вычислений, при этом аргументом функции трудоёмкости 

является длина входа алгоритма [1]. Практический интерес к этой задаче порождается необходи-

мостью исследования класса рекурсивных алгоритмов, разработанных методом декомпозиции. 

Цель настоящей статьи — предложить аналитическое решение данной задачи в классе рекурсив-

ных декомпозирующих алгоритмов со степенной аддитивной функцией. 

Основная идея метода декомпозиции состоит в сведении исходной задачи к решению 

ряда более простых задач с понижением их размерности [1, 2], и последующим объединением 
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полученных решений. Такой подход порождает, очевидно, рекурсивную структуру алгоритма и, 

соответственно, описание функции трудоёмкости в виде рекуррентного соотношения [1]. При 

этом под размерностью задачи понимается некоторая мера длины входа алгоритма. 

Формально: пусть n  — размерность решаемой задачи, тогда если в рекурсивном алго-

ритме, при решении задачи размерности n  происходит такое её разделение, которое приводит к 

необходимости решения C  подзадач размерностью kn , и k  является делителем n , т.е. 

0mod kn , то функция трудоемкости такого алгоритма  nf A  имеет вид [1]: 

        nUndknfCnf AA  , (1.1) 

где:  nd  — трудоемкость фрагмента алгоритма, выполняющего разделение (декомпозицию) 

задачи на подзадачи,  nU  — трудоемкость фрагмента алгоритма, объединяющего полученные 

решения C  подзадач размерностью kn  в решение задачи размерности n . При этом на шаге 

останова рекурсии для некоторой малой размерности задачи, т. е. при 00 nn  , возможно ее 

прямое (не рекурсивное) решение. Обозначив трудоемкость получения этого прямого решения 

через  nN0 , и вводя обозначение      nUndng  , с учётом (1.1) получаем вид рекуррентно-

го соотношения для функции трудоемкости алгоритмов, разработанных методом декомпозиции 

в частном случае, если значение k  является делителем числа n  [1]: 
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В общем случае размерность решаемой задачи должна, очевидно, быть целой, следова-

тельно, если 0mod kn , то вместо значения kn  в качестве аргумента функции должна фигу-

рировать целая часть частного с округлением вниз или вверх, т. е.  kn  или  kn , что сущест-

венно осложняет получение аналитического решения. Таким образом, мы приходим к рекур-

рентным соотношениям вида 
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где через    мы обозначаем    или   . Функция  ng  в (1.3) называется аддитивной функцией 

рекуррентного соотношения. 

Изучение различных подклассов рекуррентных соотношений вида (1.3) привело к получе-

нию целого ряда результатов, — как аналитических решений для некоторых частных случаев, 

например для 2k  и функции  ng  линейного вида [3], так и асимптотических оценок функции 

 nf A  при n . Основная теорема о рекуррентных соотношениях (J.L. Bentley, D. Haken, J.B. 

Saxe, 1980 [4]) позволяет получить асимптотическое поведение функции  nf A  при n  для 

достаточно широкого класса функций  ng  при произвольных целых C  и k . Очевидно, что для 
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функций )(ng  определённого вида могут быть получены не только асимптотические оценки, но 

и аналитические решения. Авторами данной статьи получены некоторые частные аналитические 

решения для рассматриваемых рекуррентных соотношений: для аргумента типа  kn  и функций 

 ng  линейного вида в [5], для аргумента вида  kn  и линейной функции  ng  — в [6]. Настоя-

щая статья содержит результаты исследований авторов в части более широкого специального 

класса рекуррентных соотношений (1.3) с аргументами вида  kn  или  kn , обобщающие ра-

нее полученные результаты на функции  ng  степенного вида. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим специальный класс рекуррентных соотношений вида (1.3) со степенной 

функцией  ng , соответствующий функциям трудоёмкости алгоритмов, разработанных мето-

дом декомпозиции задачи размерности n  на C  подзадач размерностью  kn  или  kn , где 

kC,  — целые положительные числа: 2C , 2k . В дальнейшем функцию трудоёмкости ал-

горитма будем обозначать через f . Поскольку множество полиномов замкнуто относительно 

сложения, то, не теряя общности, мы предполагаем, что функция  ng  имеет степенной вид 

  pAnng  . Тогда задача состоит в получении аналитического решения для класса рекуррент-

ных соотношений вида 
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где    понимается как в (1.3), а аргумент функции n  содержательно представляет собой длину 

входа исследуемого алгоритма. Отметим, что соотношения типа (2.1) характерны для функций 

трудоемкости алгоритмов решения задачи сортировки, поиска выпуклого охватывающего кон-

тура, умножения матриц по Штрассену, умножению длинных целых по Карацубе, и ряда дру-

гих задач [1, 2]. Например, рекуррентное соотношение, описывающее трудоёмкость алгоритма 

умножения матриц по Штрассену, с точностью до главного порядка аддитивной функции, име-

ет следующий вид [2]: 

    227)( nAnfnf  . 

Мы последовательно рассмотрим два подкласса в (2.1) — подкласс I с аргументом вида 

«пол» —  kn  и подкласс II с аргументом вида «потолок» —  kn . 

3. Аналитическое решение рекуррентных соотношений в подклассе I 

Поскольку для этого подкласса в правой части соотношения (2.1) аргументом функции 

является целая часть с округлением вниз от деления аргумента n  на значение k  —  kn , вве-

дем в рассмотрение специальное представление числа n  по степеням k  
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где kbb mm 0: , 1,1,0:  mikbb ii  — целые числа (цифры в системе счисления по ос-

нованию k ). Введём в рассмотрение также числа iN , определяемые как 



 ii k

nN . В силу (3.1) 

и, в соответствии с определением чисел iN , получаем следующие формулы: 
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Рассмотрим значения функции  f  из (2.1) для рассматриваемого подкласса I с аргу-

ментом iN . В силу определения iN  деление на k  и взятие целой части приводит к: 
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Поскольку число n  представляется в виде (3.1), и       dfNfnNf m   0, 10 , то, последова-

тельно подставляя значения   1,1,  miNf i  в  1iNf , тем самым, решая рекуррентное соот-

ношение методом подстановки, получаем аналитическое решение для  nf , а именно: 
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Главная асимптотика (3.4) при n  оценивается соотношением 
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Рассмотрим полученную главную асимптотику функции  nf  для разных случаев, по-

рождаемых знаком знаменателя в (3.5): 

1. При pkС   асимптотика функции  nf  имеет вид: 
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2. При pkС   асимптотика функции  nf  имеет вид 

    1~ 1  mAndCnf pm , 

но так как значение  nm klog , то 
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3. При pkС   асимптотика функции  nf  имеет вид 
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Заметим, что в частном случае при 2p , в соответствии с (3.4) и (3.2), функция  nf  

представляется в виде 
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то есть является квадратичной формой относительно jb  и может быть преобразована следую-

щим образом: 
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где ijS  — коэффициенты квадратичной формы. Получим эти коэффициенты в явном виде пу-

тём дифференцирования (3.6) и (3.7) по аргументу mlbl ,0,  . Дифференцирование выражения 

(3.7) позволяет установить связь между коэффициентами квадратичной формы и производными 

функции  nff  , а именно 
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что позволяет выразить коэффициенты ijS  через вторые производные: 
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Дифференцирование (3.6) позволяет получить явные выражения для первых производных: 
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откуда, в соответствии с (3.8), вторые частные производные (3.9) позволяют определить явные 

выражения для коэффициентов квадратичной формы, а именно: 

а) при lr   коэффициенты lrS : 
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б) при lr   — коэффициенты llS : 
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4. Аналитическое решение рекуррентных соотношений в подклассе II 

Для этого подкласса в правой части соотношения (2.1) аргументом функции является 

«потолок» —  kn . В целях получения аналитического решения представим число n  в сле-

дующем виде 

   1,log,01
1

1  
 mnmbkbkbkbn k

m
m

m
m  , (4.1) 

где kbb mm 0: , 1,1,0:  mikbb ii  — целые числа. Поступая аналогично рассмотре-

нию подкласса I, введём в рассмотрение числа iM , определяемые как 



 ii k

nM . В силу пред-

ставления (4.1) и определения чисел iM , получаем для них следующие формулы: 
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Представление (4.2) позволяет получить соотношения, аналогичные (3.3), а именно зна-

чения функции  f  с аргументом типа «потолок» из (2.1), в случае, если её аргументами явля-

ются числа iM , задаются формулами: 
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Поскольку число n  представляется в виде (4.1), и       dfMfnMf m   0, 10 , то, последова-

тельно подставляя значения   1,1,  miMf i  в  1iMf , тем самым, решая рекуррентное соот-

ношение (2.1) методом подстановки, получаем аналитическое решение для  nf , а именно: 

      
 

 
m

i

m

i

p
i

imp
i

im MCAdCMCAfCnf
0 0

11 0 . (4.4) 

Главная асимптотика (4.4) при n  аналогична соотношениям, полученным для подкласса I, 

однако, основное отличие состоит в том, что для подкласса II значение  nm klog , в то время 
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как значение m  для подкласса I имеет вид:  nm klog . Таким образом, в случае, если pkС   

имеем 

       1log~ log  nAnkdknf k
pnpp k . 

Рассуждая, для частного случая 2p , аналогично ситуации в подклассе I, преобразуем 

 nf , подставляя в (4.4) формулу (4.2) для чисел iM : 

    
 












m

i

m

ij

ij
j

immim kbkbCAdCnf
0

2
1 , (4.5) 

и аналогично представим  nf  в виде квадратичной формы относительно jb : 

    
 












m

i

i

j
ijji

m SbbdCnf
0 0

1 , (4.6) 

где ijS  — коэффициенты квадратичной формы, которые связаны с частными производными 

функции f  известными соотношениями (3.8). Дифференцирование (4.5) позволяет получить 

явные выражения для частных производных 

   







 










 l

i

il
m

ij

ij
j

immi

l

kkbkbCA
b
f

0

1

2 . (4.7) 

Особенностью формулы (4.7) по сравнению с аналогичным результатом для подкласса I, 

который задаётся формулой (3.9), является изменение знака у сомножителя ilk  , связанное с 

видом функции  nf  в силу (4.5). Это приводит к тому, что при ml   и lr   вторые частные 

производные (4.7) позволяют определить коэффициенты lrS , которые совпадаю с выражения-

ми, полученными для коэффициентов квадратичной формы в подклассе I: 

 
 

Ck
CkAk

bb
fS

rr
rl

rl
lr 











2

1122

2 ,  

однако при ml   и mr   — коэффициенты mrS  изменяют знак: 

 
 

Ck
CkAk

bb
fS

rr
rm

rm
lr 











2

1122

2 ,  

в то время как при rl  , в том числе, и при ml   коэффициенты llS  совпадают с формулой 

(3.11), и задаются выражением: 

 
 

Ck
CkA

b
fS

ll

l
ll 










2

112

2

2

2 . 

4. Заключение 

В статье получены аналитические решения для нелинейных рекуррентных соотношений, 

с аргументами типа «пол» и «потолок», относящихся к специальному классу с аддитивной фун-
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кцией степенного вида. Для частного случая квадратичной функции получено представление 

аналитического решения в виде квадратичной формы и определены её коэффициенты. Рекур-

рентные соотношения рассмотренного класса возникают при теоретическом анализе трудоем-

кости рекурсивных алгоритмов, разработанных методом декомпозиции. Полученные результа-

ты могут быть использованы в целях детального теоретического анализа рекурсивных декомпо-

зирующих алгоритмов, имеющих степенную трудоемкость разделения задачи и объединения 

полученных решений. 
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