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П Р Е Д И С Л О В И Е  

Разработка и анализ компьютерных алгоритмов — новая дисциплина, воз-

никшая на стыке дискретной математики, программирования и классической тео-

рии алгоритмов, играющая важную роль в современных компьютерных техноло-

гиях. Для большинства практически значимых задач, решаемых сегодня с исполь-

зованием компьютеров, существуют разнообразные алгоритмы их решения. Этот 

факт приводит к тому, что разработчики программных средств сталкиваются с 

проблемой выбора наиболее рационального алгоритма решения поставленной за-

дачи. Изложить некоторые подходы к решению задачи выбора на основе теории 

ресурсной эффективности и продемонстрировать их на ряде модельных примеров 

и составляло основную цель автора при написании данного учебного пособия. 

Основной материал книги базируется на лекционных курсах «Математиче-

ская логика и теория алгоритмов» и «Разработка эффективных алгоритмов», чи-

таемых автором, на протяжении ряда лет, в Московском государственном универ-

ситете приборостроения и информатики (МГУПИ), а также на научных публика-

циях, посвященных исследованию и анализу вычислительных алгоритмов. 

Задачи анализа компьютерных алгоритмов не могут быть грамотно сформу-

лированы без понимания основ теории алгоритмов. В связи с этим изложение ма-

териала начинается с введения в теорию алгоритмов и модели вычислений в разде-

ле 1. Далее в разделе 2 достаточно подробно излагается теория ресурсной эффек-

тивности компьютерных алгоритмов. Раздел 3 учебного пособия посвящен кратко-

му изложению общих методов разработки эффективных алгоритмов. В разделе 4 

рассматриваются методы теоретического анализа трудоемкости компьютерных ал-

горитмов в рамках принятой модели вычислений. Весь этот материал иллюстриру-

ется целым рядом примеров разработки и выбора эффективных алгоритмов на ос-

нове их ресурсного анализа в трех главах раздела 5. 

Целевой аудиторией данной книги автор видит, прежде всего, студентов, 

аспирантов и преподавателей, и, предлагая эту книгу уважаемым читателям, автор 
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надеется на то, что они найдут в ней ряд полезных и интересных для себя сведе-

ний и результатов. 

Автор благодарит коллектив издательства «ФИЗМАТЛИТ» за внимание и 

творческое сотрудничество. Особые благодарности автора — моим коллегам — 

коллективам кафедр «Персональные компьютеры и сети» МГУПИ и «Прикладная 

математика и моделирование систем» МГУП, студентам МГУПИ за проведенные 

экспериментальные исследования, а также всем тем, кто меня поддерживал и по-

могал при написании этой книги. 

М. В. Ульянов, 

Москва, март 2007 г. 
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В В Е Д Е Н И Е  

А Л Г О Р И Т М И Ч Е С К О Е  О Б Е С П Е Ч Е Н И Е  

П Р О Г Р А М М Н Ы Х  С Р Е Д С Т В  И  С И С Т Е М :  

Т Р Е Б О В А Н И Я  И  К Р И Т Е Р И И  О Ц Е Н К И  

Практически значимыми и актуальными в современных наукоемких техно-

логиях становятся сегодня сложные задачи большой размерности и вычислитель-

ной сложности, программные системы обработки потоков задач и обслуживания 

потоков запросов со значительными объемами обрабатываемых данных, эффек-

тивные программные средства для бортовых вычислительных систем, работаю-

щих в режиме реального времени в условиях ограниченных вычислительных ре-

сурсов. Примерами могут служить программные системы, использующие методы 

конечно-элементного анализа для задач расчета деформаций и тепловых полей в 

сложных объектах, программы моделирования сложных систем, программное 

обеспечение информационных, телекоммуникационных систем и компьютерных 

сетей, в том числе информационно-поисковые системы Интернета и др. Актуаль-

ность этой тематики отражена и в приоритетных направлениях развития науки 

России — в перечне критических технологий РФ. 

К современным программным средствам и системам, предназначенным для 

решения указанного круга задач, предъявляется ряд достаточно жестких требова-

ний по ресурсной эффективности, при этом такие характеристики их качества, как 

временная эффективность и ресурсоемкость являются одними из определяющих. 

Решение этих приоритетных, и ряда других практически актуальных задач не мо-

жет опираться только на возрастающие мощности современных компьютеров. 

Поскольку эффективность выбранных алгоритмических решений во многом влия-

ет на характеристики программных систем, то, как один подходов в современных 

наукоемких компьютерных технологиях рассматривается путь совершенствова-

ния их алгоритмического обеспечения. При этом многообразие практических си-

туаций, связанных с необходимостью разработки алгоритмического обеспечения, 

улучшающего ресурсные характеристики программных средств и систем, обу-
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словливает актуальность разработки методов и методик исследования и сравни-

тельного анализа ресурсной эффективности компьютерных алгоритмов. 

Теоретическое исследование алгоритмов, как этап разработки компьютер-

ного алгоритмического обеспечения, приводит к необходимости использования 

методов теории алгоритмов, асимптотического анализа сложности и оценки каче-

ства как самих программных средств и систем. так и их алгоритмического обес-

печения. Несмотря на интенсивные исследования в области классической теории 

алгоритмов и асимптотического анализа сложности, нерешенными остаются не-

которые вопросы сравнительного анализа ресурсной эффективности алгоритмов в 

реальном диапазоне длин входов, где результаты асимптотического анализа не 

всегда могут быть использованы. 

Показатели качества программных средств и систем. В настоящее время 

программные средства и системы рассматриваются как новые, специфические ры-

ночные продукты, для которых такие показатели, как качество, информационная 

безопасность и надежность функционирования, во многом определяют их эконо-

мическую эффективность, возможность реализации и применения. Теории и мето-

ды управления качеством программных продуктов рассматриваются сегодня как 

новое направление в управлении качеством продукции [В.1, В.2], разрабатываются 

специальные методы оценки программных систем. По определению терминологи-

ческого стандарта ИСО 8402 под качеством понимается «совокупность характери-

стик объекта, относящихся к его способности удовлетворять установленные и 

предполагаемые потребности» [В.1]. 

Для конкретных программных систем предпочтения по критериям качества 

формируются на этапе их проектирования и определяются требованиями техни-

ческого задания, отражающего функциональное назначение и специфику области 

их применения. Программы для современных компьютеров, рассматриваемые как 

объекты проектирования и разработки, могут быть охарактеризованы следующи-

ми обобщенными показателями [В.1, В.3], которые существенно влияют на реше-

ния по их алгоритмическому обеспечению: 

— техническим назначением программ и проблемно-ориентированной об-

ластью применения. Уточнение этого обобщенного показателя в техническом за-
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дании приводит к формулировке конкретных ограничений, например по времен-

ной и/или емкостной эффективности программных реализаций; 

— типом решаемых функциональных задач. Этот показатель определяет в 

смысле алгоритмического обеспечения множество существующих алгоритмов 

решения этих задач, при этом выбор и/или разработка рациональных алгоритмов 

является одной из важных задач при создании эффективных программ; 

— объемом и сложностью совокупности программ и их информационного 

обеспечения в разрабатываемой программной системе; 

— требуемыми значениями характеристик качества функционирования про-

грамм и величиной допустимого риска. 

В настоящее время существует целый ряд стандартов в области характери-

стик качества программных систем, достаточно полно изложенных в [В.1]. Из со-

вокупности общих характеристик качества можно выделить следующую группу 

характеристик, на которые оказывают существенное влияние решения, принятые 

на этапе разработки алгоритмического обеспечения: 

— временная эффективность — способность программы выполнять задан-

ные действия в интервале времени, отвечающем заданным в техническом задании 

требованиям; 

— используемость ресурсов или ресурсоемкость — минимально необходи-

мые вычислительные ресурсы при эксплуатации программных систем. С точки 

зрения рациональных алгоритмических решений речь идет, в первую очередь, о 

ресурсах оперативной и внешней памяти; 

— анализируемость — возможность прогнозирования временной эффек-

тивности и ресурсоемкости программных систем, во многом определяемой при-

ятыми на этапе разработки математического обеспечения алгоритмическими ре-

шениями; 

— изменяемость или модифицируемость — обеспечение простоты внесения 

необходимых изменений и доработок в программу в процессе эксплуатации, оп-

ределяемая не только качеством программирования, но и «читаемостью» исполь-

зуемых алгоритмов; 
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— стабильность — устойчивая работоспособность программной системы в 

области входных данных, определяемой спецификой применения, обеспечиваемая 

не только тщательностью программирования «особых» ситуаций с данными, но и 

алгоритмическими решениями; 

— тестируемость — полнота проверки возможных маршрутов выполнения 

программы в ограничениях решаемой задачи, задаваемых проблемной областью 

применения. 

Наряду со стандартными, в настоящее время рассматривается и ряд специ-

альных подходов к оценке характеристик качества программного обеспечения. В 

[В.4] предлагается модель идеализированного программного цикла, которая стро-

ится на основе длины, объема, уровней алгоритмических языков и понятия интел-

лектуальной емкости алгоритмов. На этой основе проводится оценка корреляции 

между алгоритмами и их реализациями на алгоритмических языках. Поскольку 

такие измеримые свойства реализации алгоритма, как количество операторов и 

операндов и частота их встречаемости в тексте программной реализации, зависят 

от алгоритмического языка, то в [В.4] вводится параметр интеллектуальной емко-

сти, являющийся постоянным для любой из реализаций алгоритма. Этот параметр 

отражает количество независимых операндов на входе алгоритма и количество 

выходных параметров и представляет собой оценку сложности текста алгоритма. 

Рассматривается также подход к оценке качества программ, основанный на 

предложенной в [В.5] модели аспектов программирования. На этой основе стро-

ится упорядоченная структура элементарных технических показателей качества 

программ. Из традиционных метрик сложности программ, как наиболее интерес-

ные и осмысленные, выбираются мера Холстеда и цикломатическое число. К со-

жалению, приводимые оценки свойств аспектов программирования (полнота, из-

быточность и согласованность) и условия формирования оценок не учитывают 

особенностей алгоритмических решений, принимаемых разработчиками про-

граммных систем. Однако, как отмечается в [В.5], хотя показателей качества про-

грамм чрезвычайно много, они в настоящее время не упорядочены и их недоста-

точно, так как многие практически важные аспекты, понятные специалисту, не 

отражены в этих показателях. Отметим также, что в состав существующих пока-
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зателей качества программных систем явно не входят непосредственные оценки 

качества алгоритмического обеспечения. 

Особенности оценки и требования к алгоритмическому обеспечению в 

различных проблемных областях. Создание алгоритмического обеспечения яв-

ляется важным этапом разработки программных систем. Конечным результатом 

процесса разработки алгоритмического обеспечения является совокупность ал-

горитмов, которые лежат в основе последующей программной или программно-

аппаратной реализации. Эффективность использования ресурсов компьютера, 

хотя отчасти и определяется выбором среды реализации, языка и тщательностью 

программирования, но в основном зависит от разработанных и/или выбранных 

алгоритмов. Как правило, в качестве основных критериев оценки алгоритма ис-

пользуется временная и емкостная сложность, т. е. оценки требований алгоритма 

к ресурсам процессора и оперативной памяти. 

Необходимость получения оценок или границ для объема памяти или вре-

мени выполнения, равно как и прочих ресурсов компьютера, является основной 

практически значимой причиной теоретического и экспериментального анализа 

алгоритмов. Результаты такого анализа важны при проектировании программных 

систем, чтобы исключить превышения ограничений технического задания по па-

мяти или временной эффективности, а также выявить узкие по ресурсоемкости 

места алгоритмического обеспечения. В рамках проведения такого анализа жела-

тельно иметь количественный критерий для сравнения разных алгоритмов реше-

ния одой задачи, равно как и механизм выявления более рациональных по ресурс-

ной эффективности алгоритмов. 

Очевидно, эта задача является только частью одного из этапов разработки 

математического и программного обеспечения. Само программное обеспечение 

имеет широкий спектр собственных оценочных критериев, широко обсуждаемых 

в современной литературе. При этом сложность и разноплановый характер при-

менения современных программных средств и систем обусловливают и ком-

плексный подход к их оценке, учитывающий различные, порой противоречивые, 

критерии и требования. Это важная практическая и научная задача, которой по-

священо много современных публикаций — укажем, например, на достаточно 
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полное исследование вопросов качества программного обеспечения, содержащее-

ся в монографиях В. В. Липаева [В.1, В.2]. Применение такого комплексного под-

хода целесообразно также и для оценки ресурсной эффективности алгоритмов и 

их программных реализаций. Это приводит к необходимости учета не только 

временной эффективности алгоритма, определяемой его функцией трудоемкости 

и средой реализации, но и ряда дополнительных оценок, отражающих требования 

алгоритма и реализующей его программы к другим ресурсам компьютера. К та-

ким ресурсам можно отнести ресурсы оперативной памяти, необходимые для 

хранения исходных данных, промежуточных и окончательных результатов, ма-

шинного кода программы, и ресурс стека. Отметим, что в терминах этих же оце-

нок могут быть сформулированы и требования, предъявляемые к алгоритму со 

стороны разработчиков программной системы, учитывающие специфику его при-

менения. Очевидно, что в зависимости от области применения важность каждого 

ресурса будет изменяться, что приводит к необходимости введения весовых ко-

эффициентов для компонентов функции ресурсной эффективности алгоритма. 

Такие весовые коэффициенты могут быть интерпретированы как удельные стои-

мости ресурсов. Рассмотрим наиболее характерные особенности оценки качества 

программного и, в основном, алгоритмического обеспечения для некоторых про-

блемных областей: 

— научно-технические задачи большой сложности — программные систе-

мы, ориентированные на эту проблемную область, характеризуются большим 

удельным весом вычислений с действительными числами. При этом временные 

затраты вычислений преобладают над операциями ввода/вывода. Большие объе-

мы исходных данных и промежуточных результатов приводят к необходимости 

компромисса между временной эффективностью, точностью результатов и объ-

емами требуемой оперативной памяти; 

— сетевое программное обеспечение и распределенные системы — одно из 

основных требований к таким программным системам — обеспечение минималь-

но возможного времени передачи пакетов данных и их диспетчеризации в дина-

мически изменяющихся условиях. Реализация этих требований приводит к необ-

ходимости быстрого и эффективного решения задачи адаптивной маршрутизации. 
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Для этой сложной задачи продолжается поиск алгоритмов, эффективных как по 

временным затратам на расчеты маршрутов, так и по полученным результатам, 

т. е. по среднему времени передачи пакетов данных; 

— системы управления базами данных и знаний — эта область применения 

программного обеспечения характеризуется, прежде всего, значительными объе-

мами обрабатываемой информации и созданием специальных структур данных, 

поддерживающих алгоритмы быстрого поиска. Отметим, что на поиск информа-

ции в этих системах предъявляются достаточно жесткие временные ограничения. 

В этой связи укажем на актуальную задачу, решение которой связано с эффектив-

ными алгоритмами многоключевого поиска — задачу разработки «поисковых 

машин» в современных Интернет-технологиях; 

— диалоговые и мультимедийные системы — отличительной особенностью 

в оценке качества таких систем является время отклика на запрос, тем самым 

временные требования заставляют разработчиков уделять серьезное внимание 

эффективности, как алгоритмов решения проблемных задач, так и алгоритмов 

мультимедийного общения; 

— программное обеспечение бортовых компьютеров — это группа про-

граммных продуктов с наиболее жесткими требованиями и по времени выполне-

ния, и по занимаемой оперативной памяти. Ряд дополнительных требований, свя-

занных с точностью расчетов, надежностью программного обеспечения, только 

усиливает необходимость тщательного подхода к разработке алгоритмического 

обеспечения таких программных продуктов; 

— программное обеспечение встраиваемых микропроцессорных систем, где, 

помимо временных требований, существенную роль при выборе алгоритмического 

обеспечения играют ресурсные ограничения по памяти. Дополнительно предъяв-

ляются также требования по надежности и устойчивости программного обеспече-

ния. В рамках анализа алгоритмов в этой проблемной области необходимо также 

учитывать специфику машинных команд, особенно для микропроцессоров с RISC  

архитектурой. 

Отметим, что требуемые ресурсы определяются как собственно самим алго-

ритмом, так и характеристиками множества исходных данных, определяемыми 
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областью применения. Ресурс памяти может также зависеть и от особенностей 

поддерживаемых выбранным языком программирования типов и структур данных 

и тщательности программной реализации. 

Учет ресурсной эффективности на этапах разработки алгоритмического 

обеспечения. Более детальное представление о месте этапа анализа и исследования 

ресурсной эффективности компьютерных алгоритмов в разработке математическо-

го обеспечения программных средств и систем может быть получено на основе рас-

смотрения стандартных этапов решения вычислительных задач: 

— постановка задачи; 

— выбор математической модели задачи; 

— детальная разработка структур данных; 

— разработка или выбор алгоритма на основе математической модели и вы-

бранных структур данных; 

— анализ алгоритма, включая анализ его ресурсной эффективности; 

— модификация алгоритма; 

— программирование в выбранной среде реализации; 

— тестирование и отладка программного обеспечения. 

Рассмотрим более подробно основные проблемы, возникающие на этих эта-

пах, которые связаны с разработкой и выбором алгоритма решения задачи: 

Выбор математической модели задачи. Выбор той или иной математической 

модели в значительной степени влияет на последующие алгоритмические реше-

ния и, следовательно, является одним из важных этапов общей процедуры реше-

ния задачи [В.6]. 

В качестве примера существенного влияния модели на алгоритмические 

решения рассмотрим задачу построения разреза объемной детали. При использо-

вании дискретной трехмерной модели деталь представляется трехмерной  1,0  — 

матрицей принадлежности элементарного дискрета объема прямоугольного па-

раллелепипеда элементарному дискрету данной детали. В этой модели разрез де-

тали плоскостью, параллельной одной из осей, уже содержится в самой модели. 

Реализация данной модели требует значительного объема оперативной и внешней 
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памяти, но обеспечивает хорошие временные характеристики для рассматривае-

мой задачи. 

При использовании реберно-граневой модели деталь представляется в виде 

совокупности точек, ребер и граней, заданных соответствующими массивами. При 

решении задачи разреза на основе этой модели требуется нахождение точек пере-

сечения секущей плоскости с каждым ребром и построение контура разреза по по-

лученным точкам. Использование данной модели обеспечивает компактное хране-

ние, но требует, по сравнению с дискретной трехмерной моделью, существенно 

большего количества вычислений для получения результата. Отметим, что такое 

соотношение между ресурсом оперативной памяти, используемым алгоритмом, и 

временными оценками характерно для целого ряда задач [В.7]. Достаточно часто 

для повышения временной эффективности программной реализации приходится 

выбирать алгоритм, требующий значительных дополнительных объемов оператив-

ной памяти, примером может служить алгоритм сортировки методом индексов. 

Детальная разработка структур данных. На основе выбранной модели про-

изводится формализация исходных данных, промежуточных и конечных резуль-

татов в терминах выбранных структур, которые отражают принятую математи-

ческую модель задачи. В ряде случаев особое внимание обращается на внутрен-

ние структуры представления промежуточных результатов, например, структура 

пирамиды в одноименном алгоритме быстрой сортировки. Важность использо-

вания эффективных структур данных, в частности абстрактных типов данных и 

специальных структур хранения, обсуждается в целом ряде работ [В.7, В.8]. Ряд 

эффективных структур данных, например, красно-черные деревья, позволяют 

для некоторых задач получить алгоритмы, работающие с оценками трудоемко-

сти, равными или близкими к теоретической нижней границе сложности задачи. 

Как правило, совместно с эффективными структурами данных разрабатываются 

и специальные процедуры и функции для выполнения стандартных операций на 

этих структурах. 

Разработка или выбор алгоритма решения задачи с учетом математической 

модели и структур данных. Этот этап, в общем случае, включает в себя разработ-

ку общего алгоритма по крупным функциональным блокам и разработку или вы-
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бор частных алгоритмов для выделенных блоков. При этом, как правило, общий 

алгоритм решения существенно опирается на выбранную математическую мо-

дель. Частные алгоритмы для подзадач разрабатываются на принятых внутренних 

структурах данных. Отметим, что как для общего алгоритма решения, так и для 

алгоритмов частных подзадач, разработчики сталкиваются с необходимостью 

наиболее рационального выбора из «веера» существующих алгоритмов. Решение 

о необходимости разработки новых или модификации существующих алгоритмов 

принимается на основе результатов проведенного анализа. Дополнительные усло-

вия, приводящие к необходимости разработки или модификации алгоритмов при 

создании математического обеспечения программных систем, могут быть связаны 

не только с временными характеристиками, но и с требованиями по точности, 

особенно при решении оптимизационных задач. 

Анализ алгоритма. Укажем основные составляющие этого этапа и рассмот-

рим более подробно их содержание: 

Проверка правильности алгоритма. В этой части анализа с применением 

различных методов верификации [В.9] проверяется правильность работы предло-

женного общего алгоритма и частных алгоритмов функциональных блоков. При 

этом в первую очередь требуется тщательная проверка для особых ситуаций с ис-

ходными данными. Результаты проверки правильности, как правило, приводят к 

изменениям алгоритма, связанным с отсечением особых ситуаций с данными и 

обеспечением устойчивой работы алгоритма для допустимой области исходных 

значений. Другая цель такой проверки — выявление подмножества множества 

входов алгоритма, в котором наблюдается неустойчивое поведение результатов (в 

основном по точности), связанное как с самими математическими методами, так и 

с накоплением ошибок в ходе циклических вычислений. Заметим, что необходи-

мость повышения точности выполнения арифметических операций заставляет 

разработчиков использовать специальные методы представления чисел, напри-

мер, системы счисления в остатках [В.10]. 

Теоретический и экспериментальный анализ ресурсной эффективности ал-

горитма. Рассматриваемый алгоритм решения задачи должен быть проверен на 
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временные и ресурсные ограничения. Такого рода исследования предполагаю 

полный анализ алгоритма, включающий в себя следующие этапы: 

— получение оценки объема требуемой оперативной и внешней памяти, в 

том числе и памяти под промежуточные результаты, как функции длины входа 

алгоритма. Отметим, что в теории алгоритмов специально рассматривается класс 

PSPACE , как класс задач с полиномиальной оценкой затрат памяти относительно 

длины входа [В.11]; 

— получение оценки сложности алгоритма как асимптотической оценки 

функции его трудоемкости; методы получения таких оценок достаточно хорошо 

представлены в литературе; 

— теоретическое получение функции трудоемкости алгоритма для лучшего, 

худшего и среднего случая на множестве исходных данных. Аргументом функции 

является длина входа, а значением — количество базовых операций в выбранной 

модели вычислений; 

— экспериментальный анализ трудоемкости алгоритма — получение экспе-

риментальных значений счетчика обобщенных базовых операций для различных 

входов и построение экспериментальной оценки трудоемкости для среднего слу-

чая или прогноз трудоемкости, например на основе применения аппарата марков-

ских случайных процессов; 

— коррекция теоретической функции трудоемкости на основе данных экс-

периментального анализа при ситуации с трудностями теоретического обоснова-

ния вероятностного поведения алгоритма в среднем случае; 

— получение временных характеристик функционирования алгоритма для 

заданной аппаратной конфигурации компьютера и программной среды реализа-

ции; 

— определение допустимых границ применимости алгоритма по характе-

ристикам исходных данных в рамках заданных временных ограничений; 

— построение совокупной экономической оценки эффективности алгоритма 

в параметрах «ресурсы памяти — время выполнения» или «ресурсы памяти и 

процессора — точность». 
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Модификация алгоритма. Если предложенные алгоритмические решения не 

удовлетворяют критериям по времени, ресурсам памяти или точности вычисле-

ний, то выполняется, если это возможно, модификация алгоритма с последующим 

возвратом к этапу анализа. Такая модификация может включать в себя как поиск 

и выбор более производительных алгоритмов для функциональных блоков, так и 

частичные модификации уже принятых алгоритмов, в особенности «узких мест» 

по трудоемкости, выявленных на этапе анализа. При невыполнении поставленных 

в техническом задании ресурсных ограничений могут потребоваться более широ-

кие исследования, связанные с поиском или разработкой алгоритма, более эффек-

тивного в данной системе критериев оценки. В любом случае для принятия обос-

нованного решения необходим аппарат сравнительного анализа ресурсной эффек-

тивности компьютерных алгоритмов. 

Заключение. В настоящее время известно достаточно большое количество 

разнообразных по своим характеристикам компьютерных алгоритмов решения 

актуальных практических задач. В связи с этим, при разработке алгоритмического 

обеспечения возникает практическая необходимость исследования, оценки и 

сравнительного анализа ресурсной эффективности различных алгоритмов, пред-

назначенных для решения некоторой задачи в области того множества входов, ха-

рактеристики которого определяются спецификой области применения. Результа-

ты такого сравнительного анализа позволяют обосновать в принятой системе ко-

личественных оценок выбор рациональных ресурсно-эффективных алгоритмов и 

сформулировать рекомендации по их совершенствованию. Изложению элементов 

теории ресурсной эффективности и ряда примеров разработки и рационального 

выбора компьютерных алгоритмов и посвящена эта книга. 
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Р А З Д Е Л  I  

А Л Г О Р И Т М Ы  И  М О Д Е Л И  В Ы Ч И С Л Е Н И Й  

Цель настоящего раздела — кратко познакомить читателя с основными по-

нятиями и положениями теории алгоритмов — науки, без знания фундаменталь-

ных результатов которой невозможно говорить о ресурсно-эффективных компью-

терных алгоритмах. Автор считает также необходимым кратко изложить материал 

о моделях вычислений, поскольку именно на их основе вводятся и исследуются 

ресурсные оценки алгоритмов, позволяющие сравнивать алгоритмы решения од-

ной и той же задачи между собой и, в конце концов, выбирать наиболее рацио-

нальные при данных условиях применения. 

Г Л А В А  1 .  

Э Л Е М Е Н Т Ы  Т Е О Р И И  А Л Г О Р И Т М О В  

Введение 

Задача точного определения понятия алгоритма, разработка формальных 

моделей описания алгоритмов, формулировка их основных свойств и требований, 

составляют предмет исследований в теории алгоритмов. На основе формализации 

понятия алгоритма возможно сравнение алгоритмов по их эффективности, про-

верка их эквивалентности, определение областей применимости. 

Разработанные в 1930-х годах формальные модели вычислений (Пост, Тью-

ринг, Черч) [1.1, 1.2], равно как и предложенные в 1950-х годах модели и описа-

ния Колмогорова и Маркова, оказались эквивалентными в том смысле, что любой 

класс проблем, разрешимых в одной модели, разрешим и в другой. Все эти опре-

деления алгоритма являются равнозначными и определяют один и тот же класс 

алгоритмически вычислимых функций, что отражают известные тезисы Поста, 

Черча и Тьюринга [1.3]. Важным этапом в развитии теории алгоритмов стали 

формулировка и доказательство алгоритмически неразрешимых проблем. В 1950-
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е годы существенный вклад в теорию алгоритмов внесли работы Колмогорова и 

Маркова. К 1960 – 70-м годам оформились следующие направления в теории ал-

горитмов: 

— классическая теория алгоритмов — создание и исследование различных 

формальных моделей вычислений, исследование алгоритмов в формализме ма-

шины Тьюринга, доказательство алгоритмической неразрешимости и т. д. 

— теория сложности вычислений — формулировка задач в терминах фор-

мальных языков, понятие задачи разрешения, введение сложностных классов, 

формулировка проблемы NPP  , открытие класса NP -полных задач и его иссле-

дование; 

— теория асимптотического анализа алгоритмов — исследование сложности и 

трудоёмкости алгоритмов в асимптотических оценках, формулировка критериев 

оценки, методы получения асимптотических оценок, в частности для класса рекур-

сивных алгоритмов, асимптотический анализ времени выполнения; 

— практический анализ вычислительных алгоритмов — получение практиче-

ски значимых оценок, разработка критериев качества алгоритмов и методов выбора 

рациональных алгоритмов; (основополагающей работой в этом направлении, оче-

видно, следует считать фундаментальный труд Д. Кнута «Искусство программиро-

вания для ЭВМ» [1.4]). 

В настоящее время теория алгоритмов образует теоретический фундамент 

вычислительных наук, а полученные на ее основе рекомендации получают всё 

большее распространение в области программирования. Цель настоящей главы — 

на уровне введения познакомить читателей с основными положениями теории ал-

горитмов, включая алгоритмически неразрешимые проблемы и некоторыми клас-

сами задач, рассматриваемых в теории сложности вычислений. 

1.1 Понятие и определения алгоритма 

Происхождение термина «алгоритм». Термин «алгоритм» обязан своим 

происхождением великому ученому средневекового Востока — Муххамаду ибн 

Муса ал-Хорезми (Магомет, сын Моисея, из Хорезма. ~783-850). В латинских пе-

реводах арифметического трактата ал-Хорезми его имя транскрибировалось как 

algorismi. Именно эта транскрипция явилась основой термина «алгоритм» — сна-
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чала для обозначения цифровых вычислений в арифметике, а затем для обозначе-

ния произвольных процессов, в которых искомые величины решаемых задач на-

ходятся последовательно на основе исходных данных по определенным правилам 

и инструкциям. 

Интуитивное понятие алгоритма. Во всех сферах своей деятельности, и в 

частности в сфере обработки информации, человек сталкивается с различными 

способами или методами решения разнообразных задач. Они определяют порядок 

выполнения некоторых действий для получения желаемого результата — мы мо-

жем трактовать это как первоначальное или интуитивное определение алгоритма. 

Таким образом, можно нестрого определить алгоритм как однозначно трактуемую 

процедуру решения задачи, т. е. как задание порядка выполнения действий для 

получения желаемого результата. Дополнительное требование о выполнении всей 

последовательности действий, задаваемых алгоритмом, за конечное время для 

всех допустимых входных данных приводят к следующему неформальному (ин-

туитивному) определению алгоритма: 

Алгоритм — это заданное на некотором языке конечное предписание, за-

дающее конечную последовательность выполнимых и точно определенных эле-

ментарных операций для решения задачи, общее для класса возможных исходных 

данных. 

Несмотря на усилия ученых, сегодня отсутствует одно исчерпывающе стро-

гое словесное определение понятия «алгоритм». Из разнообразных вариантов та-

ких словесных определений наиболее удачные, по мнению автора, принадлежат 

российским ученым А.Н. Колмогорову [1.5] и А.А. Маркову [1.6]: 

Определение 1.1 (А.Н. Колмогоров) 

Алгоритм — это всякая система вычислений, выполняемых по строго опре-

деленным правилам, которая после какого-либо числа шагов заведомо приводит к 

решению поставленной задачи. 

Определение 1.2 (А.А. Марков) 

Алгоритм — это точное предписание, определяющее вычислительный 

процесс, идущий от варьируемых исходных данных к искомому результату. 
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К началу ХХ века такие разделы математики, как алгебра и теория чисел, 

дали много ярких примеров алгоритмов, соответствующих приведенным выше 

определениям. Среди них укажем алгоритм Евклида нахождения наибольшего 

общего делителя двух натуральных чисел или двух целочисленных многочленов, 

алгоритм Гаусса решения системы линейных уравнений над полем, алгоритм на-

хождения рациональных корней многочленов одного переменного с рациональ-

ными коэффициентами, алгоритм Штурма для определения числа действительных 

корней многочлена с действительными коэффициентами на некотором сегменте, 

алгоритм разложения многочлена одного переменного над конечным полем на 

неприводимые множители. 

Однако в начале ХХ века был сформулирован ряд проблем, возможность 

положительного решения которых некоторым алгоритмом представлялась мало-

вероятной. Решение таких проблем потребовало привлечения новых мощных ло-

гических средств. Ведь одно дело доказать существование разрешающего алго-

ритма — это можно сделать, используя интуитивное понятие алгоритма. Другая, 

значительно более сложная задача — доказать отсутствие алгоритма, решающего 

данную проблему. Для решения этой задачи необходим математически строгий 

подход к определению понятия алгоритма. 

Математически строгие подходы к определению алгоритма. Задача ма-

тематически строгого определения понятия алгоритма была решена в 30-х годах 

ХХ века в работах Чёрча, Клини, Поста, Тьюринга в двух формах: на основе по-

нятия рекурсивной функции и на основе описания алгоритмического процесса. 

Рекурсивная функция — это функция, для которой существует алгоритм вычис-

ления ее значений для произвольного значения аргумента на основе известных 

предыдущих значений. Класс рекурсивных функций был определен строго как 

конкретный класс функций в некоторой формальной системе. Был сформулиро-

ван тезис, который называется «тезис Чёрча», утверждающий, что данный класс 

функций совпадает с множеством функций, для которых имеется алгоритм вы-

числения их значений по значению аргументов. Другой подход заключался в том, 

что алгоритм определяется как дискретный процесс, осуществимый на абстракт-

ной машине, называемой «машиной Тьюринга». Был сформулирован тезис — «те-
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зис Тьюринга», утверждающий, что любой алгоритм может быть реализован на 

машине Тьюринга. Оба данных подхода, а также другие подходы (Маркова, По-

ста) привели к определению одного и того же класса алгоритмически вычисли-

мых функций и подтвердили целесообразность использования тезиса Чёрча или 

тезиса Тьюринга для решения алгоритмических проблем. Поскольку понятие ре-

курсивной функции является математически строгим, то можно доказать, что ре-

шающая некоторую задачу функция не является рекурсивной, что эквивалентно 

отсутствию для данной задачи разрешающего ее алгоритма. Аналогично, отсутст-

вие разрешающей машины Тьюринга для некоторой задачи равносильно отсутст-

вию для нее разрешающего алгоритма. Указанные результаты составляют основу 

так называемой дескриптивной теории алгоритмов, основным содержанием кото-

рой является классификация задач по признаку алгоритмической разрешимости, 

то есть получение высказываний типа «Задача Z  алгоритмически разрешима» или 

«Задача Z  алгоритмически неразрешима».  

Формализация понятия алгоритма. Неудобства словесных определений 

связаны с проблемой однозначной трактовки терминов. В таких определениях 

должен быть, хотя бы неявно, указан исполнитель действий или предписаний. Ал-

горитм вычисления производной для полинома фиксированной степени вполне 

ясен тем, кто знаком с основами математического анализа, но для прочих он мо-

жет оказаться совершенно непонятным. Это рассуждение заставляет нас указать 

так же вычислительные возможности исполнителя, а именно уточнить какие опе-

рации для него являются «элементарными». Другие трудности связаны с тем, что 

если даже алгоритм заведомо существует, то его очень трудно описать в некото-

рой заранее заданной форме. Классический пример такой ситуации — алгоритм 

завязывания шнурков на ботинках «в бантик». Вы сможете дать только словесное 

описание этого алгоритма без использования иллюстраций? 

В связи с этим формально строгие определения понятия алгоритма связаны 

с введением специальных математических конструкций — формальных алгорит-

мических систем или моделей вычислений, каковыми являются машина Поста, 

машина Тьюринга, рекурсивно-вычислимые функции Черча, и постулированием 

тезиса об эквивалентности такого формализма и понятия «алгоритм». Несмотря 
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на принципиально разные строгие подходы, используемые в теории алгоритмов, 

интересным результатом является формулировка гипотез об эквивалентности 

этих формальных определений в смысле их равномощности. Более подробную 

информацию о классической теории алгоритмов читатель найдет, например. в 

[1.3], в рамках данной книги автор ограничивается элементарным изложением 

машин Поста и Тьюринга и введением в проблематику теории алгоритмов. 

Машина Поста. Одной из фундаментальных статей, лежащей в основе со-

временной теории алгоритмов, является статья Эмиля Поста (Emil Post), «Финит-

ные комбинаторные процессы, формулировка 1», опубликованная в 1936 году в 

сентябрьском номере «Журнала символической логики» [1.1]. Пост рассматривает 

общую проблему, состоящую из множества конкретных проблем, при этом реше-

нием общей проблемы является такое решение, которое доставляет ответ для ка-

ждой конкретной проблемы. Например, решение уравнения 093 x  — это одна 

из конкретных проблем, а решение уравнения 0 bax  — это общая проблема, 

тем самым алгоритм должен быть универсальным, т. е. должен быть соотнесен с 

общей проблемой. Отметим, что сам термин «алгоритм» не используется Э. По-

стом, его заменяет в статье понятие набора инструкций. 

Основные понятия алгоритмического формализма Поста — это пространст-

во символов, в котором задаётся конкретная проблема и получается ответ, и набор 

инструкций, т. е. операций в пространстве символов, задающих как сами опера-

ции, так и порядок их выполнения. Постовское пространство символов представ-

ляет собой бесконечную ленту ящиков (ячеек), каждый из которых может быть 

или помечен или не помечен, что схематично показано на рисунке 1.1. 

 

Рис. 1.1. Лента ячеек в машине Поста 

Конкретная проблема задается «внешней силой» (термин Поста) пометкой 

конечного числа ящиков, при этом, очевидно, что любая конфигурация начинает-

ся и заканчивается помеченным ящиком. После применения к конкретной про-

V V V V V 
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блеме некоторого набора инструкций решение представляется также в виде набо-

ра помеченных и непомеченных ящиков, распознаваемое той же внешней силой. 

Пост предложил набор инструкций или элементарно выполнимых операций, ко-

торые выполняет «работник», отметим в этой связи, что в 1936 году не было еще 

ни одной работающей электронной вычислительной машины. Сегодня мы бы ска-

зали, что этот набор инструкций является минимальным набором битовых опера-

ций элементарного процессора: 

1. Пометить ящик, если он пуст; 

2. Стереть метку, если она есть; 

3. Переместиться влево на 1 ящик; 

4. Переместиться вправо на 1 ящик; 

5. Определить помечен ящик или нет, и по результату перейти на одну из 

двух указанных инструкций; 

6. Остановиться. 

Отметим, что формулировка первых двух инструкций включает в себя за-

щиту от неправильных ситуаций с данными. Программа представляет собой ну-

мерованную последовательность инструкций, причем переходы производятся на 

указанные в ней номера других инструкций. Программа, или набор инструкций в 

терминах Э. Поста, является одной и той же для всех конкретных проблем, и по-

этому соотнесена с общей проблемой — таким образом, Пост формулирует тре-

бование универсальности алгоритма. 

Далее Э. Пост вводит следующие понятия: 

— набор инструкций применим к общей проблеме, если для каждой кон-

кретной проблемы не возникает коллизий в инструкциях 1 и 2, т. е. никогда про-

грамма не стирает метку в пустом ящике и не устанавливает метку в помеченном 

ящике; 

— набор инструкций заканчивается, если после конечного количества ин-

струкций выполняется инструкция 6; 

— набор инструкций задаёт финитный 1-процесс, если набор применим и 

заканчивается для каждой конкретной проблемы; 
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— финитный 1-процесс для общей проблемы есть 1-решение, если ответ для 

каждой конкретной проблемы правильный, что определяется внешней силой, за-

дающей конкретную проблему. 

По Э. Посту проблема задаётся внешней силой путем пометки конечного 

количества ящиков ленты. В более поздних работах по машине Поста [1.7] приня-

то считать, что машина работает в единичной системе счисления (0=V; 1=VV; 

2=VVV), т. е. ноль представляется одним помеченным ящиком, а целое положи-

тельное число — помеченными ящиками в количестве на единицу больше его 

значения. Поскольку множество конкретных проблем, составляющих общую про-

блему, является счетным, то можно установить взаимно однозначное соответст-

вие (биективное отображение) между множеством положительных целых чисел 

N  и множеством конкретных проблем. Общая проблема называется по Посту 1-

заданой, если существует такой финитный 1-процесс, что, будучи применим к 

Nn  в качестве исходной конфигурации ящиков, он задает n -ую конкретную 

проблему в виде набора помеченных ящиков в пространстве символов. 

Если общая проблема 1-задана и 1-разрешима, то, соединяя наборы инст-

рукций по заданию проблемы и ее решению, мы получаем ответ по номеру про-

блемы — это и есть формулировка 1 в терминах статьи Э. Поста. 

Э. Пост завершает свою статью следующей фразой [1.7]: «Автор ожидает, 

что его формулировка окажется логически эквивалентной рекурсивности в смыс-

ле Гёделя — Черча. Цель формулировки, однако, в том, чтобы предложить систе-

му не только определенной логической силы, но и психологической достоверно-

сти. В этом последнем смысле подлежат рассмотрению всё более и более широ-

кие формулировки. С другой стороны, нашей целью будет показать, что все они 

логически сводимы к формулировке 1. В настоящий момент мы выдвигаем это 

умозаключение в качестве рабочей гипотезы. … Успех вышеизложенной про-

граммы заключался бы для нас в превращении этой гипотезы не столько в опре-

деление или аксиому, сколько в закон природы». 

Таким образом, гипотеза Поста состоит в том, что любые более широкие 

формулировки в смысле алфавита символов ленты, набора инструкций, представ-
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ления и интерпретации конкретных проблем сводимы к формулировке 1 (см. рис 

1.2). 

Рис. 1.2 Графическая интерпретация гипотезы Поста. 

Следовательно, если гипотеза верна, то любые другие формальные опреде-

ления, задающие некоторый класс алгоритмов, эквивалентны классу алгоритмов, 

заданных формулировкой 1, «обоснование этой гипотезы происходит сегодня не 

путем строго математического доказательства, а на пути эксперимента — дейст-

вительно, всякий раз, когда нам указывают алгоритм, его можно перевести в фор-

му программы машины Поста, приводящей к тому же результату» [1.7]. 

Машина Тьюринга. Алан Тьюринг (Alan Turing) в 1936 году опубликовал 

в трудах Лондонского математического общества статью «О вычислимых числах 

в приложении к проблеме разрешения», которая наравне с работами Поста и Чер-

ча лежит в основе современной теории алгоритмов [1.2]. Предыстория создания 

этой работы связана с формулировкой Давидом Гильбертом на Международном 

математическом конгрессе в Париже в 1900 году нерешенных математических 

проблем. Одной из них была задача доказательства непротиворечивости системы 

аксиом обычной арифметики, которую Гильберт в дальнейшем уточнил как «про-

блему разрешимости» — нахождение общего метода, для определения выполни-

мости данного высказывания на языке формальной логики. Статья Тьюринга как 

раз и давала ответ на эту проблему — вторая проблема Гильберта оказалась не-

разрешимой. Но значение статьи Тьюринга выходило далеко за рамки той задачи, 

по поводу которой она была написана. 

Приведем характеристику этой работы, принадлежащую Джону Хопкрофту 

[1.8]: «Работая над проблемой Гильберта, Тьюрингу пришлось дать четкое опре-

деление самого понятия метода. Отталкиваясь от интуитивного представления о 

методе как о некоем алгоритме, т. е. процедуре, которая может быть выполнена 

механически, без творческого вмешательства, он показал, как эту идею можно во-
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плотить в виде подробной модели вычислительного процесса. Полученная модель 

вычислений, в которой каждый алгоритм разбивался на последовательность про-

стых, элементарных шагов, и была логической конструкцией, названной впослед-

ствии машиной Тьюринга». 

Машина Тьюринга является расширением модели конечного автомата, рас-

ширением, включающим потенциально бесконечную память с возможностью пе-

рехода (движения) от обозреваемой в данный момент ячейки к ее левому или пра-

вому соседу [1.9]. Формально машина Тьюринга может быть описана следующим 

образом — пусть заданы: 

— конечное множество состояний Q , в которых может находиться машина 

Тьюринга; 

— конечное множество символов ленты  ; 

— функция   (функция переходов или программа), которая задается ото-

бражением пары из декартова произведения Q  (машина находится в состоя-

нии iq  и обозревает символ i ) в тройку декартова произведения  RLQ ,  

(машина переходит в состояние jq , заменяет символ i  на символ j  и передви-

гается влево или вправо на один символ ленты): 

  RLQQ , ; 

— существует выделенный пустой символ e ; 

— подмножество   — входной алфавит,  , определяется как подмно-

жество входных символов ленты, причем символ e ; 

— одно из состояний Qq 0  является начальным состоянием машины. 

Решаемая проблема задается путем записи на ленту конечного количества 

символов is , образующих слово   в алфавите  , что схематично показано на ри-

сунке 1.3. После задания проблемы машина переводится в начальное состояние, и 

головка устанавливается у самого левого непустого символа, после чего в соот-

ветствии с указанной функцией переходов машина начинает заменять обозревае-

мые символы, передвигать головку вправо или влево и переходить в другие со-

стояния. Останов машины происходит в том случае, если для пары  ii sq ,  функ-

ция перехода не определена. 
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Рис 1.3 Задание решаемой проблемы на машине Тьюринга 

А. Тьюринг высказал предположение, что любой алгоритм в интуитивном 

смысле этого слова может быть представлен эквивалентной машиной в предло-

женной им модели вычислений. Это предположение известно как тезис Черча-

Тьюринга. Каждый компьютер может моделировать машину Тьюринга, для этого 

достаточно моделировать операции перезаписи ячеек, сравнения и перехода к 

другой соседней ячейке с учетом изменения состояния машины. Таким образом, 

компьютер может моделировать алгоритмы в машине Тьюринга, и из этого тезиса 

следует, что все компьютеры, независимо от мощности, архитектуры и других 

особенностей, эквивалентны с точки зрения принципиальной возможности реше-

ния алгоритмически разрешимых задач. 

Алгоритмически неразрешимые проблемы. За время своего существова-

ния человечество придумало множество алгоритмов для решения разнообразных 

практических и научных проблем. Зададимся вопросом — а существуют ли какие-

нибудь проблемы, для которых невозможно придумать алгоритмы их решения? 

Утверждение о существовании алгоритмически неразрешимых проблем является 

весьма сильным — мы констатируем, что мы не только сейчас не знаем соответ-

ствующего алгоритма, но мы не можем принципиально никогда его найти. 

Успехи математики к концу XIX века привели к формированию мнения, ко-

торое выразил Д. Гильберт — «в математике не может быть неразрешимых про-

блем», в связи с этим формулировка Гильбертом нерешенных проблем на кон-

грессе в Париже в 1900 году была руководством к действию, констатацией отсут-

ствия решений лишь на данный момент. Первой фундаментальной теоретической 

работой, связанной с доказательством алгоритмической неразрешимости, была 

работа К. Гёделя — его теорема о неполноте символических логик. Это строго 

формулированная математическая проблема, для которой не существует решаю-

щего ее алгоритма. Усилиями различных исследователей список алгоритмически 

неразрешимых проблем был значительно расширен. Сегодня при доказательстве 

e s1 s2 s3 s4 sn …………………
… 

e 
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алгоритмической неразрешимости некоторой проблемы принято сводить ее к 

ставшей классической задаче — «проблеме останова» машины Тьюринга. 

В данном направлении получен ряд фундаментальных результатов. Среди 

них отметим отрицательное решение П. С. Новиковым в 1952 году классической 

проблемы тождества для конечно определенных групп, сформулированной Деном 

еще в 1912 году, и доказательство в 1970 году Ю. В. Мятиясевичем алгоритмиче-

ской неразрешимости 10-й проблемы Гильберта. Десятая проблема Гильберта, 

формулируется следующим образом: «10. Задача о разрешимости диофантова 

уравнения. Пусть задано диофантово уравнение с произвольными неизвестными и 

целыми рациональными числовыми коэффициентами. Указать способ, при помо-

щи которого возможно после конечного числа операций установить, разрешимо 

ли это уравнение в целых рациональных числах». 

В настоящее время основой доказательства алгоритмической неразрешимо-

сти является следующая теорема о алгоритмической неразрешимости проблемы 

останова, доказательство которой читатель может найти, например, в [1.9]. 

Теорема. Не существует алгоритма (машины Тьюринга), позволяющего по 

описанию произвольного алгоритма и его исходных данных, при этом и алгоритм 

и данные заданы символами на ленте машины Тьюринга, определить, останавли-

вается ли этот алгоритм на этих данных или работает бесконечно. 

 

Таким образом, фундаментально, алгоритмическая неразрешимость связана 

с бесконечностью задаваемых алгоритмом действий, иными словами с невозмож-

ностью предсказать, что для любых исходных данных решение будет получено за 

конечное количество шагов. 

Приведем несколько примеров алгоритмически неразрешимых проблем. 

Пример 1.1. Распределение девяток в записи числа   [1.7]. 

Определим функцию   inf  , где n  — количество девяток подряд в деся-

тичной записи числа  , а i  — номер самой левой после запятой девятки из n  де-

вяток подряд. Поскольку 141592,3 , то   51 f . Задача состоит в вычисле-

нии функции  nf  для произвольно заданного значения n . 
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Поскольку число   является иррациональным и трансцендентным, то мы не 

знаем никакой информации о распределении девяток, равно как и любых других 

цифр, в десятичной записи числа  . Вычисление  nf  связано с вычислением по-

следующих цифр в разложении числа  , до тех пор, пока мы не обнаружим n  де-

вяток подряд. Однако у нас нет общего метода вычисления  nf , поэтому для не-

которых n  вычисления могут продолжаться бесконечно — мы даже не знаем в 

принципе (по природе числа  ) существует ли решение для всех значений n . 

Пример 1.2. Вычисление совершенных чисел [1.10]. 

Совершенные числа – это числа, которые равны сумме своих делителей, на-

пример: 14742128  . Определим функцию  nS , задающую n -ое по счёту 

совершенное число и поставим задачу вычисления  nS  по произвольно заданно-

му значению n . Нет общего метода вычисления совершенных чисел, мы даже не 

знаем о том, является ли множество совершенных чисел конечным или счетным, 

поэтому наш алгоритм должен перебирать все числа подряд, проверяя их на со-

вершенность. Отсутствие общего метода решения не позволяет ответить на во-

прос об останове алгоритма. Если мы проверили m  чисел при поиске n -ого со-

вершенного числа — означает ли это, что его вообще не существует? 

Пример 1.3. Поиск последнего помеченного ящика в машине Поста [1.7]. 

Пусть на ленте машины Поста заданы наборы помеченных ящиков (корте-

жи) произвольной длины с произвольными расстояниями между кортежами и го-

ловка находится у самого левого помеченного ящика. Задача состоит в установке 

головки на самый правый помеченный ящик последнего кортежа. Попытка по-

строения алгоритма, решающего эту задачу приводит к необходимости ответа на 

вопрос — когда после обнаружения конца кортежа мы сдвинулись вправо по пус-

тым ящикам на m  позиций и не обнаружили начало следующего кортежа — 

больше на ленте кортежей нет или они есть где-то правее? Информационная не-

определенность задачи связана с отсутствием информации либо о количестве кор-

тежей на ленте, либо о максимальном расстоянии между кортежами — при нали-

чии такой информации, т. е. при разрешении информационной неопределенности 

задача становится алгоритмически разрешимой. 

Пример 1.4. Проблема эквивалентности алгоритмов [1.9]. 
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По двум произвольным заданным алгоритмам, например, по двум машинам 

Тьюринга, определить, будут ли они выдавать одинаковые выходные результаты 

при любых входных данных. 

Пример 1.5. Проблема тотальности [1.9]. 

По записи произвольно заданного алгоритма определить, будет ли он оста-

навливаться на всех возможных наборах исходных данных. Другая формулировка 

этой задачи выглядит следующим образом: является ли частичный алгоритм всю-

ду определённым алгоритмом? 

Пример 1.6. Проблема соответствий Поста над алфавитом   [1.10]. 

В качестве более подробного примера алгоритмически неразрешимой зада-

чи рассмотрим проблему соответствий, формулировка которой принадлежит По-

сту [5]. Мы выделили эту задачу, поскольку на первый взгляд она выглядит дос-

таточно «алгоритмизиуемой», но, тем не менее, она сводима к проблеме останова 

и является алгоритмически неразрешимой. 

Постановка задачи: 

Пусть дан алфавит 2:   (для алфавита, состоящего из одного символа, 

задача имеет решение) и дано конечное множество пар из   , т. е. пары не-

пустых цепочек произвольного языка над алфавитом    mm yxyx ,,,,: 11  . Про-

блема соответствий Поста состоит в том, что необходимо выяснить существует ли 

конечная последовательность этих пар, не обязательно различных, такая что це-

почка, составленная из левых подцепочек, совпадает с последовательностью пра-

вых подцепочек — такая последовательность называется решающей. 

В качестве примера рассмотрим алфавит  ba, , и две последовательно-

сти входных цепочек. 

1. Входные цепочки:      bbaaabababbb ,,,,, . 

Решающая последовательность для этой задачи имеет вид: 

       babbbbbaaabaaaba ,,,,,,, , так как: bbaabaababbbbaaa  . 

2. Входные цепочки:      aabaabaaabaabaab ,,,,, . 

Данная задача вообще не имеет решения, так как нельзя начинать с пары 

 baaaba,  или  aabaa, , поскольку не совпадают начальные символы подцепочек, 
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но если начинать с цепочки  abaab, , то в последующем не будет совпадать об-

щее количество символов «a », т.к. в других двух парах количество символов « a » 

одинаково. 

В общем случае мы можем построить частичный алгоритм, основанный на 

идее упорядоченной генерации возможных последовательностей цепочек, отме-

тим, что мы имеем счетное множество таких последовательностей, с проверкой 

выполнения условий задачи. Если последовательность является решающей, то мы 

получаем результативный ответ за конечное количество шагов. Поскольку общий 

метод определения отсутствия решающей последовательности не может быть 

указан, т. к. задача сводима к проблеме «останова» и, следовательно, является ал-

горитмически неразрешимой, то при отсутствии решающей последовательности 

алгоритм порождает бесконечный цикл генерации и проверок. 

В теории алгоритмов такого рода проблемы, для которых может быть пред-

ложен частичный алгоритм их решения, частичный в том смысле, что он возмож-

но, но не обязательно, за конечное количество шагов находит решение проблемы, 

называются частично разрешимыми проблемами. Например, проблема останова 

является частично разрешимой проблемой, а проблемы эквивалентности и то-

тальности не являются таковыми. 

Наряду с понятием частично разрешимой проблемы в теории алгоритмов 

вводятся понятия частичного и полного алгоритмов. Пусть ZD  — область (мно-

жество) исходных данных задачи Z , а R  — множество возможных результатов, 

тогда мы можем говорить, что алгоритм осуществляет отображение RDZ  . По-

скольку такое отображение может быть не полным, то алгоритм называется час-

тичным алгоритмом, если мы получаем результат только для некоторых исходных 

данных ZDd   и полным алгоритмом, если алгоритм получает правильный ре-

зультат для всех ZDd  . 

Применение результатов теории алгоритмов. В технику термин «алго-

ритм» пришел вместе с кибернетикой. Применение ЭВМ послужило стимулом 

развития теории алгоритмов и изучения алгоритмических моделей, изучения са-

мих алгоритмов с целью их сравнения по рабочим характеристикам. Возникло 

важное направление в теории алгоритмов — сложность алгоритмов и вычисле-
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ний. Начала складываться так называемая метрическая теория алгоритмов, основ-

ным содержанием которой является классификация задач по сложности. Сами ал-

горитмы стали объектом точного исследования, как и те объекты, для работы с 

которыми они предназначены. На основе результатов теории алгоритмов были 

разработаны быстрые алгоритмы умножения целых чисел, многочленов, матриц, 

решения линейных систем уравнений, которые требуют значительно меньше ре-

сурсов, чем традиционные математические алгоритмы. 

Полученные в теории алгоритмов результаты находят сегодня достаточно 

широкое практическое применение, в рамках которого можно выделить два сле-

дующих аспекта: 

Теоретический аспект: при исследовании некоторой задачи результаты тео-

рии алгоритмов позволяют ответить на вопрос — является ли эта задача в принци-

пе алгоритмически разрешимой. Для алгоритмически неразрешимых задач воз-

можно их сведение к задаче останова машины Тьюринга. В случае алгоритмиче-

ской разрешимости задачи следующим важным теоретическим вопросом является 

вопрос о принадлежности этой задачи к классу NP -полных задач. При утверди-

тельном ответе можно говорить о существенных временных затратах для получе-

ния точного решения этой задачи для больших размерностей исходных данных, 

иными словами — об отсутствии быстрого точного алгоритма ее решения. 

Практический аспект: методы и методики теории алгоритмов, в основном 

разделов асимптотического и практического анализа, позволяют осуществить: 

— получение временных оценок решения сложных задач; 

— получение достоверных оценок невозможности решения некоторой зада-

чи за определенное время, такого рода обратные по временной эффективности за-

дачи оказываются сегодня также востребованы, например, для криптографиче-

ских методов; 

— разработку и совершенствование эффективных алгоритмов решения 

практически значимых задач в области обработки информации. 

Обобщая исследования в различных разделах теории алгоритмов можно 

выделить следующие основные направления развития, характерные для совре-

менной теории алгоритмов: 
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— формализация понятия «алгоритм» и исследование формальных алго-

ритмических систем (моделей вычислений); 

— доказательство алгоритмической неразрешимости задач; 

— формальное доказательство правильности и эквивалентности алгоритмов; 

— классификации задач, определение и исследование сложностных классов; 

— доказательство теоретических нижних оценок сложности задач; 

— получение методов разработки эффективных алгоритмов; 

— асимптотический анализ сложности итерационных алгоритмов; 

— исследование и анализ рекурсивных алгоритмов; 

— получение явных функций трудоемкости алгоритмов; 

— разработка классификаций алгоритмов; 

— исследование емкостной сложности задач и алгоритмов; 

— разработка критериев оценки алгоритмов и методов их сравнительного 

анализа. 

1.2 Требования к алгоритмам и их свойства 

Отметим, что различные определения алгоритма, в явной или неявной фор-

ме, постулируют следующий ряд общих требований к алгоритмам и их свойств. 

Основные требования к алгоритмам. Приведенные в параграфе 1.1. опре-

деления позволяют выделить следующие основные требования к алгоритмам 

[1.11]: 

— правильность, алгоритм должен получать правильное решение по отно-

шению к поставленной задаче. Алгоритм считается правильным, если при любых 

допустимых входных данных он заканчивает работу и выдает результат, удовле-

творяющий требованиям задачи. Особо отметим, что доказательство правильно-

сти алгоритмов составляет предмет специального раздела в теории алгоритмов; 

— универсальность или массовость, алгоритм должен быть единым для 

всех допустимых исходных данных, т. е. должен описывать некоторый универ-

сальный процесс, применимый для различных входных данных из некоторого 

множества. Совокупность этих входных данных соотнесена с общей проблемой, 

решаемой алгоритмом; 
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— конечность записи, запись алгоритма должна содержать конечное коли-

чество элементарно выполнимых операций, называемых также предписаниями 

или действиями; 

— дискретность, процесс решения задачи задается алгоритмом в виде по-

следовательности отдельных операций, следующих друг за другом; 

— конечность количества действий, алгоритм должен выполнять конечное 

количество операций при решении любой допустимой задачи; 

— элементарность операций, каждое действие является или предполагается 

настолько простым, что оно не допускает возможности неоднозначного толкова-

ния; 

— определенность, каждая операция однозначно определена и после вы-

полнения каждого действия однозначно определяется, какое действие будет вы-

полнено следующим; 

— результативность, в момент останова алгоритма известно, что является 

результатом и как он, будучи записан словами алфавита в памяти, интерпретиру-

ется в проблемную область задачи; 

— однозначность, алгоритм считается однозначным, если при применении 

его к одним и тем же входным данным он дает один и тот же выходной результат. 

Основные свойства алгоритмов. Укажем следующие основные свойства 

алгоритма [1.11], уточняющие его определения: 

1. Наличие данных, обрабатываемых алгоритмом. Каждый алгоритм работа-

ет с данными — это входные данные, промежуточные данные и результаты алго-

ритма. Для уточнения понятия данных фиксируется некоторый конечный алфавит 

символов, и указываются правила построения объектов множества данных алго-

ритма — слов данного алфавита. Формальным аппаратом описания таких правил 

являются формальные грамматики, порождающие индуктивное построение объ-

ектов. Наиболее типичными алгоритмическими объектами являются слова конеч-

ной длины в конечных алфавитах. Естественной мерой таких объектов является 

объем — количество символов в слове (длина). При реализации на компьютере 

такими объектами являются целые и действительные числа, логические и сим-
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вольные переменные. На их основе могут быть определены более сложные струк-

турированные объекты: массивы, строки, структуры. 

2. Наличие памяти для размещения данных. Алгоритм использует память 

для размещения промежуточных и выходных данных. Вход алгоритма формиру-

ется в этой же памяти внешней силой (термин Э. Поста [1.7]). Обычно такая па-

мять в формальных системах считается однородной и дискретной — память со-

стоит из однородных ячеек, возможно, адресуемых, причем каждая ячейка может 

содержать или символ алфавита, или слово ограниченной длины. В ЭВМ память 

состоит из адресуемых ячеек (байтов), причем единицы объема данных и памяти 

согласованы так, что в прикладных алгоритмических моделях объем данных 

можно измерять числом ячеек, в которых эти данные размещены. 

3. Априорность операций. Алгоритм есть последовательность элементарных 

шагов или операций, которые известны или заданы до формулировки алгоритма 

(априорно). Исходное множество различных операций в любой формальной сис-

теме (модели вычислений) — конечно. Реально под элементарными шагами мож-

но подразумевать машинные команды, входящие в набор команд компьютера. 

При записи алгоритмов на языках высокого уровня в качестве базовых операций 

могут выступать основные операторы языка. 

4. Детерминированность шагов. Выбранная форма записи однозначно 

должна определять последовательность шагов алгоритма. Это означает, что после 

каждого шага указывается, какой шаг выполняется далее, либо фиксируется за-

вершение работы алгоритма. 

5. Сходимость алгоритма. Это свойство алгоритма результативно останав-

ливаться после конечного количества шагов, зависящего от входных данных в 

памяти, с выдачей результата, правильного для определенного множества вход-

ных данных. 

6. Существование механизма реализации. Алгоритм предполагает механизм 

реализации, который порождает пошаговый процесс вычислений для исходных 

данных в памяти. Это порождение происходит в механизме реализации на основе 

предъявленного описания алгоритма. 
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Имеются также некоторые свойства неформального понятия алгоритма, от-

носительно которых не достигнуто окончательного соглашения. Эти свойства мо-

гут быть сформулированы в виде следующих вопросов. 

7. Следует ли фиксировать конечную границу для размера входных данных? 

8. Следует ли фиксировать конечную границу для числа заданных алгорит-

мом элементарных шагов? 

9. Следует ли фиксировать конечную границу для размера памяти? 

На все эти вопросы далее принимается ответ «НЕТ», поскольку у физически 

существующих ЭВМ соответствующие размеры ресурсов ограничены, хотя воз-

можны и другие варианты ответов. Однако теория, изучающая алгоритмические 

вычисления, осуществимые в принципе, не должна считаться с такого рода огра-

ничениями, поскольку они преодолимы, например, вообще говоря, любой фикси-

рованный размер памяти всегда можно увеличить на одну ячейку. 

Таким образом, уточнение понятия алгоритма связано с уточнением алфави-

та данных и формы их представления, памяти и размещения в ней данных, элемен-

тарных шагов алгоритма и механизма реализации алгоритма. Однако эти понятия 

сами нуждаются в уточнении. Ясно, что их словесные определения потребуют вве-

дения новых понятий, для которых в свою очередь, снова потребуются уточнения и 

т. д. Поэтому в теории алгоритмов принят другой подход, основанный на конкрет-

ной алгоритмической модели, в которой все сформулированные требования вы-

полняются очевидным образом. При этом используемые алгоритмические модели 

универсальны, то есть моделируют любые другие разумные алгоритмические мо-

дели, что позволяет снять возможное возражение против такого подхода: не приво-

дит ли жесткая фиксация алгоритмической модели к потере общности формализа-

ции алгоритма? В связи с этим все рассматриваемые в теории алгоритмов модели 

(модели вычислений) отождествляются с формальным понятием алгоритма. 

1.3 Временная и ёмкостная сложность алгоритма 

Дальнейшее исследование алгоритмов связано с оценками их ресурсоемко-

сти или ресурсной эффективности. Выполнение требования конечности количест-

ва действий еще не говорит о том, насколько долго мы будем ожидать результата. 

В этом смысле было бы целесообразно попытаться получить зависимость ресурс-
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ных оценок алгоритма, как функцию некоторого аргумента. Поскольку интуитив-

но различные конкретные проблемы, скорее всего, будут решаться данным алго-

ритмом за большее время при большем количестве элементов на входе, то в каче-

стве такого аргумента можно выбрать длину входа алгоритма. В классической 

теории под длиной входа понимается число символов ленты машины Тьюринга. 

Однако в рамках практического анализа алгоритмов под длиной входа обычно 

понимается или количество объектов, обрабатываемых алгоритмом (для боль-

шинства случаев — это количество чисел или символов) или некоторая мера ко-

личества этих объектов. 

Наиболее употребительными оценками ресурсной эффективности алгорит-

мов являются: 

— оценка требуемого ресурса процессора — временная сложность; 

— оценка общего объема требуемой памяти — емкостная сложность. 

Такие оценки обычно вводятся на основании следующих рассуждений 

[1.12]. Пусть алгоритм A  предназначен для решения общей задачи Z~ , состоящей 

из ряда конкретных задач Z . При исследовании ресурсной эффективности алго-

ритм A  рассматривается как способ задания последовательности операций, пре-

образующих исходные данные конкретной задачи Z  в требуемый результат. Ис-

пользуемая в алгоритме память для размещения данных при этом проходит ряд 

промежуточных состояний от состояния задания входных данных через промежу-

точные результаты к выходным данным. Переход из одного состояния памяти в 

другое есть результат выполнения одной элементарной операции. Количество 

этих операций есть суммарная трудоемкость, затраченная алгоритмом A  для ре-

шения конкретной задачи из Z . Эта трудоемкость коррелированна с временной 

эффективностью программной реализации алгоритма, что приводит к термину 

временной сложности решения задачи Z  алгоритмом A . 

Обозначим трудоемкость решения конкретной задачи Z  алгоритмом A  че-

рез  Zf A . Трудоемкость алгоритма можно определить, проведя вычислительный 

эксперимент. Однако алгоритм A  предназначен для решения общей задачи, со-

стоящей из множества конкретных задач, а трудоемкость  Zf A  определяется для 

каждой конкретной задачи индивидуально. Для введения обобщенного параметра 
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множество решаемых алгоритмом задач разбивают на классы [1.13], внутри кото-

рых трудоемкость алгоритма для конкретных задач класса сопоставима. Классы 

задач обычно определяются одним или несколькими целочисленными параметра-

ми — как правило, размерностями, характеризующими используемую алгорит-

мом память для размещения структур данных. 

Обозначая размерность задачи (длину входа алгоритма) через n , где n  — 

целое число, можно ввести верхнюю границу для количества операций, задавае-

мых алгоритмом A  для решения любой задачи Z  из класса размерности n  [1.12], 

— верхнюю границу временной сложности: 

     nZZfnF AA ьразмерностимеетзадача|max . 

Верхнюю оценку временной сложности алгоритма можно не только найти 

экспериментально, но и, в большинстве случаев, рассчитать теоретически для 

произвольного значения n . Поведение функции  nFA , выраженное в асимптоти-

ческих оценках, называется асимптотической временной сложностью. Асимпто-

тическая сложность алгоритма является одним из критериев сравнения выбранно-

го алгоритма с техническим заданием, поскольку определяет порядок размерность 

задач, которые можно решить этим алгоритмом в рамках заданных ограничений. 

Задача, связанная с оценкой трудоемкости алгоритма, — это задача поиска 

наиболее рационального по времени алгоритма решения некоторой задачи Z  для 

размерностей, соответствующих условиям применения алгоритма в разрабаты-

ваемой программной системе. Сложность ее решения связана с тем, что совер-

шенствование вычислительной техники ведет к изменению системы команд про-

цессоров и операторов языков программирования, в ряде случаев возможна па-

раллельная или конвейерная обработка данных, поэтому почти никогда нельзя 

дать гарантию, что кроме известных алгоритмов есть другие, возможно, более 

эффективные. 

Оценка емкостной сложности алгоритма A  вводится аналогично. Если ог-

раничиться памятью механизма реализации (для реального компьютера это будет 

в основном оперативная память без учета внешней памяти и ввода/вывода), то его 

состояние определяется перечнем значений, записанных в ячейках этой памяти. 

Тогда логично работу программной реализации алгоритма интерпретировать как 
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процесс перевода исходного (начального) состояния механизма реализации, пред-

ставляющего собой исходные данные задачи, в конечное состояние, представ-

ляющее собой найденное алгоритмом решение конкретной задачи в терминах 

слов принятого алфавита. 

Пусть m  — количество элементарных шагов алгоритма для конкретной за-

дачи Z , тогда определим емкостную сложность задачи в виде 

     miiVZV AA ,0|max  , 

где  iVA  — количество задействованных алгоритмом ячеек по состоянию после 

i -го элементарного шага,   nVA 0  — размерность исходных данных конкретной 

задачи. Тогда верхняя граница емкостной сложности алгоритма A  для размерно-

сти n  может быть определена в следующем виде 

     nZZVnV AA ьразмерностимеетзадача|max . 

Отметим, что верхние оценки емкостной сложности  nVA  для большинства 

алгоритмов могут быть получены с незначительными трудозатратами, в том слу-

чае, если память, требуемая алгоритмом, не зависит от значений информацион-

ных объектов на входе алгоритма. 

Отметим, что введенные понятия временной и емкостной сложности, необ-

ходимые для изложения основных сложностных классов, рассматриваемых в тео-

рии алгоритмов, будут уточнены в главе 3 на основе функции трудоемкости и 

функции объема памяти. 

1.4 Основные сложностные классы задач 

В середине 1960-х — начале 1970-х годов в связи с разработкой теории 

сложностных классов [1.14, 1.15, 1.16] был дан мощный толчок исследованиям, 

как в области классов вычислительных задач, так и в области анализа сложности 

вычислительных алгоритмов. Возникло важное направление в теории алгоритмов 

— теория сложности алгоритмов и вычислений. Одной из первых фундаменталь-

ных работ (и остающейся таковой по праву) в области математического анализа 

сложности алгоритмов является известная книга Д. Кнута [1.4]. Алгоритмы стали 

объектом точного исследования, и с выделением задач получения верхних и ниж-

них оценок сложности алгоритмов стали развиваться методы их исследования. 
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В области получения верхних оценок получено много ярких результатов 

для конкретных задач. Укажем на эффективные алгоритмы умножения длинных 

целых чисел, решения систем линейных уравнений, умножения числовых и буле-

вых матриц. Для установления нижних оценок необходимо доказать, что никакой 

алгоритм не имеет сложности меньшей, чем некоторая граница. Получение такого 

рода результатов связано с точным определением алгоритмической модели, и та-

кие результаты получены для ограниченного ряда задач. 

Теория сложности вычислений продолжает развиваться, причем как в на-

правлении исследования и развития собственно сложностных классов задач (рас-

сматриваются классы по вычислительной сложности, памяти и ряд специальных 

классов) [1.8], так и в области асимптотического анализа сложности вычисли-

тельных алгоритмов. Основной задачей теории сложности вычислений при анали-

зе того или иного алгоритма решения задачи является получение асимптотиче-

ских верхних оценок временной и емкостной сложности алгоритмов и оценок в 

среднем. Такие оценки позволяют определить качественные предпочтения в ис-

пользовании того или иного алгоритма для больших значений размерности ис-

ходных данных. 

Теория сложности оперирует со специальными обозначениями в асимпто-

тическом анализе функций, которые автор хотел бы напомнить уважаемым чита-

телям. 

Обозначения в асимптотическом анализе функций. При анализе сложно-

сти алгоритмов, равно как и в теории ресурсной эффективности, используются 

принятые в математике асимптотические обозначения, позволяющие показать 

главный порядок функции, маскируя при этом конкретные коэффициенты и адди-

тивные компоненты неглавного порядка. 

Поскольку число объектов на входе алгоритма, количество учитываемых 

операций и объем требуемой памяти суть положительные числа асимптотические 

обозначения будут введены в предположении, что функции  nf  и  ng  есть 

функции положительного целочисленного аргумента 1n , имеющие положи-

тельные значения. 
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Обозначение 1.1. Оценка   (тета) 

Функция     ngnf  , если: 

      ngcnfngcnnncc 210021 :0,0,0  . (1.4.1) 

При этом обычно говорят, что при этом функция  ng  является асимптотически 

точной оценкой функции  nf , т. к. в силу (1.4.1) функция  nf  отличается от 

функции  ng  на положительный ограниченный множитель при всех значениях 

аргумента 0nn  . Запись    1nf  означает, что функция  nf  или равна кон-

станте, не равной нулю, или ограничена двумя положительными константами при 

любых значениях аргумента 0nn  . Более корректно обозначение   ng  есть 

обозначение класса функций, каждая из которых удовлетворяет условию (1.4.1). 

Обозначение 1.2. Оценка   (О большое) 

В отличие от оценки  , оценка   требует только, что бы функция  nf  не 

превышала значения функции  ng  при 0nn  , с точностью до положительного 

постоянного множителя, а именно:     ngnf  , если: 

    ncgnfnnnc  0:0,0 00 . (1.4.2) 

Как и в предыдущем определении, запись   ng  обозначает класс функций, та-

ких, что все они растут не быстрее, чем функция  ng  с точностью до положи-

тельного постоянного множителя в силу (1.4.2), поэтому иногда говорят, что 

функция  ng  мажорирует функцию  nf . Например, для всех функций: 

         34127,ln,235,12 2
4321  nnnfnnnfnnfnf  

будет справедлива оценка  2n . Однако, указывая оценку   есть смысл указы-

вать наиболее «близкую» мажорирующую функцию, поскольку, например, для 

функции   312nnf   справедлива оценка  n2 , однако практически она будет 

мало пригодна. 

Обозначение 1.3. Оценка   (омега) 

В отличие от оценки  , оценка   является оценкой снизу — т. е. определя-

ет класс функций, которые растут не медленнее, чем функция  ng  с точностью 

до положительного постоянного множителя:     ngnf  , если: 
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    nfncgnnnc  0:0,0 00 . (1.4.3) 

Например, запись  nn ln  обозначает класс функций, которые растут не медлен-

нее, чем   nnng ln , в этот класс попадают, например, все полиномы со степе-

нью большей единицы. 

Асимптотическое обозначение   восходит к учебнику Бахмана по теории 

простых чисел, обозначения  ,   введены Д. Кнутом [1.17]. Отметим, что не 

всегда любая пара функций связана одним из указанных асимптотических обо-

значений, например следующие функции 

       nngnnf n   ,sin1  

не связаны каким либо асимптотическим обозначением. 

Класс P  — класс задач с полиномиальной сложностью или класс поли-

номиально-решаемых задач. В начале 1960-х годов, в связи с началом широкого 

использования вычислительной техники для решения практических задач, возник 

вопрос о границах практической применимости данного алгоритма решения неко-

торой задачи в смысле ограничений на ее размерность. Какие задачи могут быть 

решены на ЭВМ за реальное время? Теоретический ответ на этот вопрос был 

обоснован в работах Кобмена (Alan Cobham, 1964), и Эдмнодса (Jack Edmonds, 

1965), где был независимо введен сложностной класс задач P  [1.18]. 

Задача называется полиномиальной, т. е. относится к классу P , если суще-

ствует константа k  и алгоритм, решающий эту задачу за время  knO , где n  есть 

длина входа алгоритма в битах. Отметим, что класс задач P  определяется через 

существование полиномиального по времени алгоритма ее решения, при этом не-

явно предполагается худший случай по времени для всех различных входов дли-

ны n . Интуитивно задачи класса P  — это задачи, решаемые за реальное время. 

Отметим следующие преимущества задач из этого класса: 

— для большинства реальных задач из класса P  константа k  меньше или 

равна 6, что позволяет прогнозировать реальные времена решения задач для прак-

тически значимых размерностей входов; 

— задачи класса P  обладают инвариантностью (в смысле полиномиального 

времени) в рамках достаточно широкого класса моделей вычислений; 



47 
— класс P  обладает свойством естественной замкнутости, т. к. сумма или 

произведение полиномов также есть полином. 

Таким образом, класс P  есть класс задач, уточняющий интуитивное опре-

деление «практически разрешимой задачи» для входов больших размерностей. 

Класс NP  — класс задач с полиномиально проверяемым решением или 

класс полиномиально-проверяемых задач. Представим себе, что некоторый ал-

горитм получает решение некоторой задачи. Мы вправе задать вопрос — соответ-

ствует ли полученный ответ поставленной задаче, и насколько быстро мы можем 

проверить его правильность? 

Рассмотрим в качестве примера задачу о сумме. Дано n  целых чисел, со-

держащихся в массиве  naaA ,,1   и целое число V . Задача состоит в том, что-

бы найти массив    1,0,,,1  in xxxX  , такой, что 

 Vxa
n

k
kk 

1
. (1.4.4) 

Содержательная постановка задачи выглядит следующим образом: может ли быть 

представлено число V  в виде суммы каких либо чисел из массива A . Если какой-

то алгоритм выдает результат — массив X , то проверка правильности этого ре-

зультата может быть выполнена с полиномиальной сложностью, поскольку про-

верка справедливости формулы (1.4.4) требует не более  n  базовых операций. 

Попытаемся описать процесс проверки решения определенной задачи, по-

лученного некоторым алгоритмом, более формально. Каждому конкретному 

множеству исходных данных nDD ,  поставим в соответствие сертификат S , 

такой, что  lnOS  , где l  — некоторая константа, и алгоритм  SDAA SS , , та-

кой, что он выдает «1», если проверяемое решение правильно, и «0», если реше-

ние неверно. Тогда задача принадлежит сложностному классу NP , если сущест-

вует константа m , и алгоритм SA  имеет временную сложность не более чем 

 mnO  [1.18]. Содержательно задача относится к классу NP , если ее решение, по-

лученное некоторым алгоритмом, может быть проверено с полиномиальной вре-

менной сложностью. Иначе говоря, задача относится к классу NP , если алгоритм, 
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проверяющий решение этой задачи относится к классу P . Класс NP  был впервые 

введен в работах Эдмондса. 

Проблема NPP  . После введения в теорию алгоритмов понятий сложно-

стных классов, Эдмондсом (Edmonds, 1965) была сформулирована основная про-

блема теории сложности — ?NPP  , и высказана гипотеза о несовпадении этих 

классов. Словесно проблему можно сформулировать следующим образом: можно 

ли все задачи, решение которых проверяется с полиномиальной сложностью, ре-

шить также за полиномиальное время? Очевидно, что любая задача, принадлежа-

щая классу P , принадлежит и классу NP , т. к. она может быть полиномиально 

проверена, при этом задача проверки решения может состоять просто в повтор-

ном решении задачи. 

На сегодня отсутствуют теоретические доказательства как совпадения клас-

сов P  и NP , так и их несовпадения. В настоящее время предположение состоит в 

том, что класс P  является собственным подмножеством класса NP , т. е. множе-

ство задач PNP \  не пусто, как это показано на рисунке 1.4. Это предположение 

опирается на существование еще одного класса, а именно класса NPC  или класса 

NP -полных задач. 

Рис. 1.4. Соотношение классов P и NP. 

Класс NPC  или класс NP -полных задач. Понятие NP -полноты было 

введено независимо Куком (Stephen Cook, 1971) и Левиным (1973) [1.19] и осно-

вывается на понятии сводимости одной задачи к другой. Сводимость задач может 

быть представлена следующим образом: если мы имеем задачу 1Z  и решающий 

эту задачу алгоритм, выдающий правильный ответ для всех допустимых входов, 

P 

NP 

NP\P 0 



49 
и, предположим, что для задачи 2Z  алгоритм решения неизвестен, то если мы 

можем переформулировать (свести) допустимые входы задачи 2Z  в терминах за-

дачи 1Z , то мы решаем задачу 2Z  с помощью алгоритма решения задачи 1Z . 

Более формально процесс сведения может быть описан следующим обра-

зом: пусть задача 1Z  задана множеством допустимых входов 1ZD , а задача 2Z  — 

множеством 2ZD , и существует функция sf , реализованная некоторым алгорит-

мом, сводящая конкретную постановку 22 ZZ Dd   задачи 2Z  к конкретной поста-

новке 11 ZZ Dd   задачи 1Z , т. е. если 

   112222 ZZZZsZZ DdDdfDd  , 

то задача 2Z  сводима к задаче 1Z . 

Если при этом временная сложность алгоритма, реализующего функцию sf  

есть  knO , где n  — длина входа, равная числу бит 2Zd , а k  — некоторая кон-

станта, т. е. алгоритм сведения принадлежит классу P , то говорят, что задача 2Z  

полиномиально сводится к задаче 1Z  [2]. В теории сложности вычислений приня-

то говорить, что задача задается некоторым языком, тогда если задача 1Z  задана 

языком 1L , а задача 2Z  — языком 2L , то полиномиальная сводимость языков, 

задающих задачи, обозначается следующим образом 

 12 LL p . 

Определение класса NPC  ( NPcomplete ) или класса NP -полных задач тре-

бует выполнения следующих двух условий: 

— во-первых, задача должна принадлежать классу NP  ( NPL ), 

— во-вторых, к этой задаче должны полиномиально сводиться все задачи из 

класса NP  ( LLxNPLx p ), что схематично представлено на рисунке 1.5. 

Рис. 1.5. Сводимость задач и класс NPC 

NP NPC 
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Для класса NPC  доказана следующая теорема: Если существует задача, 

принадлежащая классу NPC , для которой существует полиномиальный алгоритм 

решения, то класс P  совпадает с классом NP , т. е. NPP  [1.18]. Схема доказа-

тельства состоит в сведении с полиномиальной трудоемкостью любой задачи из 

класса NP  к данной задаче из класса NPC  и решении этой задачи за полиноми-

альное время (по условию теоремы). 

В настоящее время доказано существование сотен NP -полных задач [1.20], 

но ни для одной из них пока не удалось найти полиномиального алгоритма реше-

ния. Отметим, что для многих из них предложены приближенные полиномиаль-

ные алгоритмы [1.18]. Сегодня ученые предполагают, что соотношение классов, 

имеет вид, показанный на рис. 1.6., а именно NPP  , то есть 0\ PNP , и ни од-

на задача из класса NPC  не может быть решена, по крайней мере, сегодня, с по-

линомиальной сложностью. 

Рис. 1.6. Соотношение классов P, NP, NPC 

Исторически первое доказательство NP -полноты было предложено Куком 

для задачи о выполнимости схемы (теорема Кука). Метод сведения за полиноми-

альное время был предложен Карпом (Richard Karp) и использован им для доказа-

тельства NP -полноты целого ряда задач. Описание многих NP -полных задач со-

держится в классической книге Гэри и Джонсона [1.20], отметим, что задача о 

сумме также является NP -полной задачей. Описание некоторых других классов 

задач, рассматриваемых в теории сложности, уважаемый читатель может найти, 

например, в [1.8]. 

 

 

NP 

P 

NPC 
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Г Л А В А  2 .  

М О Д Е Л И  В Ы Ч И С Л Е Н И Й  И  А Л Г О Р И Т М И Ч Е С К И Е  

Б А З И С Ы  

Введение 

Понятие модели вычислений является важным как с точки зрения теории 

алгоритмов, так и с точки зрения теории ресурсной эффективности. Основные по-

казатели ресурсной эффективности алгоритмов — функция трудоемкости и функ-

ция объема памяти могут быть конкретизированы только в терминах выбранной 

модели вычислений. Материал данной главы содержит необходимые сведения о 

моделях вычислений и описание той модели, на базе которой в дальнейшем будут 

исследоваться ресурсные характеристики компьютерных алгоритмов. 

2.1 Введение в модели вычислений 

Понятие модели вычислений. Рассматриваемые в теории алгоритмов мо-

дели вычислений существенно опираются на свойства алгоритмов, которые были 

сформулированы в параграфе 1.2. Формализация этих свойств и приводит к поня-

тию модели вычислений и ее основных составляющих. Рассмотрим более под-

робно свойства алгоритмов, определяющие компоненты модели вычислений: 

— свойство наличия данных, обрабатываемых алгоритмом, может быть бо-

лее формально описано как существование некоторого множества объектов, над 

которыми выполняются операции, задаваемые алгоритмом. Как правило, эти объ-
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екты рассматриваются как символы некоторого конечного алфавита, которые мо-

гут быть кодированы словами в алфавите  1,0 ; 

— свойство наличия памяти для размещения объектов приводит к формаль-

ному введению носителя некоторой алгебры, сигнатура которой представляет со-

бой набор операций доступа к этим объектам. Такая алгебра часто называется ин-

формационной алгеброй модели вычислений; 

— свойство априорности операций приводит к постулированию некоторого 

конечного набора операций, в дальнейшем называемых базовыми, которые одно-

значно определены и известны до формулировки алгоритма. Как правило, эти ба-

зовые операции включают в себя и операции сигнатуры информационной алгебры 

для доступа к объектам носителя; 

— свойство существования механизма реализации предполагает, что сущест-

вует некоторый абстрактный механизм, который выполняет базовые операции над 

объектами носителя и операции сигнатуры информационной алгебры. Кроме того, 

предполагается, что механизм реализации распознает запись алгоритма, задающего 

последовательность базовых операций, и тем самым предполагается наличие еще 

одной группы базовых операций, которые путем управления процессом выбора 

операций в записи алгоритма определяют последовательность их выполнения. 

Таким образом, модель вычислений представляет собой совокупность ин-

формационной алгебры, механизма реализации и априорного набора базовых 

операций, в терминах которых и формулируется алгоритм решения задачи. 

Основные алгоритмические формализмы — машина Поста, машина Тью-

ринга, нормальные алгорифмы Маркова, могут быть представлены в виде модели 

вычислений, содержащей вышеприведенные компоненты. 

Приведем пример формального описания модели вычислений, основанного 

на теоретико-множественном аппарате, с целью показать один из возможных ва-

риантов построения информационной алгебры. Данный пример основан на ре-

зультатах, опубликованных в статье [2.1]. 

Теоретико-множественное описание информационной алгебры. Выде-

ление операций с памятью, и связанных с ними операций адресации, в отдельные 
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операции модели вычислений приводит к необходимости формального описания 

памяти и операций с объектами хранения. 

Наша задача — унифицировать операции адресации и доступа, как унарные 

операции сигнатуры алгебры, которую далее будем называть информационной, 

над носителем, теоретико-множественная описание которого является одной из 

возможных моделей памяти с адресным доступом. Следуя классическим алгорит-

мическим формализмам Поста и Тьюринга, будем считать, что носитель инфор-

мационной алгебры есть счетное множество. 

Теоретико-множественное описание информационной алгебры AI  начнем с 

введения конечного алфавита символов —  , элементы которого являются ин-

формационными объектами хранения в модели памяти с адресным доступом 

  ess n ,, 11   , 

причем выделенный символ nse   является пустым символом. Каждая ячейка па-

мяти имеет собственный абстрактный адрес — элемент из счетного множества 

адресов A , которое вполне упорядочено по некоторому отношению следования 

 , так, что 

   111 ,,A:   kkkkk aaaaaZk , 

где Z  — множество целых чисел, при этом множество A  не содержит повто-

ряющихся элементов. Если мы предполагаем, что ячейки памяти нумерованы, то 

множество A  совпадает с множеством целых чисел. Множество информацион-

ных элементов I  введем как собственное подмножество декартова произведения 

 A  — AI , 

при этом информационный элемент IIe  представляет собой упорядоченную 

пару 

     ZkasasIeIe kkk  ,,A,;A , 

мы используем здесь известное в литературе обозначение упорядоченной пары 

элементов ba,  в виде  ba, , равносильное классическому определению — 

  baa ,, . При этом каждая ячейка памяти заполнена, по крайней мере, пустым 

символом по всему множеству абстрактных адресов, и имеет собственный уни-

кальный адрес 
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   Iassa  ,:A , 

     jiIasIasa ji  ,&,A . 

Введем два одноэлементных множества 

   ss ,  A aa , 1 s , 1a , 

рассмотрим упорядоченное множество  asas ,  и введем носитель ин-

формационной алгебры J  в виде 

       asasIeJeZkJJeIJ kkk ,,,,:;  . 

Введем сигнатуру информационной алгебры в виде конечного множества 

операций   над носителем J : 

             llllii aWaRaPaNaAsS ,,,,, , 

где полагая, что в текущем состоянии носителя 

    lams as  , , т. е.  lmas as , , 

операция  isS  есть операция задания символа 

            liklmki asasasasZksS ,,,,,,:  , 

операция  iaA  — операция задания произвольного адреса 

            imklmki asasasasZkaA ,,,,,,:  , 

операция  laN  — операция задания следующего адреса 

            1,,,,,,:  lmklmkl asasasasZkaN , 

операция  laP  — операция задания предыдущего адреса 

            1,,,,,,:  lmklmkl asasasasZkaP , 

операция  laR  — операция чтения по адресу 

  
         
         








lkasasasas
lkasasasas

ZkaR
ljkjlmkj

lmklmk
l ,,,,,,,

,,,,,,,
: , 

операция  laW  — операция записи по адресу 

  
         
         








lkasasasas

lkasasasas
ZkaW

lmkmlmkj

lmklmk
l ,,,,,,,

,,,,,,,
: . 

Поскольку множество   is s  и элемент этого множества — is  явля-

ются различными объектами с точки зрения теории множеств, введем дополни-

тельно еще одну операцию, определенную на множествах as  ,  со значениями из 
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множеств A,  соответственно. Результатом этой операции является элемент, со-

держащийся в одноэлементном множестве. Следуя [2.2] будем называть ее штрих 

операцией, и обозначать как as  , : 

 
 
 







iaiia

isiis

aaa
sss

:,A
:,

. 

С использованием штрих операции обращение, например, к операции сигнатуры 

 аR   при условии, что  la a  есть обращение к операции R  с элементом la  

—    lа aRR  . Особо отметим, что в предположении о том, что  la a  опе-

рации сигнатуры        llll aWaRaPaN ,,,  есть операции, аргументом которых 

является а . 

Таким образом, информационная алгебра  ,JI A  является моделью па-

мяти с адресным доступом, сигнатура которой состоит формально из унарных 

операций. Операции сигнатуры позволяют явно разделить операции адресации и 

доступа в целях детализации функции трудоемкости. 

Модель вычислений с предусловием выполнения базовых операций. На 

основе сигнатуры информационной алгебры введем модель вычислений CM  и, 

используя принятые в дискретной математике обозначения [2.3], представим фор-

мально модель вычислений CM  в виде двойки 

 PIM AC , , 

где  ,JI A  — информационная алгебра модели вычислений; P  — абстракт-

ный процессор. Абстрактный процессор представим в виде тройки 

  ,, CRP , 

где R  — механизм реализации в виде абстрактной модели, представляющей со-

бой, например, композицию операционного и управляющего автоматов [2.2]; C  

— множество базовых операций модели вычислений, выполняемых механизмом 

реализации 

  stop PDI CCCC , 

где IC  — операции механизма реализации с информационным носителем, вклю-

чающие в себя операции сигнатуры   информационной алгебры AI  и штрих опе-
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рацию над одноэлементным множеством; DC  — операции сравнения и обработки 

информационных элементов; PC  — операции управления последовательностью 

выполнения операций базовой модели вычислений — условные и безусловные 

переходы на операции базовой модели. Команда stop приводит к останову меха-

низма реализации. 

Мы остаемся в рамках классического подхода к способу записи алгоритма в 

операциях модели вычислений — базовые операции выполняются последова-

тельно, пока не будет выполнена команда перехода на некоторую метку в записи 

исходного алгоритма. Для описания предусловий выполнения базовых операций 

введем в рассмотрение множество  ψ, , состоящее из двух одноэлемент-

ных множеств , , элементами которых являются числа 0 или 1. По сути, мно-

жество   представляет собой множество управляющих ячеек механизма реализа-

ции, используемых в предусловии выполнения операций. Любая операция выпол-

няется механизмом реализации, если указанное в предусловии одноэлементное 

множество содержит число 1. Таким образом, общий формат базовой операции 

имеет вид 

 (элемент из  , базовая операция из C ). 

Распространяя штрих операцию на одноэлементные множества , , мы 

можем описать общий алгоритм работы механизма реализации следующим обра-

зом: если 1  или 1  то, указанная далее в записи операция выполняется ме-

ханизмом реализации. Очевидно, что операции сравнения должны быть введены 

таким образом, что бы они изменяли элемент, содержащийся во множествах , . 

В связи с этим для записи операций сравнения содержимого одноэлементных 

множеств можно использовать нотацию, предложенную К. Айверсоном [2.4], а 

именно для двух элементов ba,  

  








ba
ba

ba
,1
,0

. 

С учетом предусловия выполнения команд и записи сравнений в нотации 

Айверсона запись операции сравнения в модели вычислений имеет вид 

       ,,,,,Cp,Cp, js s , 
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при этом сравнение будет выполнено, если 1 , и если, например, ""Cp  , то 

если одноэлементное множество s , входящее в информационную алгебру AI , 

содержит символ js , то после выполнения этой операции сравнения  1 . 

Пример. В качестве примера приведем запись некоторых команд машины 

Поста в терминах рассматриваемой модели вычислений. Алфавит символов ма-

шины Поста может быть представлен в виде  e, , где символ   обозначает 

помеченную ячейку. Будем предполагать, что инициализация абстрактного про-

цессора детализированной модели вычислений выполнена занесением 1 во мно-

жество  . Для описания команд перехода будем использовать запись @число, 

предполагая, что операции модели вычислений имеют числовые метки. 

1. Переместиться влево на 1 ячейку. Считаем, что одноэлементное множе-

ство a  содержит адрес обозреваемой ячейки — элемента информационной ал-

гебры, тогда запись команды имеет вид 

   aP  , . 

2. Определить, помечена ячейка или нет, и перейти на указанную инструк-

цию. Приведем пример для команды: Если ячейка помечена, то перейти на коман-

ду 17, иначе на команду 14 (номера команд в записи инструкций машины Поста): 

  aR  , ;  чтение — элемент из ячейки занесен в s  

    s, ; сравнение метки 

 17@, ;  переход на базовую операцию с меткой 17 

 14@, . 

3. Стереть метку, если она есть.  

  aR  , ;  чтение — элемент из ячейки занесен в s  

   es  , ; сравнение метки 

 stop, ;   останов по недопустимой команде 

  eS, ;  задание пустого символа для записи 

  aW  , .  запись в обозреваемую ячейку 

Отметим, что введенная модель вычислений может быть использована в це-

лях детального теоретического анализа алгоритмов с разделением функции тру-
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доемкости по базовым операциям, включая выделение операций доступа к ин-

формационным объектам. 

Специальные модели вычислений для оценки сложности алгоритмов. В 

области анализа и исследования компьютерных алгоритмов рассматриваются раз-

нообразные модели вычислений, ориентированные на решение задач оценки 

сложности алгоритмов. 

Алгебраические деревья вычислений. Одной из таких моделей, исполь-

зуемых для исследования сложности алгоритмов, является алгебраическое дерево 

вычислений, предложенное Бен-Ором [2.5]. Алгебраическое дерево вычислений 

(АДВ) строится как бинарное дерево D  на множестве переменных, принимаю-

щих значения на множестве действительных чисел. Такое бинарное дерево разме-

чается следующим образом [2.6]: 

— каждой вершине v , имеющей в точности одного сына (простая вершина), 

приписывается операция вида 21 vvv fopff  , или copff vv 1 , или 1vv ff  , где 

21 ,vv  — предки вершины v  в дереве D , или переменные, op  — арифметическая 

операция, а c  — константа. 

— каждой вершине v , у которой есть в точности два сына (вершина ветвле-

ния), приписывается операция сравнения вида 0,0 11  vv ff  01 vf , где 1v  — пре-

док вершины v  в дереве D , или переменная. 

— каждому листу дерева приписывается одно из значений «ДА» или 

«НЕТ». 

Считается, что алгебраическое дерево вычислений D  решает задачу Z , ес-

ли возвращаемый ответ верен для любого запроса Xx . Сложность дерева D , 

обозначаемая через  DC , определяется как максимум величины  Dxcost , , взя-

тый по всем значениям x , где  Dxcost ,  есть число вершин, проходимых путем 

 xP  в дереве. В этом случае сложность задачи Z , обозначаемая как  ZC , есть 

минимум  DC  по всем алгебраическим деревьям вычислений D , решающих за-

дачу Z . 

Одной из разновидностей алгебраического дерева вычислений является 

дерево решений порядка d . Это дерево, каждой вершине которого соответствует 
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сравнение вида       0,0,0  xfxfxf , где вычисляемая функция  xf  имеет 

полиномиальную сложность относительно входа x с показателем степени не бо-

лее d . Для случая 1d  мы получаем линейное дерево решений, с использовани-

ем которого получены доказательства нижних оценок сложности многих задач 

[2.7]. Ряд результатов по временной сложности алгебраических деревьев полу-

чен М. Ю. Мошковым [2.8]. 

Информационные графы. Специальная и мощная по своим возможностям 

модель, ориентированная на анализ алгоритмов и задач информационного поиска 

— информационный граф, — предложена Гасановым и Кудрявцевым [2.6]. 

Структурно информационный граф вводится в [2.6] следующим образом: 

Пусть дана пара GF , , называемая базовым множеством, где F  — 

есть множество одноместных предикатов, заданных на множестве запросов X  , а 

G  — есть множество одноместных переключателей, заданных на множестве X . 

Задано так же множество записей Y . 

Пусть дана ориентированная многополюсная сеть, один из выделенных по-

люсов которой называется корнем, а все остальные — листьями. Некоторые вы-

деленные вершины сети называются точками переключения. 

Для каждой вершины   сети полустепень исхода вершины обозначается че-

рез   (обозначения в соответствии с [2.6]). Каждой точке переключения   со-

поставляется некоторый символ из G ; такое соответствие называется нагрузкой 

точек переключения. 

Далее для каждой точки переключения исходящим из нее ребрам ставится 

во взаимно однозначное соответствие число из множества  ...,,2,1 . Такие 

ребра называются переключательными, а остальные ребра называются предикат-

ными. Каждому предикатному ребру сопоставляется некоторый символ из F  — 

это есть нагрузка предикатных ребер. Каждому листу сети сопоставляется неко-

торая запись из множества Y , при этом такое сопоставление называется нагруз-

кой листьев. Полученная нагруженная сеть называется информационным графом 

над базовым множеством GF , . На основе введенной модели вычислений в 
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[35] получен ряд теоретических результатов по оценкам сложности задач инфор-

мационного поиска. 

Информацию о других моделях вычислений заинтересованный читатель 

может найти, например, в [2.9]. 

2.3 Машина с произвольным доступом к памяти 

Модель вычислений для машины с произвольным доступом к памяти 

(RAM) является естественной попыткой приблизить формализм алгоритма к сре-

де его реализации. В этой модели механизм реализации приближен к реальному 

компьютеру за счет включения возможности хранения чисел в ячейках памяти и 

введения операции доступа по адресу [2.10]. Формализм машины с произвольным 

доступом был введен ее авторами с целью моделирования реальных вычисли-

тельных машин и получения оценок сложности вычислений. Отметим, что Д. 

Кнут в [2.11] рассматривает и использует еще более приближенную к реальному 

компьютеру модель вычислений — машину MIX. 

Структура машины с произвольным доступом к памяти. Модель вы-

числений машины с произвольным доступом к памяти включает в себя следую-

щие структурные компоненты: 

— данные, обрабатываемые машиной, являются словами фиксированной 

длины в алфавите  1,0 , интерпретируемые как произвольные числа; 

— память под размещение данных является памятью с произвольным дос-

тупом. Она состоит из ячеек, каждая из которых может хранить слово данных и 

обладает адресом, по которому может быть осуществлено обращение к этой ячей-

ке. Ячейка с номером 0 называется сумматором; 

— базовые операции — множество базовых операций машины с произволь-

ным доступом к памяти состоит из операций с памятью, включая операцию адре-

сации, арифметических операций, сравнений и переходов на другие операции. 

Все базовые операции являются операциями с одним операндом, для арифметиче-

ских операций вторым операндом является ячейка с номером 0; 

— форма записи — в качестве формы записи будем предполагать (т. к. впо-

следствии не будем явно использовать) форму, аналогичную машине MIX [2.11], 
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т. е. близкую к языку Ассемблера. Операции записываются в порядке их выпол-

нения построчно, команды переходов указывают номер или имя команды. Таким 

образом, программа (запись алгоритма) представляет собой последовательность 

пронумерованных операций; 

— механизм реализации модели — абстрактный процессор, выполняющий 

априорный набор базовых операций на основании записи алгоритма, выполнен-

ной в принятой форме записи. 

Операции в машине с произвольным доступом к памяти. Базовыми опе-

рациями в машине с произвольным доступом к памяти, выполняемыми за едини-

цу времени, являются: 

— запись в ячейку памяти по адресу; 

— чтение из ячейки памяти по адресу; 

— арифметические операции с числами; 

— сравнения чисел с последующим переходом на другие команды; 

— безусловный переход на другую команду; 

— останов вычислений. 

Типы операндов. В этой модели вычислений рассматриваются операнды 

следующих трех типов: 

— непосредственный операнд, т. е. числовое значение, которое указано в 

записи операции; 

— прямой адрес, т. е. в записи операции указывается адрес ячейки памяти, 

которая содержит операнд; 

— косвенный адрес, т. е. в записи операции указывается адрес ячейки, ко-

торая содержит адрес необходимого операнда. 

Более подробную информацию о этой модели читатель может найти, на-

пример, в [2.9]. 

Как наиболее близкая к записи алгоритма на процедурном языке програм-

мирования высокого уровня, эта модель вычислений с определенными модифика-

циями будет применяться в дальнейшем для определения ресурсных характери-

стик алгоритмов. 
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В дальнейшем в книге под термином компьютерный алгоритм понимается 

реализуемый на ЭВМ алгоритм, соответствующий модели вычислений машины с 

произвольным доступом к памяти (RAM модели вычислений), под ресурсной эф-

фективностью алгоритма — его временная эффективность и ресурсоемкость, 

определяющие соответствующие показатели качества программных средств 

(ГОСТ 28195). 

2.3 Объектный и алгоритмический базисы 

Использование в качестве модели вычислений классических алгоритмиче-

ских формализмов — таких как машина Тьюринга, машина Поста, нормальных 

алгоритмов (алгорифмов) Маркова — сопряжено с трудностями преодоления 

«семантического разрыва» между этими моделями и языком реализации алгорит-

ма. Наиболее близкой к реальному компьютеру является рассмотренная выше мо-

дель вычислений в виде машины с произвольным доступом к памяти, для кото-

рой, тем не менее, необходим также формальный переход к процедурному языку 

высокого уровня. Такой переход предложен автором в [2.12] на основе введения 

понятий объектного и алгоритмического базисов. 

Определение объектного и алгоритмического базисов. По отношению к 

процессу разработки алгоритма решения некоторой задачи мы можем говорить о 

существовании следующих трех компонент, введённых в параграфе 2.1, которые 

определяют базис модели вычислений: 

— множество объектов  , над которыми производятся действия алгоритма, 

включающее множество исходных объектов — AD , множество промежуточных 

объектов — PD , и множество результатов — RD : 

 RPA DDD  ; 

— устройство, производящее действия над объектами (элементами множе-

ства  ), — процессор R  — механизм реализации; 

— конечное множество базовых операций процессора R  над элементами 

множества   — множество C , отражающее изначально заданную способность 

процессора R  выполнять операции над объектами в модели вычислений. 
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Все эти три компонента по отношению к процессу разработки алгоритма 

решения задачи являются априорными, что влечет за собой следующее определе-

ние объектного базиса: 

Определение 2.1. Объектным базисом  RB  будем в соответствии с [2.12] 

называть тройку, состоящую из множества объектов, процессора и множества вы-

полняемых им базовых операций: 

  CRBR ,, . 

Таким образом, объектный базис ассоциирован с выбранной моделью вычислений 

в части, определяющей трудоемкость и ёмкостную сложность алгоритма. 

Собственно процесс разработки алгоритма, являясь очевидно интеллекту-

альным процессом, состоит в определении конечной последовательности базовых 

операций процессора R , приводящих за конечное время к решению поставленной 

задачи. Необходимость записи алгоритма приводит к введению двух специальных 

систем обозначений, а именно: 

— системы обозначений для элементов множества базовых операций про-

цессора R , заданной множеством S , для элементов которого установлено некото-

рое соответствие с элементами множества C  или его ограниченным подмножест-

вом. Заметим, что для одной и той же базовой операции из C  можно предложить 

несколько разных обозначений. Например, операция «сложить» может быть обо-

значена как « » или «add ». Одно из таких обозначений выбирается как предпоч-

тительное. Принципиально возможно установление соответствия некоторого обо-

значения и конечной последовательности операций объектного базиса; 

— системы обозначений для записи последовательности базовых операций, 

более корректно — для записи основных алгоритмических конструкций (следова-

ние, ветвление, цикл) с использованием операций управления из C , заданной 

множеством T . Отметим, что в реальной алгоритмической практике используют-

ся различные системы обозначения последовательности действий. 

Поскольку выбор систем обозначений операций и их последовательности не 

влияет на объектный базис, но определяет запись алгоритма, то определение ал-

горитмического базиса вводится следующим образом [2.12]: 
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Определение 2.2. Алгоритмическим базисом  AB  для заданного объектно-

го базиса PB  будем называть двойку, включающую в себя конечное множество 

обозначений базовых операций S  и конечное множество обозначений алгоритми-

ческих конструкций T : 

  TSBA , . 

Отметим, что поскольку алгоритмический базис есть только система записи, не 

влияющая на существо (идею) алгоритма, то различные алгоритмические базисы 

одного и того же объектного базиса в этом смысле эквивалентны. Выбор того или 

иного алгоритмического базиса определяется в основном требованиями наглядно-

сти или удобочитаемости записи алгоритма. 

По отношению к функции трудоемкости понятие эквивалентности базисов 

нуждается в уточнении. Это связано с количеством операций принятой модели 

вычислений (объектного базиса), которому соответствует выбранное обозначение 

в алгоритмическом базисе. В этом смысле мы вправе потребовать, чтобы обозна-

чение в алгоритмическом базисе приводило не более чем к )1(O  операций в при-

нятой модели вычислений. 

Определение 2.3. Будем говорить, что алгоритмический и объектный бази-

сы по функции трудоемкости )1(O  — эквивалентны, если 
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Введенная )1(O  — эквивалентность гарантирует, что если базовые операции 

модели вычислений выполняются за единичное время, то и операции алгоритми-

ческого базиса будут выполняться за единичное время с точностью до постоянно-

го множителя. 

При этом алгоритм решения некоторой задачи в объектном базисе 

 CR,,  представляет собой записанную в алгоритмическом базисе  TS ,  ко-

нечную последовательность базовых операций принятой модели вычислений, вы-

полняемых механизмом реализации, приводящую к решению поставленной зада-

чи за конечное время. 
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2.4 Модель вычислений для языка процедурного программирования 
с поддержкой механизма рекурсивного вызова 

Описание модели вычислений. В целях удобства анализа компьютерных 

алгоритмов, запись которых приближена к языку процедурного программирова-

ния высокого уровня, необходимо ввести соответствующую модель вычислений. 

Переход от модели вычислений машины с произвольным доступом к памяти к 

модели вычислений процедурного языка высокого уровня связан с тем, что клас-

сический процедурный подход остается в настоящее время наиболее широко ис-

пользуемым при программной реализации алгоритмов. 

Эта модель вводится как некоторое расширение машины с произвольным 

доступом к памяти в части набора базовых операций, и фактически является но-

вым алгоритмическим базисом для объектного базиса классической модели — 

машины с произвольным доступом к памяти. Дополнительно модель включает в 

себя программный стек и операции его обслуживания в целях учета ресурсных за-

трат рекурсивных алгоритмов. 

В дальнейшем будем считать, что объектами хранения в информационном 

носителе являются битовые слова фиксированной длины, обращение к которым 

производится по их адресу в символической записи. Механизм реализации, ана-

логичный классическому последовательному процессору фон-Неймановской ар-

хитектуры предполагает расположение программы и данных в информационном 

носителе. При этом считается, что базовыми операциями такого процессора яв-

ляются операции, коррелированные с основными операторами процедурного язы-

ка высокого уровня. 

Базовые операции механизма реализации. Для вводимой модели вычис-

лений процедурного языка высокого уровня базовыми операциями будем считать 

следующие: 

— простое присваивание: ba  ; 

— одномерная индексация:  ia  : (адрес  a + i  длина элемента); 

— арифметические операции:  ,/,*, ; 

— операции сравнения:  ba  ,,,, ; 
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— логические операции:    2,,1 lnotandorl ; 

— операции взятия содержимого по адресу (штрих-операция) и адресации в 

сложных типах данных  2.1 namename . 

По отношению к введенному набору базовых операций необходимо сделать 

несколько замечаний: 

— опираясь на идеи структурного программирования, из набора базовых 

операций исключается команда перехода, поскольку ее можно считать связанной с 

операцией сравнения в конструкции ветвления или цикла по условию. Такое ис-

ключение оправдано запретом использования оператора перехода на метку в идео-

логии структурного программирования; 

— операции доступа к простым именованным ячейкам памяти для получе-

ния операндов включаются в результативные операции обработки этих операн-

дов; 

— операции индексации элементов массивов и сложной адресации в типах 

данных вынесены в отдельные элементарные операции с целью возможного согла-

сования временных оценок программных реализаций; 

— конструкции циклов не рассматриваются, т. к. могут быть сведены к ука-

занному набору базовых операций. 

С учетом этих замечаний можно говорить, что введенный алгоритмический 

базис выбранной модели вычислений является по трудоемкости )1(O  — эквива-

лентным машине с произвольным доступом к памяти. 

Модель программного стека. Анализ рекурсивных алгоритмов предпола-

гает учет трудоемкости обслуживания вызова процедуры ил функции. Поскольку 

реально такие вызовы обслуживаются через программный стек, то формальное 

рассмотрение механизма организации рекурсивных вызовов предполагает введе-

ние модели программного стека. Будем предполагать далее, что модель вычисле-

ний поддерживает специальную область памяти — программный стек, используя 

специальную ячейку памяти — указатель стека, хранящий адрес некоторой ячей-

ки в этой области. 

Две специальные операции — «записать в стек» и «читать из стека» органи-

зуют работу с этой областью так, что логически мы считаем, что имеем дело со 
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стеком, как классической структурой, хотя указанные операции и изменяют адрес 

указателя стека. Например, операция «записать в стек» уменьшает текущий адрес 

и записывает по этому адресу содержимое своего операнда. Такой подход гаран-

тирует, что любая операция со стеком не приводит к перезаписи со сдвигом его 

содержимого, и позволяет считать, что трудоемкость выполнения указанных опе-

раций не зависит от объема хранимой информации. 

Хотя наши операции неявно используют текущий указатель вершины про-

граммного стека, тем не менее, мы рассматриваем их как операции с одним опе-

рандом, который указывает элементарную ячейку хранения, содержимое которой 

либо помещается в стек, либо считывается в них с вершины стека. Приведем по-

шаговое описание этих операций. 

1. «Записать в стек» <операнд>. Операция уменьшает адрес указателя стека 

на длину операнда и помещает содержимое операнда, начиная с полученного ад-

реса. 

2. «Читать из стека» <операнд>. Операция считывает информацию, располо-

женную по указателю стека в операнд и увеличивает указатель на длину операнда. 

Механизм вызова процедуры с использованием программного стека. 

Прежде чем переходить к изучению механизма рекурсивного вызова рассмотрим 

обычный в языках процедурного (императивного) программирования механизм, 

обеспечивающий передачу управления на некоторую процедуру и возврат управ-

ления в точку вызова. Напомним, что под процедурой понимается поименован-

ный фрагмент программы, к которому можно обращаться по его имени с возмож-

ностью передачи ряда фактических параметров, как по значению, так и по ссылке 

(адресу) для возврата полученных результатов в точку вызова. В отличие от 

функции, процедура не возвращает значения по своему имени. Механизм должен 

обеспечить сохранение регистров процессора, т. к. при возврате в точку вызова 

мы должны восстановить их значения, кроме того, в процедуру должны быть не-

которым образом переданы фактические параметры. 

Схематично этот механизм проиллюстрирован на рисунке 2.1 — мы счита-

ем, что вызывающая программа сама сохраняет регистры, а вызываемая процеду-

ра восстанавливает их перед передачей управления (возвратом). 
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Рисунок 2.1. Механизм вызова процедуры с использованием стека. 

Для обеспечения этих действий мы и будем использовать описанный выше 

программный стек и обслуживающие его операции. Поскольку значения должны 

помещаться в программный стек в порядке обратном их выборке, то вначале мы 

помещаем в стек адрес возврата в точку вызова, затем значения необходимых ре-

гистров и передаваемые в процедуру фактические параметры. 

При вызове процедуры вызывающая программа помещает в стек адрес воз-

врата, состояние необходимых регистров процессора, адреса возвращаемых значе-

ний и передаваемые параметры, пользуясь командой «записать в стек». После этого 

выполняется переход по адресу на вызываемую процедуру, которая извлекает пе-

реданные фактические параметры (командой «читать из стека»), выполняет необ-

ходимые вычисления и помещает результаты по указанным в стеке адресам. При 
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завершении работы вызываемая процедура восстанавливает значения регистров, 

выталкивает из стека адрес возврата и осуществляет переход по этому адресу, воз-

вращая управление в точку своего вызова (см. рис. 2.1). 

Механизм обслуживания рекурсивного вызова. Очевидно, что механизм 

обслуживания рекурсивного вызова базируется на механизме вызова процедуры. 

Дополнительные изменения, которые необходимо внести, касаются локальных 

ячеек рекурсивной функции или процедуры и передачи значения через имя функ-

ции. Поскольку мы рекурсивно вызываем тот же фрагмент программного кода, то 

состояние локальных ячеек рекурсивной функции должно быть также сохранено в 

программном стеке, равно как и значения регистров. При рекурсивном возврате 

мы должны обеспечить то же состояние регистров и локальных ячеек, которое 

было в момент  рекурсивного вызова. Это приводит к необходимости использо-

вать программный стек для хранения локальных ячеек и массивов рекурсивной 

функции. Что касается передачи результата функцией через свое имя, то мы бу-

дем считать, что имя функции также является локальной ячейкой, с той лишь раз-

ницей, что в момент возврата функция помещает в стек вычисленное значение, и 

восстановление локальных ячеек при возврате приведет к передаче этого значения 

в рекурсивный вызов. С учетом этого, механизм рекурсивного вызова процедуры 

может быть схематично представлен так, как это показано на рисунке 2.2. Опи-

шем этапы рекурсивного вызова и возврата более подробно (нумерация этапов 

соответствует рисунку 2.2.) 

1. Непосредственно перед рекурсивным вызовом процедура последователь-

но помещает в программный стек адрес возврата, состояние регистров, содержи-

мое своих локальных ячеек и массивов, и список передаваемых параметров ре-

курсивного вызова. 

2. Выполняется рекурсивный вызов — процедура вызывает сама себя. От-

метим, что с точки зрения процессора это всего лишь передача управления на 

другую машинную команду в программном коде. Этой командой является первая 

команда процедуры. 
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3. При получении управления процедура получает доступ к переданным па-

раметрам через программный стек, они либо считываются из стека в регистры, 

либо процедура имеет прямой адресный доступ к области программного стека. 

Рисунок 2.2. Механизм рекурсивного вызова процедуры. 

4. В предположении, что этот вызов является остановом рекурсии, процеду-
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тело этой же процедуры, и мы оказываемся в теле процедуры А на предыдущем 

уровне цепочки рекурсии. 

Остановимся более подробно на этапе 4. Мы его описали в предположении 

останова рекурсии. Если это не так, то в теле процедуры формируется новый ре-

курсивный вызов, включающий сохранение локальных ячеек и регистров и вызов 

процедуры с новыми параметрами. Очевидно, что в этот момент информация о 

«новом» вызове сохраняется в стеке выше информации о «старом» вызове. Это 

приводит к тому, что хотя мы физически имеем один и тот же программный код, 

но предыстория вызовов сохраняется в стеке, и, следовательно, мы храним всю 

информацию о последовательности вызовов, на основе которой организуется це-

почка возвратов после выполнения условия останова рекурсии. 

Все вышесказанное остается в силе и для рекурсивной функции, за исключе-

нием того, что в области сохранения локальных ячеек и массивов будет выделена 

еще одна дополнительная ячейка, хранящая значение, вычисленное функцией. 

Таким образом, механизм программного стека позволяет организовать це-

почку рекурсивных вызовов процедур или функций в языке программирования 

высокого уровня. Хранение в стеке всей текущей информации об этих вызовах 

позволяет организовать обратную цепочку рекурсивных возвратов. Поэтому, если 

рассматривать выполнение рекурсивной функции во времени, то в момент оста-

нова рекурсии в стеке сохраняется вся информация о предыдущих рекурсивных 

вызовах, — и в этот момент мы используем наибольший объем памяти в области 

программного стека. Эта информация будет необходима нам в дальнейшем для 

исследования емкостной эффективности рекурсивных алгоритмов. 

Отметим, что в настоящее время, практически все языки программирования 

для персональных компьютеров, более корректно — обслуживающие их компи-

ляторы, поддерживают механизм рекурсивного вызова, основанный на программ-

ном стеке. В свете вышесказанного этот механизм было бы более правильно на-

звать механизмом рекурсивного вызова-возврата. 

Еще раз напомним уважаемым читателям, что изложенный здесь механизм 

является, пусть и приближенной к действительности, но все же моделью меха-

низма организации рекурсивного вызова в описываемой модели вычислений. 
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Компиляторы языков программирования высокого уровня могут иметь собствен-

ные особенности организации такого механизма, и читателям есть смысл ознако-

миться с тем, как, например, этот механизм реализован в языках Delphi или СИ. 

Введенная модель вычислений будет использоваться при дальнейшем из-

ложении материала книги, и именно на её основе будут исследоваться алгоритмы 

решения задач, составляющих основной иллюстративный материал по разработке 

ресурсно-эффективных алгоритмов. 
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Р А З Д Е Л  I I  

Т Е О Р И Я  Р Е С У Р С Н О Й  Э Ф Ф Е К Т И В Н О С Т И  

В Ы Ч И С Л И Т Е Л Ь Н Ы Х  А Л Г О Р И Т М О В  

Цель настоящего раздела — не только формализовать понятия и ввести 

терминологию, которая используется в области анализа и исследования эффек-

тивности вычислительных алгоритмов, но и описать некоторые классификации 

алгоритмов, которые будут впоследствии использоваться. В разделе приводятся 

также методики оценки и выбора рациональных алгоритмов, которые могут быть 

использованы для обоснования решений при разработке алгоритмического обес-

печения программных средств и систем. В целом раздел содержит краткое изло-

жение теории ресурсной эффективности вычислительных алгоритмов, которая 

является областью научных исследований автора этой книги. 

Теория ресурсной эффективности вычислительных алгоритмов имеет своей 

целью создание научно-методической базы для решения вопросов сравнительного 

анализа и рационального выбора вычислительных алгоритмов в реальном диапазо-

не длин входов. Основная задача теории — это повышение ресурсной эффективно-

сти алгоритмического обеспечения программных средств и систем за счет разра-

ботки методов оценки и выбора рациональных алгоритмов решения вычислитель-

ных задач в заданных условиях применения. Для достижения этой цели и решения 

поставленных задач аппарат теории ресурсной эффективности вычислительных ал-

горитмов включает в себя следующие компоненты: 

— систему обозначений, ориентированную на решение задач оценки и ана-

лиза ресурсной эффективности алгоритмов; 

— способ оценки ресурсной эффективности алгоритмов на основе их ре-

сурсных функций, учитывающих как ресурсные требования алгоритма, так и раз-

личные особенности области применения разрабатываемого программного про-

дукта; 

— методы получения ресурсных функций: функции объема памяти и функ-

ции трудоемкости для алгоритмов различных классов, включая трудоемкости для 



76 
среднего и худшего случаев, как для процедурной, так и для рекурсивной реали-

зации алгоритмов; 

— методику анализа чувствительности алгоритмов к вариациям входных 

данных, позволяющую оценить устойчивость функции трудоемкости для среднего 

случая, а, следовательно, и временных оценок алгоритма для различных вариантов 

исходных данных при фиксированной длине входа; 

— метод сравнительного анализа ресурсных функций алгоритмов с целью 

выбора рационального диапазона размерности множества входных данных или 

рационального алгоритма при известном диапазоне; 

— метод выявления областей эквивалентной ресурсной эффективности ал-

горитмов, позволяющий указать предпочтения для выбора алгоритма в зависимо-

сти от диапазона размерности множества входных данных. 

Изложению данного материала и посвящен настоящий раздел. 

Г Л А В А  3 .  

В В Е Д Е Н И Е  В  Т Е О Р И Ю  Р Е С У Р С Н О Й  

Э Ф Ф Е К Т И В Н О С Т И  В Ы Ч И С Л И Т Е Л Ь Н Ы Х  

А Л Г О Р И Т М О В  

Введение 

Материал этой главы начинается с изложения основных понятий и опреде-

лений, используемых в теории ресурсной эффективности, которые широко будут 

использоваться в дальнейшем. Понятия функции трудоемкости и функции объема 

памяти являются в этом отношении определяющими. На их основе рассматрива-

ются варианты построения комплексного критерия оценки качества алгоритмов. 

В последнем параграфе показывается, как на основе функции трудоемкости и ря-

да экспериментальных данных можно прогнозировать времена выполнения про-

граммных реализаций компьютерных алгоритмов. 

3.1 Терминология и обозначения в теории ресурсной эффективности 
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Наиболее употребительными характеристиками ресурсной эффективности 

алгоритмов являются оценки временной и емкостной сложности, отражающие 

требуемые ресурсы процессора и оперативной памяти и/или внешней памяти. 

Терминологию в области анализа алгоритмов в настоящее время можно считать 

устоявшейся [3.1, 3.2], однако собственная система обозначений развита слабо, и 

представлена, в основном, обозначениями асимптотического роста функций, или, 

в ряде случаев, отсутствует. Таким образом, возникает задача уточнения терми-

нологии и введения системы соответствующих обозначений, ориентированных на 

анализ ресурсной эффективности вычислительных алгоритмов. Предлагаемые 

ниже определения и обозначения были введены автором в [3.3], этот материал 

также изложен в [3.4]. 

Временная сложность и функция трудоемкости. Классический анализ 

вычислительных алгоритмов связан, прежде всего, с анализом их временной слож-

ности. Его результатом является асимптотическая оценка количества задаваемых 

алгоритмом операций, как функции длины входа, которая коррелированна с асим-

птотической оценкой времени выполнения программной реализации алгоритма. 

Однако асимптотические оценки указывают не более чем порядок роста функции, 

и результаты сравнения алгоритмов по этим оценкам будут справедливы только 

при очень больших длинах входов. Для сравнения алгоритмов в диапазоне реаль-

ных длин входов, определяемых областью применения программной системы, не-

обходимо знание о точном количестве операций, задаваемых алгоритмом, т. е. о 

его функции трудоемкости. 

Определение 3.1. Трудоёмкость алгоритма. 

Пусть AD  есть множество допустимых конкретных проблем задачи, решае-

мой алгоритмом A , а его элемент ADD  представляет собой конкретную про-

блему (вход алгоритма A) размерности n . Множество D  есть конечное упорядо-

ченное множество из n  элементов id , представляющих собой слова фиксирован-

ной длины в алфавите  1,0 : 

   nDnidD i  ,,1, . 

Под трудоёмкостью алгоритма A  на входе D , будем понимать количество базо-

вых операций в принятой модели вычислений, задаваемых алгоритмом на этом 
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входе. В дальнейшем будем обозначать через  Df A  функцию трудоёмкости ал-

горитма A  для входа D . Заметим, что значением функции трудоемкости для лю-

бого допустимого входа D  является целое положительной число (в силу предпо-

ложения о том, что алгоритм A  является финитным 1-процессом по Посту [3.5]). 

При более детальном анализе ряда алгоритмов оказывается, что не всегда 

трудоемкость алгоритма на одном входе D  длины n , где Dn  , совпадает с его 

трудоемкостью на другом входе такой же длины. Рассмотрим допустимые входы 

алгоритма длины n  — в общем случае существует подмножество (для большин-

ства алгоритмов собственное) множества AD , включающее все входы, имеющие 

размерность n , — обозначим его через nD : 

  nDDDn  | . 

Поскольку элементы id  представляют собой слова фиксированной длины в алфа-

вите  1,0 , множество nD  является конечным — обозначим его мощность через 

nDM , т. е. nD DM
n
 . Тогда алгоритм A , получая различные входы D  из множе-

ства nD , будет, возможно, задавать в каком-то случае наибольшее, а в каком-то 

случае наименьшее количество операций. Исключение составляют алгоритмы, 

для которых трудоемкость определяется только длиной входа. В связи с этим вве-

дем следующие обозначения, отметив, что соответствующая терминология явля-

ется устоявшейся в области анализа алгоритмов: 

Обозначим худший случай трудоемкости на всех входах фиксированной 

длины через  nf A
 . Под худшим случаем понимается наибольшее количество 

операций, задаваемых алгоритмом A  на всех входах размерности n , т. е. на всех 

входах nDD : 

     Dfnf ADDA
n

  max , 

по аналогии через  nf A
  будем обозначать лучший случай, как наименьшее коли-

чество операций, задаваемых алгоритмом A  на входах размерности n : 

     Dfnf ADDA
n

  min . 
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Трудоемкость алгоритма в среднем будем обозначать через  nfA  — это средний 

случай трудоемкости, т. е. среднее количество операций, задаваемых алгоритмом 

A  на входах размерности n : 

    



nDD

AA DfDpnf )( , 

где )(Dp  есть частотная встречаемость входа D  для анализируемой области 

применения алгоритма. В случае если все входы nDD  равновероятны, то: 

    



nn DD

A
D

A Df
M

nf 1 . 

Заметим, что функция  nfA  есть вещественнозначная функция целочисленного 

аргумента. Если трудоемкость алгоритма зависит только от длины входа, то мы 

будем использовать обозначение  nfA . 

На основе функции трудоемкости в худшем случае можно уточнить понятие 

сложности алгоритма. Заметим, что иногда сложность рассматривается и для 

среднего случая, но с соответствующей оговоркой. 

Определение 3.2. Временная сложность алгоритма (сложность алгоритма). 

Временная сложность алгоритма есть асимптотическая оценка в классах функ-

ций, определяемых обозначениями O  или  , функции трудоемкости алгорит-

ма для худшего случая —     ngOnfA  , или     ngnf A  , где  ng  — 

функция, задающая класс O  или   для  nf A
 . 

Заметим, что используемый для оценки функции  nf A
  асимптотический 

класс O  (O  большое), включает в себя средний и лучший случаи (  nfA  и  nf A
 ), 

т. к. читателю уже известно, что запись   ngO  обозначает класс функций, имею-

щих скорость роста не более чем функция  ng  с точностью до положительной 

константы, а из введенных обозначений следует, что:      nfnfnf AAA
  . 

Емкостная сложность и функция объема памяти. Состояние памяти мо-

дели вычислений (для реального компьютера это будет оперативная память) оп-

ределяется значениями, записанными в ячейках этой памяти. Тогда механизм реа-

лизации модели вычислений, выполняя операции, заданные алгоритмом, перево-
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дит исходное состояние памяти модели вычислений (исходные данные задачи — 

вход алгоритма), в конечное состояние — найденное алгоритмом решение задачи 

в терминах слов принятого алфавита. В ходе решения задачи может быть задейст-

вовано некоторое дополнительное количество ячеек памяти. Рассуждая по анало-

гии с временной сложностью и трудоемкостью, имеем: 

Определение 3.3. Функция объема памяти. 

Под объемом памяти, требуемым алгоритмом A  для входа, заданного множест-

вом D , будем понимать максимальное количество ячеек памяти модели вычисле-

ний, задействованных в ходе выполнения алгоритма. Функцию объема памяти ал-

горитма для входа D  будем обозначать через  DVA . Значение функции  DVA  

есть целое положительное число. 

Введем для функции объема памяти, по аналогии с трудоемкостью, обозна-

чения для лучшего, худшего и среднего случая на различных входах размерности 

n :  nVA
 ,  nVA

 ,  nVA . На этой основе мы можем определить емкостную слож-

ность алгоритма. 

Определение 3.4. Емкостная сложность алгоритма. 

Емкостная сложность алгоритма есть асимптотическая оценка в классах функций, 

определяемых обозначениями O  или  , функции объема памяти алгоритма для 

худшего случая —     nhOnVA  , или     nhnVA  , где  nh  — функция, 

задающая класс O  или   для  nVA
 . 

Ресурсная характеристика и ресурсная сложность алгоритма Содержа-

тельно термин «ресурсная эффективность алгоритма» включает в себя как тре-

буемый алгоритмом ресурс процессора, так и ресурс памяти, которые будут за-

действованы алгоритмом при решении задач размерности n . Поскольку в резуль-

тате анализа алгоритма по этим ресурсам могут быть получены или функцио-

нальные зависимости от размерности, или их асимптотические оценки, то целесо-

образно ввести следующие определения и обозначения, имея в виду, что могут 

рассматриваться как лучший, худший, так и средний случай требуемых ресурсов 

при фиксированной размерности: 

Определение 3.5. Ресурсная характеристика алгоритма. 
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Под ресурсной характеристикой алгоритма в худшем, среднем или лучшем слу-

чае, будем понимать упорядоченную пару функций — соответствующие рассмат-

риваемому случаю функция трудоемкости и функция объема памяти. Ресурсную 

характеристику алгоритма (Resource characteristic) будем обозначать через  Ah
* : 

      nVnfA AAh
*** , , где  ,,*  . 

Определение 3.6. Ресурсная сложность алгоритма. 

Под ресурсной сложностью алгоритма (Resource complexity) в худшем, среднем 

или лучшем случае будем понимать упорядоченную пару классов функций, за-

данных асимптотическими обозначениями O  или   — соответствующие рас-

сматриваемому случаю временная сложность и емкостная сложность алгоритма, 

и обозначать ее через  Aс
* : 

        nhOngOAс ,*  , 

где 

  ng :     ngOnfA * ,  nh :     nhOnVA * , 

или 

        nhngAс 1,1*  , 

где: 

  ng1 :     ngnfA 1*  ,  nh1 :     nhnVA 1*  ,  ,,*  . 

Заметим, что в ряде случаев, особенно при сравнительном анализе ресурс-

ной эффективности алгоритмов, более наглядным является переход в оценке ем-

костной сложности от общего объема памяти модели вычислений к объему до-

полнительной памяти, требуемой алгоритмом, т. к. объемы памяти для входа и ре-

зультата одинаковы для всех сравниваемых алгоритмов. В этом случае можно со-

хранить введенные обозначения, но использовать их с соответствующей оговор-

кой. В качестве примера приведем обозначение ресурсной сложности для алго-

ритма сортировки вставками, для которого    2nnf A   [3.2], а требуемая до-

полнительная память фиксирована, и не зависит от длины сортируемого массива. 

Для этого алгоритма      1,2  nAс . 
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3.2. Функции ресурсной эффективности компьютерных алгоритмов 
и их программных реализаций 

Компоненты функции ресурсной эффективности программной реали-

зации алгоритма. Пусть AD  — конкретное множество исходных данных алго-

ритма (см. § 3.1). Определим в терминах требуемых алгоритмом ресурсов компь-

ютера следующие компоненты, значения которых возможно зависят от характе-

ристик множества AD  или некоторых его элементов [3.3]: 

—  Aexe DV  — ресурс оперативной памяти в области кода, требуемый под 

размещение машинного кода, реализующего данный алгоритм. Этот ресурс соот-

носим с объемом EXE - файла, с учетом оверлейных структур и принципа органи-

зации управления программной системой. Заметим, что, как правило, для одной и 

той же задачи, короткие по объему реализующего программного кода алгоритмы 

имеют худшие временные оценки, чем более длинные («быстрые алгоритмы яв-

ляются в большинстве случаев достаточно сложными» [3.1]). В основном для не-

больших программ объем области кода не зависит от AD . В случае больших про-

граммных систем или комплексов модули управления вычислительным процес-

сом, при определенных исходных данных, могут подгружать в оперативную па-

мять дополнительные фрагменты кода. Такой подход характерен для оверлейных 

структур или программных систем со структурой, адаптивной к входным данным. 

Аналогичная ситуация может быть следствием выбора различных алгоритмов, 

рациональных в зависимости от характеристик входа. К получению такой адап-

тивной структуры программного обеспечения могут приводить результаты опи-

сываемого сравнительного анализа ресурсной эффективности алгоритмов; 

—  Aram DV  — ресурс дополнительной оперативной памяти в области дан-

ных, требуемый алгоритмом под временные ячейки, массивы и структуры. Ресурс 

памяти для входа и выхода алгоритма не учитывается в этой оценке, т. к. является 

неизменным для всех алгоритмов решения данной задачи. Обычно более быстрые 

алгоритмы решения некоторой задачи требуют большего объема дополнительной 

памяти [3.1, 3.6]. В качестве примера можно привести быстрый алгоритм сорти-

ровки методом индексов [3.2], требующий дополнительной памяти в объеме, рав-
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ном значению максимального элемента исходного массива (алгоритм допускает 

только целочисленные входы). Такой дополнительный массив есть «плата» за бы-

стродействие — при определенных условиях мы можем получить отсортирован-

ный массив за  n  операций, где n  — размерность входного массива; 

—  Ast DV  — ресурс оперативной памяти в области стека, требуемый алго-

ритмом для организации вызова внутренних процедур и функций. Объем данного 

ресурса существенно зависит от того, в каком подходе, итерационном или рекур-

сивном, реализован данный алгоритм. Требуемый объем памяти в области стека 

может быть критичен при рекурсивной реализации по отношению к размерности 

решаемой задачи, если дерево рекурсии достаточно «глубоко». Если алгоритм 

реализуется в объектно-ориентированной среде программирования, то требования 

к ресурсу стека могут быть значительны за счет длинных цепочек вызовов мето-

дов, связанных с наследованием в объектах; 

—  ADT  — требуемый алгоритмом ресурс процессора — оценка времени 

выполнения данного алгоритма на данном компьютере. Эта оценка определяется 

функцией трудоемкости алгоритма в зависимости от характеристических особен-

ностей множества исходных данных. Переход от функции трудоемкости к времен-

ной оценке связан с определением средневзвешенного времени опt  выполнения 

обобщенной базовой операции в языке реализации алгоритма на данном процессо-

ре и компьютере. Получение точной функции времени выполнения, учитывающей 

все особенности архитектуры компьютера, представляет собой достаточно слож-

ную задачу; для оценки сверху можно воспользоваться функцией трудоемкости для 

худшего случая при данной размерности —  nf A
 . В большинстве случаев может 

быть использована функция трудоемкости в среднем —  nf A . Средневзвешенное 

время опt  может быть получено экспериментальным путем в среде реализации ал-

горитма. Подробно этот вопрос рассматривается в § 3.4. 

Функции ресурсной эффективности алгоритма и его программной реа-

лизации. Одним из возможных подходов к построению ресурсных функций явля-

ется стоимостной подход, приводящий к введению весовых коэффициентов. При-
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меняя его в аддитивной форме, получаем функцию ресурсной эффективности ал-

горитма для входа D  в виде: 

       ,DfCDVCD AfAVA   (3.2.1) 

и функцию ресурсной эффективности программной реализации 

          DTCDVCDVCDVCD AtststramramexeexeAR  , (3.2.2) 

где конкретные значения коэффициентов  tstramexeiCi ,,,,   задают удельные 

стоимости ресурсов, определяемые условиями применения алгоритма и специфи-

кой программной системы. 

Выбор рационального алгоритма rA  может быть осуществлен при заданных 

значениях коэффициентов iC  по критерию минимума функции  DAR , рассчи-

танной для всех претендующих алгоритмов из множества A . Пусть множество 

претендующих алгоритмов A  состоит из m  элементов  miAA i ,1|  , тогда 

       DDDA
i

i
r ARAARr  min: , (3.2.3) 

где минимум берется по всем претендующим алгоритмам из множества A , а за-

пись  DAr  обозначает рациональный алгоритм для данного входа. Формально 

выполнив вычисления по формуле (3.2.3) для всех входов D  из множества AD , 

ограниченного особенностями применения данной задачи в разрабатываемой про-

граммной системе, мы можем определить те множества входов, при которых один 

из претендующих алгоритмов будет наиболее рациональным. Однако такой под-

ход нецелесообразен из-за слишком большого количества элементов в D . 

Более реальный и практически приемлемый подход связан с использованием 

оценки в среднем или худшем случае для компонентов функции ресурсной эффек-

тивности, в зависимости от специфики требований. Обозначая соответствующие 

компоненты ресурсной функции как функции размерности с учетом обозначений 

из § 3.1, получаем 

       ,*** nfCnVCn AfAVA   (3.2.4) 

где  ,,*   — обозначение худшего, лучшего и среднего случая ресурсной 

функции, и функцию ресурсной эффективности программной реализации в виде 

          nTCnVCnVCnVCn AtststramramexeexeAR  , (3.2.5) 
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Для выбора рационального алгоритма определим функцию  nR , значением кото-

рой является номер алгоритма r , для которого 

       nrmrrnR
iAR

mi


 ,1
minarg;,1, . (3.2.6) 

Тогда на исследуемом сегменте размерностей входа  21, nn  возможны следующие 

случаи: 

— функция  nR  принимает одинаковые значения на  21, nn , 

      21,,, nnnnknRnR jiji  , 

тем самым алгоритм с номером k  является рациональным по ресурсной функции 

(3.2.5) на всем сегменте размерностей входа  21, nn ; 

— функция  nR  принимает различные значения на  21, nn : 

      jiji nRnRnnnn  :,, 21 , 

тем самым несколько алгоритмов являются рациональными по ресурсной 

функции (3.2.5) для различных размерностей входа на сегменте  21, nn . В этом 

случае на сегменте  21, nn  можно выделить подсегменты, в которых значение 

  constnR i  , и реализовать адаптивный по размеру входа выбор рационального 

алгоритма. 

Таким образом, на основе функции ресурсной эффективности можно выбрать 

алгоритм, имеющий минимальную ресурсную стоимость при данных весах на не-

котором подсегменте исследуемого сегмента размерностей. На основе функций ре-

сурсной эффективности возможно более детальное исследование задачи выбора 

рационального алгоритма с точки зрения характеристик конкретного компьютера и 

внешних требований к алгоритму. Такой подход приводит к построению четырех-

мерного пространства аргументов, координатами которого являются значения ре-

сурсных функций (объем памяти кода, дополнительных данных, стека и временная 

оценка). В таком пространстве внешние требования к алгоритму (более точно — к 

его программной реализации), заданные в виде ограничивающих сегментов, задают 

четырехмерную область W  допустимых значений. Исследуемой программной реа-

лизации алгоритма на данном компьютере для каждого значения размерности зада-

чи n  в этом пространстве соответствует точка  nX  с координатами 
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           nTnVnVnVnX stramexe ,,, , 

где координаты рассчитываются по среднему или худшему случаю для данной 

размерности. Очевидно, что от характеристик компьютера зависит только «коор-

дината»  nT . Различным значениям n  в этом пространстве соответствует «точеч-

ный график» — набор точек, каждая из которых связана со своим значением раз-

мерности. Интерес, очевидно, представляют такие значения размерности n , кото-

рым соответствуют точки  nX , находящиеся на границе области W . При таком 

подходе появляется возможность исследования алгоритмов на «устойчивость» по 

отношению к характеристикам множества исходных данных (в частности — раз-

мерности задачи) в заданной области требований. Например, возможно определе-

ние максимальной размерности решаемой задачи с учетом всех требуемых ресур-

сов. Другая возможность состоит в исследовании области W  и характеристик ком-

пьютеров (опосредованно через  nT ) с целью выбора рационального компьютера 

для данного алгоритма решения задачи с учетом внешних требований. 

Приведем графическую иллюстрацию указанного подхода, связанную с оп-

ределением максимальной размерности задачи. Для перевода области W  в двух-

мерное пространство введем обобщенный показатель ресурса памяти в среднем, 

как функцию размерности входа, в виде 

        nVnVnVnV stramexe  . 

Пусть *V  и *T  — ограничения со стороны разрабатываемой программной систе-

мы на максимально допустимый объем оперативной памяти и время выполнения. 

При условии, что минимальные значения равны нулю, прямоугольник 

     **,,0,0 VTW   

задает область W . Пусть также значения 4321 ,,, nnnn  принадлежат области раз-

мерности задачи, причем 4321 nnnn  . В указанных обозначениях на рисунке 

3.1 показано возможное определение верхней границы размерности задачи в облас-

ти W . Черные и серые точки на рисунке 3.1 соответствуют различным компьюте-

рам — 1P  и 2P  соответственно, причем 1P  является более производительным, 

чем 2P . 
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Рисунок 3.1. Определение верхней границы размерности задачи с учетом 

ресурсных ограничений для различных компьютеров. 

Очевидно, что с возрастанием размерности задачи требуемая оперативная память и 

время выполнения программной реализации алгоритма, по крайней мере, не 

уменьшаются. На рисунке 3.1 показано, что для размерности 3n  и реализации на 

компьютере 1P  будет превышено пороговое значение (граница области W ) по 

объему оперативной памяти. Для размерности 2n  и реализации на компьютере 2P  

будет превышена граница области W  по времени выполнения. 

3.3. Способы построения комплексных критериев оценки 
качества алгоритмов 

Дополнительные компоненты функции ресурсной эффективности 

Предложенная функция ресурсной эффективности вычислительных алгоритмов 

как функция размерности входа учитывает ресурсы компьютера, требуемые дан-

ным алгоритмом. Можно говорить о том, что это базовая ресурсная функция, 

компоненты которой могут быть модифицированы с учетом дополнительных тре-

бований к характеристикам алгоритма со стороны программной системы. Такая 

модификация может быть осуществлена введением дополнительных компонент, 

учитывающих специальные требования к алгоритмическому обеспечению, или 

V 

 Область W 

 T  T* 

 n4 

 n1 

 n2 

 n3 

 n4 

 n1 

 n2 

 n3 

P1 P2 

V* 
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введением функциональных зависимостей для стоимостных коэффициентов с ар-

гументом размерности входа в компонентах функции ресурсной эффективности. 

Дополнительные компоненты, вводимые в функцию ресурсной эффективности, 

могут быть связаны с необходимостью как отражения специфики проблемной об-

ласти и учета особенностей задачи, так и учета специальных требований к алго-

ритмическому обеспечению, обусловленных техническим заданием на разработку 

данной программной системы. Укажем некоторые характерные случаи и возмож-

ные варианты построения дополнительных компонентов. 

Учет требований точности. Требования обеспечения необходимой точно-

сти возникают, как правило, в задачах оптимизации, решаемых алгоритмами, ис-

пользующими в своей основе аппарат численных методов. Другая ситуация свя-

зана с необходимостью получения решений для NP -полных задач. Поскольку 

точное решение для практически значимых размерностей не может быть пока по-

лучено за полиномиальное время [3.2], одним из вариантов является использова-

ние специальных алгоритмов, обеспечивающих - полиномиальные приближения 

для NP -полных задач. Учет требуемой точности получаемого решения может 

быть осуществлен в рамках принятого стоимостного подхода следующими спосо-

бами: 

— первый способ основан на непосредственном учете точности в компо-

нентах. Точность для оптимизационных алгоритмов, понимаемая не как оценка 

точности метода, лежащего в основе алгоритма, а как точность, обеспечиваемая 

процессом итерационной сходимости, задается входным значением  , которое-

сильно влияет на трудоемкость. При этом функция трудоемкости, а следователь-

но, и время выполнения в среднем —  nT  зависят как от размерности, так и от 

точности —   ,nTT . Возможно, что и дополнительные затраты памяти также 

зависят от точности, если по каким-либо причинам в ходе итерационного процес-

са необходимо запоминать промежуточные результаты. Таким образом, функция 

ресурсной эффективности программной реализации является функцией и размер-

ности, и точности: 

   ,nARAR ; 
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— второй способ состоит в построении базовой функции при фиксиро-

ванном минимально приемлемом значении точности 0 . Ресурсные затраты 

на дальнейшее повышение точности результата могут быть вынесены в отдель-

ный компонент функции ресурсной эффективности с собственным стоимост-

ным весом: 
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,
00 ,,, nVnTnE ram , 

где компонент T  учитывает в относительных единицах изменение временной 

эффективности при изменении точности, а компонент ramV ,  — изменение допол-

нительно требуемой памяти. Обозначая значение базовой функции при 0  че-

рез  0,  nAR , получаем 

     0
0

0 ,,,, 










 nEnn ARAR . 

Учет требований по временной устойчивости. В некоторых проблемных 

областях применения к программному обеспечению предъявляются специальные 

требования, связанные с особенностями функционирования аппаратных средств. 

Наиболее характерным примером могут служить бортовые вычислительные ком-

плексы и встраиваемые системы. Программное обеспечение таких систем должно 

не только удовлетворять жестким временным ограничениям, но и обладать тем 

свойством, которое может быть названо временной устойчивостью по данным. 

Введенное понятие временной устойчивости по данным означает, что различные 

входы вычислительного алгоритма при фиксированной длине входа приводят к 

небольшим изменениям наблюдаемого времени выполнения. Этот показатель яв-

ляется важным, т. к. обеспечивает, наряду с исполнительной аппаратурой, устой-

чивое расчетное время отклика системы на внешние воздействия. Учет требова-

ния временной устойчивости может быть выполнен на основе введения понятия 

информационной чувствительности алгоритма, отражающего изменение значений 

функции трудоемкости для различных входов фиксированной длины. 

Количественная мера информационной чувствительности определяется в 

[3.4] на основе исследования алгоритма методами математической статистики. 

Более подробно понятие информационной чувствительности будет рассмотрено в 
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главе 4. Обозначив, следуя [3.4], количественную меру информационной чувстви-

тельности алгоритма через  ni  и связав с ней соответствующий стоимостной 

коэффициент, получаем дополнительный компонент функции ресурсной эффек-

тивности в виде:  nC i . Важность временной устойчивости и связанной с ней 

информационной чувствительности алгоритма может быть подчеркнута разработ-

чиками путем выбора больших значений коэффициента C . 

Функциональные стоимостные коэффициенты. Ряд специальных требо-

ваний к программному обеспечению может быть учтен в предлагаемой функции 

ресурсной эффективности не путем введения дополнительных компонентов, а пу-

тем изменения значений стоимостных коэффициентов при изменении размерности 

решаемой задачи. Такой путь эффективен при необходимости учета «пороговых» 

требований, например по объему требуемой дополнительной памяти или времени 

выполнения. Поскольку функция ресурсной эффективности программной реализа-

ции алгоритма является функцией размерности входа, а пороговые требования 

формулируются в размерностях компонентов функции, то целесообразно рассмат-

ривать стоимостные коэффициенты как функции значений компонентов, например, 

   nVCC ramramram  . 

Таким образом, стоимостные коэффициенты являются сложной функцией от раз-

мерности задачи. Формализация пороговых требований коэффициентами функ-

ции ресурсной эффективности может быть выполнена с использованием функции 

Хевисайда —  tH , которую будем использовать для произвольного аргумента x  

с обозначением  xH : 

 



x

dxxxH )()( , 

где  x  — дельта функция. Рассмотрим общий случай, когда стоимостной коэф-

фициент представляет собой ступенчатую функцию с несколькими пороговыми 

значениями. Пример компонента функции ресурсной эффективности, связанного 

с дополнительной памятью показан на рисунке 3.2. 
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Рисунок 3.2. Коэффициент ramC , заданный ступенчатой функцией. 

Показанные на рисунке 3.2 пороговые значения объема дополнительной памяти 

1V  и 2V  могут соответствовать, например, значениям объемов 1L  и 2L  кэш-

памяти компьютера. Пусть k  — количество уровней коэффициента ramC , обозна-

чим через jramC  разность значений между j , и 1j  уровнями. В предположении, 

что значение 00 ramC , коэффициенты могут быть заданы в виде 

 



k

j
jramramjramram VnVHCnC

1
)1( ))(()( , 

где  1jramV  — пороговые значения аргумента ступенчатой функции, причем 

00 ramV . Помимо ступенчатой функции, могут рассматриваться также варианты 

задания коэффициентов в виде кусочно-линейной или непрерывной функции. 
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3.4 Временные оценки и прогнозирование времён выполнения 
программных реализаций на основе функции трудоемкости 

Проблемы теоретического построения временных оценок. Результаты 

сравнительного анализа алгоритмов по времени выполнения их программных реа-

лизаций не всегда совпадают с результатами анализа по функции трудоемкости, из-

за различной частотной встречаемости операций и различий во времени их выпол-

нения, связанных с особенностями компилятора, операционной системы и архитек-

туры компьютера. Простое экспериментальное решение задачи построения вре-

менных характеристик — эксперимент с программной реализацией и последующая 

экстраполяция полученных значений. Этот подход не обладает достаточной точно-

стью из-за отсутствия информации о свойствах реализуемого алгоритма, что при-

водит к необходимости учета функции трудоемкости при решении задачи прогно-

зирования. С целью получения более достоверных результатов необходим переход 

от функции трудоемкости к функции времени выполнения программной реализа-

ции алгоритма. При этом в соответствии с определением временной эффективно-

сти (см. ISO 14756 [3.7]) будем рассматривать средние и/или худшие случаи для 

фиксированной размерности задачи: 

     ,,,,, 21 kAAA rrrnfTnT   (3.4.1) 

где:  nTA  — функция временной эффективности, задающая время выполнения 

программной реализации алгоритма в среднем или худшем случае;  nf A  — 

функция трудоемкости алгоритма в среднем или худшем случае; nkkiri  ;,1,  

— некоторые параметры, учитывающие особенности среды реализации. 

На пути теоретического построения функции  nTA  мы сталкиваемся с ря-

дом факторов, связанных с особенностями среды реализации (язык программиро-

вания, компилятор, операционная система, компьютер), учет которых вызывает 

существенные трудности. Укажем наиболее значимые из них: 

— частичное несоответствие структур и конструкций языка программиро-

вания, выбранного для реализации алгоритма, особенно в части структур и типов 

данных, и реальной системы команд процессора и поддерживаемых им типов 
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данных — проблема, известная в области архитектур процессоров под названи-

ем семантического разрыва [3.8]; 

— наличие архитектурных особенностей компьютера, и, прежде всего, про-

цессора, существенно влияющих на наблюдаемое время выполнения программы, 

таких как стековая обработка, конвейер команд и конвейер данных, наличие не-

скольких уровней быстрых буферов памяти (кеш-память), аппаратные и про-

граммные средства предвыборки команд и данных, и т. д. [3.9]; 

— различие во временах выполнения различных машинных команд, обу-

словленное различной сложностью внутренних алгоритмов реализации аппарат-

ных вычислений. Отметим, что эта проблема частично снимается для современ-

ных RISC процессоров, в которых большинство машинных  команд выполняется 

за фиксированное количество тактов [3.9]; 

— различие времени реального выполнения однородных команд в зависи-

мости от типов данных, причем это различия могут достигать порядка для ко-

ротких целых в сравнении с длинными действительными типами [3.9]; 

— различие во времени выполнения одной команды, в зависимости от зна-

чений операндов. Такие различия могут быть усреднены, но если особенности 

формирования входных данных алгоритма устойчивы, то такие различия так же 

должны учитываться; 

— неоднозначность компиляции исходного текста, обусловленная как спе-

цификой выбранного компилятора, например, в части поддержки им различных 

методов оптимизации кода, так и особенностями его настройки; 

— дополнительные временные задержки, обусловленные выбранной средой 

реализации, такие как время оверлейной подкачки фрагментов программы, за-

держки наблюдаемого времени, вносимые операционной системой, например за-

держки, связанные с квантованием времени задач и т. д. 

Перечисленные факторы существенно затрудняют теоретическое построе-

ние функции времени выполнения, тем не менее, попытки различного подхода к 

их учету привели к появлению разнообразных методов построения временных 

оценок. 
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Метод типовых задач. Это один из первых методов, представляющий со-

бой попытку получить универсальный подход к получению временных оценок, 

учитывающий только тип решаемой задачи. Идея метода состоит в том, что в 

рамках фиксированного типа задач, например задач, связанных с научно-

техническими расчетами, среднее время на одну обобщенную операцию будет ус-

тойчиво из-за использования одинаковых типов данных и близкой частотной 

встречаемости операций. Метод предполагает проведение совокупного анализа 

исследуемого алгоритма по трудоемкости и переход к временной оценке его про-

граммной реализации на основе принадлежности решаемой задачи к одному из 

следующих типов: задачи научно-технического характера с преобладанием опе-

раций с операндами действительного типа; задачи дискретной математики с пре-

обладанием операций с операндами целого типа; задачи баз данных с преоблада-

нием операций с операндами строкового типа. 

Далее на основе анализа множества реальных программ для решения соот-

ветствующих типов задач определяется частотная встречаемость операций. Полу-

ченные результаты лежат в основе создания соответствующих тестовых про-

грамм, порождающих заданную частотную встречаемость операций для заданных 

типов данных. На основе экспериментов с этими тестовыми программами и опре-

деляется среднее время на обобщенную операцию в данном типе задач — 

задачитипt , далее оценивается общее время работы программной реализации алго-

ритма для данного компьютера и данной среды реализации в виде: 

     задачитипtnfnT AA  . 

Преимущество метода состоит в том, что значение задачитипt  определяется 

однократно для данного языка, компилятора, ОС и компьютера, и затем использу-

ется для получения временных оценок программных реализаций алгоритмов на 

основе принадлежности решаемой задачи к одному из указанных типов. Такие 

оценки, очевидно, не обладают большой точностью, но могут быть достаточно 

просто получены для любой программной реализации исполняемой на данном 

компьютере. 
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Метод пооперационного анализа. Идея метода пооперационного анализа 

состоит в представлении функции трудоемкости алгоритма в виде суммы трудо-

ёмкостей по базовым операциям и определения среднего времени выполнения 

каждой из них в выбранной среде реализации. Метод пооперационного анализа 

включает в себя следующие этапы: 

— получение пооперационных функций трудоемкости —  nf iA оп  для ка-

ждой из используемых алгоритмом базовых операций с учетом типов данных. 

Получение таких пооперационных функций требует определенных затрат, однако, 

в некоторых случаях такой подход позволяет получить значимые результаты по 

выбору рациональных алгоритмов; 

— экспериментальное определение среднего времени выполнения данной 

базовой операции — iAtоп  на конкретной вычислительной машине в среде вы-

бранного языка программирования и операционной системы с помощью специ-

альной тестовой программы; 

— ожидаемое время выполнения программной реализации рассчитывается 

как сумма произведений пооперационной трудоемкости на средние времена опе-

раций: 

    nftnT iAiA

k

i
A опоп

1




, (3.4.2) 

где: k  — количество базовых операций;  nf iA оп  — функция трудоемкости алго-

ритма по операции kii ,1,  ; iAtоп  — экспериментальное среднее время выполне-

ния операции i . 

Ошибки прогноза в данном методе, несмотря на его достаточную деталь-

ность, связаны с тем, что реальный поток операций, порождаемых алгоритмом, не 

всегда совпадает с потоком в экспериментальной программе, определяющей 

среднее время выполнения базовой операции. Такие расхождения могут обуслав-

ливаться, например, конвейерной архитектурой процессора, наличием блока 

предвыборки команд, внутренними алгоритмами управления кэш-памятью и дру-

гими особенностями архитектуры. Однако в ряде случаев только применение ме-

тода пооперационного анализа позволяет выявить тонкие аспекты и особенности 
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рационального применения того или иного алгоритма решения задачи. Примене-

ние этого метода для анализа алгоритма умножения комплексных чисел будет 

проиллюстрировано в главе 10. 

Экспериментальный метод получения временных оценок на основе 

функции трудоемкости. На основе функции трудоемкости алгоритма и ряда экс-

периментов с его программной реализацией возможно получение временных оце-

нок на основе среднего времени выполнения обобщенной базовой операции. Ме-

тод детально разработан автором [3.10], и представляет собой совокупность сле-

дующих этапов: 

— совокупный анализ трудоемкости алгоритма без разделения на операции; 

на этом этапе определяется  nfA  в обобщенных базовых операциях принятой 

модели вычислений; 

— проведение вычислительных экспериментов с программной реализацией 

алгоритма; на этом этапе для каждого из выбранных значений размерности задачи 

mini ,1,   проводится определенное количество экспериментов ээ ,1, njn   с раз-

ными исходными данными, в ходе которых определяются времена выполнения — 

 ij ntэ , на основе которых рассчитывается среднее экспериментальное время вы-

полнения: 

    .1 э
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— расчет среднего времени; в рамках этого этапа на основе известной 

функции трудоемкости алгоритма в среднем  iA nf  рассчитывается среднее время 

на обобщенную базовую операцию, порождаемое данным алгоритмом, компиля-

тором, операционной средой и компьютером для данной размерности —  iA ntоп , 

и по всему эксперименту в целом — эоп At : 
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где m  — количество тестируемых значений размерности задачи. 

— прогноз временной эффективности; на этом этапе в предположении об 

устойчивости среднего времени выполнения обобщенной базовой операции, по-
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лученные результаты могут быть интерполированы или экстраполированы на 

другие значения размерности задачи: 

     .,1,,эоп minnnftnT iAAA   (3.4.5) 

В качестве примера приведем экспериментальные данные, полученные для 

алгоритма сортировки методом прямого включения (реализация: язык Паскаль, 

Windows 98, ASUS COUPLE-VM, PIII-633 Мгц). Тестовые варианты были полу-

чены стандартным генератором псевдослучайных чисел с равномерным распреде-

лением. Для каждого фиксированного значения размерности массива выполня-

лось 6
э 10n  экспериментов. Полученные результаты приведены в таблице 3.1. 

Здесь: sumt  — время в секундах по всем экспериментам;  intэ  — среднее время в 

секундах на сортировку одного массива;  iA ntоп  — среднее время на обобщен-

ную базовую операцию в наносекундах. 

Таблица 3.1 

i  in   nfA  sumt   intэ    iA ntоп

Экспериментальные результаты для определения эоп At  

1 50 6 815 17,51 0,00001751 2,5705 

2 60 9 680 24,45 0,00002445 2,5266 

3 70 13 045 32,52 0,00003252 2,4935 

4 80 16 910 41,80 0,00004180 2,4723 

5 90 21 275 52,30 0,00005230 2,4586 

6 100 26 140 63,88 0,00006388 2,4440 

7 200 102 290 244,90 0,00024490 2,3942 

         эоп At  2,4800 

Экспериментальные и прогнозируемые результаты для n=300, 400 

            

      Прогноз Эксперимент Ошибка 

8 300 228 440 0,00056652 0,00054330 4,274% 

9 400 404 590 0,00100337 0,00095690 4,856% 
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Точность прогноза может быть повышена за счет выяснения зависимости 

 iA ntоп  от размерности задачи, экспериментальные данные (таблица 3.1.) показы-

вают, что такая зависимость существует. 

Анализ влияния размерности задачи на среднее время выполнения 

обобщенной базовой операции. Рассмотрим, следуя [3.10], теоретический аспект 

поставленной задачи — выяснение природы и функционального вида зависимо-

сти  nt Aоп . Может быть предложено следующее качественное объяснение на-

блюдаемой в эксперименте зависимости эоп At  от размерности, учитывающее тот 

факт, что для больших значений n  среднее время стремится к константе. Для 

большинства алгоритмов фрагмент, обуславливающий в оценке по среднему 

главный порядок функции трудоемкости, обладает несколько иной частотной 

встречаемостью операций, чем фрагменты, порождающие асимптотически более 

слабые порядки в  nfA . Это, в свою очередь, приводит к тому, что в области 

«малых» размерностей совокупное среднее время на операцию будет отличаться 

от среднего времени в области «больших» размерностей. Поскольку практически 

каждый алгоритм содержит конструкции следования, то функция трудоемкости 

носит аддитивный характер и, следовательно, может быть представлена в виде: 

       ,, 0
0

constnfnfnf
k

i
iA 



 (3.4.6) 

где k  — количество функциональных аддитивных компонент функции трудоем-

кости. Компоненты этой суммы  nfi  могут быть упорядочены по асимптотиче-

ской иерархии: 

     kinfnf ii ,1,1  , (3.4.7) 

при этом, очевидно, что  nfk  есть компонент главного порядка функции трудо-

емкости алгоритма, определяющий его сложность в предположении об асимпто-

тической иерархии  nfi : 

      nfnf kA  . 

Поведение  nfA  в области малых размерностей определяется не только  nfk , но 

и более «слабыми» асимптотическими компонентами, что приводит к необходимо-
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сти учета их влияния на значения  nfA , и, следовательно, на временные оценки. 

При условии, что в рамках области применения  maxmin nnn   выполняется со-

отношение: 

    min1min2 nfnf kk   , 

в целях практического анализа можно ограничиться рассмотрением основных 

компонент функции  nf A , а именно  nfk  и  nfk 1 . Пусть it  — есть среднее 

время на обобщенную базовую операцию для i -ой компоненты функции трудо-

емкости, тогда среднее время на обобщенную базовую операцию для алгоритма в 

целом имеет вид: 
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Таким образом, мы получаем средневзвешенную оценку, в которой компоненты it  

имеют веса, равные слагаемым в функции трудоемкости (при фиксированном зна-

чении n ). Рассмотрение только двух компонент — k -ой и  1k -ой приводит к: 
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и, вынося kt  за скобки, имеем: 
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В силу предположения об асимптотической иерархии компонент функции 

трудоемкости полученная формула теоретически объясняет зависимость среднего 

времени на обобщенную базовую операцию от размерности задачи. Более того, из 

(3.4.8) и условия (3.4.7) следует, что: 

   ,lim оп kA
n

tnt 


 

и, следовательно, в области больших размерностей  nt Aоп  слабо зависит от зна-

чения n . 

Очевидно, что конкретный вид зависимости  nt Aоп  от размерности задачи 

определяется конкретными компонентами функции трудоемкости алгоритма. Бу-

дем предполагать далее, что функция трудоемкости алгоритма известна, по край-
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ней мере, с точностью до коэффициентов у двух асимптотически главных слагае-

мых функциональной суммы (3.4.6). Рассмотрим характерный пример для алго-

ритма с полиномиальной сложностью: 

Пусть функция трудоемкости алгоритма имеет вид: 

   .2,01
2

2  kanananf A  

Будем считать, что в рамках области применения алгоритма значение размерно-

сти таково, что 0min1 ana  , и, следовательно, влияние 0a  можно не учитывать. С 

учетом введенных обозначений для средних времен операций в компонентах — it  

запишем оценку временной эффективности программной реализации: 

   natnatntA  11
2

22 , 

и введем дополнительно следующие обозначения: 
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Функция среднего времени на обобщенную базовую операцию в соответствии с 

формулами (3.4.8), (3.4.9) и введенными обозначениями имеет вид: 

  




n

ntnt A 2оп , (3.4.10) 

очевидно, что:   2опlim tnt A
n




. Для выяснения характера поведения  nt Aоп  вы-

полним следующие преобразования: 
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111 222оп , 

тогда, если значение 1 , т. е. среднее время на операцию в линейной компонен-

те больше, чем в квадратичной, то функция  nt Aоп  будет уменьшаться с ростом 

n , асимптотически стремясь к 2t  сверху. Если 1 , то функция  nt Aоп  будет 

увеличиваться с ростом n , асимптотически стремясь к 2t  снизу, как это показано 

на рисунке 3.3. 
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Рис. 3..3. Вид функции  nt Aоп  в зависимости от значения  . 

Для построения реального прогноза временной эффективности алгоритма 

необходимо определить числовые значения 2t  и   на основе экспериментальных 

данных. Заметим, что значение   известно из функции трудоемкости алгоритма, 

полученной в результате анализа, а экспериментальный ряд значений размерно-

стей и средних времен —      mintn iAi ,1,, оп   уже получен при определении 

среднего времени выполнения обобщенной базовой операции. 

Могут быть предложены следующие два варианта линеаризации функции 

 nt Aоп , использующие линейный регрессионный анализ [3.11] для получения зна-

чений 2t  и   на основе экспериментальных данных: 

Вариант 1. Преобразуем функцию  nt Aоп  к виду: 

     .1122оп



n

ttnt A  

Для линеаризации введем замену переменных: 

  nty
n

x Aоп,1



 , 

эту замену будем называть линейно-гиперболической. Отметим, что значение   

известно из функции трудоемкости, и, следовательно, значения x  могут быть вы-

числены априорно для экспериментальных значений размерности задачи in . Обо-

 > 1 

 < 1 

t2 

tоп А(n) 

n 
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значая через b  значение 2t , а через k  значение  12 t  окончательно полу-

чаем bxky  . Используя метод наименьших квадратов можно построить линей-

ную регрессию по экспериментальному ряду значений, и определить оптимальные 

значения **и bk . После чего принимаем *
2 bt  , а отношение средних времен   вы-

числяется исходя из введенного обозначения для k  по формуле: 

 .1 *

*
*




b
k  

Вариант 2. В этом варианте линеаризации будем использовать представле-

ние  nt Aоп  в виде (3.4.10) 
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ntnt A 2оп , 

тогда, логарифмируя, имеем 

          nntnt A lnlnlnln 2оп , 

преобразуя выражения 
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получаем 
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В предположении, что область реальных размерностей такова, что значение 2

1
n

 

достаточно мало, и используя асимптотическое представление для  x1ln , при 

0x :    21ln xOxx   окончательно получаем: 

         .1lnlnln 22оп 
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t
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После введения замен: 

   nty
n

x Aопln, 


 , 

эту замену будем называть логарифмически-гиперболической, имеем линейную 

форму: 

    .1,lnгде, 2  ktbbxky  
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Получая, аналогично варианту 1 оптимальные по минимуму суммарного квадра-

тичного отклонения значения *k  и *b , можно определить 
*

2
bet   и .1*  k  

Отметим, что данный вариант линеаризации использует предположение о мало-

сти значения 2

1
n

 в области реальных размерностей задачи. 

Изложенный подход может быть обобщен на случай, когда аддитивная 

функция трудоемкости представляет собой полином k - ой степени с известными 

коэффициентами, и на случай, когда некоторые аддитивные компоненты функции 

трудоемкости имеют логарифмические или полилогарифмические множители 

(подробнее см. в [3.10]). 

Пример прогноза времени выполнения. Приведем пример применения 

описанного метода для прогноза времени выполнения программной реализации 

алгоритма сортировки вставками. На рисунке 3.4 приведены результаты анализа 

экспериментальных данных для определения коэффициентов функции  nt Aоп , 

вид которой определяется формулой (3.4.10) для двух предложенных вариантов 

линеаризации. В таблице 3.2 приведены результаты и прогнозы времени выпол-

нения для программной реализации алгоритма сортировки вставками, которые 

получены на основе функции трудоемкости и вычисленных коэффициентов зави-

симости среднего времени обобщенной операции от размерности задачи. Приве-

денные данные свидетельствуют о значительном повышении точности прогноза 

по сравнению с использованием среднего времени обобщенной базовой операции. 
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Вариант 1 Y=K*X + B        

К 13,164342       
В 2,321930       
         

t2 2,321930       
alfa 2,232515       

          
          
          

Вариант 2 Y=K*X + B        

К 1,034124       
В 0,847156       

          
t2 2,333001       

alfa 2,034124       
          
          
                

 
Рис. 3.4. Определение коэффициентов функции  nt Aоп  для программной 
реализации алгоритма сортировки вставками для двух вариантов линеа-

ризации. 

 

 



105 
 

Таблица 3.2 

i in   nfA  sumt   intэ   iA ntоп  

Экспериментальные результаты 

1 50 6 812 17,51 0,00001751 2,5705

2 60 9 677 24,45 0,00002445 2,5266

3 70 13 042 32,52 0,00003252 2,4935

4 80 16 907 41,80 0,00004180 2,4723

5 90 21 272 52,30 0,00005230 2,4586

6 100 26 137 63,88 0,00006388 2,4440

7 200 102 287 244,90 0,00024490 2,3942

Прогнозируемые результаты — линеаризация по варианту 1 

   4,60 2t 2,321930

  2,232515   

  Прогноз Эксперимент Ошибка 

  300 228 437 0,00054029 0,00054330 -0,554%

  400 404 587 0,00095259 0,00095690 -0,451%

Прогнозируемые результаты — линеаризация по варианту 2 

   4,60 2t 2,333001

  2,034124    

  Прогноз Эксперимент Ошибка 

  300 228 437 0,00054127 0,00054330 -0,374%

  400 404 587 0,00095500 0,00095690 -0,199%

 
На основании результатов, приведенных в таблице 3.2, можно говорить, что 

учёт зависимости среднего времени на обобщенную базовую операцию от раз-

мерности задачи позволил для данного алгоритма более чем на порядок умень-

шить ошибку прогноза времени выполнения. 
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Г Л А В А  4 .  

К Л А С С И Ф И К А Ц И О Н Н Ы Е  П Р И З Н А К И  И  С П Е Ц И -

А Л Ь Н Ы Е  К Л А С С И Ф И К А Ц И И  В Ы Ч И С Л И Т Е Л Ь -

Н Ы Х  А Л Г О Р И Т М О В  И  З А Д А Ч  

Введение 

Важной составной частью научного исследования некоторой совокупности 

объектов являются классификации, выявляющие характерные общие свойства 

объектов и закладывающие теоретическую базу их дальнейших исследований. В 

рамках создания математического и алгоритмического обеспечения программных 

средств и систем такой совокупностью объектов являются алгоритмы решения 

базовых задач, которые лежат в основе всей последующей программной разра-

ботки. Впечатляющий рост производительности современных компьютерных сис-

тем не снижает требований к алгоритмическому обеспечению, в том числе и по 

обеспечению временной эффективности программных реализаций. При этом 

обеспечение указанных в техническом задании временных требований связано, 

при выбранной аппаратной среде реализации, с выбором или разработкой матема-

тических методов и/или алгоритмов решения поставленных задач. Рассматривая 

набор известных алгоритмов решения некоторой задачи, разработчики сталкива-

ются с проблемой выбора алгоритма, рационального в данных условия примене-

ния. Необходимость решения этой актуальной проблемы приводит к использова-

нию разнообразных подходов, методов и методик, и, в частности, может опирать-

ся на специальные классификации алгоритмов и задач. 

Определенный вклад в более эффективное решение этой проблемы могут 

внести классификации алгоритмов, отражающие как сложностные оценки алго-

ритмов, так и влияние на эти оценки характеристических особенностей множества 

исходных данных, порожденных решаемой задачей. Традиционная классифика-

ция теории алгоритмов связана с теорией сложности вычислений, в рамках кото-

рой получен целый ряд важных результатов, относящихся к классам задач, яв-

ляющихся объектом исследований в этой теории [4.1]. К сожалению, объектами 

исследований классической теории алгоритмов являются вычислительные задачи, 
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и принятые в этой теории классификации (классы задач) не могут быть автомати-

чески перенесены на алгоритмы решения этих задач. Это связано с тем, что тео-

рия сложности оперирует классами задач, а не классами алгоритмов, и большин-

ство определений классов задач, за исключением классов P  и EXP , не включает 

в себя явного указания сложностных оценок [4.1, 4.2]. Могут рассматриваться и 

другие специальные классификации, учитывающие определенные требования к 

программным средствам и системам. Например, требование временной устойчи-

вости может быть учтено в классификации алгоритмов по информационной чув-

ствительности. 

Помимо классификаций алгоритмов, могут рассматриваться и специальные 

классификации задач, ориентированные на возможность дальнейшего совершен-

ствования ресурсных характеристик алгоритмов. Рассмотрению различных клас-

сификаций алгоритмов и задач, которые могут быть использованы при решении 

проблемы выбора рациональных алгоритмов и посвящена настоящая глава. 

4.1 Классы открытых и закрытых задач и теоретическая нижняя 
граница временной сложности. 

В теоретическом аспекте анализа ресурсной эффективности представляет 

интерес классификация задач, основой которой является сравнение доказанной 

нижней границы временной сложности задачи и оценки наиболее эффективного 

из существующих алгоритмов ее решения. На основе такой классификации можно 

говорить о теоретической возможности улучшения временной эффективности ал-

горитма. В современной теории анализа алгоритмов известны доказательства 

нижних границ временной сложности для целого ряда задач [4.3, 4.4]. Результаты, 

полученные в области практической разработки и анализа алгоритмов, позволяют 

указать наиболее асимптотически эффективные на данный момент алгоритмы 

решения широкого круга задач. В связи с этим представляет интерес взаимное 

сравнение этих результатов и построение на этой основе классификации вычис-

лительных задач, отражающей, достигает или не достигает наиболее эффектив-

ный из известных в настоящее время алгоритмов, доказанной нижней границы 

временной сложности задачи. Заметим, что определения классов P  и EXP  в тео-
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рии алгоритмов [4.1, 4.2], также опираются на асимптотику временной сложности 

существующих алгоритмов решения задач в указанных классах. 

Теоретическая нижняя граница сложности. Рассмотрим некоторую вы-

числительную задачу Z . Обозначим, используя терминологию Э. Поста [4.5], че-

рез ZD  множество конкретных допустимых проблем данной задачи Z . Введем 

также следующие обозначения: ZR  — множество правильных решений, Ver  — 

верификационная функция задачи. Пусть ZDD  — конкретная допустимая про-

блема данной задачи. Обозначим через ZA  полное множество всех алгоритмов 

(включающее как известные, так и будущие алгоритмы), решающих задачу Z  в 

понимании алгоритма как финитного 1-процесса по Посту, т. е. любой алгоритм 

A  из ZA  применим ZDD , заканчивается и дает правильный ответ 

     ZAZZZ DDDfTrueRDVerRRDDRDAAA  ,,,,,:| , 

где  Df A  — значение функции трудоемкости алгоритма для входа D . В общем 

случае существует подмножество (для большинства задач собственное) множест-

ва ZD , включающее все конкретные проблемы, имеющие размерность n , — обо-

значим его через nzD  

  nDDDDD Znz  ,| . 

Для сравнения двух функций по асимптотике их роста будем использовать 

отношение  , введенное Поль-Дюбуа Раймоном [4.6]: 

      
 

0lim   
xg
xf    x g xf

 x 



 . 

Введем содержательно понятие теоретически доказанной нижней границы вре-

менной сложности задачи с обозначением  nfth lim  как   оценки некоторой 

функции, аргументом которой является длина входа, такой, что теоретически не-

возможно предложить алгоритм, решающей данную задачу асимптотически бы-

стрее, чем с оценкой  nfthlim . Более корректно это понятие означает, что имеется 

строгое доказательство того, что любой алгоритм решения данной задачи имеет в 

худшем случае на входе длины n  временную сложность не лучше, чем  nfthlim , и 

данная функция представляет собой точную верхнюю грань множества функций, 

образующих асимптотическую иерархию (по отношению «»), для которых такое 
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доказательство возможно. Иначе говоря, для любой функции    nfng thlim  ука-

занное свойство не может быть доказано. Дадим формальное определение для 

 nfthlim  [4.7]. Определим множество limF , состоящее из функций limf : 

      nfnfnAAfF limAZlimlim  ,0,| , 

где  nf A
  — функция трудоемкости для худшего случая из всех входов, имею-

щих размерность n , т. е. для любого nzDD , тогда    limthlim Fnf


sup . 

Классическим примером задачи с теоретически доказанной нижней грани-

цей сложности является задача сортировки массива с использованием сравнений. 

Для этой задачи имеется строгое доказательство, основанное на рассмотрении би-

нарного дерева сравнений, того, что невозможно отсортировать массив, сравнивая 

элементы между собой, быстрее, чем за   !log2 n  [4.8]. Применяя аппроксима-

цию Стирлинга для !n , имеем 

            πnennnnnfthlim 2log5,0loglog!log 2222  

       2log5,0log5,0loglog 2222 nenn . 

Тривиальная нижняя граница сложности. Независимо от того, доказана 

или нет теоретическая нижняя граница временной сложности, мы можем для по-

давляющего большинства вычислительных задач указать нижнюю границу в виде 

  оценки некоторой функции на основе рациональных рассуждений. Такая эври-

стическая оценка строится, как правило, на основе тривиальных предположений: 

— оценка  n , если для решения задачи необходимо как минимум обрабо-

тать все исходные данные (задача поиска максимума в массиве, задача умножения 

матриц, задача коммивояжера); 

— оценка  1  для задач с необязательной обработкой всех исходных дан-

ных, например задача поиска в списке по ключу, при условии, что сам список яв-

ляется входом алгоритма. 

Обозначим эту оценку через  nftr  [4.7], и будем предполагать априорно, что 

оценка  nftr  существует для задачи Z , тогда можно указать следующие возмож-

ные соотношения между оценками  nfthlim  и  nftr  — оценка  nfthlim  не доказа-
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на для задачи Z  и для данной задачи принимается оценка  nftr ; оценка  nfthlim  

доказана, тогда либо:    nfnf thlimtr  , либо    nfnf thlimtr  . 

Оценка сложности наилучшего известного алгоритма. Рассмотрим мно-

жество всех известных алгоритмов, решающих задачу Z , — множество RA ; оче-

видно, что ZR AA  , отметим, что множество RA  конечно. Определим асимптоти-

чески лучший по сложности алгоритм, обозначив его через minA  [4.7]. Отметим, 

что, как это чрезвычайно часто бывает на практике, алгоритмы, имеющие лучшие 

асимптотические оценки, дают плохие по трудоемкости результаты на малых 

размерностях из-за значительных коэффициентов при главном порядке функции 

трудоемкости. В качестве примера можно привести «быстрые» алгоритмы умно-

жения длинных двоичных целых чисел, предложенные Карацубой, Штрассеном и 

Шенхаге [4.2], реально эффективные начиная с чисел, имеющих двоичное пред-

ставление в несколько сотен и тысяч битов соответственно. Заметим также, что 

может существовать либо один, либо несколько алгоритмов с минимальной по 

всему множеству RA  асимптотической оценкой — в таком случае мы выбираем 

один из них в качестве алгоритма представителя. Формально определим множест-

во алгоритмов  mM AA   как подмножество известных алгоритмов RA , обладаю-

щих минимальной асимптотической оценкой трудоемкости, и выделим во множе-

стве MA  любой алгоритм: 

     ,:| nfnfAAAA
mAARmM   MminM AAA  ,1 . 

Обозначим трудоемкость этого алгоритма через  nf Amin . 

Классификация задач по соотношению теоретической нижней границы 

временной сложности задачи и сложности наиболее эффективного из сущест-

вующих алгоритмов. Сравнивая между собой полученные оценки для некоторой 

задачи —  nfthlim , если она существует,  nftr  и  nf Amin , можно предложить сле-

дующую классификацию задач, отражающую соотношение оценки задачи и наи-

более эффективного из известных алгоритмов ее решения [4.7]: 

Класс задач  closelTheoreticaTHCL . Это задачи, для которых  nfthlim  су-

ществует и     nfnf thlimAmin  . Можно говорить, что это класс теоретически 
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(по временной сложности) закрытых задач, т. к. существует алгоритм, решающий 

данную задачу с асимптотической временной сложностью, равной теоретически 

доказанной нижней границе, что и отражено в названии этого класса. Разработка 

новых или модификация известных алгоритмов из этого класса может лишь пре-

следовать цель улучшения коэффициента при главном порядке в функции трудо-

емкости, при этом 

          nfnfAAnfnf thlimAminZthlimA  и . 

Приведем несколько примеров задач этого класса: задача поиска максимума в 

массиве:        nnfnnf Aminthlim  , ; задача сортировки массива с использо-

ванием сравнений:     ,log2 nnnfthlim       nnnf Amin 2log  — алгоритм 

сортировки пирамидой [4.8]; задача умножения длинных двоичных целых чисел:  

      ,lnlnln nnnnfthlim         nnnnf Amin lnlnln   — алгоритм Штрассена 

– Шенхаге [4.2]. 

Класс задач  openPracticalPROP . Это задачи, для которых  nfthlim  суще-

ствует и    nfnf thlimAmin  . Таким образом, для задач из этого класса существует 

зазор между теоретической нижней границей сложности и оценкой наиболее эф-

фективного из существующих сегодня алгоритмов ее решения. Предлагаемая аб-

бревиатура PROP— «практически открытые» задачи — отражает тот факт, что 

для задач этого класса имеет место практическая проблема разработки алгоритма, 

обладающего доказанной теоретической нижней границей временной сложности. 

В случае разработки такого алгоритма данная задача будет переведена в класс 

THCL . Отметим, что достаточно часто на основе самого доказательства теорети-

ческой нижней границы временной сложности может быть построен алгоритм 

решения данной задачи, что определяет небольшое количество задач в данном 

классе. Такие доказательства могут опираться на ресурсные требования, в частно-

сти по объему дополнительной памяти, как, например, при рассмотрении задачи 

информационного поиска с использованием хеш-адресации [4.3, 4.4], таким обра-

зом, связь временной сложности и доступной дополнительной памяти может быть 

предметом специального рассмотрения в аспекте расширения предлагаемой клас-

сификации. 
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Класс задач  openlTheoreticaTHOP . Это задачи, для которых оценка 

 nfthlim  не доказана, а    nfnf trAmin  . Для задачи из этого класса существует 

зазор между тривиальной нижней границей временной сложности и оценкой наи-

более эффективного из существующих сегодня алгоритмов ее решения. Предла-

гаемая аббревиатура THOP — «теоретически открытые» задачи [4.7] — отражает 

тот факт, что для задач этого класса имеет место теоретическая проблема либо 

доказательства оценки  nfthlim , может быть даже равной  nftr , переводящего за-

дачу в класс PROP , либо доказательства глобальной оптимальности наиболее 

эффективного из существующих алгоритмов, переводящего задачу в класс THCL . 

Отметим, что в теоретическом плане класс THOP достаточно широк. В этом 

классе находятся все задачи из класса NPC (NP-полные задачи), рассматриваемо-

го в теории алгоритмов, для которых не известно алгоритмов, имеющих полино-
миальную оценку, но на сегодня не доказано, что они не могут быть решены за 

полиномиальное время [4.2]. В качестве другого непосредственного примера 

можно указать задачу умножения матриц, для которой    34,2nOnf Amin   [4.2], а 

тривиальная оценка, отражающая необходимость просмотра всех элементов ис-

ходных матриц    2nnftr  , при этом теоретическая нижняя граница времен-

ной сложности для этой задачи пока не доказана. 

4.2 Классификация компьютерных алгоритмов на основе угловой меры 
асимптотического роста функций 

Угловая мера асимптотического роста функций. В рамках теоретическо-

го исследования алгоритмов представляет интерес более детальное разграничение 

сложностных оценок функций трудоемкости, сохраняющее традиционное выде-

ление полиномиальной и экспоненциальной сложности. Таким образом, речь идет 

о математической задаче разделения полиномов и экспонент в рамках единой ме-

ры, с выделением множества функций, разграничивающих полиномы и экспонен-

ты, и дополнительных множеств субполиномиальных и надэкспоненциальных 

функций. Один из возможных вариантов решения этой задачи предложен в [4.9]. 

Обозначим через n  длину входа алгоритма, а через  nff   — функцию слож-

ности алгоритма. В рамках дальнейшего изложения будем считать, что аргумент 

x  непрерывен, то есть  xff  , а необходимые значения функции  xf  вычис-



114 
ляются в целочисленных точках nx  . Для разграничения полиномов и экспонент 

предлагается использовать функцию степенного логарифма   xxg ln  xln)(  . 

Утверждение 4.1. Функция степенного логарифма   xxg ln  xln)(   является 

разграничивающей для полиномов и экспонент. 

Доказательство. 
Утверждение эквивалентно тому, что функция  xg  удовлетворяет следую-

щим двум соотношениям при x , 

 если   , , kxxf k 0  то       ,xgoxf   (4.2.1) 

 если   , , λexf λx 0  то       .xfoxg   (4.2.2) 

Для доказательства этих соотношений воспользуемся леммой о логарифмическом 

пределе: если 
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x

, и   
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lim , то если 
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На основании этой леммы покажем справедливость соотношения (4.2.1): 
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следовательно,   xk xox ln ln     при 0k , и соотношения (4.2.2): 
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следовательно,    λx x e o  x lnln  при   λ 0 . 

Конец доказательства. 
Угловая мера асимптотического роста функций вводится в [4.9] следующим 

образом: пусть дана функция  xff  , монотонно возрастающая, и 

  


  x f
x
lim . Поставим ей в соответствие функцию 

        
  

x
 x   xf

xfxfxh 



lnln

lnln . (4.2.3) 

Функция  xh  обладает следующими свойствами, которые устанавливаются дву-

мя леммами. 
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Лемма 4.1. Пусть       ,1 xγexf λx  где        1,1,0 oxox  , при x , 

тогда   1lim 


 λ x h'
x

. 

Лемма 4.2. Пусть ))(1()( xxxf k  , где            1,11 Ox'xox,ox γ  , при 

x , тогда  
1

lim 



 k

k  x h
x

. 

Равенство константе предела производной функции  xh  как для полино-

мов, так и для экспонент позволяет доказать следующую лемму, вводящую пре-

образование координатной системы. 

Лемма 4.3. Пусть дана функция  xh , такая, что   Cxh
x




lim , где 0C , рассмот-

рим образованную на основе функции  xh  параметрически заданную функцию 

 sz , определенную следующим образом: 

  sz  =

 
























;1
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xh
arctgz

x
arctgs

, тогда 
 

Cds
dz

s
x

1lim
0





. (4.2.4) 

Графически полученный в лемме 4.3 результат может быть интерпретиро-

ван следующим образом. В системе координат  sz,  полиномы и экспоненты 

отображаются в функции, имеющие в асимптотике при 0 s ,x   разные углы 

наклона касательной в точке  0,0  sz , что и определило название угловой ме-

ры асимптотического роста функций. Пример функций  sz  полученных по фор-

муле (4.2.4) для   2xxf   и   xexf   приведен на рисунке 4.1. 

Рисунок 4.1. Функция  sz  для полинома   2xxf   и экспоненты   xexf  . 
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Леммы 4.1, 4.2 и 4.3 служат основой следующей теоремы, доказанной в [4.9]. 

Теорема 4.1. (об угловой мере асимптотического роста функций). Пусть да-

на функция  xff  , монотонно возрастающая, и   


   lim
x

xf . Определим меру 

  xfπ  асимптотического (на бесконечности) роста функции 

       Rπxfπxf arctg2:  , где
 

ds
dzR 

s
x

0

lim



 , 

где параметрически заданная функция  sz  определена в виде (4.2.4), а функция 

 xh  задана по функции  xf  следующим образом 

        
  

x
 x   xf

xfxfxh 



lnln

lnln , 

тогда если 

1)       ,xγexf λx  1  где        1oxγ   ,1oxγ   ,0 λ   , при x , 

то    πxfππ 2 ; 

2) ))(1()( xxxf k  , где            1,11 Ox'xox,ox γ  , при x , 

то    20 πxfπ  ; 

3)   xxxf lnln , то    2πxfπ  . 

Свойства угловой меры асимптотического роста функций. Предложен-

ная угловая мера асимптотического роста функций обладает рядом свойств, кото-

рые позволяют использовать её для построения классификации алгоритмов по 

сложности функции трудоемкости. На базе введенной меры   xfπ  определим 

следующие пять функциональных множеств в предположении что   


  x f
x
lim : 

1) Определим множество функций FZ :     0,|  kxxfxfFZ k . Для 

функции  xf  из множества FZ  значение R , определяемое по лемме 4.3, равно 

 , и мера        FZxfRπxfπ  0arctg2 , в частности    0ln xπ . 

2) Определим множество полиномов FP : 

      kxxfkxfFP  :0| . Данное определение базируется на лемме 4.2, 

однако можно показать, что предложенная мера остается в силе и для более ши-

рокого класса функций вида      xgxxf k  , где   FZxg  , тогда множество 
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FP  может быть определено следующим образом — вначале определим множест-

во функций kF : 

       xkxxfxxfF kk
k ,0,0,|  , 

и на его основе определим множество обобщенных полиномов FP : 

     kFxfkxfFP  :0| ; 

для функции  xf  из FP  значение   0,1  kkkR , по леммам 4.2 и 4.3, и мера 

     kkπxfπ 1arctg2  , следовательно    20 πxfπ  . График меры для 

полиномов представлен на рисунке 4.2. 

3) Определим множество функций FL :  

     00  λ,k,exfx|xfFL λxk  . 

Для функции  xf  из FL  значение R , определяемое по лемме 4.3, равно 1, и мера 

     21arctg2 ππxfπ  , в частности 2ln ln π)xπ( x  . 

4) Определим множество экспонент FE :       xexfxfFE  :0| . 

Данное определение базируется на лемме 4.1, однако можно показать, что пред-

ложенная мера остается в силе и для более широкого класса функций вида 

     xgexf x   , где    FLFPFZxg ,, , тогда множество FE  может быть оп-

ределено следующим образом — определим множество функций λF : 

           x,ε,λ,exfе|xfF xελxελ
λ 00 , 

и на его основе определим множество обобщенных экспонент FE : 

     λFxfλ|xfFE  :0 . 

Для функции  xf  из FE  значение   011  λ,λR , по леммам 4.1 и 4.3, и мера 

      11arctg2πxfπ , следовательно    πxfππ 2 . График меры для 

экспонент представлен на рисунке 4.3. 

5) Определим множество функций FF :     0 λ,xfe|xfFF λx  . 

Для функции  xf  из FF  значение R , определяемое по лемме 4.3, равно 0, и ме-

ра      πRπxfπ  arctg2 , в частности   πxπ x  . 
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Рисунок. 4.2. График меры   xfπ  для полиномов    kxxf  . 

Рисунок 4.3. График меры   xfπ  для экспонент    xexf  . 
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ра асимптотического роста функций —   xfπ : 

— мера  kxπ  принимает значение, равное 4π , для степени 22k ; 

— мера  λxeπ  принимает значение, равное 43π , при показателе 2λ ; 
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— мера   xfπ  обладает следующим интересным свойством 

     π,eπxπ λxλ 1  в частности     πeπxπ x  . 

Классификация алгоритмов по сложности функции трудоемкости. Ис-

пользование угловой меры асимптотического роста функций   xfπ  позволяет 

предложить следующую классификацию алгоритмов по асимптотике роста функ-

ции трудоемкости (для среднего или худшего случаев). Сохраняя общепринятое 

обозначение n  для размерности входа алгоритма A , обозначая через  nf A
*  функ-

цию сложности и подразумевая формальный переход от n  к x  при вычислении 

  xfπ , введем следующее теоретико-множественное определение классов [4.9]: 

1. Класс 0π  (пи нуль) — класс «быстрых алгоритмов» — это алгоритмы, 

для которых функции сложности принадлежат множеству FZ  и имеют меру ноль: 

      FZnfnfπAπ AA  ** 0|0 . 

Алгоритмы, принадлежащие этому классу, являются существенно быстрыми от-

носительно длины входа; в основном это алгоритмы, имеющие полилогарифми-

ческую или логарифмическую сложность. Так, например, к этому классу относит-

ся алгоритм бинарного поиска в массиве отсортированных ключей — асимптоти-

ческая оценка его трудоемкости —   nO ln  [4.2], мера    0ln nπ . 

2. Класс πP  — класс «рациональных (собственно полиномиальных) алгорит-

мов» — это алгоритмы, функции сложности которых принадлежат множеству FP : 

      FPnfπnfπAπP AA  ** 020| . 

К этому классу относится большинство реально используемых алгоритмов, по-
зволяющих решать вычислительные задачи за рациональное время; отметим, что 
этот класс обладает свойством естественной замкнутости. Введенный класс алго-
ритмов πP  является подклассом алгоритмов, определяющих класс задач P  в тео-
рии сложности вычислений. 

3. Класс πL  — класс «субэкспоненциальных алгоритмов» — это алгорит-

мы, функции сложности которых принадлежат множеству FL : 

      FLnfπnfπAπL AA  ** 2| . 

Этот класс образуют алгоритмы с более чем полиномиальной, но менее чем экс-

поненциальной сложностью. Эти алгоритмы достаточно трудоёмки, соответст-
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вующие задачи, как правило, принадлежат сложностному классу NP , но для не-

которых задач такие алгоритмы применяются на практике. Примером может слу-

жить алгоритм факторизации больших составных чисел методом обобщенного 

числового решета, применяемый для прямых атак на криптосистему RSA . Если n  

есть количество битов числа, предъявляемого для факторизации, то эвристическая 

оценка сложности этого алгоритма, приведенная в [4.10], имеет вид 

  
   













3
2

3
1

ln nnO

A enf , и    2πnfπ A  . 

Обозначение L  в названии класса отражает тот факт, что функция степенного ло-

гарифма     xxxg lnln  является одной из функций, разграничивающих полиномы 

и экспоненты в силу теоремы 4.1. 

4. Класс πE  — класс «собственно экспоненциальных алгоритмов» — это ал-

горитмы, функции сложности которых принадлежат множеству FE : 

      FEnfπnfππAπE AA  **2| . 

Это алгоритмы с экспоненциальной трудоемкостью, на сегодня практически при-

менимые только для малой длины входа, возможности реального использования 

таких алгоритмов связаны с практической реализацией квантовых компьютеров. 

Примерами алгоритмов этого класса являются переборные алгоритмы для точно-

го решения NP -полных задач, таких, как задача о выполнимости схемы, задача о 

сумме, задача о клике и т. д. [4.2], имеющие асимптотические оценки трудоемко-

сти (сложность) вида 

      nnn nOnOO 2,2,2 2  . 

5. Класс πF  — класс «надэкспоненциальных алгоритмов» — это алгорит-

мы, функции сложности которых принадлежат множеству FF : 

      FFnfπnfπAπE AA  **| . 

Это класс практически неприменимых алгоритмов, обладающих более чем 

экспоненциальной трудоемкостью факториального или показательно-степенного 

вида. Например, алгоритм решения задачи коммивояжера методом полного пере-

бора имеет оценку  !n , а поскольку  1!  nn , где  x  — гамма функция Эй-

лера и    xxxx  ln1ln , то  1ln!  nnen , поскольку мера    πeπ xx 1ln , то 
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этот алгоритм относится к классу πF . К этому же классу относится алгоритм 

полного перечисления всех остовных деревьев полного графа на n  вершинах с 

асимптотической оценкой трудоемкости  2 nn  [4.6]. Обозначение F  в назва-

нии класса отражает принадлежность к этому классу алгоритмов с факториальной 

(Factorial) оценкой трудоемкости. 

4.3. Классификация компьютерных алгоритмов и задач по влиянию 
на трудоемкость особенностей входов 

Введение. На ресурсные характеристики алгоритма, под которыми мы бу-

дем в дальнейшем понимать трудоемкость в базовых операциях (основная харак-

теристика) и требуемый объем памяти (емкостная эффективность), оказывают 

влияние различные характеристики множества исходных данных — совокупности 

допустимых входов алгоритма. Это длина входа, конкретные значения некоторых 

элементов входа, их порядок и т.д. [4.11]. Тем не менее, основной принятой ха-

рактеристикой входа алгоритма является его длина. Цель настоящего параграфа 

— обобщить результаты по классификации алгоритмов на основе типизации за-

дач по порождаемой длине входа. 

Будем использовать далее терминологию и обозначения, введенные в пара-

графе 3.1. Поскольку значение функции трудоемкости  Df A  может определяться 

не только размером входа n , но и другими характеристиками множества D , на-

пример значениями и порядком расположения элементов, то выделим в функции 

 Df A  количественную и параметрическую составляющую, обозначив их через 

 nfn  и  Dg p  (обозначения предложены в [4.11]), тогда 

       DgnffDf pnAA , . 

Для большинства алгоритмов функция  Df A  может быть представлена как ком-

позиция функций  nfn  и  Dg p  либо в мультипликативной, либо в аддитивной 

форме 

      DgnfDnf pnA
*,  , или      DgnfDnf pnA

, . 

Укажем, что мультипликативная форма характерна для ряда алгоритмов, когда 

сильно параметрически зависимый внешний цикл, определяющий перебор вари-
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антов решения задачи, содержит внутренний цикл, проверяющий решение с ко-

личественно-зависимой от размерности трудоемкостью. Такая ситуация возника-

ет, например, для ряда алгоритмов, решающих задачи из класса NPC  [4.2]. В силу 

конечности множества nD  существует худший случай для функций  Dg p
* , и 

 Dg p
 . Обозначим соответствующие функции через  ng *  и  ng  : 

          DgngDgng pDDpDD nn








 max,max ** . 

Используя эти понятия и обозначения, введем типизацию задач и алгорит-

мов по длине входа и уточняющие ее классификации. 

I. Типизация задач и решающих их алгоритмов по длине входа 

Конкретные входы, порожденные различными задачами, обладают различ-

ными характеристическими особенностями. Однако мы можем выделить группу 

задач, всегда порождающих входы фиксированной длины. Например, задача из-

влечения квадратно корня с заданной точностью всегда порождает вход, состоя-

щий из двух чисел. В отличие от этой группы, другие задачи порождают входы 

переменной длины — задачи сортировки или умножения матриц являются харак-

терными примерами задач этой группы. Таким образом, алгоритмы, решающие 

задачи из разных групп, имеют на входе или множество с заранее фиксированным 

числом элементов, или множество с переменным числом элементов, что приводит 

к следующей типизации задач, и, соответственно, решающих их алгоритмов. 

A. Тип cL  — алгоритмы с постоянной (фиксированной) длиной входа. 

Для этого типа алгоритмов и соответствующих им задач 

 nDDDconstn A  : . 

Примерами для этого типа могут служить алгоритмы вычисления значений стан-

дартных функций, вычисления наибольшего общего делителя двух чисел и т.д. 

B. Тип nL  — алгоритмы с переменной длиной входа. Для этого типа ал-

горитмов и соответствующих им задач 

 2121 :, DDDDD A  . 

Примерами являются алгоритмы выполнения операций с матрицами и векторами, 

алгоритмы обработки строк символов, алгоритмы сортировка и т.д. 
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II. Классификация алгоритмов по трудоемкости в типе cL  

Рассмотрим ситуацию, когда на функцию трудоемкости алгоритма не ока-

зывают влияние никакие другие характеристические особенности входа, за ис-

ключением его длины. Но поскольку мы рассматриваем алгоритмы, принадлежа-

щие к типу cL , то оказывается, что в силу предположения, эти алгоритмы должны 

иметь фиксированную трудоемкость. Таким образом, мы вводим в типе cL  класс 

алгоритмов с постоянной трудоемкостью. В противном случае трудоемкость за-

висит от некоторых дополнительных характеристических особенностей конкрет-

ного входа, как правило, от значений элементов множества D , и мы относим эти 

алгоритмы к классу алгоритмов, параметрически-зависимых по трудоемкости. 

Более формально: 

A. Класс C  — алгоритмы с постоянной (фиксированной) трудоемкостью: 

   kDfnDDDconstkconstn AA  ,:, . 

Тривиальный пример — алгоритм сложения двух чисел. Более реальный пример 

— вычисление прогиба балки по ее известным характеристикам и значению на-

грузки. 

B. Класс PR  — алгоритмы с трудоемкостью, параметрически завися-

щей от значений некоторых элементов множества D . 

      DgcDfcconstnfnDDDconstkconstn AnA  ,:, . 

Примерами алгоритмов с параметрически-зависимой трудоемкостью являются 

алгоритмы вычисления стандартных функций с заданной точностью путем вы-

числения соответствующих степенных рядов. Очевидно, что такие алгоритмы, 

имея на входе два числовых значения — аргумент функции и точность, задают 

существенно зависящее от этих значений количество базовых операций. Напри-

мер, для алгоритма вычисления kx  последовательным умножением — 

   kfDf AA  , а для алгоритма вычисления экспоненты по формуле 

  !nxe nx , с точностью до   —     ,xfDf AA . 

III. Подклассы класса PR  в типе cL  

Достаточно часто алгоритмы класса PR  обладают трудоемкостью, которая 

зависит только от фиксированного числа параметров множества исходных дан-
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ных. Рассмотрим ситуацию, когда имеется только один параметр, определяющий 

трудоемкость. Таким образом,  Df A  зависит либо от количества бит в двоичном 

представлении этого параметра, либо от значений этих бит. Это рассуждение мо-

жет быть обобщено на несколько параметров во множестве D , влияющих на тру-

доемкость алгоритма. На основании этого рассуждения мы можем ввести допол-

нительные подклассы в классе PR , обозначив через m  число значащих бит пара-

метра. В этих предположениях и обозначениях    mfDf AA  , и мы можем опре-

делить принадлежность функции  mf A  к одному из классов сложности — поли-

номиальному или экспоненциальному, получая тем самым два подкласса а классе 

PR . 

A. Подкласс plPR  — подкласс алгоритмов с полиномиальной пара-

метрически-зависимой трудоемкостью 

    k
A mmfconstk  : . 

Содержательно к подклассу plPR  относятся алгоритмы, трудоемкость которых 

зависит только от числа бит параметров. Примером является алгоритм возведения 

в целую степень методом повторного возведения в квадрат [4.12]. 

B. Подкласс expPR  — подкласс алгоритмов с экспоненциальной пара-

метрически-зависимой трудоемкостью 

    m
A еmfconstk  : . 

Содержательно к подклассу expPR  относятся алгоритмы, трудоемкость которых 

зависит от числового значения параметров. Примером является алгоритм возве-

дения в целую степень методом последовательного умножения [4.12]. 

IV. Классификации алгоритмов по трудоемкости в типе nL  

Для задач и соответствующих алгоритмов, относящихся к типу nL  возмож-

но несколько вариантов зависимости трудоемкости алгоритма от характеристиче-

ских особенностей множества D . Напомним, что в типе nL  мы рассматриваем со-

вокупность подмножеств входов, обладающих разной длиной n  — nD . Формаль-

но могут быть выделены следующие классы: 

A. Класс C  — алгоритмы с постоянной (фиксированной) трудоемкостью: 
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   kDfDDDDnconstk AnAn  :: . 

Эта, на первый взгляд, парадоксальная ситуация, тем не менее, реальна. Рассмот-

рим задачу поиска максимального элемента в уже отсортированном массиве, со-

держащем n  элементов. Очевидно, что вне зависимости от значения n  результат 

получается за фиксированное число базовых операций модели вычислений. Еще 

один пример — поиск по ключу в массиве длиной n  с использованием мини-

мальной совершенной функции хеширования [4.2], что обеспечивает поиск по 

любому ключу за  1  базовых операций. 

B. Класс PR  — класс параметрически-зависимых по трудоемкости ал-

горитмов. Это алгоритмы, трудоемкость которых определяется не размерностью 

входа, а конкретными значениями всех или некоторых элементов из входного 

множества D  или иными характеристическими особенностями входа, например 

порядком расположения элементов. 

      ngcDnfcconstnfDDDD AnnAn
*,,  . 

C. Класс N  — класс количественно-зависимых по трудоемкости алго-

ритмов. Это алгоритмы, функция трудоемкости которых зависит только от раз-

мерности конкретного входа, при этом 

        nfDfngng nA  10 * . 

Примерами алгоритмов с количественно-зависимой функцией трудоемкости мо-

гут служить алгоритмы для стандартных операций с массивами и матрицами — 

умножение матриц, умножение матрицы на вектор и т. д. Анализ таких алгорит-

мов, как правило, не вызывает затруднений. 

D. Класс NPR  — класс количественно-параметрических по трудоемко-

сти алгоритмов. Это достаточно широкий класс алгоритмов, т. к. в большинстве 

практических случаев функция трудоемкости зависит как от количества данных 

на входе, так и от значений входных данных. В этом случае 

     ,, * constngconstnfn   

            ngnfDfngnfDf nAnA
 или,* . 

В качестве одного из общих примеров можно привести алгоритмы, реализующие 

ряд численных методов, в которых параметрически-зависимый внешний цикл по 
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точности включает в себя количественно-зависимый фрагмент по размерности, 

порождая мультипликативную форму для  Df A . 

V. Подклассы класса PR  в типе nL  

Для алгоритмов с переменной длиной входа параметрическая зависимость 

трудоемкости может определяться как заранее фиксированным числом парамет-

ров, так и переменным числом параметров, вплоть до значений всех элементов 

входа. Это наблюдение приводит в к выделению следующих подклассов класса 

PR  в типе nL : 

A. Класс fixPR  — алгоритмы с трудоемкостью, параметрически зави-

сящей от фиксированного числа элементов множества D : 

          ,,,,, 1 mAn ppgDgDgcDfcconstnf   

где m  не зависит от размерности.  

Это случай, когда только заранее фиксированное число параметров входа 

алгоритма определяют функцию трудоемкости. Пример — случайный выбор k  

элементов из массива длиной n . В ряде случаев эта ситуация свидетельствует о 

нерационально организованном входном массиве. 

B. Класс floatPR  — алгоритмы с трудоемкостью, параметрически за-

висящей от переменного числа значений элементов множества D : 

          ,,,,, 1 mAn ppgDgDgcDfcconstnf   

где значение m  может зависеть как от размерности, так и особенностей конкрет-

ного входа, но в общем случае не является фиксированным. В качестве примера 

рассмотрим задачу определения числа элементов входного массива, сумма значе-

ний которых превышает заданное число. Суммирование ведется в порядке возрас-

тания индексов исходного массива. Очевидно, что условие выхода из цикла сум-

мирования есть превышение текущей суммой значения заданного числа. Таким 

образом, трудоемкость определяется значениями некоторой части элементов ис-

ходного массива, а в худшем случае трудоемкости — всех его элементов. 

VI. Подклассы класса NPR  по степени влияния на трудоемкость пара-

метрического компонента 
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Для количественно-параметрических алгоритмов может быть предложена 

более детальная классификация, ставящая целью выяснение степени влияния ко-

личественной и параметрической составляющей на главный порядок функции 

     ngnfDf nA
* , и приводящая к выделению следующих подклассов в классе 

NPR  [4.11]: 

A. Подкласс  LowNPRL  — слабо-параметрический подкласс класса NPR : 

         1*  ngnfOng n . 

Таким образом, для алгоритмов этого подкласса параметрическая составляющая 

влияет не более чем на коэффициент главного порядка функции трудоемкости, 

который определяется количественной составляющей. В этом случае можно гово-

рить об алгоритмах, трудоемкость которых слабо зависит от параметрической со-

ставляющей. К этому подклассу относится, например, алгоритм поиска максиму-

ма в массиве, т. к. количество переприсваиваний максимума в худшем случае, ко-

гда массив отсортирован по возрастанию, определяющее    nng  , имеет рав-

ный порядок с оценкой внешнего цикла перебора n  элементов. 

B. Подкласс  EquivalentNPRE  — средне-параметрический подкласс 

класса NPR . Это подкласс алгоритмов, у которых в функции трудоемкости со-

ставляющая  ng*  имеет порядок роста, не превышающий  nfn : 

          nfngnfng nn
2*   . 

Для алгоритмов этого подкласса параметрический компонент имеет сопоставимое 

влияние (в мультипликативной форме) с количественным компонентом на глав-

ный порядок функции трудоемкости. Для алгоритмов, относящихся к этому под-

классу, можно говорить о квадратично-количественной функции трудоемкости. В 

этот подкласс входит, например, алгоритм сортировки массива методом пузырька, 

для которого количество перестановок элементов в худшем случае. а это — об-

ратно отсортированный массив, определяет    2nng  , а    nnfn  . 

C. Подкласс  HighNPRH  — сильно-параметрической подкласс класса 

NPR . Это подкласс алгоритмов, в трудоемкости которых составляющая  ng *  

имеет асимптотический порядок роста выше  nfn :     ngonfn
* . Алгоритмы 



128 
этого подкласса отличаются тем, что именно параметрический компонент опреде-

ляет главный порядок функции трудоемкости. В этот подкласс входят, например, 

все алгоритмы точного решения NP -полных задач. Для алгоритмов этого под-

класса характерна, как правило, мультипликативная форма функции трудоемко-

сти, что позволяет говорить об итерационно-параметрическом характере  Df A . 

Мультипликативная форма особенно ярко выражена в алгоритмах большинства 

итерационных вычислительных методов, в которых внешний цикл по точности 

порождает параметрическую составляющую, а трудоемкость тела цикла имеет 

количественную оценку. 

VII. Подклассы класса NPR  по характеристическим особенностям 

множества исходных данных. 

Другая, и не зависимая от предыдущей, классификация алгоритмов в классе 

NPR  [4.11] предполагает выделение в функции  Dg p  аддитивных компонент, 

связанных со значениями элементов входа —  Dgv , и их порядком —  Dgs . Та-

ким образом, функция  Dg p  представляется в виде 

      DgDgDg svp  . 

Выделим во множестве nDD  подмножество однородных по существу за-

дачи элементов — eD , состоящее из элементов   mDdd em ,,,1  , и определим 

pD  как множество всех упорядоченных последовательностей из  mdd ,,1  , от-

метим, что в общем случае !mDp  . Если pee DDD 21, , то соответствующие им 

множества nDDD 21, , тогда порядковая зависимость  Dgs  для функции трудо-

емкости имеет место, если    21 ,, DnfDnf AA   хотя бы для одной пары 

nDDD 21, . Зависимость трудоемкости от значений элементов входа предполага-

ет, что 

     miDpnmppnfDnf imAA ,1,,,,,, 1   . 

Оценивая степень влияния    DgDg sv ,  на  Dg p , можно определить следующие 

подклассы в классе NPR : 

A. Подкласс  SequenseNPRS  — подкласс алгоритмов с количественной 

и порядково-зависимой функцией трудоемкости: 
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     DgoDg sv  . 

В этом случае трудоемкость зависит от размерности входа и от порядка располо-

жения однородных элементов; зависимость от значений не может быть полностью 

исключена, но она не является существенной. Можно говорить о количественно-

порядковом характере функции трудоемкости. Примерами могут служить боль-

шинство алгоритмов сортировки сравнениями, алгоритмы поиска минимума и 

максимума в массиве. 

B. Подкласс  ValueNPRV  — подкласс алгоритмов с функцией трудо-

емкости, зависящей от длины входа и значений элементов в D : 

     DgoDg vs  . 

В этом случае трудоемкость зависит от размерности входа и от значений элемен-

тов входного множества; зависимость от порядка не является определяющей. В 

этот подкласс входит алгоритм решения задачи упаковки методом динамического 

программирования (табличный метод), для которого функция трудоемкости зави-

сит как от количества типов грузов, так и от значений объемов грузов и упаковки. 

Порядок обработки типов грузов не является определяющим. Другой пример — 

алгоритм сортировки методом индексов [4.2], трудоемкость которого определяет-

ся количеством исходных чисел и значением максимального из них. При этом по-

рядок чисел в массиве вообще не оказывает влияния на трудоемкость, за исклю-

чением фрагмента поиска максимума, лежащего в классе NPRS . 

Отметим, что объединение этих подклассов не образует класс NPR : 

    NPRVNPRSNPR . 

Существуют алгоритмы, в которых и значения, и порядок расположения одно-

родных элементов оказывают реальное и существенное влияние на функцию тру-

доемкости — например, таковыми являются итерационные алгоритмы решения 

систем линейных уравнений. Очевидно, что как перестановка значений в исход-

ной матрице, так и изменение самих значений существенно меняют собственные 

числа матрицы, которые определяют сходимость итерационного процесса полу-

чения решения [4.13]. 

 В целом описанная типизация и классификация алгоритмов может быть 

представлена иерархическим деревом классов, показанном на рис 4.4. 
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Рисунок 4.4. Иерархия типов и классов алгоритмов 
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4.4 Классификация компьютерных алгоритмов по информационной 
и размерностной чувствительности 

В некоторых проблемных областях применения программных систем, на-

пример для бортовых компьютерных систем, возникает требование временной ус-

тойчивости. Практически это означает, что для различных входов фиксированной 

длины время работы программы должно изменяться незначительно. Поэтому в 

целях анализа, исследования и выбора алгоритмов представляет интерес учет 

влияния различных характеристик множества исходных данных на функцию тру-

доемкости. Отметим, что в классической теории сложности рассматривается 

только одна такая характеристика, а именно длина входа. В рамках исследования 

устойчивости временных характеристик алгоритмов, на основе введения понятия 

информационной чувствительности, представляет интерес и разработка соответ-

ствующих классификаций. 

Информационная чувствительность алгоритмов по трудоемкости. 

Практически значимыми результатами анализа ресурсной эффективности некото-

рого алгоритма является получение таких сведений, которые могли бы дать воз-

можность прогнозирования требуемых этим алгоритмом ресурсных затрат при 

решении задач из данной проблемной области. В аспекте ресурса процессора мы 

хотели бы прогнозировать трудоемкость алгоритма, как для разных размерностей 

задачи, так и для различных входных данных. Идеальным результатом прогнози-

рования трудоемкости алгоритма можно считать получение точной функции 

 Df A . К сожалению, такая функция может быть реально получена только для 

количественно-зависимых алгоритмов, образующих класс N , и, может быть, для 

отдельных алгоритмов других классов, ввиду сложности формального описания 

влияния параметрической составляющей на трудоемкость. Для большинства ал-

горитмов класса NPR  получение точной функции трудоемкости затруднительно 

даже для относительно простых алгоритмов, а использование оценки в среднем 

позволяет прогнозировать трудоемкость только при усреднении по большой вы-

борке входов. 

Более детальное рассмотрение задачи прогнозирования связано с изучением 

влияния характеристик множества исходных данных на функцию трудоемкости 
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алгоритма. Традиционно влияние изменений параметров входа на выходную ха-

рактеристику изучаемого объекта называется чувствительностью по входному па-

раметру. Таким образом, можно говорить о чувствительности функции трудоем-

кости алгоритма к исходным данным. Поскольку трудоемкость алгоритма зависит 

как от количества элементов множества исходных данных, так и от параметров 

этого множества, то можно выделить различные аспекты чувствительности алго-

ритмов, соответствующие определения введены в [4.14]. 

Определение 4.1. Под размерностной чувствительностью алгоритма будем 

понимать влияние изменения размерности на значения функции трудоемкости. 

Определение 4.2. Под информационной чувствительностью алгоритма 

будем понимать влияние различных входов фиксированной размерности на изме-

нение значений функции трудоемкости алгоритма. 

Количественная мера информационной чувствительности алгоритмов. 

Для иллюстрации понятия информационной чувствительности рассмотрим каче-

ственно вид функции трудоемкости для некоторого алгоритма, принадлежащего 

классу NPR , представленной на рисунке 4.5. Здесь по оси абсцисс отложены но-

мера конкретных входов алгоритма с размерностью n , принадлежащих множест-

ву nD , всего таких входов — nD . Мощность множества nD  значительна, однако 

конечна, в предположении о конкретной реализации алгоритма, в силу ограни-

ченности представления чисел в компьютере. В случае если n  — количество би-

тов на входе, то максимально n
nD 2 , если все битовые комбинации являются 

допустимыми для данного алгоритма. Реально мы имеем дело с целочисленной 

функцией целочисленного аргумента, поэтому график представляет собой набор 

точечных значений. Для наглядности на рисунке 4.5 показана огибающая линия 

этих точечных значений. Отметим, что качественно вид графика очень сильно за-

висит от принятого способа нумерации элементов множества nD . Для какого-то 

входа алгоритм выполняет максимальное количество операций, что соответствует 

худшему случаю для данной размерности —  nf A
 , аналогично в лучшем случае 

количество операций будет минимально —  nf A
 , и трудоемкость для любого 

входа будет заключена между этими крайними значениями. 
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Рисунок 4.5. Огибающая точечного графика трудоемкости количественно-
параметрического алгоритма для различных входов фиксированной раз-

мерности. 

Подсчитывая относительную по размерности множества nD  частотную встречае-

мость того или иного значения функции трудоемкости Af , мы можем получить 

гистограмму относительных частот значений функции трудоемкости  AfP  как 

дискретной случайной величины. Возможный вид огибающей такой гистограммы 

показан на рисунке. 4.6. 

Рисунок 4.6. Огибающая гистограммы относительных частот значений 
функции 

трудоемкости для количественно-параметрического алгоритма. 

При этом очевидно выполнено следующее условие 

  fA(DDn) 

1  2  3 …        … Dn 

  fA
(n) 

  fA
(n) 

P 

  fA(DDn)  fA
(n)  fA

(n) fA(n) 



134 
   1AfP , 

тогда среднее значение трудоемкости может быть определено как 

      AAA fPfnf , 

где обе суммы берутся по всем целочисленным значениям функции трудоемкости 

Af  на множестве   AAAn fffD : . Таким образом, мы получаем более детальную 

информацию о поведении алгоритма, рассматривая функцию трудоемкости как 

дискретную случайную величину, характеризующуюся математическим ожидани-

ем и дисперсией и ограниченную минимальным и максимальным значениями. В 

ряде случаев значения математического ожидания и дисперсии могут быть получе-

ны теоретически, на основании совокупного анализа входов фиксированной длины, 

для некоторых алгоритмов такие оценки получены, например, Д. Кнутом [4.15]. 

Вводя понятие информационной чувствительности, и в дальнейшем обозна-

чая ее через  ni , имеет смысл установить количественную меру разброса или 

рассеяния значений функции трудоемкости относительно среднего значения для 

различных входов фиксированной длины с учетом граничных значений. В общем 

случае этот разброс будет зависеть от размерности входа, поэтому  ni  вводится 

как функция от аргумента n . Стандартно мерой рассеяния случайной величины 

относительно математического ожидания является дисперсия — D  или средне-

квадратическое отклонение —  . Верхняя граница для среднеквадратического 

отклонения ограниченной случайной величины, заданной функций  xf  — f  

определяется следующей теоремой [4.14]. 

Теорема 4.2. Непрерывная случайная величина, ограниченная по x  сегмен-

том  ba, , и заданная на нем функцией распределения  xf : 

   0::  xfbxax , и  
b

a

dxxf 1)( , 

имеет максимальную дисперсию  ][ xfD , если функция  xf  имеет вид 

      bxpaxqxf  , 

причем 21 qp , где  x  — дельта функция, при этом   2)(41][ baxfD  . 
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Переходя к дискретным случайным величинам, мы можем на основании 
теоремы 4.2 говорить, что дисперсия 

Af  будет максимальна в случае, когда 
функция трудоемкости как дискретная случайная величина принимает равноверо-
ятно только минимальное и максимальное значение. В этом случае, как легко ви-
деть, математическое ожидание и среднеквадратическое отклонение принимают 
следующие значения 
                2,2 nfnfnnfnfnfM AAmaxfAAA A

  . (4.4.1) 

Корректное определение информационной чувствительности должно также 

учитывать размер интервала возможных значений функции трудоемкости. При 

одинаковом значении дисперсии более чувствительным должен быть алгоритм с 

большим интервалом возможных значений. Для этого будем использовать такое 

понятие математической статистики, как размах варьирования     nfnfR AA
   

[4.16]. Отметим, что значение  nmaxf A
  равно половине размаха варьирования в 

соответствии с определением R . В целях дальнейшего рассмотрения информаци-

онной чувствительности введем понятие нормированного (относительного) раз-

маха варьирования функции трудоемкости для входов длины n  —  nRN  как от-

ношение половины вариантного интервала к его середине: 

            nfnfnfnfnR AAAAN
  . (4.4.2) 

Поскольку все значения функции трудоемкости положительны и трудоемкость в 

худшем случае не меньше, чем в лучшем —    nfnf AA
  , то   10  nRN . 

Еще одной стандартной характеристикой вариационного ряда является ге-

неральный коэффициент вариации — V , определяемый как отношение генераль-

ного среднеквадратического отклонения к генеральному среднему значению 

[4.16]; для функции трудоемкости V , как функция длины входа, имеет вид 

         10,  nVnfnV Anf A
, (4.4.3) 

где  nf A
  — среднеквадратическое отклонение функции трудоемкости, как дис-

кретной случайной величины, при фиксированной размерности входа n . Обратим 

внимание на то, что в худшем случае для дисперсии функции трудоемкости гене-

ральный коэффициент вариации совпадает с нормированным размахом варьиро-

вания в соответствии с (4.4.2) и (4.4.3). Поскольку  nf A
  может изменяться от 0  
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до  nmaxf A

 , то введем, следуя [4.14], количественную меру информационной 

чувствительности алгоритма в виде 

         10,  nnRnVn iNi . (4.4.4) 

Тем самым информационная чувствительность алгоритма при фиксированной 

длине входа учитывает и среднеквадратическое отклонение функции трудоемко-

сти, и размер интервала возможных значений в нормированных единицах. 

Предложенные понятие и определение количественной меры информаци-

онной чувствительности алгоритмов могут быть использованы как дополнитель-

ный инструмент детального исследования алгоритмов. Например, количественная 

мера информационной чувствительности может быть применена для более обос-

нованного решения задачи выбора рациональных алгоритмов в рамках анализа 

ресурсной эффективности. В том случае, если к программной системе предъявля-

ются временные требования с узкими границами, то рациональным является вы-

бор алгоритма с малой количественной мерой информационной чувствительно-

сти. Такой подход приводит к постановке задачи классификации алгоритмов по 

введенной количественной мере информационной чувствительности. 

Размерностная чувствительность алгоритмов по трудоемкости. Понятие 

информационной чувствительности отражает вероятностное варьирование трудо-

емкости алгоритма для различных входов фиксированной длины. Понятие раз-

мерностной чувствительности отражает изменение трудоемкости при изменении 

длины входа. Однако если мы будем рассматривать такое изменение для конкрет-

ных входов с различной длиной, то наблюдаемое изменение будет обусловлено 

как размерностной, так и информационной чувствительностью. Поэтому размер-

ностную чувствительность есть смысл рассматривать для особых случаев функ-

ции трудоемкости при фиксированной длине входа, а именно для трудоемкости в 

лучшем, среднем и худшем случаях. Введем обозначение  nf A
* , где под симво-

лом * подразумевается одно из обозначений особых случаев трудоемкости 

   ,,* . (4.4.5) 
Таким образом, мы вводим три количественных меры размерностной чувстви-

тельности алгоритма с обозначением  nn
* , где символ * определен в соответст-
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вии с (4.4.5). Заметим, что поскольку соответствующие функции трудоемкости 

используются в определении информационной чувствительности, то возникает 

возможность ее определения для других размерностей на основе размерностной 

чувствительности. Для формализации размерностной чувствительности необхо-

димо рассмотреть задание функции трудоемкости, как в явном функциональном 

виде, так и в виде рекурсивно заданной функции. Очевидным является требование 

совпадения определения количественной меры размерностной чувствительности 

вне зависимости от способа задания функции трудоемкости алгоритма. Для каж-

дого из указанных способов задания функции трудоемкости будем считать, что 

мера размерностной чувствительности должна отражать изменение трудоемкости, 

заданной функциями  nf A
* , при увеличении размерности на единицу. Рассмотрим 

отдельно оба возможных способа задания функции трудоемкости [4.17]. 

Случай рекурсивного задания функции. Без потери общности можно 

считать, что функция  nf A
*  задана рекурсивно в виде 

      nfnhnf AAA
*** 1  . (4.4.6) 

Поскольку функция  nf A
*  является, по крайней мере, неубывающей: 

         ,1то,limи,1 **** 


nhnfnfnf AAnAA  

то представим функцию  nhA
*  в виде 

       .0,1 ***  nnnh nnA  (4.4.7) 

Подставляя (4.4.6) в (4.4.7) и выделяя  nn
* , получим формулу для количественной 

меры размерностной чувствительности функции трудоемкости алгоритма для луч-

шего, среднего и худшего случаев исходных данных 

  
)(

)()1(
*

**
*

nf
nfnfn

a

aa
n


 . (4.4.8) 

Таким образом, рекурсивно заданная функция  nf A
*  связана с мерой размерност-

ной чувствительности соотношением 
        .1 **** nfnnfnf AnAA   (4.4.9) 

Случай задания функции в явном виде. Следуя классическому определе-

нию чувствительности, необходимо рассмотреть производную функции  nf A
*  по 



138 
размерности, однако для согласования с формулой (4.4.8) предлагается использо-

вать логарифмическую производную: 

      .
)(
))((ln *

*
**

nf
nfnf

dn
dn

A

A
An


  (4.4.10) 

Если с учетом целочисленности аргумента функции перейти в формуле (4.4.10) от 

производной к конечной разности 

       nfnfnf AAA
*** 1 


, 

то мы получим для  nn
*  формулу (4.4.8), согласованную с определением для ре-

курсивного случая. 

Размерностная чувствительность алгоритмов в подклассах класса 

NPR . Представляет интерес выяснение поведения меры размерностной чувстви-

тельности для различных подклассов алгоритмов в классе NPR , как наиболее ши-

роком классе практически применяемых алгоритмов. Будем использовать обозна-

чения, введенные в параграфе 4.3:  nfn  — количественный компонент функции 

трудоемкости;  ng   — параметрический компонент в аддитивной форме;  ng*  

— параметрический компонент в мультипликативной форме. 

1. Подкласс     nfOngNPRL n  . В соответствии с определением поня-

тия «о большое» будем считать, что    nfcng n , тогда для алгоритмов этого 

подкласса количественная мера размерностной чувствительности имеет вид 
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Таким образом, для алгоритмов класса NPRL  количественная мера размерностной 

чувствительности трудоемкости совпадает с мерой ее количественной компоненты. 

2. Подкласс     nfngNPRE n * . В соответствии с определением поня-

тия «тета» будем считать, что    nfcng n* , тогда для алгоритмов этого под-

класса количественная мера размерностной чувствительности имеет вид 
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где через  n

nf  обозначена мера размерностной чувствительности количествен-

ной компоненты функции трудоемкости. Заметим, что    nfnf nn 1 , следова-

тельно,    nn
nfn  2*  в силу формулы (4.4.12). Таким образом, для алгоритмов 

класса NPRE  количественная мера размерностной чувствительности не менее 

чем в два раза превышает количественную меру размерностной чувствительности 

количественной компоненты функции трудоемкости. 

3. Подкласс     ngonfNPRH n
* . Используем запись компонент функ-

ции трудоемкости через размерностную чувствительность в виде (4.4.9), тогда 

              ,1,1 **** ngngngnfnnfnf gnfnn n
  

где через  ng
*  обозначена мера размерностной чувствительности параметриче-

ской компоненты функции трудоемкости. Тогда для алгоритмов этого подкласса 

количественная мера размерностной чувствительности имеет вид 
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в силу определения подкласса    nn
nfg * , следовательно, 

       .1** nnn
nfgn   

Таким образом, для алгоритмов класса NPRH  количественная мера размерност-

ной чувствительности определяется параметрической и количественной компо-

нентами функции трудоемкости. Полученные результаты позволяют подойти к 

определению подклассов алгоритмов в классе NPR  и с точки зрения количест-

венной меры размерностной чувствительности. 

Классификация алгоритмов по информационной чувствительности. В 

целях определения возможных границ для классификации алгоритмов по инфор-

мационной чувствительности рассмотрим характерные случаи, когда функция 

трудоемкости как дискретная случайная величина соответствует различным зако-

нам распределения вероятностей [4.16]: 
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— функция трудоемкости обладает максимальным среднеквадратичным от-

клонением, а размах варьирования стремится к единице — в этом случае 

               2,2 nfnfnfnfnfn AAAAAmaxff AA

  , 

    nfnf AA
  , или     nfonf AA

  , 

что обеспечивает   1nRN  при n  в соответствии с (4.4.2), тогда   1 ni  

при n ; 

— гистограмма относительных частот функции трудоемкости соответствует 

равномерному закону распределения, и   1nRN  при n , тогда, по [4.16]: 

               2,12 nfnfnfnfnfn AAAAAf A

  , 

следовательно   57735.0122  ni  при n ; 

— гистограмма относительных частот функции трудоемкости соответствует 

нормальному закону распределения, в предположении, что   1nRN  при n , а 

размах варьирования составляет  n
Af6 , получаем 

               2,6 nfnfnfnfnfn AAAAAf A

  , 

тогда   33333,062  ni  при n . 

— гистограмма относительных частот функции трудоемкости соответствует 

нормальному закону распределения,   1nRN  при n , а среднеквадратичное 

отклонение составляет  401%5,2  от размаха варьирования, т. е. интервал в 

 n
Af2  составляет %5  от этого размаха. В рамках таких допущений мы ожида-

ем отклонение наблюдаемых значений функции трудоемкости от среднего не бо-

лее чем на %5.2  с вероятностью   6826,012 p  [4.16], в этом случае 

               2,40 nfnfnfnfnfn AAAAAf A

  , 

тогда   05,0402  ni  при n . 

— функция трудоемкости обладает нулевым среднеквадратическим откло-

нением — трудоемкость для любых входов фиксированной длины одинакова, в 

этом случае и дисперсия, и размах варьирования равны нулю, тогда   0 ni . 

На основе рассмотренных выше случаев введем следующую классифика-

цию алгоритмов по информационной чувствительности [4.17]. 
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Класс i1. Алгоритмы, не чувствительные к входным данным по функции 

трудоемкости при фиксированной длине входа   0 ni . Этот тип совпадает с 

классом количественно-зависимых алгоритмов (класс N ). 

Класс i2. Алгоритмы, слабо чувствительные к входным данным по функции 

трудоемкости при фиксированной длине входа: 

   05,00  ni . 

Класс i3. Алгоритмы, чувствительные к входным данным по функции тру-

доемкости при фиксированной длине входа: 

   3105,0  ni . 

Класс i4. Алгоритмы, сильно чувствительные к входным данным по функ-

ции трудоемкости при фиксированной длине входа: 

   00,131  ni . 

Количественная мера информационной чувствительности  ni  является 

комплексной, поэтому одинаковую чувствительность могут иметь алгоритмы, об-

ладающие малым размахом варьирования при большой дисперсии, и алгоритмы с 

большим размахом варьирования, но с малой дисперсией. Такой подход является 

рациональным, т. к. в каждом из этих случаев разброс (по вероятности) ожидае-

мых относительных изменений функции трудоемкости будет примерно одинаков. 

Отметим также, что поскольку функция  ni  зависит от размерности, то, воз-

можно, один и тот же алгоритм при разных размерностях будет относиться к раз-

ным типам по информационной чувствительности.  

Возможны два подхода к определению значения меры  ni  — теоретиче-

ский и экспериментальный. При теоретическом подходе необходимо получить как 

функции трудоемкости для лучшего, среднего и худшего случая, так и теоретиче-

ское среднеквадратическое отклонение —  n
Af . На основе этих результатов 

можно получить  ni  в виде явной функции и, анализируя или вычисляя ее значе-

ния для интервала размерностей, характеризующих область применения, опреде-

лить значения информационной чувствительности и принадлежность алгоритма к 

одному из введенных типов. Отметим особо, что необходимые для получения  ni  

теоретические зависимости, особенно  n
Af , должны учитывать особенности 
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формирования входных данных алгоритма в конкретных условиях применения. 

Экспериментальный подход оперирует методами математической статистики и 

связан в первую очередь с получением статистического распределения выборки 

[4.16], на основании которого могут быть численно определены все необходимые 

для вычисления  ni  значения. Тогда на основе серии испытаний при фиксиро-

ванной размерности, используя такие показатели, как выборочное среднее, выбо-

рочная дисперсия и выборочный коэффициент вариации, можно прогнозировать 

ожидаемую трудоемкость на основе значений  ni . Заметим, что, используя дан-

ный подход, мы получаем выборочную информационную чувствительность, так 

как оперируем с вариационным рядом, полученным по данным выборки. Отметим 

также, что выборка должна быть репрезентативна относительно множества ис-

ходных данных, соответствующих особенностям применения данного алгоритма 

в данной программной системе, которые и составляют в данном случае генераль-

ную совокупность. При этом единичный эксперимент состоит в определении зна-

чения функции трудоемкости для программной реализации алгоритма при кон-

кретном входе. 

Классификация алгоритмов по размерностной чувствительности. Рас-

смотрим вначале несколько общих примеров определения размерностной чувст-

вительности, с целью последующей классификации алгоритмов. 

Пример 4.1. Функция трудоемкости  nf A
*  имеет полиномиальный вид. Рас-

смотрим асимптотически главный компонент  nf A
* , представляющий собой сте-

пенную функцию   .0,целое,0,*  ckncnf k
A  Тогда в силу определения  nn

*   
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Аналогичный результат для главного порядка  nn
*  можно получить и для дей-

ствительного значения k , если заменить приближенно  1* nf A  дифференциа-

лом функции  nf A
*  при 1n  —     .1 1** nnknfnf k

AA    Таким образом, 

главный порядок размерностной чувствительности для степенных функций тру-

доемкости имеет вид nk , где k  — показатель степени, не зависит от коэффици-
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ента c  и гиперболически уменьшается с ростом размерности. В частности, для 

    nnncnf nA 1, **  . 

Пример 4.2. Функция трудоемкости имеет экспоненциальный вид. 

   .0,0,*  cλecnf λn
A  

По определению (4.4.8) 
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Таким образом, размерностная чувствительность для экспоненциальных функций 

трудоемкости имеет вид 1e  вне зависимости от размерности входа алгоритма. 

На основе полученных результатов предлагается следующая классификация алго-

ритмов по количественной мере размерностной чувствительности [4.17]: 

Класс n1. Алгоритмы, мало чувствительные (не более чем линейная функ-

ция) к изменению размерности множества исходных данных по функции трудо-

емкости: 

 .1,0 1*   nnn  

Класс n2. Алгоритмы, слабо чувствительные (не более чем степенная 

функция со степенью больше единицы) к изменению размерности множества ис-

ходных данных по функции трудоемкости: 

 .1,1,1*   knnkn  

Класс n3. Алгоритмы, чувствительные (более чем степенная, и менее, чем 

показательная функция) к множества исходных данных по функции трудоемкости: 

     ,0limи, *1* 


 nnn nnn   

где   — обозначение отношения асимптотической иерархии функций. 

Класс n4. Алгоритмы, сильно чувствительные (не менее чем показательная 

функция) к изменению размерности по функции трудоемкости: 

     .limили, ** 


nconstn nnn  

Особо отметим, что у одного и того же алгоритма функции трудоемкости для 

лучшего, среднего и худшего случаев могут иметь не только разную количествен-

ную меру, но и обладать различным типом размерностной чувствительности. 
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4.5 Классификация вычислительных алгоритмов по требованиям 
к дополнительной памяти 

Теоретическое исследование ресурсных характеристик компьютерных алго-

ритмов предполагает введение соответствующих классификаций, отражающих 

различные ресурсные требования алгоритма и его программной реализации. В 

этом параграфе рассматривается классификация компьютерных алгоритмов, в ос-

нову которой положен требуемый алгоритмом объем дополнительной памяти в 

принятой модели вычислений. В данном случае рассматривается только объем 

оперативной памяти, т. к. затраты памяти на внешних носителях требую отдель-

ного рассмотрения и выходят за рамки книги. 

Пусть D  — конкретный вход алгоритма A , и nD  , где n  — длина или 

некоторая мера длины входа. Функция объема памяти —  DVA , была введена в 

параграфе 3.1. Ресурсные требования алгоритма к объему памяти определяются 

памятью входа, выхода и дополнительной памятью, задействованной алгоритмом 

в ходе его выполнения. В соответствии с этим будем различать следующие ком-

поненты функции объема памяти: 

1. Память входа —  DVI . При этом по объему памяти входа будем разли-

чать две ситуации, связанные со способом получения алгоритмом входных данных: 

а) алгоритмы «непотоковые по входу», или алгоритмы со статическим (пре-

допределенным) входом, хранящие входные данные в памяти целиком, в этом 

случае    nVDV II  ; 

б) алгоритмы «потоковые по входу», или алгоритмы с потоковым входом, 

когда объекты входа поступают и обрабатываются алгоритмом поэлементно. От-

метим, что поэлементное чтение объектов входа из файла в предопределенный 

массив мы рассматриваем как непотоковый вход. В этом случае для хранения те-

кущего объекта требуется не более чем фиксированное число ячеек оперативной 

памяти, и    1DVI . 

2. Память выхода —  DVR . Аналогично будем различать: 

а) алгоритмы со «статическим выходом», хранящие результат в памяти це-

ликом, при этом отметим, что для хранения результата может использоваться как 
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специальный блок памяти, так и память входа. В последнем случае   0DVR , и 

обычно для таких алгоритмов используют термин «результат по месту», например 

алгоритмы сортировки по месту [4.2]; 

б) алгоритмы с «потоковым выходом». Результаты, получаемые алгорит-

мом, поэлементно, в процессе их получения, выдаются на некоторое устройство 

вывода, в этом случае нам необходима память не более чем для одного элемента 

результата, и    1DVR . 

3. Дополнительная память —  DVt . Это дополнительная память модели 

вычислений, задействованная алгоритмом для получения результата. 

Поскольку ресурсные компоненты  DVI  и  DVR  во многом определяются 

особенностями задачи, а для различных алгоритмов ее решения, обладающих ста-

тическим входом и выходом, фактически совпадают, то именно компонент  DVt  

различает алгоритмы между собой по ресурсным затратам памяти в рамках стати-

ческого или потокового типа. Очевидно, что для современных компьютеров огра-

ничение решаемых задач по ресурсу оперативной памяти не столь существенно, 

как ограничения по временной эффективности. Тем не менее, известная дилемма 

«память-время», приводит к тому, что попытка улучшения временных характери-

стик приводит к ощутимым затратам памяти, даже при современных объемах. Ак-

туальные размерности современных сложных задач также приводят к тому, что 

ресурс памяти становится значимым в комплексной оценке ресурсной эффектив-

ности алгоритма. Однако при сравнении алгоритмов, относящихся или к статиче-

скому или потоковому типу основную роль играет именно дополнительная па-

мять, затраты которой обусловлены именно спецификой данного алгоритма. В 

связи с этим предлагается следующая классификация алгоритмов, основанная на 

оценке дополнительной памяти: 

I. Класс 0V  — алгоритмы с нулевой дополнительной памятью. 

   0,0  DVDDn tn . 

Алгоритмы этого класса либо вообще не требуют дополнительных ячеек памяти, 

либо используют ресурсы памяти входа и/или памяти выхода в качестве необхо-

димых дополнительных ячеек по мере обработки элементов входа или по мере за-
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полнения памяти результата. Очевидно, что это наиболее рациональные алгорит-

мы по критерию емкостной эффективности. 

II. Класс VC  — алгоритмы с фиксированной дополнительной памятью. 

   0,0  constDVDDn tn . 

Алгоритмы класса VC  используют постоянное, и не зависящее от длины и осо-

бенностей входа и длины выхода, число дополнительных ячеек оперативной па-

мяти. В реальных алгоритмах — это, как правило, ячейки для хранения счетчиков 

циклов, промежуточных результатов вычислений и указателей на структуры. 

III. Класс VL  — алгоритмы, дополнительная память которых линейно зави-

сит от длины входа. Введем в рассмотрение функцию дополнительной памяти в 

худшем случае для всех допустимых входов с мерой n , обозначив ее через  nVt
 : 

     DVnV t
DD

t
n

  max . 

В этих обозначениях алгоритм принадлежит к типу с линейной дополнительной 

памятью, если: 

    nnVt  , 

где обозначение   есть стандартное обозначение класса функций в асимптотиче-

ском анализе. Содержательно такие затраты означают необходимость хранения 

копии входного массива, или же алгоритм статического типа требует затрат до-

полнительной памяти порядка длины входа. 

IV. Класс VQ  — алгоритмы, дополнительная память которых квадратично 

зависит от длины входа. Для этого типа алгоритмов объем дополнительной памя-

ти в худшем случае для входов размерности n  пропорционален по порядку квад-

рату меры размерности: 

    2nnVt  . 

Примером может служить стандартный алгоритм умножения длинных целых чи-

сел, заданных побитно массивами длиной n . Алгоритм умножения «в столбик» 

требует для двух исходных массивов длины n  и массива результата длины n2  

дополнительного массива размерностью  22 nnn  . 
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V. Класс VP  — алгоритмы, дополнительная память которых имеет полино-

миальную надквадратичную зависимость. Это алгоритмы, требующие ресурса до-

полнительной памяти по порядку большего, чем квадрат меры длины входа, но 

полиномиально зависящего от этой меры: 

    k
t nnVk  :2 . 

К этому классу относятся, например, рекурсивные алгоритмы, порождающее де-

рево рекурсии с оценкой глубины   1,  knk , и требующие хранения в каждой 

вершине дерева дополнительного массива, имеющего длину порядка  n . 

VI. Класс VE  — алгоритмы, дополнительная память которых экспоненци-

ально зависит от длины входа. Формально это тип алгоритмов, требующих, в 

худшем случае, ресурса дополнительной памяти, по порядку экспоненциально за-

висящего от меры длины входа: 

    n
t enV   :0 . 

Реально это алгоритмы, использующие дополнительные массивы или более слож-

ные структуры данных, размер которых определяется значениями элементов входа. 

Характерным примером может служить алгоритм сортировки методом индексов или 

табличные алгоритмы, реализующие метод динамического программирования. На-

пример, табличный алгоритм, решающий задачу одномерной упаковки для грузов 

100 типов в объем 10000 будет использовать два массива, содержащих 610  элемен-

тов каждый [4.18]. 

С теоретической точки зрения определенный интерес может представлять 

также и другой подход, в основе которого лежит нормированная мера, равная от-

ношению ресурса дополнительной памяти к общей: 

    
 

  10,  DDDn
DV
DVD Vn

A

t
V , 

но предлагаемая типизация по асимптотической оценке абсолютных затрат до-

полнительной памяти представляется автору более целесообразной с точки зрения 

использования при разработке алгоритмического обеспечения программных 

средств и систем. 
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Г Л А В А  5 .  

М Е Т О Д И К А  С Р А В Н И Т Е Л Ь Н О Г О  А Н А Л И З А  

И  Р А Ц И О Н А Л Ь Н О Г О  В Ы Б О Р А  

К О М П Ь Ю Т Е Р Н Ы Х  А Л Г О Р И Т М О В  

Введение 

Рациональный выбор того или иного компьютерного алгоритма для реше-

ния некоторой задачи требует проведения исследования претендующих алгорит-

мов не только в целях получения асимптотических оценок функции трудоемко-

сти, т. е. оценок сложности алгоритмов. Проблема состоит в том, что для целого 

ряда вычислительных задач асимптотически более эффективный алгоритм имеет 

значительный коэффициент при главном порядке функции трудоемкости, и тем 

самым не всегда является эффективным на всем исследуемом диапазоне размер-

ности входа. Реальные значения этого диапазона известны разработчикам про-

граммной системы на основе анализа области применения, т. е. определяются 

особенностями использования данного алгоритма в разрабатываемой программ-

ной системе. Такой подход может быть обобщен и на функцию ресурсной эффек-

тивности алгоритма. 

Для выбора рационального алгоритма, в смысле ресурсной эффективности, 

необходимо детальное исследование претендующих алгоритмов в границах ре-

ального диапазона применения. При этом вполне вероятно, что на разных интер-

валах этого диапазона разные алгоритмы могут быть выбраны как наиболее ра-

циональные. Таким образом, возможно адаптивное по размерности входа управ-

ление выбором алгоритма решения данной вычислительной задачи в проектируе-

мой программной системе. Причина такого выбора обусловлена тем, что не всегда 

алгоритм, имеющий асимптотически оптимальную сложность (в смысле оценок 

O  или  ), имеет лучшие значения функции трудоемкости в целочисленных точ-

ках значений размерности реального множества исходных данных из-за сущест-

венного различия констант, скрывающихся за O  или   асимптотическими оцен-

ками различных претендующих алгоритмов. Более того, обычно асимптотически 

лучшая производительность достигается за счет большего требуемого объема до-
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полнительной памяти, и ухудшения коэффициента не только при первом, но и при 

втором аддитивном компоненте функции трудоемкости. В качестве примера 

сравним функции трудоемкости в среднем случае для двух алгоритмов сортиров-

ки [5.1]: 1A  — сортировка вставками, 2A  — сортировка слиянием: 

     6685log18;105,115,2 22
2

1  nnnnfnnnf AA , 

отметим, что в этом случае коэффициенты, как у главного порядка функции тру-

доемкости, так и у вторых компонент различаются более чем в 7 раз. 

Описанию одного из возможных подходов к исследованию ресурсных 

функций компьютерных алгоритмов на практически значимом интервале размер-

ностей входов и посвящена настоящая глава. 

5.1. Угловая мера близости ресурсных оценок 

В целях сравнительного анализа ресурсных функций компьютерных алго-

ритмов должна быть введена некоторая мера расхождения значений этих функций 

при заданном значении размерности n , которую в дальнейшем будем обозначать 

через     ng,nfπ . Сформулируем требования, которым должна удовлетворять 

мера расхождения значений функций  nf  и  ng  при фиксированном значении n : 

— антисимметричность, т. е. 

          nf,ngπng,nfπ  , 

отметим, что из требования антисимметричности следует равенство нулю значе-

ния меры при равных аргументах, т. е. 

         ngnfng,nfπ  если,0 . 

Требование антисимметричности является очевидным в предположении, что 

функция меры должна быть положительна при большем первом аргументе; 

— возможность угловой интерпретации значения меры     ng,nfπ ; это 

требование связано с соблюдением единой концепции угловых мер, по аналогии с 

уже введенной угловой мерой асимптотического роста функций —   nfπ . Заме-

тим, что данное требование влечет за собой также требование ограниченности 

значений меры при любых значениях аргументов  

      0 nconstng,nfπ . 
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Может быть предложено несколько различных функций меры, удовлетво-

ряющих данным требованиям. Для использования в анализе ресурсных функций 

на конечном интервале предлагается функция меры расхождения значений двух 

функций в точке 1nn   в виде [5.2]: 

 .)(),(где,arctgarctg),( 11 ngbnfa
a
b

b
abaπ   (5.1.1) 

Значение введенной меры может быть интерпретировано как «угловое рас-

хождение» значений аргументов, соответствующих длинам катетов прямоуголь-

ного треугольника относительно значения 4π . Поскольку значения ресурсных 

функций положительны для любого n  и нигде не обращаются в ноль, то при та-

ком определении меры значения     ng,nfπ  ограничены между 

      22 πng,nfππ  . 

Введенная мера обладает свойством антисимметричности и обращается в 

ноль при равенстве значений аргументов; поскольку значения меры ограничены, то 

выполнены все предъявляемые к мере     ng,nfπ  требования. Пороговое значе-

ние  , при котором расхождение значений ресурсных функций является значимым 

может быть интерпретировано как максимальное значение «угла расхождения» 

значений этих ресурсных функций, при котором алгоритмы могут быть признаны 

равно применимыми на исследуемом интервале размерностей входа. 

Заметим, что угловая мера     ng,nfπ  есть мера расхождения значений 

двух аргументов меры при фиксированном значении n . В целях анализа ресурс-

ных функций сравниваемых алгоритмов можно рассматривать функцию 

 yxπz , , аргументами которой являются значения сравниваемых ресурсных 

функций. 

5.2. Методика сравнительного анализа алгоритмов 
по ресурсным функциям 

Принятие решения по рациональному выбору лежит в области сравнитель-

ного анализа компьютерных алгоритмов по ресурсным функциям и связано с вы-

полнением следующих этапов [5.2]: 
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— детальный анализ ресурсной эффективности сравниваемых алгоритмов, 

т. е. получение функции трудоемкости и функции объема памяти в явном виде. 

Отметим, что асимптотической оценки сложности недостаточно для сравнитель-

ного анализа по функции трудоемкости; 

— сравнительный анализ ресурсных функций претендующих алгоритмов 

с целью выбора рационального алгоритма решения данной задачи при реаль-

ных ограничениях на размерность множества исходных данных. 

Реализация второго этапа — сравнительного анализа ресурсных функций 

— предполагает определение тех характеристик реального множества исходных 

данных задачи ( AD ), при которых предпочтение может быть отдано одному из 

анализируемых алгоритмов. В ходе дальнейшего изложения будем считать, что 

таким характеристическим значением является n  — размерность множества ис-

ходных данных. 

Для класса количественно-зависимых алгоритмов (класс N ) трудоемкость 

алгоритма (точное значение) полностью определяется размерностью множества 

исходных данных    nfDDf AnA  . Для подклассов количественно-

параметрических алгоритмов со слабым и средним параметрическим влиянием 

(подклассы NPRENPRL, ) в качестве анализируемой функции трудоемкости мо-

жет быть взято среднее значение —  nfA , при условии малой информационной 

чувствительности. Для алгоритмов из количественно-параметрического подкласса 

NPRH  в качестве анализируемой функции трудоемкости может быть взято либо 

среднее значение —  nf A , либо функция трудоемкости в худшем случае. 

Сравнительный анализ ресурсных функций предполагает определение тех 

практически значимых интервалов аргумента n , при которых данный алгоритм 

может быть выбран в качестве рационального. В связи с этим предлагаемая ниже 

методика получила название методики анализа ресурсных функций на конечном 

интервале, по аналогии с асимптотическим анализом — определением сложности 

алгоритмов. 

Исходными данными для анализа ресурсных функций на конечном интер-

вале являются известные ресурсные функции (трудоемкости и объема памяти) ал-
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горитмов, а результатами — предпочтительные интервалы характеристических 

значений множества исходных данных задачи для рационального применения то-

го или иного алгоритма. Реально (в смысле дополнительных критериев целесооб-

разности) выбор данного алгоритма, как предпочтительного, может быть произ-

веден даже тогда, когда его ресурсная функция, например, трудоемкость на дан-

ном интервале несколько хуже, но не более чем на порог  , по сравнению с тру-

доемкостью других алгоритмов [5.3]. Также возможно, что несколько алгоритмов 

могут быть использованы на этом интервале эквивалентно, с расхождением ре-

сурсных функций не более чем на порог  . 

Такой подход может быть также обусловлен тем, что мы учитываем инфор-

мационную чувствительность алгоритмов, в предположении, что можем ожидать 

наиболее вероятные значения трудоемкости в рамках порогового   коридора. Это 

приводит к необходимости введения специальных обозначений в аппарате анали-

за ресурсных функций на конечном интервале, которые будут рассмотрены на 

примере функций трудоемкости. 

Обозначения в анализе ресурсных функций на конечном интервале. 

Пусть функции трудоемкости двух алгоритмов заданы в явном виде функциями 

 nf  и  ng  соответственно — это может быть пара точных функций трудоемко-

сти либо пара функций, описывающих поведение трудоемкости алгоритма для 

среднего или худшего случаев. Пусть задан также интервал  ba,  значений n , по-

рог   допустимого расхождения значений функций на заданном интервале и не-

которая мера     ng,nfπ  расхождения значений функций при заданном значе-

нии n , тогда в соответствии с [5.3] будем говорить, что: 

Обозначения 5.1 

             banngnfπngnf ,,minесли,   ; (5.2.1) 

             banngnfπngnf ,,maxесли,   ; (5.2.2) 

             banngnfπngonf ,,maxесли,   . (5.2.3) 

Таким образом, функция  nf  есть   ng  (дельта большое фи) на интервале 

 ba,  с порогом  , если значение меры     ng,nfπ  во всех точках данного ин-
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тервала больше или равно пороговому значению. Определение для   (тета фи) 

предполагает, что значения функций на интервале  ba,  различаются менее чем 

на порог   в рамках принятой меры. Функция  nf  есть   ngo  (о малое фи) на 

интервале  ba,  с порогом  , если значение меры     ng,nfπ  во всех точках 

данного интервала меньше или равно пороговому значению, взятому с отрица-

тельным знаком. Обозначение o  является симметрично противоположным обо-

значению   — из того, что     ngonf  , следует в силу (5.2.1) и (5.2.3), что 

    nfng  . 

Методика анализа ресурсных функций на конечном интервале. С уче-

том введенных обозначений может быть предложена следующая методика анали-

за ресурсных функций алгоритмов на конечном интервале [5.3]: 

— получение в явном виде ресурсных функций анализируемых алгоритмов 

 nf  и  ng  для среднего или худшего случая, либо точных функций для алго-

ритмов класса N ; 

— определение интервала или сегмента изменения размерности множества 

исходных данных  21, nn  на основе особенностей применения данного алгоритма 

в условиях конкретной программной системы; 

— разбиение интервала  21, nn  на подинтервалы, в каждой целочисленной 

точке которых явно выполняется одно из следующих соотношений для принятой 

в интервальном анализе меры     ng,nfπ : 

— если          ngnfng,nfπ  то,0 ; предпочтительным на дан-

ном подинтервале является алгоритм, имеющий функцию трудоемкости  ng ; 

— если          ngnfng,nfπ  то,0 ; оба алгоритма с точностью 

до порога   могут быть равно применимы на этом подинтервале; 

— если          ngonfng,nfπ  то,0 ; предпочтительным на дан-

ном подинтервале является алгоритм, имеющий функцию трудоемкости  nf . 
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На основе разбиения интервала размерности входа  21, nn  на подинтрвалы 

и принимается решение о выборе рационального по ресурсной функции алгорит-

ма для проектируемой программной системы. 

Может быть предложена следующая графическая интерпретация введенной 

угловой меры, показанная на рисунке 5.1. Стрелки на рисунке обозначают те об-

ласти угловой меры, в которых выполняются указанные соотношения между зна-

чениями ресурсных функций, например, для функций трудоемкости. Само значе-

ние меры     ng,nfπ  представляет собой центральный угол, отдельно на дан-

ном рисунке обозначены границы   ,  для тета фи области. 

 

 

    ngnf   

 

 

    ngnf   

 

 

    ngonf   

 

Рис. 5.1 Области угловых значений меры, с указанными соотношениями 
между функциями трудоемкости алгоритмов. 

Пример сравнительного анализа алгоритмов по функции трудоемко-

сти. В качестве примера на рисунке 5.2 приведены графики функций трудоемко-

сти  nf  и  ng  для среднего случая следующих двух алгоритмов сортировки: 

— алгоритма сортировки методом поиска максимума и минимума с трудо-

емкостью в среднем [5.3]:   915ln275,1 2  nnnnnf ; 

— рекурсивного алгоритма сортировки слиянием с трудоемкостью в сред-

нем [5.1]   6685log18 2  nnnng . 

Для указанных алгоритмов был выбран сегмент значений размерности 

массива 99,71 21  nn , таким образом, чтобы при пороговом значении 32π  

+ φ 
 

 φ 
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в нем содержалась бы область, в которой выполняется соотношение 

    ngnf  . 

Рис. 5.2 Графики функций трудоемкости двух алгоритмов сортировки 

В таблице 5.1 приведены значения функций трудоемкости алгоритма сорти-

ровки методом поиска минимума и максимума —  nf  и алгоритма сортировки 

слиянием —  ng , а также значения функции меры     ng,nfπ  [5.3]. В послед-

нем столбце таблицы жирным шрифтом выделены те значения меры, которые не 

превышают порога, значение которого было выбрано равным 0981,032  π . 

Таблица 5.1 

n f(n) g(n) (f(n), g(n)) 

71 10501,051 11908,705 -0,1255 
72 10776,840 12095,559 -0,1152 
73 11056,157 12282,664 -0,1050 
74 11339,002 12470,015 -0,0949 
75 11625,373 12657,609 -0,0850 
76 11915,271 12845,443 -0,0751 
77 12208,696 13033,514 -0,0653 
78 12505,647 13221,819 -0,0557 
79 12806,123 13410,355 -0,0461 
80 13110,124 13599,118 -0,0366 
81 13417,651 13788,107 -0,0272 
82 13728,702 13977,318 -0,0179 
83 14043,278 14166,748 -0,0088 
84 14361,377 14356,395 0,0003 
85 14683,001 14546,256 0,0094 

10000,0

12000,0

14000,0

16000,0

18000,0

20000,0

71 75 79 83 87 91 95 99n

f (n ), g (n )

f(n)
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86 15008,148 14736,330 0,0183 
87 15336,818 14926,612 0,0271 
88 15669,011 15117,102 0,0359 
89 16004,727 15307,795 0,0445 
90 16343,966 15498,692 0,0531 
91 16686,726 15689,788 0,0616 
92 17033,009 15881,082 0,0700 
93 17382,814 16072,572 0,0783 
94 17736,139 16264,255 0,0865 
95 18092,987 16456,129 0,0947 
96 18453,355 16648,194 0,1028 
97 18817,244 16840,445 0,1108 
98 19184,654 17032,883 0,1187 
99 19555,584 17225,504 0,1265 

 

На основе проведенного анализа можно сделать вывод о том, что при вы-

бранном значении 32π  асимптотически более медленный квадратичный ал-

горитм сортировки методом поиска максимума и минимума является предпочти-

тельным для сортировки массивов размерностью до 73 . В интервале размерно-

стей от 74  до 95  оба алгоритма равно применимы с точностью до выбранного 

значения   в рамках применяемой меры. При количестве элементов массива бо-

лее 95 , рекурсивный алгоритм сортировки слиянием является более эффектив-

ным по функции трудоемкости. Таким образом, если в рамках разрабатываемой 

программной системы возникает задача сортировки коротких массивов (до 73  

элементов) и в качестве вариантов рассматриваются указанные два алгоритма, то 

при условии предпочтения по трудоемкости рациональный выбор состоит в квад-

ратичном алгоритме сортировки. 

5.3. Области эквивалентной ресурсной эффективности 
компьютерных алгоритмов 

Понятие области эквивалентной ресурсной эффективности алгоритмов. 

Аппарат анализа ресурсных функций на конечном интервале является важной со-

ставной частью сравнительного анализа ресурсной эффективности вычислитель-

ных алгоритмов. На его основе возможно более детальное исследование ресурс-

ных функций сравниваемых алгоритмов, с целью выявления областей их эквива-

лентной эффективности. Задачами этого детального исследования является выяс-

нение возможного количества и условий существования областей эквивалентной 
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ресурсной эффективности алгоритмов на исследуемом интервале размерностей. 

Под областями эквивалентной ресурсной эффективности будем понимать такие 

интервалы размерностей исходных данных задачи, в которых значения ресурсных 

функций сравниваемых алгоритмов различаются не более чем на заданный порог, 

в рамках принятой меры. 

Обозначим через n  длину входа алгоритма, а через  nf A  и  ng A  ресурс-

ные функции сравниваемых алгоритмов. Более корректно под  nf A  и  ng A  по-

нимаются или точные ресурсные функции для алгоритмов класса N , или ресурс-

ные функции в среднем или худшем случае для алгоритмов из других классов. В 

рамках дальнейшего изложения будем считать, что аргумент x  непрерывен, т. е. 

   xggxff AAAA  , , а практически необходимые значения функций вычисля-

ются в целочисленных точках nx  . Отметим, что поскольку функции 

   xgxf AA ,  являются ресурсными функциями алгоритмов, то будем предпола-

гать, что для них выполнены следующие условия [5.3], которые в рамках даль-

нейшего изложения будем обозначать как условия (5.3.1): 

—     0,0  xgxf AA  при 1x ; 

— функции    xgxf AA ,  непрерывны и дважды дифференцируемы на лю-

бом сегменте   0,2,1 12  nnnn ; 

— производные функций    xgxf AA ,  неотрицательны:     0,0  xgxf AA , 

т. е. содержательно ресурсные функции или монотонно возрастают, или, по крайней 

мере, являются неубывающими функциями размерности входа. 

В соответствии с введенными определениями (см. параграф 5.2.) область, в 

которой значения ресурсных функций на интервале  ba,  различаются менее чем 

на порог   в рамках принятой меры, обозначается как   (тета фи), с учетом это-

го введем следующее определение [5.3]: 

Определение 5.1. Будем говорить, в предположении о переходе к непре-

рывности аргумента (от n  к x ), что при заданном пороге   на интервале  ba,  по 

отношению к функциям    xgxf AA и  существует  -область, т. е. 

    xgxf AA  , если 
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        baxxgxfπ AA ,,max  . (5.3.2) 

Произвольная точка 0x , принадлежащая исследуемому интервалу размерностей, 

принадлежит некоторой  -области, если при заданном значении   

       00 , xgxfπ AA . 

Ширина   областей и их количество в исследуемом сегменте размерностей 

 21, nn  определяются как самими функциями    xgxf AA и  и принятой мерой 

    xgxfπ AA , , так и значением порога  , определяющим порог равно примени-

мости алгоритмов в разрабатываемой программной системе. Наличие или отсутст-

вие на исследуемом сегменте  21, nn   -области определяется, очевидно, «близо-

стью» значений функций    xgxf AA и  на этом интервале в рамках принятой меры. 

Исследование областей эквивалентной ресурсной эффективности. Для 

дальнейшего исследования  -областей введем в рассмотрение следующие функ-

ции: 

      ;xgxfxu AA   

       ;1 xgxfxu AA   

  
    
    








;,,0
;,,1

,
xgxfπ
xgxfπ

xd
AA

AA  

       0,,  xuxuxh . 

Поскольку функция     xgxfπ AA ,  непрерывна в силу (5.3.1), то на заданном 

сегменте  21, nn  по второй теореме Вейерштрасса [5.4] найдется такая точка  , 

что значение меры      AA gfπ ,  в этой точке равно точной нижней грани зна-

чений     xgxfπ AA ,  на сегменте  21, nn  

               2121 ,,,,,min,: nnnnxxgxfπgfπ AAAA  . 

Тогда, если   1, d , то при заданном пороге   на сегменте  21, nn  существует 

по крайней мере одна  -область. Если   0, d , то областей эквивалентной ре-

сурсной эффективности нет, и один из алгоритмов на всем сегменте предпочти-

тельнее другого с порогом  . Предпочтительность определяется в зависимости от 

того, выполняется или нет одно из следующих равенств: 
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            21,или nnnngonfngnf   . 

В случае если   1, d , то практически значимым является вопрос о том, как 

будет вести себя выявленная   область при уменьшении значения порога. При 

уменьшении   возможны два следующих случая: 

—   область сохраняется при любых сколь угодно малых значениях  ; 

—   область перестает существовать, начиная с некоторого значения  . 

В соответствии с этими рассуждениями введем следующие определения. 

Определение 5.2. Соответствующую точке   область будем называть  -

независимой   областью, если при 0  

     ,,1,:0,0 xxd . 

Поскольку   область зависит от вида функций    xgxf AA и  и меры, и не обяза-

тельно является симметричной относительно точки  , то значения   и   указы-

вают длину левой и правой частей этой области, что показано на рисунке 5.3. 

Рис. 5.3 Несимметричная   область. 

Определение 5.3 

Соответствующую точке  область будем называть  -зависимой   обла-

стью, если 

     ,,1,:0,0: 00 xxd  и  

   0,0  d . 

Утверждение 5.1 

 x 
 

  fA(x) 
 gA(x) 
 

  
 

  
 

  
 

 fA(x) 
 

 gA(x) 
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На сегменте  21, nn   -независимая   область для функций  xf A ,  xg A , 

удовлетворяющих условиям (5.3.1), существует в точке  , в которой 

      2111 ,,min nnxxuu  , тогда и только тогда, когда   01 u . 

Доказательство 

Пусть   01 u , тогда вычислим значение меры     xgxfπ AA ,  в точке  , 

выполнив следующие преобразования и считая для определенности, что 

    AA gf : 
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 . (5.3.3) 

Обозначим значение      AA gfπ ,  через 0 . Поскольку   41arctg π , и 

если по предположению   01 u , то   01 u  по определению  xu1 , тогда в силу 

(5.3.3) 00  . 

По определению  -независимой   области, функция   1, d  при 

0 , но при нашем предположении о том, что   01 u , функция   0, d , 

при 00  , что и доказывает утверждение. 

Выполнение условия   01 u  равносильно тому, что функции  xf A ,  xg A  

либо пересекаются в точке  , либо касаются в ней. Касание или пересечение мо-

жет быть определено по знаку функции  ,h . 

Если при 0  значение   0, h , то функции касаются в точке  , если 

при 0  значение   0, h , то пересекаются, обеспечивая в каждом случае  -

независимую   область, как это показано на рисунке 5.4. 
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Рис. 5.4 Варианты  -независимых   областей. 

Если функции  xf A ,  xg A  касаются в точке  , то сдвиг графика одной из 

функций по оси Y  (изменение одной из функции на константу) приводит к обра-

зованию двух точек пересечения, и следовательно, к возможности существования 

двух  -независимых  -областей. 

Заметим, что при увеличении порога   две эти области могут быть объеди-

нены в одну. Детальное исследование возможного количества  -независимых об-

ластей эквивалентной ресурсной эффективности алгоритмов связано со следую-

щим утверждением [5.3]. 

Утверждение 5.2 

Если функции  xf A ,  xg A  непрерывны и дважды дифференцируемы на 

сегменте  ba, , и вторая производная функции      xgxfxu AA   не обращает-

ся в нуль на этом сегменте —    baxxu ,,0  , то функции  xf A ,  xg A  имеют 

на сегменте  ba,  не более двух точек пересечения или одной точки касания. 

Доказательство. 

По теореме Ролля [5.4], если на сегменте  ba,  функция  xf  непрерывна и 

дифференцируема и    bfaf  , то внутри сегмента найдется точка  , такая, что 

  0f . Предположим, что функция  xu  трижды пересекает ось X  на сегменте 

 ba,  в точках 321 ,, xxx  (см. рисунок 5.5). Выделим внутри сегмента  ba,  сег-

мент  21, xx , тогда по теореме Ролля     0:, 1211  uxx , на сегменте 

 21, xx      0:, 2212  uxx . Применим теорему Ролля к функции  xu  на 
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сегменте  21,   —     0:, 3213  u , что противоречит условиям утвер-

ждения. 

Рис. 5.5 Функция  xu  с тремя точками пересечения оси X . 

По аналогии можно провести рассуждения с двумя точками касания, кото-

рые будут являться точками локального экстремума функции  xu . 

Между этими точками по теореме Ролля должна находиться еще одна точка, 

в которой производная функции  xu  обращается в ноль. Таким образом, на сег-

менте  ba,  будет три точки, в которых   0 xu , и, следовательно, две точки, в 

которых   0 xu . Аналогично можно показать, что условие   0 xu  несовмес-

тимо с одной точкой пересечения и одной точкой касания функцией  xu  оси X  

на сегменте  ba, , что полностью доказывает утверждение. 

Практическое применение результата состоит в том, что для некоторых ре-

сурсных функций алгоритмов на исследуемом интервале размерностей возможно 

существование двух  -независимых  -областей при определенном значении 

порога  , что необходимо учитывать при проведении сравнительного анализа ал-

горитмов. Одна из возможных ситуаций разбиения исследуемого интервала на 

области эквивалентной ресурсной эффективности и области предпочтения приве-

дена на рисунке 5.6. 
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Рис. 5.6 Возможные области эквивалентной ресурсной эффективности 
алгоритмов (выделены серым цветом). 

Если функции ресурсной эффективности были получены в ходе анализа ал-

горитмов в явном функциональном виде, то возможно предварительное исследо-

вание взаимного поведения этих функций, с целью выявления возможных  -

независимых   областей около точек пересечения. Ширина этих областей будет 

определяться пороговым значением, заданным разработчиками программной сис-

темы. Если данное исследование проводится с ресурсными функциями в среднем, 

то возможен учет компонентов информационной чувствительности, например 

среднеквадратического отклонения. В этом случае в качестве области эквива-

лентной ресурсной эффективности можно принять область, образованную пере-

сечением двух «коридоров» ресурсных функций исследуемых алгоритмов с   от-

клонениями [5.3]. 
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Р А З Д Е Л  I I I  

М Е Т О Д Ы  Р А З Р А Б О Т К И  Э Ф Ф Е К Т И В Н Ы Х  

А Л Г О Р И Т М О В  

В этой главе даётся краткое описание ряда методов разработки алгоритмов, 

некоторые из которых, например, метод декомпозиции, позволяют получить ал-

горитмы, достаточно эффективные в смысле асимптотических оценок трудоемко-

сти. Прежде всего, хотелось бы отметить, что создание нового алгоритма — это 

искусство, базирующееся на математике, интуиции и «озарении». Недаром в на-

звании алгоритма отражается фамилия его автора — алгоритм Тарьяна, алгоритм 

Дейкстры, алгоритм Беллмана-Форда, алгоритм Карацубы и т. д. Рассматривая 

множество реально применяемых алгоритмов можно выделить группу алгорит-

мов, непосредственно реализующих известные математические методы, напри-

мер, метод Рунге-Кутты. В этом случае алгоритм является простым переложением 

на язык алгоритмических конструкций математически обоснованного численного 

метода решения задачи. Другую группу составляют алгоритмы, в основе которых 

лежит интеллект их авторов — алгоритмы Джарвиса и Грэхема для построения 

охватывающего контура, алгоритм Прима для поиска остовного дерева мини-

мального веса и др. К третьей группе можно отнести алгоритмы, полученные на 

основе применения к решаемой задаче некоторых «универсальных» методов раз-

работки алгоритмов. 

Эти методы, о которых собственно и пойдет речь в настоящем разделе, не 

являются методами в строго математическом понимании этого термина. Термин 

«метод» по отношению к разработке алгоритмов — это скорее дань исторической 

традиции, а не констатация гарантии быстрой и эффективной разработки, равно 

как и показателей качества получаемых алгоритмов. Под этим термином понима-

ются приемы или способы, пользуясь которыми может быть можно построить ал-

горитм решения задачи при условии, что, во-первых, сам метод теоретически 

применим к этой задаче, и, во-вторых, при условии, что Вам удастся адаптировать 

этот метод к ее особенностям. Речь скорее идет о некоторых общих подходах, не 
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содержащих рецептов конкретного применения, на базе которых, вероятно, могут 

быть разработаны новые алгоритмы. В этом случае конкретное применение тако-

го метода по отношению к реальной задаче требует специальных подходов и ма-

тематических обоснований — и снова приходится констатировать интеллектуаль-

ный аспект в процессе разработки алгоритмов. 

Г Л А В А  6 .  

У Н И В Е Р С А Л Ь Н Ы Е  М Е Т О Д Ы  Р А З Р А Б О Т К И  

А Л Г О Р И Т М О В  

Введение 

«Универсальные» методы разработки алгоритмов — это методы, которые с 

одной стороны не накладывают никаких серьезных ограничений на возможности 

их применения, а с другой стороны — не содержат никаких конкретных рецептов 

по отношению к определенной задаче. Их конкретная «доводка» — дело рук и 

ума разработчика. В этой главе будут изложены три «универсальных» и доста-

точно распространенных метода, приводящие к построению рекурсивных алго-

ритмов — метод рекуррентных соотношений, метод декомпозиции и метод дина-

мического программирования, который хотя и ориентирован на решение задач 

целочисленной оптимизации, может быть использован и для ряда других задач. 

Слово «универсальный» недаром поставлено в кавычки — для каждого метода 

существуют некоторые границы его применимости, и чем более «универсально» 

сформулирован сам метод, тем интеллектуально сложнее разработка реального 

алгоритма на его основе. Если Вы реально занимались разработкой алгоритмов, 

то Вы, наверное, ощущаете разницу двух процессов — алгоритмирования, как ин-

теллектуального процесса разработки алгоритма решения задачи, и программиро-

вания, как технического процесса записи уже готового алгоритма на некотором 

языке программирования. 

 

6.1. Метод декомпозиции задачи 
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Чтобы перенести сотню кирпичей с одного места на другое, Вы, скорее все-

го, будете переносить за один раз несколько кирпичей, чем всю сотню сразу. Та-

ким образом, вместо того чтобы решать задачу сразу, несколько раз решается бо-

лее простая задача с понижением размерности — собственно говоря, эта интуи-

тивно здравая идея и лежит в основе метода декомпозиции. Другое название этого 

метода — метод «разделяй и властвуй» [6.1]. Общая схема метода может быть 

описана как последовательность следующих шагов: 

1. Шаг разделения задачи. На этом шаге выбирается способ разделения за-

дачи на некоторое количество подзадач меньшей размерности. 

2. Шаг решения полученных подзадач. Это рекурсивный шаг — каждая 

подзадача рассматривается как задача определенной размерности, которая разде-

ляется на собственные подзадачи, путем повторного выполнения шага 1, что при-

водит к рекурсии, до тех пор, пока не будет получена такая размерность, при ко-

торой решение может быть получено непосредственно. 

3. Шаг останова рекурсии. На этом шаге выполняется непосредственное 

решение полученных подзадач для малых размерностей. 

4. Шаг объединения решений. На этом шаге полученные решения подзадач 

меньшей размерности при возврате в точку рекурсивного вызова объединяются в 

решение задачи текущей размерности. 

Эти основные шаги метода декомпозиции требуют некоторых комментари-

ев. Во-первых, идея метода ничего не говорит о том, как эти шаги должны быть 

реализованы в конкретной задаче. Адаптация метода к конкретной задаче требует, 

как правило, серьезных размышлений. Во-вторых, условием применения метода 

является свойство аддитивности решений, полученных для подзадач меньшей раз-

мерности. Строго говоря, нам необходимо доказать, что, объединяя решения, мы 

получим правильный ответ, в особенности это касается задач оптимизации в по-

становке поиска глобального оптимума. Классическим примером является задача 

коммивояжера [6.2] — простое объединение двух оптимальных путей для графов 

половинной размерности вообще не является решением исходной задачи. В 

третьих, для одной и той же задачи могут быть предложены различные идеи ее 

разделения, и здесь необходимо оценить, к каким сложностям приводит каждая из 
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этих идей на этапе объединения решений, который, как правило, является наибо-

лее сложным при реализации этого метода. 

Основное преимущество метода декомпозиции состоит в том, что он позво-

ляет получить алгоритмы с хорошими асимптотическими оценками трудоемко-

сти. Именно этот подход позволил А.А. Карацубе в 1962 г. получить алгоритм 

умножения длинных целых чисел с оценкой, лучше, чем 2n , а В. Штрассену — 

алгоритм умножения квадратных матриц с оценкой, лучше, чем 3n  [6.1]. Соответ-

ствующее обоснование асимптотических оценок трудоемкости алгоритмов, раз-

работанных методом декомпозиции, читатель найдет в главе 9. 

Приведем два примера применения метода декомпозиции. 

Пример 6.1. Исторически одним из первых применений метода считается 

алгоритм сортировки слиянием, приписываемый Дж. фон Нейману — этот алго-

ритм будет подробно рассмотрен и модифицирован в разделе V. Рассмотрим за-

дачу сортировки массива чисел, состоящего из n  элементов, и обсудим шаги ме-

тода декомпозиции, применительно к этой задаче. 

1. Шаг разделения задачи. Организуется разделение текущей задачи сорти-

ровки на две подзадачи — сортируемый массив из n  элементов разделяется на 

два массива, которые содержат  2n  и  2n  элементов. 

2. Шаг решения полученных подзадач. Если условие останова рекурсии не 

выполнено, то полученные массивы вновь разделяются на два массива — это шаг 

порождения дерева рекурсии. 

3. Шаг останова рекурсии. В классическом изложении останов рекурсии 

происходит при длине массива равном единице — массив из одного числа оче-

видно отсортирован. 

4. Шаг объединения решений. На цепочке рекурсивных возвратов мы полу-

чаем два отсортированных массива, которые должны быть объединены в один. 

Этот шаг выполняется специальным алгоритмом слияния сортированных масси-

вов, по которому получил название и сам алгоритм сортировки. 

Эти шаги порождают асимптотически оптимальный алгоритм для задачи 

сортировки сравнениями со сложностью  nn ln . Из-за большого коэффициента 

при главном порядке область его рациональной применимости начинается с длин 
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массива порядка 100  и более точно определяется особенностями реализации, в 

основном — выбранным алгоритмом слияния двух сортированных массивов. 

Пример 6.2. Второй пример — задача умножения квадратных матриц. Для 

изложения идеи мы рассмотрим случай, когда линейный размер квадратной мат-

рицы — n  является степенью двойки. Шаги метода декомпозиции могут быть 

реализованы следующим образом: 

1. Шаг разделения задачи. Мы организуем деление пополам линейного раз-

мера матрицы. Поскольку значение n  является степенью двойки, то на любом ша-

ге деления значение 2n  является целым числом. Таким образом, каждая из пере-

множаемых матриц делится на четыре подматрицы одинаковой размерности 

 





















ut
sr

hg
fe

dc
ba

, 

где подматрицы результата задаются уравнениями 

 

.
;
;
;

hdfcu
gdect
hbfas
gbear






 (6.1.1) 

Эти уравнения приводят к необходимости решения восьми подзадач размерно-

стью 2n . Операции умножения в (6.1.1) есть операции умножения матриц. 

2. Шаг решения полученных подзадач. Если после разделения полученные 

матрицы размерностью 22 nn   не являются матрицами, состоящими из одного 

элемента, то полученные матрицы вновь разделяются на четыре подматрицы — 

это шаг порождения дерева рекурсии. 

3. Шаг останова рекурсии. Если на текущем вызове алгоритма матрицы 

имеют размер 22 , то результат может быть вычислен непосредственно по фор-

муле (6.1.1), обозначения в которой в данном случае интерпретируются как обо-

значения элементов матриц. 

4. Шаг объединения решений. По цепочке рекурсивных возвратов мы полу-

чаем восемь результирующих матриц, имеющих размер 22 nn   относительно 

размера текущей матрицы. В соответствии с (6.1.1) нам необходимо выполнить 

сложение матриц и заполнение соответствующих позиций матрицы результата. 
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Элементарный анализ этих шагов позволяет получить рекуррентное соот-

ношение, задающее суммарное количество выполненных алгоритмом операций 

умножения и сложения над числами — элементами матриц 

      228 nnSnS  . 

Асимптотическая оценка решения этого рекуррентного соотношения    3nnS   

может быть получена методом, изложенным в главе 9, так что в таком подходе 

алгоритм, разработанный методом декомпозиции, оказывается, по порядку таким 

же, как и обычный алгоритм умножения матриц. Тем не мене, именно этот метод 

позволил В. Штрассену получить алгоритм с асимптотически лучшей оценкой — 

 7log2n . Если Вы придумаете, как вместо восьми умножений матриц размером 

22 nn   можно выполнить только семь, то Вы получите результат, аналогичный 

алгоритму Штрассена. Достаточно подробно метод Штрассена изложен, напри-

мер, в [6.1]. 

В целом с использованием метода декомпозиции в настоящее время полу-

чены эффективные алгоритмы решения целого ряда задач. Основной их особен-

ностью является то, что «платой» за асимптотически лучшую функцию в оценке 

сложности является существенно больший, чем у других алгоритмов, коэффици-

ент при главном порядке. Тем самым эти алгоритмы становятся рационально 

применимыми, начиная с относительно больших длин входов. 

6.2. Метод рекуррентных соотношений 

Идея метода рекуррентных соотношений чрезвычайно проста — на основе 

некоторых рассуждений, строится рекуррентное соотношение, решение которого 

доставляет решение нашей задачи, и на основе этого рекуррентного соотношения 

разрабатывается рекурсивный алгоритм. Отметим, что фраза «используя некото-

рые рассуждения» совершенно не определяет конкретный метод получения ре-

куррентного соотношения для определенной задачи. Мы можем лишь уточнить, 

что эти рассуждения должны отражать наше рекурсивное понимание структуры 

задачи, т. е. следовать схеме понижения аргумента или размерности. Решение для 

некоторой размерности задачи или для некоторого аргумента функции должно 

быть сформулировано на основе ее сведения к задачам меньшей размерности или 
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функциям с меньшим значением аргумента. Условие останова рекурсии позволяет 

решить задачу при некоторых малых размерностях или вычислить функцию при 

начальных значениях аргумента. Приведем примеры использования этого метода 

с комментариями к этапам разработки рекуррентного соотношения. 

Пример 6.3. Рассмотрим задачу вычисления количества разбиений положи-

тельного целого числа. Разбиение положительного целого числа m  — это его 

представление в виде суммы целых положительных чисел. Классической счетной 

задачей является определение функции, задающей количество разбиений числа m  

без учета порядка слагаемых [6.3]. Приведем все разбиения числа 6m  в порядке 

убывания первого слагаемого, прямой подсчет дает значение. 

.111111
;11112,1122,222

;1113,123,33
;114,24

;15
;6









 

К сожалению, источник [6.3] не указывает автора идеи, предложившего сле-

дующий подход для рекурсивного вычисления количества разбиений числа m . 

Первым, и не совсем очевидным, шагом является выражение функции  mP  через 

другую функцию  nmQ , , которая определяется как число разбиений целого m  со 

слагаемыми, не превышающими n . Если мы сможем вычислить  nmQ ,  для лю-

бых аргументов, то эта функция определяет  mP , т. к.    mmQmP , . На втором 

шаге, в соответствии с идеей метода, нам необходимо определить аргументы, с 

которыми функция  nmQ ,  может быть вычислена непосредственно, и опреде-

лить, как  nmQ ,  задается через свои предыдущие значения. Этот шаг выполня-

ется на основе «несложных рекурсивных рассуждений» — это цитата из [6.3] (за-

метим, что рекурсивные рассуждения требуют рекурсивного мышления). Эти рас-

суждения приводят к следующим пяти уравнениям: 

1.   11, mQ , поскольку существует только одно разбиение числа m  с наи-

большим слагаемым равным единице, а именно 111  m . 



174 
2.   1,1 nQ , это очевидно, т. к. существует только одно разбиение числа 1, 

которое не зависит от величины наибольшего слагаемого n . 

3.     nmmmQnmQ  ,,, . Совершенно ясно, что никакое разбиение числа 

m  не может содержать каких-либо слагаемых n , больших, чем m . 

4.    1,1,  mmQmmQ . Есть только одно разбиение числа m  со слагае-

мым равным m , все другие разбиения m  имеют наибольшее слагаемое 1 mn . 

5.      nnmQnmQnmQ ,1,,  . Это основное рассуждение рекурсии — 

любое разбиение числа m  с наибольшим слагаемым, меньшим или равным n , или 

не содержит n  в качестве слагаемого — в этом случае данное разбиение подсчи-

тывается функцией  1, nmQ , или содержит n , но при этом остальные слагае-

мые образуют разбиение числа nm  , и подсчитываются функцией  nnmQ , . 

Полученные пять уравнений определяют рекурсивно заданную функцию 

 nmQ ,  следующим рекуррентным соотношением 
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 (6.2.1) 

На основе полученного рекуррентного соотношения может быть разработан 

рекурсивный алгоритм для вычисления количества разбиений числа m  в виде 

процедурно реализованной рекурсивной функции Q(m,n), вызов которой с аргу-

ментами Q(m,m) и решает поставленную задачу. 
Q(m,n) 
 If (m=1)or (n=1)      (проверка останова рекурсии) 
  then 
   Q  1         (прямое вычисление Q) 
 If (m<n) 
  then 
   Q  Q(m,m)      (рекурсивный вызов, m<n) 
 If (m=n) 
  then 
   Q  1+Q(m,m-1)  (рекурсивный вызов, m=n) 
  else 
   Q  Q(m,n-1)+Q(m-n,n) (рекурсивный вызов, m>n) 
Return (Q) 
End. 



175 
Заметим, что поскольку функция Q(m,n) имеет два аргумента, то в теле на-

шего алгоритма три различных рекурсивных вызова соответствуют ситуациям, 

когда аргументы равны, первый аргумент меньше и первый аргумент больше вто-

рого. Это не общее свойство рекурсивных функций двух аргументов, а отражение 

особенностей поведения функции Q(m,n), и, следовательно, — решаемой задачи. 

Вопрос о том, насколько велики вычислительные затраты этого алгоритма 

пока не обсуждается. Более интересный вопрос состоит в том, существует ли дру-

гой алгоритм, может быть не рекурсивный, который вычисляет значение функции 

Q(m,n) быстрее? Общий вопрос формулируется следующим образом — можно ли 

зная, что алгоритм разработан методом рекуррентных соотношений, говорить о 

его вычислительной эффективности? Ответа в общем виде нет — в частных при-

мерах можно говорить о том, что, например, для чисел Фибоначчи получаются 

неоправданно большие вычислительные затраты, а при вычислении факториала 

— аналогичная итерационной реализации асимптотическая оценка. 

Пример 6.4. Этот пример приводится с целью показать, как в примитивной 

модели вычислений рекурсивными алгоритмами могут быть реализованы обыч-

ные арифметические операции. Наша модель вычислений оперирует с целыми 

неотрицательными числами и разрешает операции сравнения и нахождения пре-

дыдущего и последующего числа, опираясь на аксиомы Пеано. Приведем форму-

лировку одной их аксиом Пеано [6.4] «Для каждого натурального числа x  имеет-

ся, и притом только одно, натуральное число, называемое его последующим и 

обозначаемое x». В целях удобства записи будем обозначать операцию, задаю-

щую для целого неотрицательного числа n  его последующее число через 1n , а 

операцию, задающую для целого положительного числа n  его предыдущее число 

через 1n . Наша задача состоит в том, что бы разработать рекурсивный алгоритм 

для вычисления суммы двух чисел mn,  в этой модели вычислений. 

Условие останова рекурсии легко формулируется: 0,  mnmn . Выберем 

число m  в качестве аргумента рекурсии — нам необходимо записать сумму при 

уменьшении аргумента на единицу с использованием разрешенных в нашей мо-

дели операций. Решение достаточно очевидно: 

   11  mnmn  
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Проведенные рассуждения позволяют записать рекуррентное соотношение, для 

рекурсивно заданной функции  mnS , , значением которой является сумма ее ар-

гументов 

 
      







.0,1,1,
;0,,
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Надеемся, что читатели без труда разработают соответствующий рекурсивный ал-

горитм. Еще целый ряд интересных примеров разработки алгоритмов методом ре-

куррентных соотношений читатели смогут найти в [6.5]. 

6.3. Метод динамического программирования 

Метод динамического программирования был предложен и обоснован Р. 

Беллманом в начале 1960-х годов [6.6]. Первоначально метод создавался в целях 

существенного сокращения перебора для решения целого ряда задач экономиче-

ского характера, формулируемых в терминах задач целочисленного программи-

рования [6.2]. Однако Р. Беллман и Р. Дрейфус в [6.6] показали, что он применим 

к достаточно широкому кругу задач, в том числе к задачам вариационного исчис-

ления, поиску нулей функций и т. д. В общем виде метод ориентирован на поиск 

оптимума целевой функции или функционала в некоторой ограниченной области 

многомерного пространства. Предложенный Р. Беллманом метод не является 

полностью универсальным, поскольку условия его применения требуют, чтобы 

целевой функционал представлял собой аддитивную функцию, т. е. 

      n

n

i
ii xxxgf ,,, 1

1



xx , (6.3.1) 

заметим, что требование аддитивности может быть ослаблено до требования сепа-

рабельности. Приведем описание идеи этого метода, опираясь на оригинальное из-

ложение и терминологию его автора в экономической интерпретации метода дина-

мического программирования [6.6]. В элементарной постановке задачи, ограниче-

ния, задающие область поиска экстремума для целевого функционала, имеют вид 

 nixCx i

n

i
i ,10,

1



. 

Эти ограничения рассматриваются как ограничения на общий ресурс, который 

должен быть распределен по n  инвестиционным процессам, приносящим некото-
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рый доход. Значение дохода задается функциями   nixg ii ,1,   в условиях цело-

численности и неотрицательности значений ix . Для решения задачи максимиза-

ции целевого функционала (6.3.1) —   maxxf , вместо рассмотрения одной за-

дачи с данным количеством ресурса и фиксированным числом процессов, рас-

сматривается целое семейство задач, в которых число n  принимает все возмож-

ные целые значения от 0  до n . Если исходная задача представляет собой статиче-

ский процесс распределения ограниченного ресурса, то подход Р. Беллмана пере-

водит ее в динамический процесс, требуя распределения ресурса последовательно 

по каждому процессу, что собственно и нашло отражение в названии метода — 

динамическое программирование [6.6]. 

Максимум целевого функционала  xf  в указанной области зависит от ко-

личества процессов n , и от общего ограничения ресурса C . Эта зависимость в 

подходе динамического программирования записывается явно путем задания по-

следовательности функций    Ccnicfi  0,,1, , следующим образом 
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При этом функция  cfi  выражает оптимальный доход, получаемый от распреде-

ления ресурса c  по i  процессам. В двух частных случаях значения этой функции 

вычисляются элементарно. В разумном предположении, что доход каждого про-

цесса от нулевого ресурса равен нулю —   nigi ,1,00  , очевидно, что 

  nifi ,1,00  . Также очевидно, что при значениях 0c  функция    cgcf 11  . 

Для совместного распределения ресурса между несколькими процессами 

достаточно просто находятся рекуррентные соотношения, связывающие  cfm  и 

 cfm 1  для произвольных значений m и c . Если mx  — количество ресурса, на-

значенное для процесса с номером m, то остающееся количество —  mxc  долж-

но быть оптимально распределено для получения максимального дохода от ос-

тающихся 1m  процессов. Таким образом, при некотором значении mx  совокуп-

ный доход от распределения по m процессам составит 

    mmmm xcfxg  1 . 
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Очевидно, что оптимальным будет такой выбор значения mx , который максими-

зирует эту функцию, что и приводит к следующему рекуррентному соотношению, 

которое называется основным функциональным уравнением метода динамическо-

го программирования [6.6] 
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 (6.3.2) 

Таким образом, задача оптимизации в многомерном пространстве сводится к по-

следовательности задач одномерной оптимизации, что существенно сокращает 

трудоемкость получения решения. Но условия применимости метода накладыва-

ют ограничения аддитивности (сепарабельности) на целевой функционал. Кроме 

того, система ограничений не должна быть слишком сложной, и допускать по-

строение рекуррентно связанных между собой функций Беллмана через возможно 

меньшее число аргументов, которые определяются «существенными» ограниче-

ниями задачи. 

Рекуррентное соотношение (6.3.2) позволяет сразу получить рекурсивный 

алгоритм. Проблемы адаптации метода к конкретной задаче состоят, прежде все-

го, в доказательстве применимости самого метода, и интерпретации постановки 

задачи в терминах динамического программирования, т. е. как задачи поиска экс-

тремума аддитивной или сепарабельной целевой функции в замкнутой области 

многомерного пространства, заданной некоторой системой ограничений. 

Более широкая трактовка метода динамического программирования состоит 

в том, что функциональное уравнение Беллмана может быть построено и в случае, 

когда значение функции для больших значений аргументов может быть получено 

на основе минимаксного выбора из некоторого ряда ее значений для меньших ар-

гументов или линейных комбинаций этих значений с другими функциями. Эту 

ситуацию автор хочет проиллюстрировать на одном из классических примеров 

применения метода динамического программирования — на задаче вычисления 

редакционного расстояния. 

Пример 6.5. Редакционное расстояние. Мы фиксируем некоторый алфавит 

символов, например, латинский, и рассматриваем строки над этим алфавитом. В 

целом ряде практически важных задач (проверка правописания, задачи поиска в 
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текстовых базах данных, задачи исследования ДНК и т. д.) требуется измерить 

различие между строками, которое по аналогии с термином в метрических про-

странствах называется расстоянием. Существует несколько различных способов 

формализации понятия расстояния между строками, одни из них, наиболее общий 

и простой, носит название редакционного расстояния. Термин и идея предложены 

В.И. Левенштейном [6.7] и достаточно часто редакционное расстояние называется 

расстоянием Левенштейна. Идея основана на преобразовании одной строки в дру-

гую с помощью фиксированных операций редактирования — вставки символа в 

первую строку  I , удаления символа из первой строки  D , замены символа в 

первой строке  R  и «не операции» над правильным символом  M . Эти опера-

ции совместно с механизмом их реализации образуют специализированную мо-

дель вычислений. Последовательность этих операций — алгоритм преобразова-

ния строк — называется редакционным предписанием. Рассмотрим пример — мы 

хотим преобразовать строку v i n t n e r  в строку w r i t e r s. Одна из возможных по-

следовательностей операций редактирования (редакционное предписание) имеет 

вид 

R I M D M D M M I 

v  i n t n e r  

w r i  t  e r s 

По определению редакционное расстояние между двумя строками опреде-

ляется как минимальное число необходимых редакционных операций — вставок, 

удалений и замен, необходимых для преобразования первой строки во вторую. 

При этом совпадения символов не являются операциями, которые учитываются в 

редакционном расстоянии, поэтому, если строки совпадают, то их редакционное 

расстояние равно нулю для любой длины строк. В нашем примере мы выполняем 

5 редакционных операций, но не гарантируем, что это значение является мини-

мальным. 

Следуя [6.8], введем следующие обозначения. Будем предполагать, что ис-

ходные строки символов 1S  и 2S  заданы посимвольно массивами  nS 11  и 

 mS 12 . Введем в рассмотрение функцию  jiD , , значением которой является 

редакционное расстояние между подстроками  iS 11  и  jS 12 . Функция 
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 jiD ,  определяет минимальное число редакционных операций для преобразова-

ния первых i  символов строки 1S  в первые j  символов строки 2S . Таким обра-

зом, редакционное расстояние между строками 1S  и 2S  в точности равно  mnD , . 

Следуя подходу динамического программирования мы должны определить 

при каких аргументах функция  jiD ,  может быть вычислена непосредственно, и 

как значение  mnD ,  выражается через минимаксный выбор ее значений для 

меньших аргументов. Заметим, что этот подход, очевидно, предполагает, что для 

вычисления  mnD ,  нам необходимо вычислить все предыдущие значения 

  mjnijiD ,0,,0,,  . Непосредственное вычисление функции  jiD ,  возможно 

в том случае, если одна из строк является пустой, тогда 

 
 
  .,0

;0,
jjD

iiD



 (6.3.3) 

Действительно для перевода строки из i  символов в пустую строку, единствен-

ным способом является удаление этих символов — мы выполняем i  операций 

удаления. Аналогично для преобразования нуля символов первой строки в j  сим-

волов второй строки нам необходимо выполнить ровно j  операций вставки. Ос-

новной шаг метода динамического программирования определяется следующей 

теоремой, доказательство которой приводится в соответствии с [6.8]. 

Теорема. Если значения i  и j  строго положительны, то 

           jitjiDjiDjiDjiD ,1,1,11,,1,1min,  , (6.3.4) 

где 

            jSiSjitjSiSjit 2121 ,0,;,1,  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим редакционное предписание, преобразую-

щее подстроку  iS 11  в  jS 12  за минимальное число редакционных операций. 

Нас интересует последняя операция этого предписания, которая может быть опе-

рацией RDI ,,  или M . Рассмотрим все возможные случаи. 

Если это операция I , то последняя операция — это вставка символа  jS2  в 

конец преобразуемой первой строки. Предыдущие операции этого предписания 

должны обеспечить минимальное число операций для преобразования  iS 11  в 
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 112 jS  . По определению, это последнее преобразование требует  1, jiD  

редакционных операций. Следовательно, если последняя редакционная операция 

— I , то     11,,  jiDjiD . 

Рассуждая аналогично для последней операции D  в редакционном предпи-

сании, получим, что поскольку это операция удаления последнего символа из 

 iS 11 , то предыдущие операции предписания должны оптимально преобразо-

вывать  111 iS   в  jS 12 . По определению это последнее преобразование 

требует  jiD ,1  редакционных операций. Следовательно, если последняя ре-

дакционная операция — D , то     1,1,  jiDjiD . 

Если последняя операция предписания — R , то эта операция заменяет  iS1  

на  jS2 , а предыдущие операции предписания должны оптимально преобразовы-

вать  111 iS   в  112 jS  . В этом случае     11,1,  jiDjiD . 

Если последняя операция предписания — M , то    jSiS 21  , и поскольку 

эта операция не учитывается в редакционном расстоянии, в этом случае 

   1,1,  jiDjiD . 

Вводя в рассмотрение дополнительную функцию  jit , , мы можем объеди-

нить два последних случая в один: если последний символ предписания R  или 

M , то      jitjiDjiD ,1,1,  . Этим исчерпываются все возможные случаи 

для последней операции в редакционном предписании. 

Каким образом можно преобразовать  iS 11  в  jS 12  — можно преобра-

зовать  iS 11  в  112 jS   за  1, jiD  операций, и вставить символ  jS2  в 

конце, что дает   11, jiD  редакционных операций. Можно преобразовать 

 111 iS   в  jS 12  за  jiD ,1  операций, и удалить  iS1  в конце, что дает в 

итоге   1,1  jiD  редакционных операций. И, наконец, очевидно как выполнить 

такое преобразование за    jitjiD ,1,1   операций. Принцип оптимальности 

Беллмана гласит, что мы должны выбрать минимальное значение из этих трех ва-

риантов, выше мы показали, что никаких других вариантов не существует. Отсю-

да следует, что  jiD ,  определяется формулой (6.3.4) и теорема доказана. 

К о н е ц  д о к а з а т е л ь с т в а . 
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Таким образом, на основе доказанной теоремы, мы получили функциональ-

ное уравнение метода динамического программирования для задачи вычисления 

редакционного расстояния, в виде следующего рекуррентного соотношения 

 
 
          









.0,0,,1,1,11,,1,1min,
;0,,0
;0,0,

jijitjiDjiDjiDjiD
ijjD

jiiD
(6.3.5) 

На основе этого рекуррентного соотношения достаточно просто может быть 

разработан рекурсивный алгоритм, решающий задачу о вычислении редакционного 

расстояния между строками. Небольшие дополнения позволяют получить и само 

оптимальное редакционное предписание, подробности читатель найдет в [6.8]. 

Следует обратить внимание читателей на то, что в большинстве случаев ме-

тод динамического программирования требует математического обоснования для 

функционального уравнения, равно как и математического обоснования коррект-

ности его применения для данной задачи. Исторически метод динамического про-

граммирования был одним из первых методов, который позволил получить за 

приемлемое, но не полиномиальное время, точное решение целого ряда перебор-

ных задач, сводящихся к задачам целочисленного программирования [6.2]. Отме-

тим также, что для каждой конкретной задачи метод должен быть детально разра-

ботан, т. е. сформулировано основное функциональное уравнение метода динами-

ческого программирования применительно к данной задаче. Непосредственная 

реализация основного функционального уравнения приводит к созданию рекур-

сивного алгоритма, а переход к итерационной реализации требует использования 

специальных структур хранения промежуточных результатов, например, таблиц. 

Его применение к решению задачи оптимальной по стоимости одномерной упа-

ковки будет подробно описано в разделе V. 

Задачи и упражнения к главе 6 

6.1. Рассмотрим последовательности длины n , состоящие из нулей и еди-

ниц. Мы можем интерпретировать их как двоичные числа, содержащие n  бит. 

Пусть  nG  — функция, значением которой является количество последователь-

ностей длины n , не содержащих двух или более единиц подряд. Получите рекур-
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рентное соотношение, задающее функцию  nG . Какие аналогии с уже известны-

ми рекурсивно заданными функциями Вы можете провести? 

6.2. Опираясь на алгоритм вычисления суммы двух целых чисел, разрабо-

тайте рекурсивный алгоритм для вычисления функции  mnM , , значением кото-

рой является произведение ее аргументов — целых неотрицательных чисел. 

6.3. Разработайте методом декомпозиции алгоритм построения выпуклого 

охватывающего контура для n  точек, заданных своими координатами. Условие 

останова рекурсии может быть сформулировано, например, на основе следующих 

рассуждений — для трех точек, не лежащих на одной прямой, мы получаем тре-

угольник, который и является выпуклым охватывающим контуром. Какие спосо-

бы Вы можете предложить для реализации шага разделения задачи? 

6.4. Алгоритм сортировки слиянием может быть разработан декомпозицией 

исходного массива на шаге разделения задачи не на два, а на три подмассива. Как 

Вы думаете, приведет ли такой подход к созданию более быстрого алгоритма? 

Если Вы обоснуете ответ экспериментально, то получите хорошие навыки разра-

ботки и исследования рекурсивных алгоритмов. 

6.5. Нарисуйте дерево рекурсии, порождаемое алгоритмом вычисления ре-

дакционного расстояния, основанным на функциональном уравнении Беллмана, 

при вычислении значения  4,4D . Определите общее число вершин этого дерева. 

Попробуйте обобщить полученный результат и установить функциональную за-

висимость числа вершин дерева рекурсии  mnR ,  от длин обрабатываемых строк 

— n  и m . Каков Ваш прогноз времени выполнения этого алгоритма при вычис-

лении  25,20D ? 

Список литературы к главе 6 
 

Кормен Т., Лейзерсон Ч., Ривест Р., Штайн К. Алгоритмы: построение и анализ, 2-ое из-
дание : Пер. с англ. — М.: Издательский дом «Вильямс», 2005. — 1296 с. 

Хаггарти Р. Дискретная математика для программистов. — М.: Техносфера, 2005. — 
400с. 

Гудман С., Хидетниеми С. Ведение в разработку и анализ алгоритмов. — М.: Мир, 1981. 
— 368 с. 



184 
Колмогоров А.Н., Драгалин А.Г. Математическая логика. — М.: Едиторал УРСС. 2005. 
—240 с. 

Баррон Д. Рекурсивные методы в программировании. — М.: Мир, 1974. – 79 с. 

Беллман Р., Дрейфус Р. Прикладные задачи динамического программирования: Пер. с 
англ. — М.: Наука, 1965, — 457 с 

Левенштейн В.И. Двоичные коды с исправлением выпадений, вставок и замещений си-
волов // Доклады АН СССР. 1965. Т. 163. С. 707-710. 

Гасфилд Д. Строки, деревья и последовательности в алгоритмах: Информатика и вычис-
лительная биология / Пер с англ. — СПб.: Невский диалект; БХВ–Петербург, 2003. — 
654 с. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



185 
Г Л А В А  7 .  

М Е Т О Д Ы  Р А З Р А Б О Т К И  А Л Г О Р И Т М О В  Р Е Ш Е Н И Я  

О П Т И М И З А Ц И О Н Н Ы Х  З А Д А Ч  

Введение 

Достаточно широким классом задач, необходимость решения которых часто 

возникает на практике, является класс оптимизационных задач. В рамках этого 

класса особый интерес в смысле разработки алгоритмического обеспечения пред-

ставляют задачи, связанные с поиском экстремальных значений целевой функции 

на ограниченном множестве целочисленных точек многомерного пространства. 

Такого рода задачи часто называют задачами перебора, более корректно — это 

задачи целочисленного программирования. 

Прежде, чем перейти к описанию постановки задачи целочисленного про-

граммирования и изложению методов ее решения, автор хотел бы сделать замеча-

ние о том, что он принимает расширенное толкование термина «задача целочис-

ленного программирования». Под этим термином автор понимает задачу нахож-

дения экстремума любой вычислимой вещественнозначной функции, определен-

ной в некоторой области m-мерного евклидова целочисленного пространства при 

ограничениях (условиях) общего вида, задающих такое сужение области опреде-

ления функции, которое заключено в некоторый конечный m-мерный целочис-

ленный координатный куб. 

Для этих задач в последние 50 лет предложен целый ряд методов разработ-

ки алгоритмов, позволяющий получить как их точные, так и эвристические реше-

ния, ознакомительному изложению которых и посвящен материал данной главы. 

7.1. Постановка и примеры задач целочисленного программирования 

Понятие m-мерного евклидова целочисленного пространства. При из-

ложении задач целочисленного программирования удобно использовать геомет-

рическую терминологию, обобщающую наше представление о трехмерном про-

странстве. Поскольку в рассматриваемых задачах результатом является набор це-

лых, как правило, неотрицательных чисел, то нас будет интересовать многомер-
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ное целочисленное пространство. Опишем вначале классическое m -мерное евк-

лидово пространство [7.1]. 

Будем назвать m -мерным координатным пространством множество упоря-

доченных совокупностей  mxxx ,,, 21  , состоящих из m  вещественных чисел 

mxxx ,,, 21  , и обозначать это пространство символом mA . Каждую такую упоря-

доченную совокупность будем называть точкой m-мерного координатного про-

странства, обозначая ее через x , а числа mxxx ,,, 21   будем называть координата-

ми точки x . Если рассматривать m -мерное координатное пространство как мно-

жество векторов x , ввести понятие суммы векторов как вектор с покоординатной 

суммой и определить произведение вектора на вещественное число как покоорди-

натное произведение, то мы получим m -мерное линейное пространство. Коорди-

натное пространство mA  называется m -мерным евклидовым пространством, если 

между любыми двумя точками yx,  m-мерного пространства mA  определено рас-

стояние, обозначаемое символом  yx,  и выражающееся соотношением 

        22
22

2
11, nn yxyxyx  yx  (7.1.1) 

Общеупотребительным для m-мерного евклидового пространства является обо-

значение mE . Пространство, в котором указано правило, ставящее в соответствие 

любым двум элементам yx,  вещественное число, называемое расстоянием между 

этими элементами —  yx, , которое удовлетворяет следующим трем аксиомам: 

1)    xyyx ,,  ; 

2)      xzzxyx ,,,  ; 

3)     yxyxyx  0,,0, , 

называется метрическим пространством. Легко проверить, что расстояние, вве-

денное формулой (7.1.1) удовлетворяет этим аксиомам, и, следовательно, про-

странство mE  является метрическим пространством. Подробные сведения по об-

щей топологии и аксиоматике линейных, нормированных и метрических про-

странств содержатся, например, в [7.1] и [7.2]. 

Но пространство mE  содержит точки, координаты которых являются веще-

ственными числами. В целях формализации задач целочисленного программиро-
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вания нам необходимо подмножество пространства mE , содержащее только те 

точки из mE , которые имеют целочисленные координаты. Будем называть это 

подмножество m -мерным евклидовым целочисленным пространством, и обозна-

чать его через m
zE : 

   miZxxxxEE im
mm

z ,1,,,,,| 21  xxx , 

где Z  — множество целых чисел. 

Ограничения, возникающее в задачах целочисленного программирования, 

приводят к тому, что мы рассматриваем не всё множество m
zE , а некоторую огра-

ниченную совокупность его точек — в общем случае — некоторый многогранник 

с вершинами, имеющими целочисленные координаты. В связи с этим введем по-

нятие m-мерного координатного куба. Множество Y  всех точек y  из m
zE , коорди-

наты  myyy ,,, 21   которых удовлетворяют неравенствам 

 mixykxykxykxy iimm ,1,,,, 2211   , (7.1.2) 

будем называть m -мерным координатным кубом с ребром k  с началом в точке 

 mxxx ,,, 21 x , m
zEx , и обозначать его через  kCubm

z ,x . Поскольку многие за-

дачи целочисленного программирования приводят к перебору точек m -мерного 

координатного куба с началом в точке  0,,0 0 , т. е. куба  kCubm
z ,0 , то пред-

ставляется целесообразным ввести специальное обозначение:  kCubK m
z

m
z ,0 . Та-

ким образом, например, m
z1  — это m -мерный координатный куб с началом в нуле, 

все точки которого имеют целочисленные координаты — 0 или 1. 

Аналогично, множество всех точек Y  из m
zE , координаты  myyy ,,, 21   ко-

торых удовлетворяют равенству   r yx, , будем называть m-мерной сферой ра-

диуса r  с центром в точке  mxxx ,,, 21 x , m
zEx , и обозначать ее через 

 rS m
z ,x . 

Сколько целочисленных точек содержит m-мерный координатный куб? От-

вет на этот вопрос является важным, т. к. позволяет указать верхнюю оценку гра-

ницы размерности задачи целочисленного программирования, если мы пытаемся 

решить ее путем полного перебора точек. Поскольку в силу условия (7.1.2) каждая 
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координата точки куба может принимать не более чем 1k  целочисленных значе-

ний, и мы имеем m  независимых координат для точки в пространстве m
zE , то при-

ходим к выводу, что    mm
z kkCub 1, x  вне зависимости от начальной точки ку-

ба. В частности, даже куб m
z1  содержит m2  точек. Этот неутешительный результат и 

заставляет искать эффективные алгоритмы решения задач целочисленного про-

граммирования, существенно сокращающие перебор. 

Общая постановка задачи целочисленного программирования. Пусть 

задано подмножество G  в целочисленном пространстве m
zE . На точках x  под-

множества G  определена вещественнозначная функция   RGf :x , где R  — 

множество действительных чисел. Эту функцию будем в дальнейшем, следуя 

[7.2], называть целевым функционалом задачи. В литературе встречаются также 

равно положенные термины — показатель качества решения задачи, функция по-

терь, критерий эффективности и т. д. Пусть заданы также ограничения (неравен-

ства) на значения вещественнозначных функций   kiRGgi ,1,: x  в виде 

   kiRaag iii ,1,, x , 

тогда общая постановка задачи целочисленного программирования имеет вид 

   minxf , при   kiRaag iii ,1,, x , Gx . (7.1.3) 

В задаче требуется найти такой вектор x , удовлетворяющий ограничениям — не-

равенствам, и принадлежащий подмножеству G , который доставляет минимум 

целевому функционалу  xf . Решить задачу (2.3) точно — значит найти какой-

нибудь, или все векторы x , удовлетворяющие (7.1.3), или доказать, что задача не-

совместна. 

Типизация задач целочисленного программирования. Алгоритмы и ме-

тоды решения задач вида (7.1.3) существенно зависят от того, что представляет из 

себя область G , какой вид имеет целевой функционал и какова структура функ-

ций ограничений. По структуре целевого функционала, области определения и 

функциям ограничения имеет место следующая типизация задач целочисленного 

программирования: 
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— задачи линейного целочисленного программирования, в которых  xf  и 

 xig  являются линейными функционалами; 

— задачи нелинейного целочисленного программирования, в которых хотя 

бы один из функционалов  xf  или  xig  является нелинейным, достаточно часто 

возникающие в различных прикладных областях. 

Из нелинейных задач наиболее полно разработан класс задач выпуклого 

программирования, в которых множество G  является выпуклой областью, а целе-

вой функционал и функции ограничений — выпуклые функции. В этом классе 

выделяются также задачи квадратичного выпуклого целочисленного программи-

рования. Напомним, что множество точек в пространстве mE  называется выпук-

лым, если вместе с любой парой своих точек, оно содержит и весь соединяющий 

их отрезок. Непрерывная функция  xf , определенная на выпуклом множестве G  

называется выпуклой вниз, если для всех Gyx ,  справедливо неравенство 

         yfxfyxf  11,10, . 

Примеры задач целочисленного программирования. Ниже приводится 

ряд примеров постановок задач целочисленного программирования, которые 

имеют важное практическое значение. 

Задача оптимального резервирования. Пусть некоторая система состоит из 

n  основных элементов, относящихся к n  разным типам. Каждый элемент может 

быть резервирован в целях повышения надежности функционирования всей систе-

мы в целом. Пусть значение ix  есть число элементов i -ого типа, включенных в 

систему, nixi ,1,1  . Один из этих элементов находится в штатном режиме функ-

ционирования, остальные находятся в резерве. Мы предполагаем, что заданы 

функции  ii xf , дающие значение показателя надежности системы по элементам 

типа i , в зависимости от их количества. Если известны вероятности отказа элемен-

та типа i  — ip , то функция  ii xf  может иметь, например, следующий вид 

   ix
iii pxf 1 . 

Мы хотим максимизировать целевой функционал, отражающий показатель 

надежности системы в целом, при условии, что существует ограничение на сум-
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марные затраты. В предположении, что показатель надежности системы есть про-

изведение показателей надежности по типам элементов, а значение c  — есть за-

данное ограничение на затраты, задача оптимального резервирования есть задача 

определения числа резервных элементов каждого типа, максимизирующих нели-

нейный целевой функционал при заданных ограничениях 

     1,,,max, 1
11

 


i
n
zn

n

i
ii

n

i
ii xExxcxaxf x . 

Отметим, что особенностью данной задачи является сепарабельность целе-

вого функционала и ограничений — изменение показателя надежности и показа-

теля затрат при изменении значений по одному типу элементов не зависит от зна-

чений остальных переменных. Иными словами изменение значения ix  не влияет 

на другие значения ijx j , . Задачи с сепарабельными функционалами и ограни-

чениями могут быть решены методом динамического программирования. 

Задача оптимального снабжения. Нам необходимо организовать рацио-

нальное снабжение предприятия, занимающегося сборкой, комплектующими де-

талями в контейнерах, которые изготавливаются и доставляются из других горо-

дов. Мы предполагаем, что в снабжении предприятия участвуют n  городов. 

Пусть ix — есть количество контейнеров, поставляемых из i -ого города, а ic  — 

суммарная стоимость производства и доставки одного контейнера деталей из го-

рода i , ni ,1 . Тогда стоимость всех привезенных контейнеров задается линейной 

функцией 

   



n

i
ii xcf

1
x . 

Потребность предприятия в комплектующих деталях определяется величиной b  

(контейнеров), что приводит к первому ограничению 

 bx
n

i
i 

1
. 

Производство деталей в городе i  ограничено величиной ib , а обратные перевозки 

исключены, что приводит к очевидным ограничениям. В этих предположениях 

постановка задачи имеет вид 
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   n
zii

n

i
i Enibxbxf  



xx ,,1,0,min,
1

. 

В классической непрерывной постановке ( nEx ) — это просто решаемая 

задача линейного программирования, мы обращаем ее в задачу целочисленного 

линейного программирования путем помещения товаров в контейнеры, которые 

являются минимальными единицами перевозки. Заметим, что область перебора — 

это n-мерный координатный параллелепипед с началом в нуле, и ребрами длины 

ib . 

Оптимизация многопроцессорного расписания. Приведем еще одну по-

становку задачи, более близкую и понятную программистам. Суть задачи сводит-

ся к составлению оптимального расписания работы многопроцессорной системы. 

Пусть система состоит из m  неоднородных процессоров, по которым необ-

ходимо распределить n  заданий, причем mn  . Если такое распределение есть, то 

каждый процессор последовательно выполняет указанные ему задания. Мы зара-

нее знаем время выполнения каждого задания на каждом процессоре, или имеем 

его оценку. Пусть ijt  — есть время выполнения задания i  на процессоре j . Наша 

цель — минимизировать суммарное время решения всего набора заданий. 

Рассмотрим вектор x  в пространстве n
zE , и будем интерпретировать значе-

ние компоненты ix  этого вектора как номер процессора, на котором должно вы-

полняться задание с номером i . Этот вектор и будет являться «расписанием» ра-

боты процессоров. Поскольку имеется m  процессоров, и каждое задание должно 

быть назначено на какой-то процессор, то возникает очевидная система ограниче-

ний 

 nimxi ,1,1  . 

Таким образом, областью G  для этой задачи является координатный куб с 

началом в точке  1,,1,1 1  в n -мерном целочисленном пространстве с ребром 

m  —  mCubn
z ,1 . 

Поскольку весь набор заданий считается выполненным, когда последний 

(по времени) процессор завершит выполнение последнего задания, то целевой 

функционал может быть записан в виде 
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     minmax

,1



jmj

Tf x , 

где jT  — время работы процессора j , определяемое как 

   ij

n

i
ij tjxT 

1
, 

где под знаком суммы использована нотация Айверсона —   1 lk , если lk  , 

иначе — 0. 

7.2. Методы разработки точных алгоритмов 
решения целочисленных задач 

Первые работы по целочисленному программированию были опубликованы 

в конце1950-х – начале 1960-х годов. За прошедшее время было разработано дос-

таточно много различных алгоритмов и методов, обеспечивающих как точное, так 

и приближенное решение целочисленных задач. 

Известно, что точное решение не может быть получено за полиномиальное 

время для тех задач целочисленного программирования, которые относятся к 

классу NPC . Но, оказывается, что построение приближенных методов (с гаранти-

рованной погрешностью) для многих классов дискретных задач является столь же 

трудоемкой проблемой, что и поиск точного решения [7.2]. Тем не менее, для ря-

да задач такие эффективные приближенные алгоритмы существуют. В частности, 

к таким относится уже известные читателю задачи о составлении расписания 

многопроцессорной системы, и об оптимальном резервировании элементов. 

Отметим, что в последнее десятилетие широко разрабатываются новые ин-

тересные алгоритмические методы, основанные, в частности, на биологических 

аналогиях — имеются в виду генетические и муравьиные алгоритмы, успешно 

применяемые для решения задач целочисленного программирования. Кратко эти 

подходы будут изложены в параграфе 7.3. 

При достаточном разнообразии, точные алгоритмы решения могут быть 

описаны несколькими общими методами, универсального и ограниченного при-

менения. Большинство универсальных алгоритмов основано на идеях метода от-

сечения и метода ветвей и границ. Алгоритмы ограниченного применения явля-

ются, в основном, модификациями метода динамического программирования. 
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Ниже мы излагаем основные принципы этих методов, которые далее проиллюст-

рируем на конкретных задачах. 

Метод полного перебора. Поскольку число возможных решений задачи 

целочисленного программирования ограничено сверху — мы можем гарантиро-

вать, что существует координатный куб, в который вписан многогранник, форми-

руемый ограничениями задачи, то очевидным методом является полный перебор 

всех возможных вариантов — точек целочисленного пространства. В англоязыч-

ной литературе этот метод называется British museum technique — техника бри-

танского музея. 

Мы пытаемся решить задачи перебора методом перебора, но нас останавли-

вает проблема размерности — как только размерность целочисленного простран-

ства становится большой — перебор требует, хотя и конечного, но астрономиче-

ского времени. Попробуйте, например, оценить, при каких значениях n  ваш ком-

пьютер решит задачу перебора в кубе n
z1  не более чем за один час. 

Метод отсечений. Идея метода принадлежит Г. Данцигу и Р. Гомори [7.2]. 

Изначально метод был предложен для задач линейного целочисленного програм-

мирования. Суть идеи заключается в том, чтобы вначале пренебречь требованием 

целочисленности и попытаться решить соответствующую непрерывную задачу 

линейного программирования. Если оптимальное решение задачи непрерывного 

линейного программирования удовлетворяет требованию целочисленности, то то-

гда оно является одновременно и решением целочисленной задачи. 

Если же на первом шаге получено нецелочисленное решение, то к исход-

ным ограничениям добавляется новое линейное неравенство, которое формирует-

ся таким образом, что бы полученное нецелочисленное решение не удовлетворяло 

новому неравенству, а любое целочисленное решение заведомо удовлетворяло 

ему. Описанная процедура повторяется с новой задачей линейного программиро-

вания, система ограничений которой содержит на одно неравенство больше. По-

лученное решение вновь проверяется на целочисленность, и, при необходимости 

дополняется новым неравенством. Через некоторое число итераций, будет либо 

найдено целочисленное решение, либо очередная система неравенств окажется 

несовместной. Очевидно, что число итераций существенно зависит от способа 
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формирования дополнительных ограничений. В общем виде метод может быть 

представлен следующим образом 
Procedure Метод отсечений 
Begin 
 1. Решить непрерывную задачу линейного программирования 
  с исходной системой ограничений 
 While (пока не найдено целочисленное решение или 
    система ограничений несовместна) 
  begin 
   2.1. Сформировать новое ограничение, отсекающее 
     полученное нецелочисленное решение 
   2.2. Решить непрерывную задачу линейного 
     программирования с новой системой ограничений 
 end while 
End. 

В терминах геометрии многомерного пространства добавление каждого но-

вого линейного неравенства означает построение гиперплоскости, отсекающей от 

многогранного множества, сформированного исходными ограничениями задачи 

линейного программирования оптимальную, но нецелочисленную, вершину и со-

храняющей все целочисленные точки области определения задачи. Эта аналогия и 

дала название методам, основанных на идеях Г. Данцига — «методы отсечений». 

Метод ветвей и границ. Основная идея метода была предложена в работах 

А. Лэнда и А. Дойга по линейному целочисленному программированию в начале 

1960-х годов. Метод стал широко известен благодаря детально разработанному и 

эффективному алгоритму Дж. Литла, К. Мерти, Д. Суини и К. Кэрол [7.3] для 

точного решения задачи коммивояжера, которая является NP -полной (класс 

NPC ). 

Основная идея метода состоит в попытке существенного сокращения пере-

бора, за счет анализа подмножеств общего множества точек многогранника, под-

лежащих перебору. Наиболее важным этапом метода является выявление под-

множеств точек, гарантированно не содержащих оптимального решения. 

Метод основан на последовательном разбиении исходного множества точек 

на подмножества — этот процесс называется ветвлением, и вычислении оценок 

целевого функционала задачи (нижних при решении задачи на минимум) на вы-

деленных подмножествах — этот процесс называется вычислением границ. Таким 

образом, строится поисковое дерево решений, и основная идея метода состоит в 

отсечении тех ветвей этого дерева, которые заведомо не содержат оптимального 
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решения. Проблема применения метода к конкретной задаче состоит в выборе 

стратегии ветвления и принципов построения оценок. 

В качестве простейшего способа вычисления оценок предлагается следую-

щий подход — решить непрерывную задачу при ограничениях, соответствующих 

рассматриваемому подмножеству точек. Обычно стратегии ветвления и оценива-

ния существенно опираются на специфику задачи. При удачно выбранных страте-

гиях сокращение перебора оказывается настолько существенно, что позволяет 

решить задачи практически значимых размерностей за приемлемое время, именно 

такими свойствами обладает указанный выше алгоритм решения задачи комми-

вояжера. Подробно метод ветвей и границ в приложении к задаче коммивояжера 

будет изложен в главе 12. 

7.4. Эволюционные вычисления и генетические алгоритмы 

Введение в эволюционные вычисления. Практическая необходимость 

решения ряда NP -полных задач в оптимизационной постановке при проектиро-

вании и исследовании сложных систем привела разработчиков алгоритмического 

обеспечения к использованию биологических механизмов поиска наилучших ре-

шений. В настоящее время эффективные алгоритмы разрабатываются в рамках 

научного направления, которое можно назвать «эволюционные вычисления» [7.4], 

объединяющего такие разделы, как генетические алгоритмы, эволюционное про-

граммирование, нейросетевые вычисления [7.5], клеточные автоматы и ДНК-

вычисления [7.4], муравьиные алгоритмы. Исследователи обращаются к природ-

ным механизмам, которые миллионы лет обеспечивают адаптацию биоценозов к 

окружающей среде. На основе этих механизмов могут быть разработаны эффек-

тивные эвристические алгоритмы решения задач оптимизации. Практика их при-

менения показывает, что в целом ряде случаев, получаемы результаты, в смысле 

близости к глобальному оптимуму, оказываются лучше, чем при других эвристи-

ческих подходах. Отметим также, что трудоемкость этих алгоритмов является 

вполне приемлемой, и позволяет решать задачи большой размерности. 

Генетические алгоритмы. Одним из таких механизмов, имеющих фунда-

ментальный характер, является механизм наследственности. Его использование 

для решения задач оптимизации привело к появлению генетических алгоритмов. 
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В живой природе особи в биоценозе конкурируют друг с другом за различные ре-

сурсы, такие, как пища или вода. Кроме того, особи одного вида в популяции кон-

курируют между собой, например, за привлечение брачного партнера. Те особи, 

которые более приспособлены к окружающим условиям, будут иметь больше шан-

сов на создание потомства. Слабо приспособленные либо не произведут потомства, 

либо их потомство будет очень немногочисленным. Это означает, что гены от вы-

соко приспособленных особей будут распространяться в последующих поколени-

ях. Комбинация хороших характеристик от различных родителей иногда может 

приводить к появлению потомка, приспособленность которого даже больше, чем 

приспособленность его родителей. Таким образом, вид в целом развивается, лучше 

и лучше приспосабливаясь к среде обитания. 

Алгоритм решения задач оптимизации, основанный на идеях наследствен-

ности в биологических популяциях был впервые предложен Джоном Холландом 

(1975 г.). Он получил название репродуктивного плана Холланда, и широко ис-

пользовался как базовый алгоритм в эволюционных вычислениях. Дальнейшее 

развитие эти идеи, как собственно и свое название — генетические алгоритмы, 

получили в работах Гольдберга и Де Йонга [7.6]. Цель генетического алгоритма 

при решении задачи оптимизации состоит в том, чтобы найти лучшее возможное, 

но не гарантированно оптимальное решение. Для реализации генетического алго-

ритма необходимо выбрать подходящую структуру данных для представления 

решений. В постановке задачи поиска оптимума, экземпляр этой структуры дол-

жен содержать информацию о некоторой точке в пространстве решений. 

Структура данных генетического алгоритма состоит из набора хромосом. 

Хромосома, как правило, представляет собой битовую строку, так что термин 

строка часто заменяет понятие «хромосома». Вообще говоря, хромосомы генети-

ческих алгоритмов не ограничены только бинарным представлением. Известны 

другие реализации, построенные на векторах вещественных чисел [7.6]. Несмотря 

на то, что для многих реальных задач, видимо, больше подходят строки перемен-

ной длины, в настоящее время структуры фиксированной длины наиболее рас-

пространены и изучены. 
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Для иллюстрации идеи ограничимся только структурам, которые являются 

битовыми строками. Каждая хромосома (строка) представляет собой последова-

тельное объединение ряда подкомпонентов, которые называются генами. Гены 

расположены в различных позициях или локусах хромосомы, и принимают значе-

ния, называемые аллелями — это биологическая терминология. В представлении 

хромосомы бинарной строкой, ген является битом этой строки, локус — есть по-

зиция бита в строке, а аллель — это значение гена, 0 или 1. Биологический термин 

«генотип» относится к полной генетической модели особи и соответствует струк-

туре в генетическом алгоритме. Термин «фенотип» относится к внешним наблю-

даемым признакам и соответствует вектору в пространстве параметров задачи. В 

генетике под мутацией понимается преобразование хромосомы, случайно изме-

няющее один или несколько генов. Наиболее распространенный вид мутаций — 

случайное изменение только одного из генов хромосомы. Термин кроссинговер 

обозначает порождение из двух хромосом двух новых путем обмена генами. В 

литературе по генетическим алгоритмам также употребляется термин кроссовер, 

скрещивание или рекомбинация. В простейшем случае кроссинговер в генетиче-

ском алгоритме реализуется так же, как и в биологии. При скрещивании хромосо-

мы разрезаются в случайной точке и обмениваются частями между собой. Напри-

мер, если хромосомы (11, 12, 13, 14) и (0, 0, 0, 0) разрезать между вторым и треть-

им генами и обменять их части, то получатся следующие потомки (11, 12, 0, 0) и 

(0, 0, 13, 14). 

Основные структуры и фазы генетического алгоритма. Приведем про-

стой иллюстративный пример [7.7] — задачу максимизации некоторой функции 

двух переменных  21, xxf , при ограничениях: 10,10 21  xx . Обычно, мето-

дика кодирования реальных переменных 1x  и 2x  состоит в преобразовании их в 

двоичные целочисленные строки определенной длины, достаточной для того, 

чтобы обеспечить желаемую точность. Предположим, что 10-и разрядное кодиро-

вание достаточно для 1x  и 2x . Установить соответствие между генотипом и фено-

типом можно, разделив соответствующее двоичное целое число на 1210  . На-

пример, 0000000000 соответствует 10230  или 0, тогда как 1111111111 соответст-
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вует 10231023  или 1. Оптимизируемая структура данных есть 20-ти битовая стро-

ка, представляющая собой конкатенацию (объединение) кодировок 1x  и 2x . Пусть 

переменная 1x  размещается в крайних левых 10-и битах строки, тогда как 2x  раз-

мещается в правой части генотипа особи. Таким образом, генотип представляет со-

бой точку в 20-ти мерном целочисленном пространстве (вершину единичного ги-

перкуба), которая исследуется генетическим алгоритмом. Для этой задачи фенотип 

будет представлять собой точку в двумерном пространстве параметров  21, xx . 

Чтобы решить задачу оптимизации нужно задать некоторую меру качества 

для каждой структуры в пространстве поиска. Для этой цели используется функ-

ция приспособленности. При максимизации, целевая функция часто сама высту-

пает в качестве функции приспособленности, для задач минимизации, целевая 

функция инвертируется и смещается в область положительных значений. 

Рассмотрим фазы работы простого генетического алгоритма [7.7]. В начале 

случайным образом генерируется начальная популяция (набор хромосом). Работа 

алгоритма представляет собой итерационный процесс, который продолжается до 

тех пор, пока не будет смоделировано заданное число поколений или выполнен не-

который критерий останова. В каждом поколении реализуется пропорциональный 

отбор приспособленности, одноточечная рекомбинация и вероятностная мутация. 

Пропорциональный отбор реализуется путем назначения каждой особи (хромосо-

ме) i  вероятности  iP , равной отношению ее приспособленности к суммарной 

приспособленности популяции (по целевой функции): 
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Затем происходит отбор (с замещением) всех n  особей для дальнейшей генетиче-

ской обработки, согласно убыванию величины  iP . Простейший пропорциональ-

ный отбор реализуется с помощью рулетки (Гольдберг, 1989 г.). «Колесо» рулет-

ки содержит по одному сектору для каждого члена популяции, а размер i-ого сек-

тора пропорционален соответствующей величине  iP . При таком отборе члены 

популяции, обладающие более высокой приспособленностью, будут выбираться 

чаще по вероятности. 
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После отбора выбранные n  особей подвергаются рекомбинации с заданной 

вероятностью cP , при этом n  хромосом случайным образом разбиваются на 2n  

пар. Для каждой пары с вероятность cP  может быть выполнена рекомбинация. Ес-

ли рекомбинация происходит, то полученные потомки заменяют собой родителей. 

Одноточечная рекомбинация работает следующим образом. Случайным образом 

выбирается одна из точек разрыва, т. е. участок между соседними битами в строке. 

Обе родительские структуры разрываются на два сегмента по этому участку. Затем, 

соответствующие сегменты различных родителей склеиваются и получаются два 

генотипа потомков. После стадии рекомбинации выполняется фаза мутации. В ка-

ждой строке, которая подвергается мутации, каждый бит инвертируется с вероят-

ностью mP . Популяция, полученная после мутации, записывается поверх старой и 

на этом завершается цикл одного поколения в генетическом алгоритме. 

Полученное новое поколение обладает (по вероятности) более высокой при-

способленностью, наследованной от «хороших» представителей предыдущего по-

коления. Таким образом, из поколения в поколение, хорошие характеристики рас-

пространяются по всей популяции. Скрещивание наиболее приспособленных осо-

бей приводит к тому, что исследуются наиболее перспективные участки про-

странства поиска. В результате популяция будет сходиться к локально оптималь-

ному решению задачи, а иногда, может быть, благодаря мутации, и к глобальному 

оптимуму. Таким образом, основные шаги генетического алгоритма могут быть 

сформулированы следующим образом: 
1. Создать начальную популяцию 
2. Цикл по поколениям, пока не выполнено условие останова 
 3. Оценить приспособленность каждой особи 
 4. Выполнить отбор по приспособленности 
 5. Случайным образом разбить популяцию на две группы пар 
 6. Выполнить фазу вероятностной рекомбинации для пар популяции 
  и заменить родителей 
 7. Выполнить фазу вероятностной мутации 
 8. Оценить приспособленность новой популяции и 
  вычислить условие останова 
 9. Объявить потомков новым поколением 
10. Конец цикла по поколениям 
 

Модификации генетического алгоритма. Очевидно, что тонкая настройка 

базового генетического алгоритма может быть выполнена путем изменения зна-
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чений вероятностей рекомбинации и мутации, существует много исследований и 

предложений в данной области, более подробно этот вопрос освящен в [7.5] и 

[7.8]. В настоящее время предлагаются разнообразные модификации генетических 

алгоритмов в части методов отбора по приспособленности, рекомбинации и мута-

ции [7.5, 7.6, 7.9]. Приведем несколько примеров [7.7]. 

Метод турнирного отбора (Бриндел, 1981 г.; Гольдберг и Деб, 1991 г.) реа-

лизуется в виде n  турниров для выборки n  особей. Каждый турнир состоит в вы-

боре k  элементов из популяции, и отбора лучшей особи среди них. Элитные ме-

тоды отбора (Де Йонг, 1975 г.) гарантируют, что при отборе обязательно будут 

выживать лучший или лучшие члены популяции. Наиболее распространена про-

цедура обязательного сохранения только одной лучшей особи, если она не про-

шла через процесс отбора, рекомбинации и мутации. Этот метод может быть вне-

дрен практически в любой стандартный метод отбора. Двухточечная рекомбина-

ция (Гольдберг 1989 г.) и равномерная рекомбинация (Сисверда, 1989 г.) являют-

ся вполне достойными альтернативами одноточечному оператору. При двухто-

чечной рекомбинации выбираются две точки разрыва, и родительские хромосомы 

обмениваются сегментом, который находится между двумя этими точками. Рав-

номерная рекомбинация предполагает, что, каждый бит первого родителя насле-

дуется первым потомком с заданной вероятностью; в противном случае этот бит 

передается второму потомку. Механизмы мутаций могут быть так же заимствова-

ны из молекулярной биологии, например, обмен концевых участков хромосомы 

(механизм транслокации), обмен смежных сегментов (транспозиция) [7.4]. По 

мнению автора интерес представляет механизм инверсии, т. е. перестановки генов 

в хромосоме, управляющим параметром при этом может выступать инверсионное 

расстояние — минимальное количество единичных инверсий генов, преобразую-

щих исходную хромосому в мутированную [7.4]. 

Применение генетических алгоритмов. Основная проблема, связанная с 

применением генетических алгоритмов — это их эвристический характер. Говоря 

более строго, какова вероятность достижения популяцией глобального оптимума в 

заданной области при данных настройках алгоритма? В настоящее время не суще-

ствует строгого ответа и теоретически обоснованных оценок. Имеются предполо-
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жения, что генетический алгоритм может стать эффективной процедурой поиска 

оптимального решения, если: 

— пространство поиска достаточно велико, и предполагается, что целевая 

функция не является гладкой и унимодальной в области поиска, т.е. не содержит 

один гладкий экстремум; 

— задача не требует нахождения глобального оптимума, необходимо доста-

точно быстро найти приемлемое «хорошее» решение, что довольно часто встре-

чается в реальных задачах. 

Если целевая функция обладает свойствами гладкости и унимодальности, то 

любой градиентный метод, такой как, метод наискорейшего спуска будет более 

эффективен. Генетический алгоритм является в определенном смысле универ-

сальным методом, т. е. он явно не учитывает специфику задачи или должен быть 

на нее каким-то образом специально настроен. Поэтому если мы имеем некото-

рую дополнительную информацию о целевой функции и пространстве поиска 

(как, например, для хорошо известной задачи коммивояжера), то методы поиска, 

использующие эвристики, определяемые задачей, часто превосходят любой уни-

версальный метод. С другой стороны при достаточно сложном рельефе функции 

приспособленности градиентные методы с единственным решением могут оста-

навливаться в локальном решении. Наличие у генетических алгоритмов целой 

«популяции» решений, совместно с вероятностным механизмом мутации, позво-

ляют предполагать меньшую вероятность нахождения локального оптимума и 

большую эффективность работы на многоэкстремальном ландшафте. 

Сегодня генетические алгоритмы успешно при меняются как для решения 

классических NP -полных задач, задач оптимизации в пространствах с большим 

количеством измерений, ряда экономических задач оптимального характера, на-

пример, задач распределения инвестиций. Много полезной и доступно изложен-

ной информации по генетическим алгоритмам читатель может найти в книге [7.6]. 

Муравьиные алгоритмы. Муравьиные алгоритмы представляют собой но-

вый перспективный метод решения задач оптимизации, в основе которого лежит 

моделирование поведения колонии муравьев. Колония представляет собой систе-

му с очень простыми правилами автономного поведения особей. Однако, не смот-
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ря на примитивность поведения каждого отдельного муравья, поведение всей ко-

лонии оказывается достаточно разумным. Эти принципы проверены временем — 

удачная адаптация к окружающему миру на протяжении миллионов лет означает, 

что природа выработала очень удачный механизм поведения. Исследования в 

этой области начались в середине 90-х годов XX века, автором идеи является 

Марко Дориго из Университета Брюсселя, Бельгия [7.10, 7.11, 7.12]. 

Биологические принципы поведения муравьиной колонии. Муравьи от-

носятся к социальным насекомым, образующим коллективы. В биологии коллек-

тив муравьев называется колонией. Число муравьев в колонии может достигать 

нескольких миллионов, на сегодня известны суперколонии муравьев (Formica lu-

gubrus), протянувшиеся на сотни километров. Одним из подтверждений опти-

мальности поведения колоний является тот факт, что сеть гнезд суперколоний 

близка к минимальному остовному дереву графа их муравейников [7.13]. 

Основу поведения муравьиной колонии составляет самоорганизация, обес-

печивающая достижения общих целей колонии на основе низкоуровневого взаи-

модействия. Колония не имеет централизованного управления, и ее особенностя-

ми является обмен локальной информацией только между отдельными особями 

(прямой обмен — пища, визуальные и химические контакты) и наличие непрямо-

го обмена, который и используется в муравьиных алгоритмах. 

Непрямой обмен — стигмержи (stigmergy), представляет собой разнесен-

ное во времени взаимодействие, при котором одна особь изменяет некоторую об-

ласть окружающей среды, а другие используют эту информацию позже, в момент, 

когда они в нее попадают. Биологи установили, что такое отложенное взаимодей-

ствие происходит через специальное химическое вещество — феромон (phero-

mone), секрет специальных желез, откладываемый при перемещении муравья. 

Концентрация феромона на тропе определяет предпочтительность движения по 

ней. Адаптивность поведения реализуется испарением феромона, который в при-

роде воспринимается муравьями в течение нескольких суток. Мы можем провести 

некоторую аналогию между распределением феромона в окружающем колонию 

пространстве, и «глобальной» памятью муравейника, носящей динамический ха-

рактер [7.13]. 
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Идея муравьиного алгоритма. Идея муравьиного алгоритма — моделиро-

вание поведения муравьев, связанное с их способностью быстро находить крат-

чайший путь от муравейника к источнику пищи и адаптироваться к изменяющим-

ся условиям, находя новый кратчайший путь. При своем движении муравей метит 

свой путь феромом, и эта информация используется другими муравьями для вы-

бора пути. Это элементарное правило поведения и определяет способность му-

равьев находить новый путь, если старый оказывается недоступным. Дойдя до 

преграды, муравьи с равной вероятностью будут обходить ее справа и слева. То 

же самое будет происходить и на обратной стороне преграды. Однако, те муравьи, 

которые случайно выберут кратчайший путь, будут быстрее его проходить, и за 

несколько передвижений он будет более обогащен феромоном. Поскольку движе-

ние муравьев определяется концентрацией феромона, то следующие будут пред-

почитать именно этот путь, продолжая обогащать его феромоном, до тех пор, по-

ка этот путь по какой-либо причине не станет доступен. Очевидная положитель-

ная обратная связь быстро приведет к тому, что кратчайший путь станет единст-

венным маршрутом движения большинства муравьев. Моделирование испарения 

феромона — отрицательной обратной связи, гарантирует нам, что найденное ло-

кально оптимальное решение не будет единственным — муравьи будут искать и 

другие пути. Если мы моделируем процесс такого поведения на некотором графе, 

ребра которого представляют собой возможные пути перемещения муравьев, в 

течение определенного времени, то наиболее обогащенный феромоном путь по 

ребрам этого графа и будет являться решением задачи, полученным с помощью 

муравьиного алгоритма. Рассмотрим конкретный пример. 

Формализация задачи коммивояжера в терминах подхода муравьиных 

алгоритмов. Задача формулируется как задача поиска минимального по стоимости 

замкнутого маршрута по всем вершинам без повторений на полном взвешенном 

графе с n  вершинами. Содержательно вершины графа являются городами, которые 

должен посетить коммивояжер, а веса ребер отражают расстояния (длины) или 

стоимости проезда. Эта задача является NP -трудной, и точный переборный алго-

ритм ее решения имеет факториальную сложность. Приводимое здесь описание 
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муравьиного алгоритма для задачи коммивояжера является кратким изложением 

статьи С. Д. Штовбы [7.13]. 

Моделирование поведения муравьев связано с распределением феромона на 

тропе — ребре графа в задаче коммивояжера. При этом вероятность включения 

ребра в маршрут отдельного муравья пропорциональна количеству феромона на 

этом ребре, а количество откладываемого феромона пропорционально длине 

маршрута. Чем короче маршрут, тем больше феромона будет отложено на его 

ребрах, следовательно, большее количество муравьев будет включать его в синтез 

собственных маршрутов. Моделирование такого подхода, использующего только 

положительную обратную связь, приводит к преждевременной сходимости — 

большинство муравьев двигается по локально оптимальному маршруту. Избежать 

этого можно, моделируя отрицательную обратную связь в виде испарения феро-

мона. При этом если феромон испаряется быстро, то это приводит к потере памя-

ти колонии и забыванию хороших решений, с дугой стороны, большое время ис-

парения может привести к получению устойчивого локально оптимального реше-

ния. Теперь, с учетом особенностей задачи коммивояжера, мы можем описать ло-

кальные правила поведения муравьев при выборе пути. 

—  муравьи имеют собственную «память». Поскольку каждый город может 

быть посещен только один раз, у каждого муравья сеть список уже посещенных го-

родов — список запретов. Обозначим через kiJ ,  список городов, которые необхо-

димо посетить муравью k , находящемуся в городе i ; 

— муравьи обладают «зрением» — видимость есть эвристическое желание 

посетить город j , если муравей находится в городе i . Будем считать, что види-

мость обратно пропорциональна расстоянию между городами i  и j  — ijD  

 ijij D1 . 

— муравьи обладают «обонянием» — они могут улавливать след феромона, 

подтверждающий желание посетить город j  из города i , на основании опыта 

других муравьев. Количество феромона на ребре  ji,  в момент времени t  обо-

значим через  tij . 
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На этом основании мы можем сформулировать вероятностно-

пропорциональное правило [7.13], определяющее вероятность перехода k -ого му-

равья из города i  в город j : 
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где ,  — параметры, задающие веса следа феромона, при 0  алгоритм выро-

ждается до жадного алгоритма (будет выбран ближайший город). Заметим, что 

выбор города является вероятностным, правило (7.3.1) лишь определяет ширину 

зоны города j ; в общую зону всех городов kiJ ,  бросается случайное число, кото-

рое и определяет выбор муравья. Правило (7.3.1) не изменяется в ходе алгоритма, 

но у двух разных муравьев значение вероятности перехода будут отличаться, т. к. 

они имеют разный список разрешенных городов. 

Пройдя ребро  ji, , муравей откладывает на нем некоторое количество фе-

ромона, которое должно быть связано с оптимальностью сделанного выбора. 

Пусть  tTk  есть маршрут, пройденный муравьем k  к моменту времени t , а  tLk  

— длина этого маршрута. Пусть также Q  — параметр, имеющий значение поряд-

ка длины оптимального пути. Тогда откладываемое количество феромона может 

быть задано в виде 
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Правила внешней среды определяют, в первую очередь, испарение феромона. 

Пусть  1,0p  есть коэффициент испарения, тогда правило испарения имеет вид 
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где m  — количество муравьев в колонии. 

В начале алгоритма количество феромона на ребрах принимается равным 

небольшому положительному числу. Общее количество муравьев остается посто-

янным и равным количеству городов, каждый муравей начинает маршрут из сво-
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его города. Дополнительная модификация алгоритма может состоять во введении 

так называемых «элитных» муравьев, которые усиливают ребра наилучшего мар-

шрута, найденного с начала работы алгоритма. Обозначим через *T  наилучший 

текущий маршрут, через *L  — его длину. Тогда если в колонии есть e  элитных 

муравьев, ребра маршрута получат дополнительное количество феромона 

 *LQee  .  (7.3.3) 

Муравьиный алгоритм для задачи коммивояжера 
1. Ввод матрицы расстояний D. 
2. Инициализация параметров алгоритма — , , e, Q. 
3. Инициализация ребер — присвоение видимости ij  
 и начальной концентрации феромона. 
4. Размещение муравьев в случайно выбранные города без совпадений. 
5. Выбор начального кратчайшего маршрута и определение L* 
6. Цикл по времени жизни колонии t=1,tmax. 
 7. Цикл по всем муравьям k=1,m 
  8. Построить маршрут Tk(t)по правилу (7.3.1) 
   и рассчитать длину Lk(t). 
 9. конец цикла по муравьям. 
 10. Проверка всех Lk(t) на лучшее решение по сравнению с L*. 
 11. Если да, то обновить L* и T*. 
 12. Цикл по всем ребрам графа. 
  13. Обновить следы феромона на ребре 
    по правилам (7.3.2) и (7.3.3). 
 14. конец цикла по ребрам. 
15. конец цикла по времени. 
16. Вывести кратчайший маршрут T* и его длину L*. 

 
Сложность данного алгоритма определяется непосредственно из приведен-

ного выше текста —   2
max ,max nmt  , таким образом, сложность зависит от 

времени жизни колонии, количества городов и количества муравьев в колонии. 

Области применения и возможные модификации. Поскольку в основе 

муравьиного алгоритма лежит моделирование передвижения муравьев по некото-

рым путям, то такой подход может стать эффективным способом поиска рацио-

нальных решений для задач оптимизации, допускающих графовую интерпрета-

цию. Ряд экспериментов показывает, что эффективность муравьиных алгоритмов 

растет с ростом размерности решаемых задач оптимизации. Хорошие результаты 

получаются для нестационарных систем с изменяемыми во времени параметрами, 

например, для расчетов телекоммуникационных и компьютерных сетей [7.13]. В 

[7.14] описано применение муравьиного алгоритма для разработки оптимальной 
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структуры съемочных сетей GPS , в рамках создания высокоточных геодезиче-

ских и съемочных технологий. В настоящее время на основе применения муравь-

иных алгоритмов получены хорошие результаты для таких сложных оптимизаци-

онных задач как задача коммивояжера, транспортная задача, задача календарного 

планирования, задача раскраски графа, квадратичной задачи о назначениях, зада-

чи оптимизации сетевых графиков и ряда других [7.13]. 

Качество получаемых решений во многом зависит от настроечных парамет-

ров в вероятностно-пропорциональном правиле выбора пути на основе текущего 

количества феромона и параметров правил откладывания и испарения феромона. 

Возможно, что динамическая адаптационная настройка этих параметров может 

способствовать получению лучших решений. Немаловажную роль играет и на-

чальное распределение феромона, а также выбор условно оптимального решения 

на шаге инициализации. В [7.13] отмечается, что перспективными путями улуч-

шения муравьиных алгоритмов является адаптация параметров с использованием 

базы нечетких правил и их гибридизация, например, с генетическими алгоритма-

ми. Как вариант, такая гибридизация может состоять в обмене, через определен-

ные промежутки времени, текущими наилучшими решениями. 

Много полезной информации по муравьиным алгоритмам читатель может 

найти на специальном англоязычном сайте по этому направлению [7.14]. 
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Р А З Д Е Л  I V  

М Е Т О Д Ы  А Н А Л И З А  Т Р У Д О Е М К О С Т И  К О М -

П Ь Ю Т Е Р Н Ы Х  А Л Г О Р И Т М О В  

Основная цель данного раздела — познакомить читателей с некоторыми ме-

тодами анализа компьютерных алгоритмов, позволяющих получить точные или 

асимптотические оценки трудоемкости. Несмотря на более чем сорокалетнюю ис-

торию этой проблематики, универсальные методы анализа либо отсутствуют, либо 

формулируются в столь общем виде, что их конкретное применение требует серь-

ёзной адаптации. Тем не менее, как для итерационной, так и для рекурсивной реа-

лизаций алгоритмов существует ряд методов, позволяющих либо получить точную 

функцию трудоемкости, либо вычислительную сложность алгоритма. Наиболее 

полную информацию о ресурсных требованиях алгоритма в зависимости от дли-

ны входа можно получить на основе ресурсных функций — трудоемкости алго-

ритма и функции объема памяти, на основе которых возможно решение задачи 

выбора рациональных алгоритмов в области реальных длин входов путем их 

сравнительного анализа на конечном интервале. 

Очевидно, что принадлежность алгоритма к одному из классов по влиянию 

на трудоемкость характеристических особенностей множества исходных данных 

(см. глава 4) существенно влияет на трудности, связанные с его анализом. Отметим 

в этой связи, что, например, для алгоритмов с сильной параметрической зависимо-

стью трудоемкости, оценка в среднем должна опираться на априорную или факти-

ческую информацию о частотной встречаемости входов. Также в этом случае раз-

мах варьирования и рассмотрение функции трудоемкости как дискретной ограни-

ченной случайной величины могут давать более значимые результаты в аспекте 

сравнительного анализа, чем непосредственная оценка в среднем. 

Методы в данном разделе излагаются в общем виде, с небольшими иллюст-

ративными примерами. Эти методы базируются на известных подходах к анализу 

компьютерных алгоритмов, прежде всего методах асимптотического анализа. Од-

нако для получения функции трудоемкости, в отличие от ее асимптотической 



210 
оценки — вычислительной сложности, необходимо дополнительно учитывать 

принятую модель вычислений, постулирующую базовые операции процедурного 

языка высокого уровня. Дополнительно для рекурсивных алгоритмов приводится 

метод оценки объема памяти в области программного стека, поскольку в ряде 

случаев такие затраты могут быть существенны по отношению к общему объему 

дополнительной памяти, требуемому алгоритмом. 

Применение этих методов к анализу алгоритмов читатель может найти в 

разделе V, где будут рассмотрены и проанализированы ресурсно-эффективные 

алгоритмы решения целого ряда задач.  

Г Л А В А  8 .  

А Н А Л И З  И Т Е Р А Ц И О Н Н Ы Х  А Л Г О Р И Т М О В  

Введение 

Итерационная, или как ее ещё часто называют — процедурная реализация 

алгоритмов является до сих пор одним из основных подходов к разработке про-

граммных средств и систем. С середины 1960-х годов, после введения Эдмондсом 

в теорию алгоритмов класса полиномиально разрешимых задач, которое стимули-

ровало значительный рост интереса к проблематике вычислительной сложности, 

накоплен значительный опыт анализа и исследования итерационных алгоритмов. 

В этой главе приводятся только основные и самые распространенные методы, 

широко используемые на практике. 

8.1. Методика анализа основных алгоритмических конструкций 

Предварительные замечания. Практически значимые реализации компью-

терных алгоритмов включают в себя обычно следующие программные фрагменты: 

— диалоговый или файловый ввод исходных данных; 

— проверка исходных данных на допустимость; 

— собственно решение поставленной задачи; 

— представление (вывод) полученных результатов. 
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В рамках анализа алгоритмов по трудоемкости мы можем считать, что, обслужи-

вающие фрагменты программной реализации (ввод, проверка и вывод), являются 

общими или эквивалентными для разных алгоритмов решения данной задачи. Та-

кой подход приводит к необходимости анализа только непосредственного алго-

ритма решения задачи. При этом предполагается размещение исходных данных и 

результатов в «оперативной» памяти, включая в это понятие как собственно опе-

ративную память, так и кэш память, регистры и буфера реального процессора. Та-

ким образом, множество операций, учитываемых в функции трудоемкости, не 

включает операции ввода/вывода данных на внешние носители. 

По отношению к набору базовых операций принятой модели вычислений 

(см. главу 2), коррелированному с операторами процедурного языка высокого 

уровня необходимо также сделать несколько замечаний: 

— опираясь на идеи структурного программирования, из набора базовых 

операций исключается команда перехода, поскольку ее можно считать связанной 

с операцией сравнения в конструкции ветвления или цикла по условию. Такое ис-

ключение оправдано запретом использования оператора перехода на метку в 

идеологии структурного программирования; 

— операции доступа к простым именованным ячейкам памяти считаются 

связанными с базовыми операциями, операндами которых они являются; 

— конструкции циклов не рассматриваются, т. к. могут быть сведены к ука-

занному набору базовых операций. 

Методика анализа основных алгоритмических конструкций. Несмотря 

на наличие разнообразных подходов к созданию компьютерных программ и раз-

личных технологий программирования, классический процедурный (итерацион-

ный) подход остается определяющим при программной реализации алгоритмов. 

Основными алгоритмическими конструкциями в этом подходе являются конст-

рукции следования, ветвления и цикла. Для получения функции трудоемкости не-

которого алгоритма необходима методика анализа трудоемкости основных алго-

ритмических конструкций. С учетом введенных базовых операций такая методика 

сводится к следующим положениям: 
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Конструкция «Следование». Трудоемкость конструкции есть сумма тру-

доёмкостей блоков, следующих друг за другом 

 kfff  1следование , 

где k  — количество блоков в конструкции «Следование». Отметим, что трудоем-

кость самой конструкции не зависит от данных, при этом, очевидно, что блоки, 

связанные конструкцией «Следование», могут обладать трудоемкостью, сильно 

зависящей от данных. 

Конструкция «Ветвление». Конструкция «Ветвление» может быть без по-

тери общности представлена в следующем виде: 
If  ( l )  
 then 
  блок с трудоемкостью fthen, выполняемый с вероятностью p; 
 else 
  блок с трудоемкостью felse, выполняемый с вероятностью (1- p) 
end If 
 

В этой конструкции  l  обозначает логическое выражение, состоящее из ло-

гических переменных и/или арифметических, символьных или других по типу 

сравнений с ограничением  1  на трудоемкость его вычисления. Вероятности 

перехода на соответствующие блоки могут меняться, как в зависимости от дан-

ных, так и в зависимости от параметров внешних охватывающих циклов и/или 

других условий. Достаточно трудно дать какие-либо общие рекомендации для по-

лучения значений p  вне зависимости от конкретного алгоритма или особенно-

стей входа. 

Общая трудоемкость конструкции «Ветвление» для построения функции 

трудоемкости в среднем случае требует специального анализа для получения ве-

роятности p  выполнения переходов на блоки «then» и «else». При известном 

значении этой вероятности трудоемкость конструкции определяется как 

  pfpfff elsethenl  1ветвление , 

где lf   — трудоемкость вычисления условия  l . Отметим, что в общем случае 

вероятность перехода p  есть функция исходных данных и связанных с ними 

промежуточных результатов  Dpp  . 
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Очевидно, что для анализа худшего случая может быть выбран тот блок 

ветвления, который имеет большую трудоемкость, а для лучшего случая — блок с 

меньшей трудоемкостью. 

Конструкция «Цикл по счетчику». Конструкция «Цикл по счетчику» мо-

жет быть следующим образом сведена к базовым операциям принятой модели 

вычислений: 

 

For i  1 to n 
  тело цикла          
end For 

 

 

После сведения конструкции к введенным базовым операциям ее трудоемкость 

определяется следующим образом 

 циклателоцикл 31 fnnf  . 

Анализ вложенных циклов по счетчику с независимыми индексами не составляет 

труда и сводится к погружению трудоемкости цикла в трудоемкость тела охваты-

вающего его цикла. Для k  вложенных зависимых циклов трудоемкость определя-

ется в виде вложенных сумм с зависимыми индексами, исчисление которых заин-

тересованный читатель может найти, например, в [8.1]. 

Конструкция «Цикл по условию». Конкретная реализация цикла по усло-

вию (цикл с верхним или нижним условием) не меняет методику оценки его тру-

доемкости. На каждом проходе выполняется оценка условия и может быть изме-

нение каких-либо переменных, влияющих на значение этого условия. Общие ре-

комендации по определению суммарного количества проходов цикла крайне за-

труднительны из-за сложных зависимостей от исходных данных. Для худшего 

случая могут быть использованы верхние граничные оценки. Так, например, для 

задачи решения системы линейных уравнений итерационными методами количе-

ство итераций по точности (сходимость) определяется собственными числами ис-

ходной матрицы, трудоемкость вычисления которых сопоставима по трудоемко-

сти с получением самого решения. 

i 1 
Repeat 
  тело цикла 
i  i+1 
until i  n 
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Отметим, что для получения функций трудоемкости для лучшего, среднего 

и худшего случаев при фиксированной размерности задачи, если алгоритм не 

принадлежит классу N , особенности анализа алгоритмических конструкций, за-

висящих от данных («ветвление» и «цикл по условию») будут различны. 

Несмотря на достаточно простые подходы к анализу основных алгоритми-

ческих конструкций, получение функций трудоемкости алгоритмов остается дос-

таточно сложной задачей, требующей применения специальных подходов и мето-

дов, а иногда и введения специальных функций. Тем не менее, для количествен-

но-зависимых алгоритмов из класса N  можно получить точное значение функции 

трудоемкости. 

Основные трудности анализа алгоритма в среднем случае связаны как с вы-

яснением значений трудоемкости для конкретных входов, так и с определением 

вероятности их появления. В связи с этим задача вычисления трудоемкости в 

среднем для алгоритмов класса NPR , особенно при сильной параметрической за-

висимости является достаточно трудоемкой. Для получения оценок вычислитель-

ной сложности алгоритмов в среднем случае в литературе предлагаются различ-

ные методы, как общего, так и частного характера, например метод вероятностно-

го анализа [8.2], амортизационный анализ [8.3], метод классов входных данных 

[8.4]. Эти методы могут быть использованы и для получения функции трудоемко-

сти алгоритмов в среднем случае. 

8.2. Анализ трудоемкости количественно-зависимых алгоритмов 

В смысле получения детальной функции трудоемкости алгоритмы класса N  

являются наиболее удобными объектами анализа — трудоемкость алгоритма за-

висит только от меры длины входа. Если рассматривать общую ситуацию анализа 

итерационного алгоритма, то может быть предложен некоторый обобщающий ме-

тод, который опирается на введенную в главе 2 модель вычислений и её базовые 

операции, коррелированные с процедурным языком высокого уровня, методику 

анализа основных алгоритмических конструкций (см. 8.1) и известные методы 

анализа алгоритмов. Описания различных методов анализа алгоритмов читатель 

может найти также в целом ряде литературных источников [8.2, 8.3, 8.5, 8.6], по-

священных анализу сложности алгоритмов. 
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Метод включает в себя следующие этапы: 

1. Рекурсивную декомпозицию алгоритма — выделение структурных частей 

алгоритма в виде базовых алгоритмических конструкций, связанных следованием, 

вплоть до построчной детализации. 

2. Построчный анализ трудоемкости по базовым операциям процедурного 

языка высокого уровня. При этом возможны два варианта такого построчного 

анализа — совокупный анализ, когда учитывается общее количество базовых 

операций, и пооперационный анализ, при котором можно получить функции тру-

доемкости для каждой их базовых операций. 

3. Обратную композицию функции трудоемкости на основе методики ана-

лиза основных алгоритмических конструкций и известных методов анализа ал-

горитмов — вероятностного анализа, амортизационного анализа, методов оцен-

ки вычислительной сложности алгоритмов, с учетом типа получаемой функции 

трудоемкости — для лучшего, худшего или среднего случая. 

В простейшем случае композиция функции трудоемкости — это аддитивное 

объединение трудоемкости структурных частей алгоритма, связанных конструк-

цией следования. 

Основные трудности, связанные с получением функции трудоемкости, от-

носятся к алгоритмам класса NPR , т. к. для случаев, когда цикл по условию явля-

ется сильно зависимым от данных (для алгоритмов с большой информационной 

чувствительностью), получение функции трудоемкости в среднем требует деталь-

ного анализа, введения дополнительной параметризации задачи или предположе-

ний о границах диапазонов изменения исходных данных [8.7]. 

В качестве примеров, иллюстрирующих построение ресурсных функций, 

рассмотрим ряд алгоритмов, относящихся к классу N . Основной целью является 

демонстрация методики анализа алгоритмических конструкций с учетом введен-

ных базовых операций модели вычислений на основе известных методов анализа 

алгоритмов.  

Пример 8.1. Алгоритм решения задачи суммирования элементов квадрат-

ной матрицы. Запись алгоритма имеет вид: 
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SumM (A, n; Sum) 
 Sum  0     1 
 For i  1 to n  1+3n 
  For j  1 to n 1+3n 
   Sum  Sum + A[i,j] 4 
  end For j 
 end For i 
Return (Sum) 
End. 
 

Этот простейший алгоритм, очевидно, выполняет одинаковое количество 

базовых операций при фиксированном значении n . Таким образом, он является 

количественно-зависимым и относится к классу N . Внутренний цикл не зависит 

от внешнего, что позволяет непосредственно применить формулу для трудоемко-

сти конструкции «Цикл по счетчику». Обратим внимание на то, что в строке вы-

числения нового значения Sum двойная индексация в обращении к элементу 

A[i,j] считается за 2 базовые операции. Для данного алгоритма вычисления 

суммы, с учетом трудоемкостей, приведенных в строках, получаем 

       22 247431311 nnnnnnf A  . 

Заметим, что под n  здесь понимается линейная размерность матрицы, т. е. мера 

длины входа, в то время как на вход алгоритма в действительности подается 2n  

значений. Такой подход не согласуется с классической теорией алгоритмов, в ко-

торой сложность алгоритма определяется как функция непосредственной длины 

входа, но достаточно часто используется в литературе по практическому приме-

нению методов анализа алгоритмов [8.3]. 

Входом алгоритма является массив, содержащий 2n  элементов, и алгоритм 

требует три ячейки для счетчиков циклов и хранения суммы, таким образом, 

функция объема памяти этого алгоритма: 

   32  nnVA . 

Ресурсная характеристика алгоритма определяется полученными выше ресурс-

ными функциями, а его ресурсная сложность имеет вид 

      22 , nnAс  . 

Пример 8.2. Алгоритм для фрагмента статистической обработки данных, 

вычисляющего вектор ковариаций. 
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Алгоритм предназначен для вычисления вектора значений ковариаций мас-

сива X , содержащего n  элементов, и строк матрицы Y  размерностью nn  эле-

ментов. Фрагмент опирается на формулы для вычисления значения ковариации, 

приведенные в [8.8]. Средние выборочные значения   niiMyMx ,1,,  , для матри-

цы Y  предполагаются заранее вычисленными. Запись алгоритма имеет следую-

щий вид: 
Cov_calc (X, Y ,Mx, My, n; Cov) 
 For i  1 to n  1+3n 
  s 0     1 
  For j  1 to n 1+3n 
   s  s +(X[i] — Mx) *(Y[i,j] — My[i]) 9 
  end For j 
 Cov[i]  s    2 
 end For i 
Return (Cov) 
End. 

Данный алгоритм относится также к классу N , поэтому при фиксированной 

размерности исходных данных трудоемкости в лучшем, среднем и худшем случа-

ях совпадают. Применяя сведение конструкции цикла по счетчику к базовым опе-

рациям, имеем 

       22 17129321131 nnnnnnf A  . 

Входом алгоритма являются два одномерных массива — X, Y, и двумерный 

массив MY, выход алгоритма — массив Cov, и алгоритм требует четыре ячейки — 

i, j, Mx, s, таким образом, функция объема памяти этого алгоритма 

   432  nnnVA , 

а ресурсная сложность имеет вид 

      22 , nnAс  . 

Пример 8.3. Алгоритм умножения двух квадратных матриц. Запись этого 

классического алгоритма имеет вид: 
MultM (A, B, n; C) 
 For i  1 to n  1+3n 
  For j  1 to n 1+3n 
   Sum  0   1 
   For k  1 to n 1+3n 
    Sum  Sum + A[i,k]*B[k,j] 7 
   end For k 
   C[i,j]  Sum 3 
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  end For j 
 end For i 
Return (C) 
End. 
 

Этот алгоритм является количественно-зависимым и относится к классу N . 

Все циклы не зависит друг от друга, что позволяет непосредственно применить 

формулу для трудоемкости конструкции «Цикл по счетчику», в результате, с уче-

том трудоемкости в строках, получаем 

        323 14810733113131 nnnnnnnnf A  . 

Здесь под n  также понимается линейная размерность, — подход общепринятый 

при анализе алгоритмов умножения квадратных матриц. 

Входом алгоритма являются два массива, содержащие по 2n  элементов, та-

кой же массив хранит вычисленный результат и алгоритм требует четыре ячейки 

для счетчиков циклов и хранения суммы, таким образом, функция объема памяти 

имеет вид: 

   43 2  nnVA . 

Ресурсная сложность алгоритма задается формулой 

      23 , nnAс  . 

Пример 8.4. Алгоритм вычисления матрицы расстояний между n  точками. 

Алгоритм предназначен для вычисления матрицы квадратов расстояний 

между всеми заданными точками. Координаты точек хранятся в массивах X  и Y . 

Результатом является симметричная квадратная матрица S , размерностью nn  

элементов, с нулевыми элементами на главной диагонали. Запись алгоритма име-

ет следующий вид: 
Lcalc (X, Y, n; S) 
 For i  1 to n  1+3n 
  S[i,i] 0   3 
  For j  i+1 to n 2+3n 
   dx  (X[i]—X[j]) 4 
   dy  (Y[i]—Y[j]) 4 
   S[i,j]  dx*dx + dy*dy 6 
   S[j,i]  S[i,j] 5 
  end For j 
 end For i 
Return (S) 
End. 
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Данный алгоритм относится также к классу N , поэтому при фиксированной 

размерности исходных данных трудоемкости в лучшем, среднем и худшем случа-

ях совпадают. Но в этом алгоритме внутренний цикл зависит от внешнего, поэто-

му для получения функции трудоемкости нам необходимо просуммировать коли-

чество проходов внутреннего цикла  in   при изменении внешнего  i , в резуль-

тате получаем 

    
22

1 2
2

1

nnnnnin
n

i









. 

На основе полученного результата, применяя сведение конструкции цикла по 

счетчику к базовым операциям, получаем трудоемкость этого алгоритма 

        22
2

131156443
2

2331 nnnnnnnf A 


 . 

Входом алгоритма являются два одномерных массива — X, Y, выход алго-

ритма — двумерный массив S, алгоритм требует четыре дополнительные ячейки 

— i, j, dx, dy, таким образом, функция объема памяти этого алгоритма 

   422  nnnVA , 

а ресурсная сложность имеет вид 

      22 , nnAс  . 

8.3. Метод вероятностного анализа 
количественно-параметрических алгоритмов 

Класс количественно-параметрических алгоритмов ( NPR ) является доста-

точно обширным классом алгоритмов, которые имеют различную трудоемкость 

на разных входах фиксированной длины. В целях их детального анализа необхо-

димо исследовать лучший, худший и средний случай трудоемкости. Для боль-

шинства практических применений в целях сравнительного анализа алгоритмов 

функция трудоемкости в среднем является наиболее значимой. Основные трудно-

сти анализа алгоритма в среднем случае связаны как с выяснением значений тру-

доемкости для конкретных входов, так и с определением вероятности их появле-

ния. В связи с этим задача вычисления  nfA  для алгоритмов класса NPR  являет-

ся в целом ряде случаев довольно непростой. 
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Для получения сложностных оценок алгоритмов в среднем случае в литера-

туре предлагаются различные методы, как общего, так и частного характера, на-

пример метод вероятностного анализа по классам входных данных [8.4], амортиза-

ционный анализ [8.3]. Рассматриваются также подходы, основанные на оператор-

ных схемах, подходы, связанные с использованием конечных цепей Маркова [8.9] 

и уравнений Крихгофа [8.6]. 

Рассмотрим один из методов анализа, в основе которого лежит определение 

различных классов входных данных, на которые следует разбивать возможные 

входы алгоритма фиксированной длины [8.4]. Метод предполагает проведение 

следующих этапов анализа: 

— на первом этапе выполняется разбиение множества nD  на классы вход-

ных данных. Необходимо разбить различные входы из nD  на классы, в зависимо-

сти от поведения трудоемкости алгоритма на каждом входе. Если классы выбраны 

правильно, то на всех множествах входных данных одного класса алгоритм задает 

одинаковое количество базовых операций, а на множествах из другого класса это 

количество операций, скорее всего, будет другим. Такое разбиение позволяет 

уменьшить количество рассматриваемых возможных входов; 

— на втором этапе анализа определяется вероятность появления входа, 

принадлежащего каждому классу. Распределение вероятностей по классам или 

определяется из общих соображений, например из предположения о равноверо-

ятном распределении значений чисел в массиве или их порядка, или отражает 

особенности частотного появления входов, обусловленные спецификой приме-

нения проектируемой программной системы; 

— на третьем этапе определяется количество базовых операций, задаваемых 

алгоритмом, для данных из каждого входного класса при условии, что оно будет 

одинаковым для всех входов данного класса. 

Определенные ограничения, накладываемые данным методом, состоят в 

том, что количество операций на всех входных данных, принадлежащих одному 

классу, должно быть одинаковым. Тем самым предполагается, что в рамках вход-

ных данных внутри каждого класса алгоритм является количественно-зависимым, 

а параметрическая зависимость функции трудоемкости наблюдается только при 
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переходе к входам другого класса, что усложняет в общем случае задачу разбие-

ния на классы [8.4]. 

Трудоемкость алгоритма в среднем по данному методу определяется по сле-

дующей формуле: 

     ,1,
11

 


m

i
i

m

i
iiA pnfpnf  

где n  — количество элементов во множестве nDD , т. е. длина конкретного 

входа алгоритма; m  — количество классов входных данных; ip  — вероятность 

того, что входные данные принадлежат классу i ;  nfi  — количество базовых 

операций, задаваемых алгоритмом при обработке входов из класса с номером i  — 

«частная» трудоемкость алгоритма для данного класса. 

Преимущество этого метода состоит в том, что, вместо анализа трудоемко-

сти для каждого входа фиксированной длины и определения вероятности его по-

явления, выполняется анализ трудоемкости для классов входных данных, что 

приводит к значительному упрощению анализа. 

Проиллюстрируем этот подход на примере алгоритма, находящего макси-

мальный элемент в массиве из n  чисел. 

Пример 8.5. Поиск максимального элемента в массиве. 
Max1(A, N; Max) 
 Max  A[1] 
 For i  2 to N 
  If Max < A[i] 
   then 
    Max  A[i] 
  end If 
 end For 
Return (Max) 
End 

Очевидно, что если список упорядочен в порядке убывания, то перед нача-

лом цикла будет сделано 1 присваивание, а в теле цикла дальнейших присваива-

ний не будет. Если список упорядочен по возрастанию, то всего будет сделано n  

присваиваний (одно — до цикла, и ( 1n ) — в цикле). 

При анализе трудоемкости алгоритма в среднем должны быть рассмотрены 

различные множества входных значений, поскольку, если мы ограничимся одним 

множеством, оно может оказаться тем самым, на котором решение самое быстрое 
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(или самое медленное), т. е. мы будем иметь лучший или худший случай трудо-

емкости. В этом случае необходимо разбить различные входные множества на 

классы в зависимости от поведения алгоритма на каждом множестве. Такое раз-

биение позволяет уменьшить количество рассматриваемых возможностей. 

Пусть, например, наш список состоит из 10 несовпадающих чисел. Число 

различных расстановок 10 чисел в списке равно 10!=3 628 800. Применим к спи-

ску из 10 чисел вышеприведенный алгоритм поиска максимального элемента. 

Имеется 362 880 входных множеств, у которых первое число является наиболь-

шим; их все можно поместить в первый класс (1 присваивание и 9 сравнений). 

Если наибольшее по величине число стоит на втором месте, то алгоритм 

сделает 2 присваивания и 9 сравнений. Таких множеств тоже 362 880. Их можно 

отнести к другому классу. 

Таким образом, мы разбиваем все входные множества на классы по числу 

сделанных присваиваний. Обратите внимание на то, что прямая аналогия не явля-

ется правильной. Если максимальное число расположено на третьем месте, то 

число присваиваний не обязательно будет равно трем! Нет необходимости выпи-

сывать или описывать детально все множества, помещенные в каждый класс. 

Нужно знать лишь количество классов и объем работы алгоритма на каждом 

классе входных данных. Если классы выбраны правильно, то на всех множествах 

входных данных одного класса алгоритм производит одинаковое количество опе-

раций; а на множествах из другого класса это количество операций, скорее всего, 

будет другим. Реальные примеры применения этого метода будут приведены в 

главе 10, например, он будет использован для анализа алгоритма сортировки трех 

чисел по месту. 

Обобщая идею метода классов входных данных, мы приходим к методу ве-

роятностного анализа, основное положение которого может быть сформулирова-

но следующим образом [8.2] — располагаем ли мы какой либо информацией или 

разумными предположениями, на основе которых можно определить вероятность 

того, что исследуемый алгоритм совершает некоторое определенное действие. 

Если ответ положителен, то на его основе можно получить функцию трудоемко-
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сти данного алгоритма в среднем. Именно такой подход позволит нам далее полу-

чить среднюю трудоемкость алгоритма сортировки вставками. 

8.4. Метод амортизационного анализа 

Общие положения. Предположим, что у нас есть некоторая структура дан-

ных, например, стек, или более сложная структура — связанный список или ди-

намическая таблица. Над этой структурой определены операции, обслуживающие 

добавление, удаление и пополнение данных в структуре. Тем самым в терминах 

объектно-ориентированного программирования мы имеем объект — структуру 

данных и обслуживающие эту структуру методы. 

Очевидно, что различные операции со структурой имеют различную трудо-

емкость. Оценка в худшем случае для длительной последовательности операций 

может быть легко получена — необходимо умножить число операций в последо-

вательности на трудоемкость наихудшей (в смысле числа базовых операций) опе-

рации. Но, в ряде случаев, можно получить более точную оценку, близкую к 

средней, опираясь на исследование всей длительной последовательности различ-

ных операций. Такой подход носит название «амортизационного анализа», по 

аналогии с изучением износа оборудования за длительный срок эксплуатации. 

Сам термин «амортизационный анализ» введен Слейтором и Тарьяном [8.3]. 

Основная идея метода, имеющего целый ряд разновидностей, состоит в том. 

что каждой операции присваивается некоторая учетная стоимость, отражающая 

трудоемкость операции. При этом не обязательно, что эта стоимость должна быть 

пропорциональна реальной трудоемкости. Правило присвоения учетных стоимо-

стей должно лишь обеспечивать выполнение следующего условия: суммарная 

трудоемкость выполнения некоторой последовательности операций над структу-

рой данных не больше суммы учетных стоимостей операций. Заметим, что в рам-

ках этого правила возможны различные способы назначения учетных стоимостей 

исследуемым операциям. 

В рамках амортизационного анализа рассматривается несколько методов. В 

методе группировки оценивается стоимость n  операций в худшем случае, если 

удается установить, что эта стоимость не превосходит  nc , то можно считать, что 
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учетная стоимость любой операции, независимо от ее реальной трудоемкости, 

равна   nnс . В методе предоплаты разным операциям могут быть присвоены 

различные учетные стоимости, у некоторых из них эти стоимости объявляются 

выше реальной трудоемкости. При выполнении такой операции остается резерв 

этой учетной стоимости, который считается хранящимся в определенном месте 

структуры данных. Этот резерв используется в дальнейшем для доплаты за опе-

рации, учетная стоимость которых ниже их реальной трудоемкости. Еще один ме-

тод амортизационного анализа — метод потенциалов использует специальную 

функцию, описывающую текущее состояние структуры данных, которая и назы-

вается «потенциалом». Для заинтересованных читателей укажем, что метод по-

тенциалов достаточно хорошо изложен, например, в [8.3]. Применение метода для 

анализа операций со стеком будет приведено ниже, другие примеры читатель 

найдет в разделе V, в частности метод группировки будет использован для анали-

за эффективного алгоритма организации двоичного счетчика. 

Модельная структура данных. В качестве примера применения двух ме-

тодов амортизационного анализа — метода группировки и метода предоплаты к 

анализу последовательности операций над структурой данных будем использо-

вать структуру данных стека, который обслуживается следующими операциями: 

— Push(x) добавляет элемент из ячейки x в стек, проталкивая все ранее 

хранящиеся элементы стека вниз; 

— Pop(x) извлекает элемент из стека, проталкивая все ранее хранящиеся 

элементы стека вверх, и записывает его в ячейку x; 

— Multipop(x, k) удаляет k элементов из стека, при этом, если в стеке 

храниться менее k элементов, то удаляются все элементы стека. 

При организации стека в оперативной памяти, оперируя с указателем на 

вершину стека, первые две операции — Push(x) и Pop(x) требуют не более чем 

 1  базовых операций, следовательно, выполнение n  простых операций со сте-

ком требует не более, чем  n  базовых операций. 

Трудоемкость операции Multipop(x, k) очевидно зависит от состояния 

стека, и если мы обозначим через m  число элементов, хранящихся в данный мо-

мент времени в стеке, то ее трудоемкость может быть оценена как   km,min . 
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Наша задача состоит в оценке учетной стоимости этих операций методом 

группировки и методом предоплаты. 

Метод группировки. Будем исходить из предположения, что изначально 

стек пуст, и мы рассматриваем последовательность из n  операций со стеком. В 

этом случае общее число реально выполняемых операций Pop(x), включая те, ко-

торые инициируются операцией Multipop(x, k), не превосходит общего числа 

операций Push(x) — мы можем извлечь из стека только те данные, которые были 

туда помещены. Поскольку мы рассматриваем последовательность из n  операций 

со стеком, то общее число операций Push(x) также не превосходит n . Таким об-

разом, стоимость любой последовательности из n  операций Push(x), Pop(x) и 

Multipop(x, k), примененных к пустому стеку, есть  n . На основании этого 

утверждения метод группировки позволяет сделать вывод о том, что учетная 

стоимость любой из рассматриваемых операций, в частности и операции Multi-

pop(x, k), есть    1 nn . 

Метод предоплаты. Метод предполагает назначение операциям со струк-

турой данных некоторых учетных стоимостей в соответствии с определенными 

условиями, а именно — сумма учетных стоимостей должна покрывать реальную 

трудоемкость исследуемой последовательности операций. Эти учетные стоимости 

могут иметь как постоянные значения, так и быть описаны некоторыми функцио-

нальными зависимостями. 

Для рассматриваемой структуры данных присвоим операциям следующие 

учетные стоимости: 

Push(x) —   2 

Pop(x) —    0 

Multipop(x, k) —  0 

Покажем, что выбранные учетные стоимости позволяют покрыть реальную тру-

доемкость операций со стеком. Первоначально стек пуст, и при добавлении эле-

мента в стек, мы платим единицу учетной стоимости — реальную цену этой опе-

рации. При этом еще одна единица учетной стоимости остается прикрепленной к 

элементу, помещенному в стек — это есть предоплата за удаление этого элемента 

из стека. Таким образом, все операции Pop(x) и Multipop(x, k) оказываются 
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оплаченными, именно поэтому присвоенные им учетные стоимости равны нулю. 

При рассмотрении последовательности из n  операций Push(x), Pop(x) и Multi-

pop(x, k) в худшем случае сумма учетных стоимостей не превышает n2 , и, сле-

довательно, учетная стоимость на одну операцию есть  1 . 

Задачи и упражнения к главе 8 

8.1. Языки программирования поддерживают такую дополнительную алго-

ритмическую конструкцию как «Выбор» (Case). Сведите эту конструкцию к вве-

денным базовым операциям, используя конструкцию «Ветвление». 

8.2. В одном из примеров параграфа 8.2 была получена функция трудоемко-

сти для алгоритма вычисления квадратов расстояний между точками — пример 

8.4. Если мы будем вычислять расстояния, то необходимо вызывать функцию вы-

числения квадратного корня. Сформулируйте свои предложения по поводу анали-

за трудоемкости такого алгоритма. 

8.3. Если учитывать только дополнительную память, которая требуется ал-

горитмами, приведенными в примерах параграфа 8.2 — как измениться функция 

объема памяти и ресурсная сложность этих алгоритмов? 

8.4. Для примера 8.5 из параграфа 8.3 определите, для ситуации, когда мак-

симальный элемент расположен на третьем месте в массиве, сколько выходных 

массивов приводят к двум присваиваниям максимума, а сколько — к трем? 

8.5. Метод амортизационного анализа был проиллюстрирован в параграфе 

8.4 на примере стека. Проведите аналогичные рассуждения в случае, если иссле-

дуемой структурой данных является очередь. 
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Г Л А В А  9 .  

А Н А Л И З  Р Е К У Р С И В Н Ы Х  А Л Г О Р И Т М О В  

Введение 

В отличие от итерационных алгоритмов, рекурсивные алгоритмы обладают 

рядом особенностей, которые необходимо учитывать при их анализе. Основной 

особенностью анализа ресурсной эффективности рекурсивных алгоритмов являет-

ся необходимость учета дополнительных затрат памяти и трудоемкости, связанных 

с механизмом организации рекурсии. Получение ресурсных функций компьютер-

ных алгоритмов в рекурсивной реализации базируется как на методах оценки вы-

числительной сложности собственно тела рекурсивного алгоритма, так и на спосо-

бах учета ресурсных затрат на организацию рекурсии и детальном анализе цепочек 

рекурсивных вызовов и возвратов, образующих порожденное данным алгоритмом 

и входом дерево рекурсии. Трудоемкость рекурсивных реализаций алгоритмов, 

очевидно, связана как с количеством операций, выполняемых при одном вызове 

рекурсивной функции, так и с количеством таких вызовов. Должны быть учтены 

также и затраты на возврат вычисленных значений и передачу управления в точку 

вызова. Все эти операции должны быть также включены в функцию трудоемкости 

рекурсивно реализованного алгоритма. 

В функции объема памяти так же необходимо учитывать затраты на органи-

зацию рекурсии. Можно заметить, что некоторая ветвь дерева рекурсивных вызо-

вов обрывается при достижении такого значения передаваемого параметра, при ко-

тором функция может быть вычислена непосредственно. Следовательно, рекурсия 

в этом смысле эквивалентна конструкции цикла, в котором каждый проход есть 

выполнение рекурсивной функции с заданным параметром. Таким образом, допол-

нительные затраты памяти на организацию рекурсии пропорциональны макси-

мальной глубине дерева рекурсии. 

Для оценки и детального анализа ресурсной эффективности рекурсивных ал-

горитмов применяется ряд специальных методов, основные из которых и излага-

ются в этой главе. 
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9.1. Анализ вычислительной сложности рекурсивных алгоритмов, 
основанных на методе декомпозиции 

Метод декомпозиции, изложенный в главе 6, приводит непосредственно к 

рекурсивному алгоритму решения задачи с понижением размерности на каждом 

шаге рекурсии. Анализ трудоемкости таких алгоритмов приводит к необходимо-

сти решения функциональных рекуррентных соотношений определенного вида. 

Однако, если наша задача состоит в том, чтобы получить только асимптотиче-

скую оценку трудоемкости — вычислительную сложность, то в нашем распоря-

жении следующая теорема, доказанная в 1980 г. Дж. Бентли, Д. Хакен и Дж Сак-

сом [9.1]. Полученный авторами результат является достаточно мощным средст-

вом асимптотической оценки рекурсивно заданных функций определенного вида, 

и применим к анализу трудоемкости рекурсивных алгоритмов, основанных на ме-

тоде декомпозиции. 

Теорема. (J. L. Bentley, Dorothea Haken, J. B. Saxe, 1980) 

Пусть 1a  и 1b  — константы, )(nf  — известная функция, )(nT  опреде-

лено при неотрицательных значениях n  формулой 

 )()( nf
b
naTnT 












 , 

тогда: 

1) если   abnOnf log)(  для некоторого 0 , то  abnnT log)(  ; 

2) если  abnnf log)(  , то  nnnT b
ab log)( log ; 

3) если найдутся 0c  и 0 , такие, что при достаточно больших n  вы-

полнено условие 

  abcnnf log)(  

и найдется положительная константа 1d  такая, что при достаточно больших n  

выполнено 

 )(ndf
b
naf 





 , 

то 

  )()( nfnT  . 
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Рассмотрим примеры асимптотической оценки функциональных рекуррент-

ных соотношений с использованием данной теоремы. Во всех нижеследующих 

примерах константа c  считается строго положительной. 

Пример 9.1. Предположим, что метод декомпозиции при разработке алго-

ритма решения некоторой задачи приводит к разделению задачи на четыре части 

и возникновению восьми подзадач меньшей размерности, причем деление и объе-

динение решений имеют линейную трудоемкость. В этом случае функция )(nT , 

очевидно, имеет вид 

 cnnTnT 












4

8)( . 

В обозначениях теоремы 8a , 4b , cnnf )( , а 









 2

3
8loglog 4 nnn ab . По-

скольку 












2
3

)( nOnf  для 
2
1

 , то, применяя первое утверждение теоремы, 

делаем вывод, что 






 2
3

)( nnT . 

Пример 9.2. Предположим, что метод декомпозиции приводит к такому 

разбиению задачи, что функция )(nT  имеет вид 

 5
4

3)( 













nTnT . 

Для получения асимптотической оценки функции )(nT  выпишем коэффициенты в 

обозначениях теоремы — 1a , 3/4b , 5)( nf , а  101loglog 3/4  nnn ab . На 

этом основании воспользуемся вторым случаем теоремы. Поскольку 

   )1(5)( log  abnnf , 

то получаем, что  nnT 3/4log)(  . 

Пример 9.3. Пусть метод декомпозиции при разработке алгоритма решения 

задачи приводит к разделению задачи на четыре части и возникновению двух 

подзадач меньшей размерности, а деление и объединение решений имеет сле-

дующую трудоемкость 

 ncnnf 4log)(  . 
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Для этого примера функция )(nT  может быть записана в виде 

 ncnnTnT 4log
4

2)( 











 . 

Имеем (в обозначениях теоремы) 2a , 4b , ncnnf 4log)(  , а 

 nnnn ab  5,02loglog 4  и, например, при больших n  и 5,0  

  5,0
4log)( nncnnf . 

Это третий случай теоремы и остается проверить последнее условие для третьего 

случая. Для достаточно больших значений n  имеем 

 )(log
2
1

4
log

4
2

4
2 44 ndfnnnnnf 






 , где 1

2
1
d , 

и, тогда )log()( 4 nnnT  . 

Пример 9.4. В качестве еще одного примера рассмотрим известный метод 

половинного деления отрезка, применяемый для решения уравнений. Требуется 

определить с заданной точностью h  корень уравнения 0)( xf , где )(xf  — не-

прерывная функция. 

Предполагаем, что из каких-то соображений известно, что корень лежит на 

отрезке  ba; . Кроме того, известно, что на этом отрезке лежит только один ко-

рень данного уравнения. Следовательно, на концах этого отрезка значения функ-

ции имеют разные знаки. Для определенности будем считать, что 0)( af , 

0)( bf . Мы будем считать, что корень определен с нужной степенью точности, 

если мы определим такой отрезок  dc; , что 0)( cf , 0)( df  и при этом 

hcd  . 

Рассмотрим следующий алгоритм [9.2] для определения корня уравнения 

0)( xf . Обозначим aa 1 , bb 1 . Мы можем утверждать, поскольку 0)( 1 af , 

0)( 1 bf , а функция непрерывная на отрезке принимает все промежуточные зна-

чения, что неизвестный корень x  уравнения 0)( xf  лежит на отрезке  11;ba . 

Идея алгоритма состоит в построении такой последовательности отрезков  ii ba ; , 

что 0)( iaf , 0)( ibf , и при этом iiii abab   11 , то есть на каждом шаге ал-

горитма длина отрезка, на котором лежит корень уравнения, уменьшается. Возь-
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мем значение c  в середине отрезка 
2

ii bac 
  и вычислим значение )(cf . Воз-

можны два случая )(cf <0 или )(cf >0. (Случай )(cf =0 в виду его слишком ма-

лой вероятности для реальных уравнений не рассматриваем). В случае )(cf <0 

полагаем cai 1 , ii bb 1 . В противном случае, когда )(cf >0, полагаем ii aa 1 , 

cbi 1 . Далее вычисления повторяются. Условием останова алгоритма является 

выполнение условия hab ii   11 . 

Рекурсивный характер данного алгоритма очевиден, но может возникнуть 

вопрос, что в этом алгоритме играет роль параметра n . Параметр n , несмотря на 

то, что он явно не проявляется, тем не менее, присутствует в данном алгоритме. 

Роль параметра n  играет то, сколько раз значение требуемой точности h  «укла-

дывается» на отрезке: 

 



 


h

abn . 

Для асимптотической оценки количества необходимых базовых операций 

этого алгоритма получаем соотношение вида 

 cnTnT 












2

)( , 

где значение c  определяется количеством операций, требуемых для вычисления 

функции и соответствующих операции сравнения и присваивания новых значений 

концам текущего отрезка. Для значения )(nT  с использованием основной теоремы 

получаем следующую асимптотическую оценку 

  nnT 2log)(  . 

В дальнейшем, при изложении материала раздела V, эта теорема будет при-

меняться для получения асимптотических оценок трудоемкости эффективных ал-

горитмов и ресурсно-эффективных алгоритмических решений. 

 

9.2. Метод подсчета вершин дерева рекурсии 

Прежде чем излагать метод подсчета вершин дерева рекурсии для получе-

ния ресурсных функций рекурсивных алгоритмов, необходимо оценить ресурс-
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ные затраты на организацию рекурсии, в основе которых лежит трудоемкость вы-

зова рекурсивной функции. 

Анализ трудоемкости вызова рекурсивной функции. Механизм вызова 

функции или процедуры в языке высокого уровня существенно зависит от архи-

тектуры компьютера и операционной системы. В рамках архитектуры и операци-

онных систем IBM PC совместимых компьютеров этот механизм реализован че-

рез программный стек [9.3]. Как передаваемые в процедуру или функцию факти-

ческие параметры, так и возвращаемые из них значения, помещаются в про-

граммный стек специальными командами процессора — эти операции считаются 

базовыми в нашей модели вычислений. 

Для подсчета трудоемкости вызова в базовых операциях обслуживания стека 

напомним, что при вызове процедуры или функции в стек помещается адрес воз-

врата, состояние необходимых регистров процессора, состояние локальных ячеек 

вызывающей процедуры или функции, адреса возвращаемых значений и переда-

ваемые параметры. После этого выполняется переход по адресу на вызываемую 

процедуру, которая извлекает переданные фактические параметры, выполняет вы-

числения и помещает результаты по указанным в стеке адресам. При завершении 

работы вызываемая процедура восстанавливает регистры, локальные ячейки, вы-

талкивает из стека адрес возврата и осуществляет переход по этому адресу. Для 

анализа трудоемкости механизма вызова-возврата для рекурсивной процедуры 

введем следующие обозначения 

p  — количество передаваемых фактических параметров, 

k  — количество возвращаемых по адресной ссылке значений, 

r  — количество сохраняемых в стеке регистров, 

l  — количество локальных ячеек процедуры. 

Обозначим трудоемкость обслуживания рекурсивной процедуры на один 

вызов-возврат через  1Rf . Поскольку каждый объект в некоторый момент поме-

щается в стек, и в какой-то момент выталкивается из него, то трудоемкость об-

служивания рекурсивной процедуры в базовых операциях составит: 

    121  lrkpfR . (9.2.1) 
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Дополнительная единица в формуле (9.2.1) учитывает операции с адресом возвра-

та. Для рекурсивной функции мы должны дополнительно учесть еще одну ло-

кальную ячейку, через которую передается значение функции. Мы обозначим 

этот параметр через f , считая, что его значение равно единице, тогда трудоем-

кость на один вызов-возврат рекурсивной функции может быть определена сле-

дующим образом: 

     1,121  flfrkpfR . (9.2.2) 

Анализ трудоемкости рекурсивных алгоритмов в части совокупной трудо-

емкости самого рекурсивного вызова-возврата можно выполнять разными спосо-

бами в зависимости от того, как формируется итоговая сумма базовых операций 

— либо отдельно по цепочкам рекурсивных вызовов и возвратов, либо совокупно 

по вершинам дерева рекурсии. Формулы (9.2.1) и (9.2.2) отражают второй способ, 

заметим также, что если положить 0f  для рекурсивной процедуры в формуле 

(9.2.2), то она сводится к (9.2.1). 

Учет особенностей рекурсивной реализации в функциях ресурсной эф-

фективности программных реализаций алгоритмов. Суммарные ресурсы, тре-

буемые рекурсивной реализацией алгоритма, могут быть разделены на ресурсы, 

собственно связанные с решением задачи, и ресурсы, необходимые для организа-

ции рекурсии. При сравнительном анализе итерационной и рекурсивной реализа-

ции можно отметить, что особенность последней состоит как в наличии дополни-

тельных операций, организующих рекурсию, так и дополнительных затрат опера-

тивной памяти в области программного стека, для хранения информации о цепоч-

ке рекурсивных вызовов. При этом отметим, что эти затраты в ряде случаев оп-

равданы, например, рекурсивные алгоритмы, использующие метод декомпозиции, 

позволяют получить асимптотически более эффективные алгоритмы для целого 

ряда задач [9.4, 9.5]. Эта эффективность достигается в частности и за счет боль-

шего объема памяти в области программного стека, что должно быть обязательно 

учтено в комплексном критерии оценки качества алгоритмов. 

Оценка требуемой памяти в стеке может быть получена следующим образом: 

поскольку рекурсивные вызовы обрабатываются последовательно, то во временной 

динамике в области стека хранится не фрагмент дерева рекурсии, а только текущая 
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цепочка рекурсивных вызовов — унарный фрагмент этого дерева. Из этого следу-

ет, что требуемый объем памяти в области программного стека определяется не 

общим количеством вершин дерева рекурсии, а максимальной глубиной его листь-

ев. Очевидно, что вид и глубина рекурсивного дерева определяются как особен-

ностями самого алгоритма, так и характеристиками множества исходных данных. 

Обозначив через  DH R  максимальную глубину рекурсивного дерева, порождае-

мого данным алгоритмом на данном входе D , можно оценить требуемый объем 

программного стека, опираясь на реализацию механизма вызова функции. Пред-

полагая, в худшем случае, что параметры, передаваемые через стек, сохраняются 

в нем, то максимальный объем памяти в области стека может быть определен на 

основе (9.2.2) следующим образом 

       wRst llfrkpDHDV  1 , (9.2.3) 

где wl  — длина слова в байтах. 

Отметим также, что в отличие от объема памяти в области программного 

стека, требуемого для организации рекурсии, который зависит от максимальной 

глубины рекурсивного дерева, количество операций со стеком на один вызов-

возврат, задаваемое формулой (9.2.2), должно быть учтено в функции трудоемко-

сти для всех вызовов. Таким образом, получение функции трудоемкости в рекур-

сивной реализации требует определения общего количества вершин рекурсивного 

дерева. Если структура дерева такова, что оно является не только глубоким, но и 

«широким», то совокупные затраты на организацию рекурсии могут быть значи-

тельны. Трудоемкость тела рекурсивной функции или процедуры может быть по-

лучена на основе методов анализа итерационных алгоритмов (см., например, [9.1, 

9.4, 9.5]). Однако общая трудоемкость определяется числом порожденных вершин 

дерева рекурсии, кроме того, необходимо учесть, что в общем случае трудоем-

кость в разных вершинах может различаться, и определяться как данными, так и 

параметрами рекурсии. 

Анализ дерева рекурсии. При теоретическом построении ресурсных функ-

ций рекурсивного алгоритма необходимо учесть ряд ресурсных затрат и особен-

ностей рекурсивной реализации, а именно ресурсные затраты на обслуживание 

рекурсивных вызовов-возвратов, передачу параметров и возврат значений рекур-
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сивных функций (ресурсные затраты обслуживания рекурсии) и ресурсные затра-

ты в листьях дерева рекурсии, учитывающие специфику фрагмента останова. 

Учет этих особенностей при теоретическом анализе рекурсивных алгорит-

мов приводит к необходимости получить функциональные зависимости общего 

количества вершин дерева рекурсии и количества его внутренних вершин и ли-

стьев, от характеристик множества входных данных. Если мы можем определить 

ресурсные затраты в каждой вершине дерева, то суммируя мы получим ресурс-

ную функцию алгоритма в целом — это и есть основная идея метода подсчета 

вершин дерева рекурсии для анализа трудоемкости рекурсивных алгоритмов [9.6]. 

Первым этапом метода является исследование дерева рекурсии. В предпо-

ложении, что n  — длина входа алгоритма для классов NPRN , ; kmm ,1  — зна-

чение параметров входа для классов NPRPR,  ( nk  ), а D  — конкретный вход 

алгоритма, введем следующие обозначения для характеристик дерева рекурсии, 

порожденного рекурсивным алгоритмом: 

 DR  — общее количество вершин дерева рекурсии для входа D ; 

 DRV  — количество внутренних вершин дерева для входа D ; 

 DRL  — количество листьев дерева рекурсии для входа D ; 

 DH R  — максимальная глубина дерева рекурсии (максимальное по всем 

листьям дерева количество вершин в пути от корня дерева до листа), тогда оче-

видно, что справедливы соотношения 

      DRDRDR LV  ,     1 DRDH VR . 

Рассмотрим более подробно особенности функциональной зависимости общего 

числа вершин в дереве рекурсии для алгоритмов, принадлежащих различным 

классам по характеристическим особенностям множества исходных данных. В 

соответствие с определениями классов (см. гл. 4) имеем 

1. Класс N :      nDDnRDR  ; 

2. Класс PR :     kmmRDR ,1 ; 

3. Класс NPR :    kmmnRDR ,, 1 . 

Таким образом, основная задача при использовании этого метода состоит в 

теоретическом построении функций  DRV ,  DRL  и  DH R  — как функций от 
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характеристик множества входных данных в зависимости от принадлежности ал-

горитма к одному из основных классов. Дополнительный интерес, в смысле ана-

лиза дерева рекурсии, представляет информация об отношении количества листь-

ев к общему количеству вершин рекурсивного дерева. Эта характеристика отно-

сительной «ширины» нижнего уровня (уровня листьев) в дереве рекурсии 

    
 

  10,  DB
DR
DRDB L

L
L . (9.2.4) 

Значение  DBL  будет минимально для цепочки (унарного дерева), и будет воз-

растать при увеличении числа вершин, порожденных во внутренних вершинах 

дерева рекурсии. 

Получение функции трудоемкости методом подсчета вершин дерева 

рекурсии. Для рекурсивных алгоритмов трудоемкость решения конкретной зада-

чи включает в себя не только трудоемкость непосредственной обработки данных 

в теле рекурсивной функции, но и затраты на организацию рекурсии. Более точно, 

трудоемкость алгоритма A  на конкретном входе D  —  Df A  определяется тру-

доемкостью обслуживания дерева рекурсии, зависящей от общего количества его 

вершин, и трудоемкостью продуктивных вычислений, выполненных во всех вер-

шинах дерева рекурсии. В связи с этим обозначим через 

 DfR  — трудоемкость порождения и обслуживания дерева рекурсии, 

 DfC  — трудоемкость продуктивных вычислений алгоритма, 

и с учетом введенных обозначений получаем 

      DfDfDf CRA  . (9.2.5) 

Трудоемкость обслуживания дерева рекурсии может быть вычислена достаточно 

просто, а именно, если функция  DR  известна, и на обслуживание одного рекур-

сивного вызова затрачивается фиксированное количество базовых операций — 

 1Rf , определяемых, например, по формуле (9.2.2), то 

      1RR fDRDf  . (9.2.6) 

При подсчете трудоемкости продуктивных вычислений необходимо учесть, что для 

листьев рекурсивного дерева алгоритм будет выполнять непосредственное вычис-

ление значений, и эта трудоемкость отлична от трудоемкости во внутренних вер-
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шинах, следовательно, трудоемкость алгоритма при останове рекурсии должна 

быть учтена отдельно. В связи с этим обозначим через 

 DfCV  — трудоемкость вычислений во внутренних вершинах, 

 DfCL  — трудоемкость продуктивных вычислений в листьях дерева рекур-

сии, это приводит к определению  DfC  в виде 

      DfDfDf CLCVC  . (9.2.7) 

Обозначим через  1CLf  трудоемкость алгоритма при останове рекурсии, Заметим, 

что, как правило, значение  1CLf  может быть сравнительно легко получено, т. к. 

выражается фиксированным числом базовых операций. Зная количество листьев 

рекурсивного дерева, можно определить  DfCL  

      1CLLCL fDRDf  . (9.2.8) 

Во внутренних вершинах дерева рекурсии выполняются некоторые действия, свя-

занные с подготовкой параметров следующих рекурсивных вызовов и обработкой 

возвращаемых результатов. Трудоемкость такой обработки может зависеть как от 

обрабатываемых в этой вершине данных, так и от положения вершины в дереве 

рекурсии. С целью учета этой зависимости введем нумерацию внутренних вер-

шин, начиная с корня, по уровням дерева. Заметим, что число уровней внутрен-

них вершин в дереве на единицу меньше глубины рекурсии  DH R . Пусть m  есть 

номер уровня   1,1  DHm R , а k  — номер вершины на уровне  mKk ,1 , где 

 mK  — количество внутренних вершин на уровне m , заметим, что неполное де-

рево на уровне k  может содержать как внутренние вершины, так и листья. С уче-

том такой нумерации обозначим вершины дерева через 

    mKkDHmv Rmk ,1;1,1,  , 

при этом очевидно, что 

 
  

 DRV
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Обозначим трудоемкость продуктивных вычислений в вершине mkv  через 

 mkCV vf , тогда формула для трудоемкости продуктивных вычислений во внут-

ренних вершинах дерева рекурсии имеет вид 
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vfDf . (9.2.9) 

Заметим, что в случае, когда значения функции  mkCV vf  не зависят от номера 

вершины дерева рекурсии, т. е. трудоемкость продуктивных вычислений в вер-

шинах не зависит от данных, то, обозначая трудоемкость продуктивных вычисле-

ний для любой внутренней вершины дерева через  vfCV , имеем 

      vfDRDf CVVCV  . (9.2.10) 

Подставляя полученные результаты в формулу (9.2.5), окончательно полу-

чаем формулу для определения трудоемкости рекурсивного алгоритма на основе 

метода подсчета вершин дерева рекурсии в общем случае 
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vffDRfDRDf , (9.2.11) 

и в частном случае, когда трудоемкость продуктивных вычислений для любой 

внутренней вершины дерева рекурсии одинакова 

              vfDRfDRfDRDf CVVCLLRA  11 . (9.2.12) 

По аналогии с характеристикой  DBL  можно рассмотреть дополнительную 

характеристику трудоемкости рекурсивного алгоритма — долю операций обслу-

живания дерева рекурсии. Обозначая ее через  DFR  имеем 

    
 

  10,  DF
Df
DfDF R

A

R
R . (9.2.13) 

Значение  DFR  показывает насколько трудоемкость обслуживания дерева рекур-

сии значима в общей трудоемкости рекурсивного алгоритма. 

В заключении сформулируем этапы анализа трудоемкости рекурсивного ал-

горитма методом подсчета вершин дерева рекурсии 

1. Анализ порождаемого данным алгоритмом дерева рекурсии с целью по-

лучения теоретических зависимостей для характеристик дерева—  kmmnR ,, 1 , 

 kL mmnR ,, 1 ,  kV mmnR ,, 1 ,  kR mmnH ,, 1 , как функций от длины вхо-

да (n ) и/или характеристических особенностей множества входных данных. 

2. Определение трудоемкости обслуживания рекурсии на одни вызов-

возврат —  1Rf , например, по формуле (9.2.2). 
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3. Определение трудоемкости алгоритма при останове рекурсии —  1CLf . 

Если останов происходит при нескольких значениях аргумента, и трудоемкость 

вычисления в разных листьях различна, то необходим более детальный подсчет, 

но уже с учетом типов листьев в дереве рекурсии. 

4. Исследование трудоемкости продуктивных вычислений во внутренних 

вершинах дерева рекурсии — получение функции  mkCV vf . 

5. Получение функции трудоемкости рекурсивного алгоритма по формулам 

(9.2.11) или (9.2.12) в зависимости от поведения функции  mkCV vf . 

Некоторые замечания по поводу этого метода касаются особенностей ана-

лиза дерева рекурсии и функции  mkCV vf . Если анализируемое дерево является 

регулярным, то выполнение первого пункта метода не представляет особых труд-

ностей. Однако для алгоритмов с сильной параметрической зависимостью струк-

тура дерева плохо поддается формализации, и одним из подходов к анализу таких 

деревьев является введение обобщающего параметра, приводящего к оценке ха-

рактеристик дерева в среднем случае. Другая серьезная проблема анализа — по-

лучение функции  mkCV vf  в случае, если трудоемкость в вершине сильно зависит 

от данных. Ряд примеров анализа рекурсивных алгоритмов показывает, что для 

прямого определения  mkCV vf  приходится прибегать к достаточно тонким мето-

дам или специальной параметризации задачи. Одно из альтернативных решений 

состоит в том, что бы используя идеи амортизационного анализа [9.1], попытаться 

вместо аналитического задания функции  mkCV vf  получить ее сумму либо по 

уровням дерева, либо по всем внутренним вершинам. Некоторые примеры анали-

за трудоемкости рекурсивных алгоритмов с использованием этого метода и неко-

торых его модификаций будут приведены в разделе V. 

9.3. Метод рекуррентных соотношений 

Этот специальный метод анализа трудоемкости рекурсивных алгоритмов 

основан на очевидном предположении о том, что если сам алгоритм имеет рекур-

сивную структуру, то и функция его трудоемкости может быть описана аппаратом 

теории рекурсии. Идея метода состоит в получении рекуррентного соотношения, 

основанного на результатах анализа алгоритма и задающего функцию его трудо-
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емкости, и решения этого соотношения с помощью известных методов, например 

тех, которые изложены в [9.6]. Для этого метода не может быть предложена уни-

версальная формула, поскольку в каждом конкретном случае рекуррентное соот-

ношение для функции трудоемкости отражает специфику рекурсивного алгорит-

ма. Определенные обобщения могут быть сделаны для рекурсивных алгоритмов, 

разработанных по методу декомпозиции, и в ряде других частных случаев. 

Рассмотрим вначале этот метод в приложении к анализу трудоемкости ре-

курсивных алгоритмов, построенных на основе метода декомпозиции. Напомним, 

что идея метода состоит в разделении задачи на части меньшей размерности, по-

лучении решений для выделенных частей и объединении решений при возврате из 

рекурсивных вызовов. Если в алгоритме, при решении задачи размерностью n , 

происходит такое ее разделение, которое приводит к необходимости решения a  

подзадач размерностью bn  (b  является делителем n ), то функция трудоемкости 

имеет вид: 

        nUndbnfanf AA  , (9.3.1) 

где:  nd  — трудоемкость алгоритма разделения задачи на подзадачи, а  nU  — 

трудоемкость дополнительного алгоритма, объединяющего полученные решения. 

При этом для некоторой малой размерности задачи, т. е. при 0nn   возможно ее 

прямое (не рекурсивное) решение. Обозначив трудоемкость получения этого пря-

мого решения через  0nf A , получаем общую форму рекуррентного соотношения 

для функции трудоемкости алгоритмов, разработанных методом декомпозиции 
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Дополнительное уточнение касается трудоемкости организации рекурсии, кото-

рая должна быть учтена на каждом рекурсивном вызове. Эта трудоемкость может 

быть получена по формуле (9.2.1), и, сохраняя обозначение  1Rf , получаем 
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Еще один нюанс, серьёзно усложняющий получение решения, состоит в том, что 

размерность решаемой задачи должна быть целой. Поэтому, в общем случае, вме-
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сто bn  в качестве аргумента функции в (9.3.2) должна фигурировать целая часть 

частного с округлением вниз или вверх, т. е.  bn  или  bn . 

Рассмотрим, в качестве примера, известный алгоритм сортировки слиянием 

[9.1]. На каждом рекурсивном вызове переданный массив делится пополам, что 

дает оценку для функции     11 cnd  , далее рекурсивно вызывается сортиров-

ка полученных массивов половинной длины до тех пор, пока длина массива не 

станет равной единице. Массив единичной длины очевидно сортирован, и наши 

затраты состоят только в распознавании длины массива — мы затрачиваем на это 

2c  базовых операций. Возвращенные отсортированные массивы объединяются с 

трудоемкостью bna  , где коэффициенты определяются на основе анализа алго-

ритма слияния. Организация рекурсии на один вызов требует фиксированного 

числа операций   31 cfR  , и, используя (9.3.3), получаем рекуррентное соотноше-

ние для функции трудоемкости алгоритма сортировки слиянием 
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Рассмотрим еще одно обобщение для рекурсивных алгоритмов, понижаю-

щих размерность задачи на единицу при каждой рекурсии. При этом трудоем-

кость фрагмента алгоритма, сводящего задачу размерности n  к задаче размерно-

сти 1n  будем обозначать через  nfCV  — в терминологии деревьев рекурсии это 

есть трудоемкость обработки во внутренней вершине. Как и в предыдущем при-

мере будем предполагать, что останов рекурсии происходит при размерности 

0nn  , достаточно часто при 10 n . 

Сохраняя обозначения, введенные в параграфе 9.2, —  1CLf  для трудоемко-

сти останова рекурсии (при этом    01 nff ACL  ) и  1Rf  для трудоемкости об-

служивания рекурсии на один вызов/возврат, получаем 
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Приведем пример использования (9.3.4) для построения рекуррентного со-

отношения, задающего функцию трудоемкости алгоритма вычисления определи-

теля квадратной матрицы. Останов рекурсии происходит при 2n , и требует 
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фиксированного числа базовых операций — обозначим это число через 1c . Трудо-

емкость организации рекурсии на один вызов так же требует фиксированного 

числа операций   21 cfR  . Трудоемкость сведения задачи вычисления определи-

теля матрицы размерностью n  к задаче размерностью 1n  определяется числом 

элементов матрицы, и может быть представлена в виде [9.6] 

   dnbnanfCV  2 , 

где коэффициенты могут быть определены путем анализа трудоемкости фрагмен-

та сведения матрицы с использованием одного их методов, изложенных в главе 8. 

Подставляя полученные результаты в (9.3.4) мы получаем рекуррентное соотно-

шение, задающее функцию трудоемкости данного алгоритма 
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Решение может быть получено методами, изложенными, например, в [9.6]. 

Сравнивая оба изложенных метода анализа рекурсивных алгоритмов, мож-

но сказать, что метод подсчета вершин дерева рекурсии позволяет получить более 

детальную информацию о ресурсных затратах, в частности выделить общие за-

траты на организацию рекурсии и трудоемкость в листьях рекурсивного дерева. С 

другой стороны, метод рекуррентных соотношений требует только построения 

самого соотношения и решения его известными методами, и если детализация 

трудоемкости не требуется, то является, очевидно, более предпочтительным. 
 

Задачи и упражнения к главе 9 

 

9.1. При анализе трудоемкости вызова функции считается, что все локально 

описанные ячейки и массивы должны быть сохранены в программном стеке при 

рекурсивном вызове. Как измениться формула (9.2.1), если одномерный массив из 

n  элементов описан в некоторой процедуре как локальный? 

9.2. В смысле ресурсной эффективности рекурсивного алгоритма, какое де-

рево рекурсии является более предпочтительным — унарное дерево, содержащее 

n  вершин на n  уровнях, или 1n -арное дерево, содержащее корень и 1n  вер-

шину на втором уровне? 
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9.3. Будем рассматривать полные m -арные деревья. Получите формулу за-

висимости относительной ширины уровня листьев m -арного дерева глубиной n , 

т. е. получите функцию  mnBL ,  в явном виде, опираясь на ее определение — 

формулу (9.2.4). 

9.4. Как Вы считаете — доля операций обслуживания дерева рекурсии, зада-

ваемая формулой (9.2.13), будет расти или падать, если, зафиксировав общее коли-

чество вершин, изменять ширину дерева, и, следовательно, число его уровней? 
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Р А З Д Е Л  V  

Р А З Р А Б О Т К А  И  В Ы Б О Р  Э Ф Ф Е К Т И В Н Ы Х  А Л -

Г О Р И Т М О В  Н А  О С Н О В Е  

Р Е С У Р С Н О Г О  А Н А Л И З А  

Материал этого раздела содержит целый ряд иллюстративных примеров ре-

сурсно-эффективных компьютерных алгоритмов, начиная с алгоритмических ре-

шений для достаточно простых задач с фиксированной длиной входа. Далее изла-

гаются некоторые ресурсно-эффективные алгоритмические решения для задач с 

переменной длиной входа, включая обоснование рекомендаций по рациональному 

выбору алгоритмов. Изложение ресурсно-эффективных комбинированных алго-

ритмических решений в последней главе этого раздела призвано продемонстри-

ровать применение теоретического аппарата к решению ряда практически значи-

мых задач. 

Г Л А В А  1 0 .  

П Р И М Е Р Ы  Э Ф Ф Е К Т И В Н Ы Х  А Л Г О Р И Т М О В  Д Л Я  

З А Д А Ч  С  Ф И К С И Р О В А Н Н О Й  Д Л И Н О Й  В Х О Д А  

Введение 

Достаточно простые задачи с фиксированной длиной входа, используемые в 

этой главе как «модельные» примеры, позволяют, тем не менее, продемонстриро-

вать возможность разработки «веера» алгоритмов их решения, обладающих раз-

личными ресурсными характеристиками. Для всех алгоритмов этой главы приво-

дится детальный анализ трудоемкости и емкостной эффективности, на основе ко-

торого, в практике программирования, можно принимать обоснованные решения 

по их выбору. 

 

10.1. Обмен содержимого ячеек 
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Рассмотрим очень простую задачу, два разных алгоритма решения которой 

представляют собой характерную пару в аспекте изучения ресурсной эффективно-

сти. Это задача обмена содержимого двух ячеек, часто используемая как фрагмент 

многих других алгоритмов, например, алгоритмов сортировки. Первый алгоритм, 

назовем его Swap_A1, использует для обмена одну дополнительную ячейку памяти: 
Swap_A1 (a, b) 
 t  b     1 
 b  a     1 
 a  t     1 
Return (a, b) 
End. 

Справа в каждой строке приведено число базовых операций, задаваемых 

данной строкой в записи алгоритма. Такая информация будет приводиться и далее 

для всех обсуждаемых алгоритмов. Любой вход D  для этой задачи всегда состоит 

из двух ячеек, а трудоемкость (без трудоемкости вызова/возврата процедуры) и 

функция объема дополнительной памяти алгоритма Swap_A1 имеют вид: 

   31 Df A ,   11 DVA . (10.1.1) 

Алгоритмически задача становится более интересной, если критерий емко-

стной эффективности является значимым. Можно ли предложить алгоритм обме-

на, не использующий дополнительную ячейку? Алгоритм Swap_A2 дает положи-

тельный ответ на этот вопрос, а его запись имеет вид: 
Swap_A2 (a, b) 
 b  a+b     2 
 a  b-a     2 
 b  b-a     2 
Return (a, b) 
End. 

Функции трудоемкости и объема дополнительной памяти для алгоритма 

Swap_A2 имеют вид: 

   62 Df A ,   02 DVA . (10.1.2) 

Необходимо отметить, что алгоритм Swap_A2 накладывает некоторые ограниче-

ния на значения в ячейках, связанные с вычислением суммы, но в программной 

реализации эти ограничения можно снять, используя вместо операций сложения и 

вычитания операцию сложения по модулю два. 
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Автор надеется, что читателям очевидна принадлежность алгоритмов 

Swap_A1 и Swap_A2 к классу C  в типе cL , а вот по объему дополнительной памяти 

они относятся к классам VC  и 0V  соответственно. 

Из (10.1.1) и (10.1.2) следует, что отсутствие дополнительной ячейки памяти 

«стоило» нам трех дополнительных операций. Рассмотрение этих двух алгорит-

мов с точки зрения критерия ресурсной эффективности приводит к постановке 

следующего вопроса — оправдано ли такое увеличение трудоемкости экономией 

одной ячейки памяти? В общем случае ответ не очевиден, до тех пор, пока неиз-

вестны веса ресурсных характеристик в комплексном критерии оценки качества 

алгоритма. С другой стороны понятно, что эти веса отражают особенности про-

блемной области, для которой разрабатываются программные средства, и, в конце 

концов, определяются техническим заданием на разработку. Рассмотренная си-

туация очень характерна в области разработки эффективных алгоритмов, по-

скольку для целого ряда задач возможна разработка таких алгоритмов, которые за 

счет значительного увеличения объема дополнительной памяти позволяют улуч-

шить временную эффективность. Очевидно, что в этом случае задача выбора ра-

ционального алгоритма определяется соотношением требуемых и имеющихся в 

наличии вычислительных ресурсов. 

10.2. Умножение комплексных чисел 

Рассмотрим задачу умножения двух комплексных чисел, действительные и 

мнимые части которых заданы действительными числами. Произведение вычис-

ляется по известной формуле 

        higbcadibdacdicbia  , 

  bdacg  ,  bcadh  . (10.2.1) 

Нашей задачей является обоснование, путем сравнительного пооперационного 

анализа, рационального выбора одного из двух алгоритмов, выполняющих вычис-

ление значений g  и h  за четыре и за три операции умножения. Непосредственное 

использование формулы (10.2.1) приводит к алгоритму MultC_A1, вычисляющему 

произведение двух комплексных чисел за четыре операции умножения: 
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MultC_A1 (a, b, c, d; g, h) 
 g  a*c - b*d   4 
 h  a*d + b*c   4 
Return (g, h) 
End. 

Элементарным подсчетом определятся, что для любого входа D , состоящего 

для этой задачи всегда из четырех чисел, пооперационная трудоемкость алгоритма 

MultC_A1 составляет: 

    41  Df A ,    21  Df A ,    21  Df A , (10.2.2) 

где в нижнем индексе в скобках указаны операции из набора базовых операций 

принятой модели вычислений (см. § 2.5), а суммарная трудоемкость   81 Df A . 

Небольшие алгебраические преобразования, аналогичные подходу, исполь-

зованному А. А. Карацубой при разработке рекурсивного алгоритма умножения 

длинных целых чисел [10.1], позволяют получить другой алгоритм, выполняю-

щий при вычислении значений g  и h  только три операции умножения. Запись ал-

горитма MultC_A2 имеет вид: 
MultC_A2 (a, b, c, d; g, h) 
 z1c*(a + b)   3 
 z2b*(d + c)   3 
 z3a*(d - c)   3 
 gz1 - z2    2 
 hz1 + z3    2 
Return (g, h) 
End. 

Аналогично определятся, что для любого входа D  пооперационная трудо-

емкость алгоритма MultC_A2 составляет: 

    32  Df A ,    52  Df A ,    52  Df A , (10.2.3) 

а суммарная трудоемкость   132 Df A . 

Алгоритмы MultC_A1 и MultC_A2 имеют фиксированную длину входа, и за-

даваемое ими число базовых операций не зависит от числовых значений, таким 

образом, оба алгоритма принадлежат к типу cL , и классу C  в этом типе. 

По суммарной трудоемкости алгоритм MultC_A2 уступает алгоритму 

MultC_A1 более чем в полтора раза, однако в реальных процессорах операция ум-

ножения требует большего времени в среднем, чем операция сложения. В этом 

предположении, используя результаты пооперационного анализа, можно ответить 
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на вопрос, при каких условиях (по соотношению времен выполнения базовых опе-

раций) программная реализация алгоритма MultC_A2 будет предпочтительнее реа-

лизации алгоритма MultC_A1? Введем с этой целью коэффициенты q  и r , устанав-

ливающие соотношения между средними временами выполнения механизмом реа-

лизации операции сложения, и операций умножения и присваивания. Используя 

коэффициенты q  и r  можно привести временные оценки программных реализаций 

алгоритмов к времени выполнения операции сложения/вычитания —  t : 

     1,   qtqt ,     1,   rtrt , 

где  t  — время умножения, а  t  — время операции присваивания. Тогда при-

веденные к  t  временные оценки программных реализаций алгоритмов на основе 

(10.2.2) и (10.2.3) имеют вид 

         rqttrttqtA 2242241   , 

         rqtrttqttA 5535532   . 

Равенство времен будет достигнуто при условии 

 rqrq 553224  , 

откуда 

 rq 33 , 

и, следовательно, при rq 33  программная реализация алгоритма A2 будет ра-

ботать более эффективно. Таким образом, если среда программной реализации 

алгоритмов (тип данных, язык программирования, обслуживающий его компиля-

тор и компьютер) такова, что порождаемое этой средой время выполнения опера-

ции умножения, например, для действительных чисел, более чем втрое превышает 

время их сложения, то в предположении, что значение 1r , (вполне реальное 

соотношение для языков программирования высокого уровня), более предпочти-

тельным для реализации является выбор алгоритма MultC_A2. По поводу времен 

выполнения операций необходимо сделать следующее замечание — поскольку в 

зависимости от машинного алгоритма реализации операций умножения и сложе-

ния/вычитания и особенностей их конвейеризации время выполнения этих опера-

ций для различных операндов может изменяться, то для выбора рационального 
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алгоритма необходимо использовать экспериментально определенное среднее 

время выполнения операций. 

Этот простой пример показывает, что принятие решения о рациональном 

выборе иногда требует применения «тонких» методов исследования — в данном 

случае — пооперационного анализа. Конечно, выигрыш во времени пренебрежи-

мо мал, если мы умножаем только два комплексных числа, однако, если этот ал-

горитм является частью сложной вычислительной задачи с комплексными числа-

ми, требующей достаточно большого количества умножений, то выигрыш может 

быть ощутимым. Оценка такого сокращения на одно умножение комплексных чи-

сел следует из только что проведенного анализа 

     trqt 33 , rq 33 . 

Очевидно, что метод пооперационного анализа является более трудоемким, 

однако его использование позволяет получить более детальные сведения об ис-

следуемом алгоритме. Заметим, что метод опирается на предположение о том, что 

времена выполнения отдельных базовых операций известны. Поскольку общий 

способ экспериментального получения этих времен не учитывает реальные опе-

рационные потоки, которые порождаются исследуемыми алгоритмами, то такие 

особенности архитектуры процессора, как наличие стека и конвейера в этом под-

ходе не могут быть полностью учтены. 

10.3. Поиск максимального из трех чисел 

Рассмотрим задачу поиска максимального значения из трех чисел, посту-

пающих на вход алгоритма. Для этой задачи также существует несколько алго-

ритмов решения, различающихся ресурсной эффективностью. Выбор рациональ-

ного алгоритма будем осуществлять по критерию минимума трудоемкости в 

среднем случае. Выбор этого критерия приводит к необходимости применения 

метода вероятностного анализа для исследования трудоемкости алгоритмов ре-

шения этой задачи. 

Первое рассматриваемое алгоритмическое решение — использовать стан-

дартный алгоритм поиска максимума в массиве и развернуть цикл сравнений. За-

пись алгоритма имеет вид: 
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MaxABC_A1(a, b, c; max) 
 max  a     1 
 If b > max    1 
  then 
   max  b   1*pb 
 If c > max    1 
  then 
   max  c   1*pc 
Return (max) 
End 

Метод вероятностного анализа предполагает определение вероятностей 

cb pp ,  при условии, что известен закон распределения, которому подчиняются 

входные данные. При допущении о равно вероятности всех входов из AD  получа-

ем, что вероятность того, что второе значение (b ) больше первого ( a ) — bp  равна 

21 , а вероятность того, что максимальным является третье число ( c ) — cp  равна 

31 . Таким образом, с учетом трудоемкости в строках алгоритма, получаем трудо-

емкость алгоритма MaxABC_A1 в среднем 

  
6
53

3
111

2
11111 Df A . (10.3.1) 

Читатели без труда могут получить трудоемкость этого алгоритма для лучше-

го и худшего случаев, что позволит убедиться в том, что этот алгоритм принадлежит 

к типу cL  и классу PR , параметрическая зависимость трудоемкости определяется 

числовыми значениями и порядком расположения чисел на входе алгоритма. Нера-

циональные действия этого алгоритма для некоторых входов очевидны — если 

третье число максимально, то нет необходимости выполнять две лишних операции 

присваивания. Новая идея заключается в том, чтобы вначале на основе сравнений 

определить максимальное значение, а затем выполнить присваивание. Реализация 

этой идеи приводит к алгоритму MaxABC_A2, запись которого имеет вид: 
MaxABC_A2(a, b, c; max) 
 If a > b     1 
  then  
   If a > c   1*pab 
    then 
     max  a 1*pab*pac 
    else 
     max  c 1*pab*pca 
   end If 
  else 
   If b > c   1*pba 
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    then 
     max  b 1*pba*pbc 
    else 
     max  c 1*pba*pcb 
   end If 
 end If 
Return (max) 
End 

В строках справа через abp  обозначена вероятность того, что значение a  

больше, чем значение b , а через bap  — обратная вероятность. Остальные обозна-

чения введены по аналогии. Трудоемкость в среднем алгоритма MaxABC_A2 может 

быть получена, если будут определены вероятности переходов на блоки then и 

else в соответствующих конструкциях ветвления. 

Исходя из предположения о равно вероятности всех входов из AD  можно 

показать, что вероятность того, что число a  больше, чем число b  равна 21 . Ре-

зультат аналогичен и для других возможных пар, таким образом 

 
2
1

 cbbccaacbaab pppppp , 

что позволяет вычислить методом вероятностного анализа трудоемкость алгорит-

ма MaxABC_A2 в среднем 

   3
4
1

4
1

2
1

4
1

4
1

2
112 Df A . (10.3.2) 

Более внимательный взгляд на алгоритм MaxABC_A2 позволят получить бо-

лее значимый результат, а именно: для любых входов из AD  этот алгоритм всегда 

выполняет три базовых операции. Таким образом, алгоритм принадлежит к типу 

cL  и классу С . Обратим внимание на интересный факт — два разных алгоритма 

решения одной задачи принадлежат к различным классам. 

Рассматривая общий критерий ресурсной эффективности алгоритмов, по-

пробуем понять, что есть «плата» за снижение трудоемкости в среднем? Алго-

ритм MaxABC_A2 содержит три операции сравнения и четыре операции присваива-

ния, а алгоритм MaxABC_A1 — два сравнения и три присваивания, таким образом, 

более длинный текст записи алгоритма MaxABC_A2 порождает более длинный про-

граммный код. Платой за улучшение трудоемкости является увеличение затрат 

памяти в области программного кода. 
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Может ли быть улучшен результат, задаваемый формулой (10.3.2)? Сле-

дующие рассуждения показывают, что мы получили алгоритм, оптимальный по 

трудоемкости. Поскольку максимальное значение должно быть помещено в от-

дельную ячейку памяти, то любой алгоритм будет содержать как минимум одну 

операцию присваивания, а для выбора одного из трех значений необходимо, как 

минимум, два бинарных сравнения, но алгоритм MaxABC_A2 как раз и выполняет 

для любого входа два сравнения и одно присваивание. 

С точки зрения требуемого объема дополнительной памяти оба алгоритма 

одинаковы 

     021  DVDV AA , 

и относятся к классу 0V . 

Этот, пока еще «модельный», пример, тем не менее, показывает, что раз-

личные компоненты общего критерия ресурсной эффективности находятся в «об-

ратно пропорциональной» зависимости — улучшение одного критерия оценки 

качества алгоритма, как правило, оплачивается некоторым ухудшением другого 

— такого рода ситуации будут нам встречаться достаточно часто. 

 

10.4. Сортировка трех чисел по месту 

Рассмотрим следующую, на первый взгляд так же простую задачу. Исход-

ными данными являются три произвольных числа, реально — адреса этих чисел. 

Необходимо отсортировать эти числа по возрастанию и возвратить результат «по 

месту», т. е. результат должен быть расположен в тех же ячейках, что и исходные 

числа. Может быть предложено несколько различных алгоритмов решения с раз-

личными ресурсными характеристиками. Цель этого небольшого исследования — 

получить алгоритм с оптимальной трудоемкостью в среднем случае. 

Рассмотрим вначале алгоритм, решающий данную задачу с помощью срав-

нений пар чисел и соответствующих перестановок. Фактически это реализация 

метода «пузырька» для трех чисел. Запись алгоритма SortABC_A1, реализующего 

этот метод, выглядит следующим образом: 
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SortABC_A1(a, b, c) 
 If a>b     1 
  then (обмен a и b) 3 
   t  a 
   a  b 
   b  t 
 If b>c     1 
  then (обмен b и c) 3 
   t  b 
   b  c 
   c  t 
 If a>b     1 
  then (обмен a и b) 3 
   t  a 
   a  b 
   b  t 
Return (a, b, c) 
End 

Для анализа трудоемкости этого алгоритма воспользуемся методом классов 

входных данных. Действительно, множество всех допустимых входов достаточно 

велико, и определяется всеми возможными тройками чисел, представляемых в 

выбранном формате данных. Даже для целых чисел без знака длиной два байта 

   48316 22 AD , 

но трудоемкость алгоритма зависит не от значений чисел, а от соотношений меж-

ду ними в смысле арифметических сравнений. Введем условное обозначение «1» 

для минимального значения, «3» для максимального, и «2» для промежуточного. 

Очевидно, что все множество входов разбивается при этом на 6!3   классов вход-

ных данных, и трудоемкость алгоритма для любого входа из каждого класса оди-

накова. Введем следующие обозначения классов входных данных (см. табл. 10.1), 

которые соответствуют шести различным соотношениям по арифметическому 

сравнению между тремя числами. 

Таблица 10.1 

 a  b  c  

1D  1 2 3 

2D  1 3 2 

3D  2 1 3 

4D  2 3 1 

5D  3 1 2 

6D  3 2 1 
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Трудоемкости для различных классов могут быть получены на основе ана-

лиза выполнения тех ветвей алгоритма, которые задействованы при обработке 

входов, соответствующих данному классу. В результате получаем: 

       ,6,6,3 312111  DfDfDf AAA  

       12,9,9 615141  DfDfDf AAA , (10.4.1) 

таким образом, лучшим случаем является любой вход из класса 1D , при этом 

  31  Df A , а худшим — любой вход из класса 6D , для которого   121  Df A . Тру-

доемкость в среднем может быть получена, если задана вероятность появления 

входов, относящихся к различным классам. В предположении, что эти вероятно-

сти одинаковы, с учетом (10.4.1) получаем 

    
2
171299663

6
1

1 Df A . (10.4.2) 

Полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что алгоритм 

SortABC_A1 относится к типу CL  и классу PR  в этом типе, при этом параметри-

ческая зависимость определяется взаимными соотношениями между числами по 

операции арифметического сравнения. Одна дополнительная ячейка, требуемая 

алгоритмом SortABC_A1, обуславливает его принадлежность к классу VC  по до-

полнительной памяти. 

Разработка оптимального по трудоемкости алгоритма должна базироваться 

на очевидном предположении, что вход из каждого класса обрабатывается за ми-

нимально возможное число операций. Таким образом, необходимо используя 

сравнения, определить принадлежность входа к одному из шести классов, и по-

строить оптимальный фрагмент обмена ячеек, сортирующий данный вход. 

Основная идея состоит в использовании кольцевого сдвига для входов из 

классов 4D  и 5D , что позволяет выполнить сортировку за 4 операции (без трудо-

емкости определения класса). Заметим, что такой подход приводит только к од-

ному обмену содержимого ячеек для класса 6D , в котором алгоритм SortABC_A1 

выполнял три обмена. Запись алгоритма SortABC_A2, реализующего эти идеи, 

имеет вид 
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SortABC_A2(a, b, c) 
 If a>b 
  then 
   If b>c 
    then (класс «321» - обмен 3 и 1 местами f=2+3=5) 
     t  a 
     a  c 
     c  t 
    else 
     If a>c 
      then (класс «312» - кольцевой обмен f=3+4=7) 
       t  a 
       a  b 
       b  c 
       c  t 
      else (класс «213» - обмен 2 и 1 местами f=3+3=6) 
       t  a 
       a  b 
       b  t 
     end If 
   end If 
  else 
   If b>c 
    then 
     If a>c 
      then (класс «231» - кольцевой обмен f=3+4=7) 
       t  c 
       c  b 
       b  a 
       a  t 
      else (класс «132» - обмен 3 и 2 f=3+3=6) 
       t  b 
       b  c 
       c  t 
     end If 
    else (класс «123» - без обменов f=2+0=2) 
   end If 
 end If 
Return (a, b, c) 
End 

В приведенных внутри текста алгоритма комментариях в записи типа 

f=3+4=7 первое слагаемое есть трудоемкость идентификации класса входных 

данных, а второе — трудоемкость собственно сортировки. Трудоемкость алго-

ритма SortABC_A2 для различных классов определяется на основании анализа 

текста алгоритма (см. комментарии), и составляет 

       ,6,6,2 322212  DfDfDf AAA  

       5,7,7 625242  DfDfDf AAA , (10.4.3) 
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таким образом, лучшим случаем для алгоритма SortABC_A2 является любой вход 

из класса 1D , при этом   22  Df A , а худшим — любые входы из классов 4D  и 5D , 

для которых   72  Df A . Трудоемкость в среднем, в предположении о равной веро-

ятности входов из любого класса, рассчитывается на основе (10.4.3), и составляет 

    
2
15577662

6
1

2 Df A . (10.4.4) 

Полученный результат не означает, что при каждом запуске данного алго-

ритма экспериментально определенная трудоемкость будет определяться форму-

лой (10.4.4). Боле того, эта трудоемкость вообще никогда не будет равна указан-

ному значению, поскольку функция трудоемкости для конкретного входа есть це-

лое положительное число. Формула (10.4.4) есть теоретически полученное мате-

матическое ожидание функции трудоемкости этого алгоритма, как дискретной 

ограниченной случайной величины. Этот результат был получен методом вероят-

ностного анализа классов входных данных, и при его экспериментальном под-

тверждении на основе выборочных средних значений трудоемкости не надо забы-

вать, что он получен в предположении о равной вероятности появления входов, 

принадлежащих любому из шести исследованных классов. 

Полученные результаты позволяют отнести алгоритм SortABC_A2 к типу CL  

и классу PR  для этого типа, и так же, как и алгоритм SortABC_A1 он относится к 

классу VC  по дополнительной памяти. Кроме того отметим, что алгоритм 

SortABC_A2 обладает меньшим размахом варьирования значений трудоемкости. 

С точки зрения теории ресурсной эффективности возникает резонный во-

прос — за счет чего в алгоритме SortABC_A2 удалось снизить трудоемкость в 

среднем? Внимательный читатель наверняка уже знает ответ — более длинный 

текст записи SortABC_A2 порождает более длинный программный код. Таким об-

разом, и в этом случае, как и в предыдущем примере, платой за снижение трудо-

емкости является увеличение затрат памяти в области программного кода. 

Еще один вопрос, оставшийся пока без ответа — это доказательство опти-

мальности алгоритма SortABC_A2 по трудоемкости. Может ли быть предложен 

иной алгоритм, имеющий трудоемкость в среднем, лучшую, чем 
2
15  базовых опе-
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раций? Обоснуем отрицательный ответ на этот вопрос, при условии, что принятая 

модель вычислений и введенные базовые операции остаются неизменными. Мож-

но рассуждать следующим образом — определение принадлежности входа к од-

ному из шести классов невозможно сделать за два сравнения, это следует из рас-

смотрения бинарного дерева сравнений. Полное бинарное дерево глубиной три 

содержит восемь листьев, а дерево глубиной два — только четыре, поэтому би-

нарное дерево с шестью листьями имеет глубину три, более корректно 

   36log2min h . 

Наличие только шести листьев позволяет не строить полное бинарное дерево глу-

биной три, однако при этом не более чем два класса могут быть идентифицирова-

ны только за два сравнения. Но именно такое бинарное дерево сравнений и реали-

зует алгоритм SortABC_A2. В принятой модели вычислений обмен содержимого 

ячеек требует минимум трех операций, а кольцевой сдвиг содержимого трех ячеек 

не может быть реализован быстрее, чем за четыре присваивания. Таким образом, 

алгоритм выполняет минимальное число базовых операций для любого входа из 

каждого класса входных данных, и, следовательно, он оптимален по трудоемко-

сти для любого входа. Сказанное относится к общему случаю задачи сортировки 

трех чисел — т. е. к случаю, когда эти числа различны. Частные случаи, когда ка-

кие-либо два или все три числа равны между собой, предоставляются читателям 

для самостоятельного рассмотрения. 

Отметим, что в чистом виде эта задача, конечно, не представляет интереса 

для программистов, но она может быть использована как составная часть при по-

строении ресурсно-эффективных комбинированных алгоритмических решений. 

Например, алгоритм SortABC_A2 совместно с алгоритмом сортировки двух чисел 

может быть использован как компонент комбинированного алгоритма сортировки 

для останова рекурсии в модифицированном алгоритме сортировки слиянием. 

10.5. Возведение числа в целую степень 

Еще одна задача, принадлежащая типу cL , алгоритмы решения которой 

имеют фиксированную длину входа, — задача о возведении числа в целую сте-

пень, т. е. вычисление значения mxy   для целого неотрицательного значения m . 
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Рассмотрим примитивное решение этой задачи, которое использует последова-

тельное умножение. Запись алгоритма Pow_A1 выглядит следующим образом 
Pow_A1 (x, m; y) 
 y  1     1 
 For i  1 to m  1+3m 
  y  y*x    2m 
Return (y) 
End. 

Поскольку операция умножения является базовой, то значение x  не влияет 

на трудоемкость (хотя, вполне возможно, влияет на время выполнения программ-

ной реализации). На основании построчного анализа записи алгоритма элемен-

тарно определяется его трудоемкость 

       25, 111  mmfmxfDf AAA , (10.5.1) 

и принадлежность к классу PR  в типе cL . Если рассматривать число значащих 

бит — n  в двоичном представлении числа m , то очевидно, что 

      n
AA nfmf 211  , 

и, следовательно, алгоритм Pow_A1 принадлежит подклассу expPR , т.е. парамет-

рическая зависимость функции трудоемкости является экспоненциальной по чис-

лу бит параметра. Одна дополнительная ячейка, требуемая счетчиком цикла, обу-

славливает принадлежность алгоритма Pow_A1 к классу VC  по дополнительной 

памяти. 

Вполне возможно, что для небольших значений m  алгоритм Pow_A1 вполне 

применим, однако в области алгоритмического обеспечения ряда криптосистем, 

базирующихся на результатах теории чисел, например RSA  [10.1] требуются ал-

горитмы, решающие эту задачу за приемлемое время для очень больших значений 

показателя. Так, например, в криптосистеме RSA  рекомендуемое значение 
7682m  [10.1]. В этом случае используется быстрый алгоритм возведения в сте-

пень методом последовательного возведения в квадрат [10.2], детальный анализ 

которого представляет определенный интерес. Идея состоит в рассмотрении дво-

ичного представления числа m  и вычисления четных степеней x  путем повтор-

ного возведения в квадрат [10.2]. Пусть, например, 11m , тогда вычисления идут 

по схеме 
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 5511 xxxx  , 1,, 2225  xxxxxxxxx , 

а рекуррентное соотношение, определяющее степень m  числа x  имеет вид 
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На основе (10.5.2) можно записать рекуррентное соотношение, определяющее ре-

курсивно заданную функцию   mxmxf , : 
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Соотношение (10.5.3) позволяет разработать рекурсивный алгоритм в виде проце-

дурно реализованной рекурсивной функции Pow_A2(x,m) (справа, как обычно, 

указано количество базовых операций в строке). Поскольку для нечетных чисел 

стандартная операция целочисленного деления отбрасывает остаток, т. е. 

   0,12,2div12div  kkmkmm , 

то можно избежать вычитания единицы из m  для нечетных чисел. 
Pow_A2(x,m) 
 If (m=0)(проверка останова рекурсии) 1 
  then 
   F  1 (останов рекурсии) 1 
  else 
   If (m mod 2)=0 (проверка четности) 2 
    then  (m — четно) 
     z  Pow_A2(x, m div 2) 2 
     Pow_A2  z*z 2 
     (квадрат результата)  
    else (m — нечетно) 
     z  Pow_A2(x, m div 2) 2 
     Pow_A2  x*z*z 3 
     (умноженный на x квадрат результата) 
   end if 
 end if 
Return (Pow_A2) 
End. 

Данный рекурсивный алгоритм также относится к классу PR . Определим 

его принадлежность к подклассу класса PR . В целях анализа этого алгоритма бу-

дем использовать специальные функции, —  m , значением которой является 

общее количество разрядов в двоичном представлении числа m , и функции  m1  



261 
и  m0 , задающие количество единиц и нулей в этом представлении [10.3]. Рас-

смотрим действительную длину входа алгоритма — количество значащих бит n , 

в двоичном представлении числа m ,  mn  . Поскольку каждый рекурсивный 

вызов при делении на два уменьшает на единицу количество бит степени, то тру-

доемкость алгоритма определяется количеством бит на входе 

       mnnf A 22 log , 

и, следовательно, алгоритм принадлежит подклассу plPR . 

Трудоемкость этого алгоритма может быть получена методом подсчета вер-

шин рекурсивного дерева. Метод изложен в главе 9, ряд примеров применения ме-

тода читатель может найти в [10.3]. Дерево рекурсии, порождаемое данным алго-

ритмом, представляет собой унарное дерево — цепочку с одним листом, и количе-

ством внутренних вершин равным  m . Таким образом, вызов данного алгоритма 

со значением m  порождает дерево рекурсии со следующими характеристиками 

       2log1 2  mmmR ,         mmmmRV 01  , 

   1mRL ,      1 mmH R ,. (10.5.4) 

где  mR  — общее число вершин,  mRV  — число внутренних вершин,  mRL  — 

число листьев порожденного дерева рекурсии, а  mH R  — его глубина. В соот-

ветствии с методом подсчета вершин дерева рекурсии определим вначале трудоем-

кость функции F(x,m) на один вызов/возврат —  1Rf . Поскольку функция F(x,m) 

передает два параметра ( 2p ), мы предполагаем, что в стеке сохраняются значе-

ния четырех регистров ( 4r ), одно значение возвращается через имя функции 

( 1f ), и функция F(x,m) имеет одну локальную переменную z ( 1l ), то 

     181114221 Rf , 

и, следовательно, с учетом (10.5.4) затраты на обслуживание рекурсии составляют 

          1811  mfmRmf RR . 

Трудоемкость останова рекурсии включает в себя одно сравнение и одно при-

сваивание, таким образом   21 CLf , и трудоемкость в листьях равна 

       2211  CLLCL fmRmf .  
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Во внутренних вершинах дерева (фрагмент рекурсивного вызова) выполняется 

  7vfCV  или   8vfCV  операций, в зависимости от того, четным или нечетным 

является текущий аргумент функции (младший бит равен 0  или 1), следователь-

но, трудоемкость во внутренних вершинах равна 

      mmmfCV 01 78  .  

Объединяя все компоненты, получаем 

         207818 012  mmmmf A . (10.5.5) 

Определим трудоемкость алгоритма для лучшего и худшего случаев. При 

этом мы должны рассматривать фиксированную битовую длину входа алгоритма, 

т. е. те значения m , при которых функция   constm  . Обозначим   nm  , и 

рассмотрим значения m , которые доставляют минимальное и максимальное зна-

чение функции  m1  при   nm  . Точкам экстремума функции  m1  соответ-

ствуют значения аргумента 12  nm  и 12  nm . В случае если 12  nm  (только 

старший бит двоичного представления числа m  равен единице),   11  m , и 

      212520171818:2  nnnnmmf A , (10.5.6) 

а в случае если 12  nm  (все биты числа m  равны единице),   nn 1 , тогда 

    202620818:2  nnnnmmf A . (10.5.7) 

Заметим, что для данного алгоритма функция трудоемкости не является монотон-

но возрастающей. Рассмотрим 12  nm , тогда nm 21 , в этом случае 

         ,11,,11, 11  mnmnmnm  

и, следовательно 

       4625211251,2026 22  nmmfnmf AA , 

что влечет    122  mfmf AA  при 272m . 

Если показатель степени заранее не известен, то трудоемкость в среднем, в 

предположении, что представление числа m  занимает n  значащих двоичных раз-

рядов, задается формулой [10.3] 

    5,205,25:2  nnmmf A . (10.5.8) 

Таким образом, трудоемкость быстрого алгоритма возведения в степень линейно 

зависит от количества бит в двоичном представлении показателя степени. 
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Для получения оценки емкостной эффективности используем функцию 

 mH R . Данный алгоритм использует одну локальную ячейку для хранения зна-

чения z , и, в соответствии с методикой, описанной в [10.3], наибольший объем 

памяти в области стека составит 

        mHmHmV RRst  911142 , 

подставляя  mH R  из (10.5.4) получаем емкостную эффективность алгоритма 

         18log99 22  mmHmVmV stA , (10.5.9) 

что позволяет, определить ресурсную сложность алгоритма в худшем случае 

      mmmс 22 log,log  . 

Понятно, что доля операций обслуживания рекурсии в алгоритме Pow_A2 

значительна, и, следовательно, коэффициент при главном порядке в функции тру-

доемкости может быть улучшен при переходе от рекурсивной реализации к про-

цедурной. При этом повторным возведением в квадрат вычисляются значения 

степеней числа x , соответствующие двоичному представлению показателя. 

Пусть, например, 11n , тогда 12811 xxxx  , причем вычисления идут по схеме: 
4482242 ,, xxxxxxxxx  . Алгоритмическая реализация этой идеи требует 

последовательного выделения битов числа m , возведения значения x  в квадрат и 

умножения y  на те двоичные степени x , для которых в двоичном разложении m  

присутствует единица. Мы получаем алгоритм Pow_A3, запись которого имеет вид 
 
Pow_A3(x, m; y) 
 z  x     1 
 y  1     1 
 Repeat 
  If (m mod 2) = 1 2*(m) 
   then («1» в текущем разряде) 
    y  y*z  2*1(m) 
     (умножение на текущую степень x) 
  end If 
  z  z*z    2*(m) 
  (повторное возведение в квадрат) 
  m  m div 2  2*(m) 
  (переход к следующему разряду) 
 Until m = 0    1*(m) 
Return (y) 
End. 
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Получим точную функцию трудоемкости данного алгоритма, используя 

введенные выше обозначения для специальных функций: 

               227212222 113  mmmmnf A .  

  (10.5.10) 

Количество проходов цикла определяется количеством битов в двоичном пред-

ставлении числа m , которое определяется функцией  m , а количество повторе-

ний операции формирования результата (y  y*z) — количеством единиц в этом 

представлении, которое определяется функцией  m1 . Аналогично анализу ре-

курсивного алгоритма в случае если km 2 , то 

   11  m  и     473  mmf A , 

а если 12  km , то 

    mm 1  и     293  mmf A . 

Формула для средней трудоемкости получается с использованием результа-

та о среднем числе единиц в m  битовых числах [10.3] 

         .2log8227 23  mmmmf sA  (10.5.11) 

Поскольку алгоритм Pow_A3 требует одну дополнительную ячейку памяти, 

то его ресурсная сложность имеет вид 

       1,log2  mmс . 

Сравнительный анализ трех исследованных алгоритмов по функции трудо-

емкости показывает, что Pow_A3 является наилучшим для всех показателей степе-

ни, а при выборе между Pow_A1 и Pow_A2 последний предпочтительнее при значе-

ниях 29m . 

 

10.6 Извлечение квадратного корня 

Для вычисления квадратного корня с любой точностью можно воспользо-

ваться известным в математике рекуррентным соотношением, определяющим 

бесконечную рекурсивную последовательность с начальным значением 11 x , 

пределом которой при n  является значение a . Это соотношение имеет вид 

[10.3] 
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1 . (10.6.1) 

Однако в реальных компьютерных вычислениях нам необходимо получить это 

значение с некоторой точностью  , которая зависит от нужд применения, и огра-

ничена точностью представления чисел с плавающей точкой в используемом 

компьютере. Как правило, и это согласуется с форматами данных языков про-

граммирования, значение 2010  является вполне достаточным. 

Будем, для определенности рассматривать ситуацию, когда значение 1a , 

тогда если проанализировать разности между предыдущим и следующим членами 

последовательности, определяемой формулой (10.6.1), то все они, кроме первой 

будут положительны. Это позволяет при записи алгоритма не вычислять значение 

абсолютной величины разности, если цикл по точности будет начинаться с вы-

числения третьего элемента последовательности. Таким образом, алгоритм 

Sqrt_A1, непосредственно реализующий вычисление квадратного корня по фор-

муле (10.6.1) имеет вид 
 
Sqrt_A1 (a, eps) 
 x1  1.0    1 
 x2  0.5*(x1+a/x1) 4 
 Repeat 
  x1  x2    1 
  x2  0.5*(x1+a/x1) 4 
 Until (x1-x2) <= eps 2 
Return (x2) 
End. 
 

Для получения функции трудоёмкости этого, очевидно параметричечски-

зависимого алгоритма, необходимо оценить число членов последовательности 

(10.6.1), позволяющих достичь заданной точности. В общем случае значение nx , 

доставляющее заданную точность, равно как и значение его номера n , зависит как 

от требуемой точности  , так и от значения числа a , т. е.   ,ann . 

Фиксируя значение 2010 , попробуем получить аппроксимацию этой за-

висимости на основе экспериментальных данных. Полученные значения приведе-

ны в таблице 10.2. 
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Таблица 10.2 

a   2010,  ann
1,00E+02 8 

1,00E+03 10 

1,00E+04 11 

1,00E+05 13 

1,00E+06 15 

1,00E+07 16 

1,00E+08 18 

1,00E+09 20 
 

Анализ этих результатов позволяет предположить логарифмическую зависимость 

вида 

     cabanan 
2

20 log10, , 

которая хорошо подтверждается трендом со значениями 5002,0b  и 7123,4c , 

таким образом можно приближенно считать, что 

     aan 231,26log2 , 

и эта зависимость подтверждается последующими экспериментами при дальней-

шем увеличении значений a . Так, например, для 5010a  экспериментальное зна-

чение номера последовательности равно 88 , а   7614,8710231,26log 50
2  . 

Полученная аппроксимация позволяет получить функцию трудоемкости ал-

горитма Sqrt_A1, напомним, что второй член последовательности вычисляется 

вне цикла по точности 

        31log5,3175 21  aanaf A . (10.6.2) 

На основе (10.6.2) можно сделать вывод о том, что этот алгоритм принадле-

жит к типу cL  и классу PR , параметрическая зависимость трудоемкости определя-

ется значением числа a , более точно — числом бит двоичного представления чис-

ла a . Это позволяет отнести данный алгоритм к подклассу plPR  в классе PR . 

Разработка алгоритма, имеющего лучшую временную эффективность связа-

на с такой организацией процесса вычислений, что бы зависимость  ,an  была 

бы аддитивной по a  и  . Тем самым, мы хотим разделить процесс вычисления 

квадратного корня на две фазы, трудоемкость каждой из которых определялась 
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бы только одним значением — a  или  . В этом случае возможно представление 

функции  ,an  в виде 

       gahan , . (10.6.3) 

Основная идея выделения таких фаз заключается в следующем — на первой фазе 

мы последовательным делением уменьшаем (при 1a ) значение a  до некоторой 

величины a , выполняя  am  операций деления, а на второй фазе получаем значе-

ние квадратного корня из a , вычисляя  g  значений последовательности 

(10.6.1). После этого остается только скорректировать полученный результат с 

учетом предшествовавших операций деления. 

Рассмотрим вначале вторую фазу. Одной из конструктивных идей является 

начальная аппроксимация значения квадратного корня на некотором сегменте с 

помощью наилучшего равномерного приближения по Чебышеву [10.4]. Посколь-

ку коррекция полученного результата — фактически третья фаза алгоритма про-

изводится умножением, то, учитывая возможные потери точности, мы должны 

производить умножение на число, равное степени двойки, т. е. корректировать 

только порядок числа. Эти рассуждения приводят к выбору величины a , равной, 

например, 64 , и корректирующему умножению на 8 . Таким образом, возникает 

задача построения линейной аппроксимации значения квадратного корня на сег-

менте  64,1  с использованием метода наилучшего равномерного приближения. 

Введем следующие обозначения 

   64,1,, 10  baxaayxxf , 

тогда в рамках данной постановки теорема Чебышева [10.4] устанавливает, что 

 

 
 
 














Lbaab

Ldaad

Laaaa

10

10

10

 (10.6.4) 

где точки dba ,,  есть точки чебышевского альтернанса, а значение d  определяет-

ся из условия   01  adf . Неизвестные коэффициенты 10 , aa  могут быть полу-

чены следующим образом — вычитая третье уравнение в (10.6.4.) из первого оп-

ределяем значение 1a : 
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a , (10.6.5) 

из условия   01  adf  получаем значение 25,20d , а, складывая первое и вто-

рое уравнение  системы (10.6.4), имеем 
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1201

9
12

2
141 0a , 

откуда получаем значение 0a  

 
72

113
0 a . 

Теперь можно вычислить значение L  — максимальное расхождение построенной 

аппроксимации и функции квадратного корня в точках чебышевского альтернан-

са, а именно )5(6805,0L . Непосредственные вычисления показывают, что для 

данного максимального расхождения и достижения точности 2010  достаточно 

всего пяти итераций по формуле (10.6.1) с начальным приближением 

 
72

113
9
1

1  ax , (10.6.6) 

где значение 641:  aa . Значение a  представляет собой результат, получен-

ный последовательными операциями деления на первой фазе. Теперь, когда сег-

мент для a  определен, становится ясно, что делителем в первой фазе является 

число 64 . Определим количество шагов  am , необходимых для получения 

641:  aa  по заданному значению a .  

     1
6

log1log 2
64 





aaam . (10.6.7) 

Таким образом, мы имеем математическое обоснование для разработки 

двухфазного эффективного алгоритма вычисления квадратного корня — на пер-

вой фазе исходный аргумент последовательным делением приводится к сегменту 

]64,1[ , затем по формуле (10.6.6) вычисляется начальное приближение, после чего 

за пять итераций вычисляется значение квадратного корня с точностью 2010 , 

которое затем корректируется путем умножения на  am8 . Запись алгоритма, на-

зовем его Sqrt_A2, имеет вид 
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Sqrt_A2 (a) 
 m  1     1 
 While (a => 64)  1 
  a  a/64   2 
  m  m*8    2 
 end While 
 x  (1/9)*a+(113/72) 5 
 For j  1 to 5 
  x  0.5*(x+a/x) 4 
 end For      
 x  x*m     2 
Return (x) 
End. 

На основе указанного числа базовых операций в строках алгоритма можно 

получить функцию трудоемкости алгоритма Sqrt_A2 

         4552435151512  amamaf A , 

откуда, с учетом формулы (10.6.7), получаем 

   40
6

log5 2
2 



 aaf A . (10.6.8) 

Очевидно, что алгоритм Sqrt_A2 обладает лучшей временной эффективно-

стью, например, для значения 2810a  он совершает в три раза меньше базовых 

операций. При значениях 101  a  трудоёмкости двух алгоритмов совпадают, что 

позволяет говорить об эффективности применения алгоритма Sqrt_A2 на всем ре-

альном сегменте входов. Так же, как и алгоритм Sqrt_A1, алгоритм Sqrt_A2 при-

надлежит к типу cL , классу PR , и к подклассу plPR  в данном классе. Поскольку 

оба алгоритма требуют фиксированного числа дополнительных ячеек памяти, то их 

принадлежность к классу VC  не должна вызывать сомнений у читателей. 

 

Задачи и упражнения к главе 10 

 

10.1. Определите, каковы реальные времена выполнения программных реа-

лизаций двух алгоритмов умножения комплексных чисел, обсуждаемых в пара-

графе 10.2, используя, например, возможность обращения к тактовому счетчику. 

10.2. Алгоритм с лучшей трудоемкостью в теории не всегда обязательно об-

ладает таким же свойством в программной реализации. Определите, действитель-

но ли более эффективный в теории алгоритм поиска максимума из трех чисел, 
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приведенный в параграфе 10.3, обладает лучшим временем выполнения на Вашем 

компьютере? 

10.3. Предположим, что в модели вычислений операция обмена содержимо-

го двух ячеек является базовой. Модифицируйте, в рамках этого предположения, 

тексты алгоритмов сортировки трех чисел (параграф 10.4) и получите функции их 

трудоемкости. Какой из двух алгоритмов оказался при этом в теории лучше? Объ-

ясните полученный результат. 

10.4. Пусть модель вычислений содержит операции для работы с битами 

(сравнение, сдвиг и т. д.). Как можно улучшить на этой основе быстрый алгоритм 

возведения в степень из параграфа 10.5? 

10.5. При разработке эффективного алгоритма вычисления квадратного 

корня можно делить исходное число на 256, восстанавливая результат умножени-

ем на 16. Постройте функцию наилучшего равномерного приближения по Чебы-

шеву для сегмента [1,256]. Определите необходимое число итераций для дости-

жения точности 2010  в точках чебышевского альтернанса и получите функцию 

трудоемкости полученного нового алгоритма. Определите сегменты размерности 

с предпочтительным выбором старого или нового алгоритма на основе сравнения 

функций их трудоемкости. 
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Г Л А В А  1 1 .  

Р Е С У Р С Н О - Э Ф Ф Е К Т И В Н Ы Е  

А Л Г О Р И Т М И Ч Е С К И Е  Р Е Ш Е Н И Я  Д Л Я  

Н Е К О Т О Р Ы Х  З А Д А Ч  С  П Е Р Е М Е Н Н О Й  

Д Л И Н О Й  В Х О Д А  

Введение 

Примеры алгоритмических решений этой главы призваны продемонстриро-

вать как некоторые методы разработки и анализа компьютерных алгоритмов, так 

и их применение для обоснования рационального выбора. Еще один важный мо-

мент, на который автор хотел бы обратить внимание уважаемых читателей — это 

учет особенностей задач и дополнительных требований технического задания при 

выборе рациональных алгоритмов. Очевидно, что предположение о равновероят-

ности всех допустимых входов алгоритма при эксплуатации программного сред-

ства не всегда является обоснованным. Если мы знаем, что, как правило, на вход 

алгоритма поступают данные, обладающие определенными и устойчивыми осо-

бенностями, то на этой основе могут быть сформулированы рекомендации о 

предпочтительном использовании того или иного алгоритма. Такие требования 

технического задания как временная устойчивость или ограничение на макси-

мальное время выполнения программной реализации могут также существенно 

влиять на решение задачи рационального выбора — соответствующие примеры 

читатель найдет в материале данной главы. 

11.1. Поиск минимума и максимума в массиве 

Наша задача — найти минимальный и максимальный элемент в массиве чи-

сел, речь идет как о значениях соответствующих элементах массива, так и об их 

индексах. Эта задача достаточно часто встречается как вспомогательная в целом 

ряде задач статистической обработки данных, сортировки, при работе с матрица-

ми и т. д. Вначале рассмотрим задачу поиска только максимального элемента и 

его индекса в массиве. Запись стандартного алгоритма, решающего эту задачу, в 
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принятом алгоритмическом базисе имеет вид (справа в строке, как и в главе 10, 

приведено задаваемое этой строкой число базовых операций): 
Max_A0 (S, n; Max, iMax) 
 Max  S[1]    2 
 iMax=1     1 
 For i  2 to n  1+3(n-1) 
  If Max < S[i]  2(n-1) 
   then 
    Max  S[i] 2m 
    iMax=i  1m 
 end For 
Return (Max, iMax) 
End. 

Входом данного алгоритма является массив из n  элементов — соответст-

вующая задача имеет тип nL , а трудоемкость алгоритма зависит как от количества 

чисел в массиве, так и от порядка их расположения — алгоритм является количест-

венно-параметрическим (класс NPR , подкласс NPRS ). Полный анализ для фикси-

рованной размерности множества исходных данных предполагает получение 

функций трудоемкости для худшего, лучшего и среднего случаев. Для данного ал-

горитма фрагментом, определяющим параметрическую зависимость трудоемкости, 

является блок then, содержащий строки Max  S[i] и iMax=i. Обозначим общее 

количество выполнений этого блока, задаваемое алгоритмом Max_A0, через m , 

заметим, что сам блок содержит три операции. 

Худший случай. Значение m  будет максимально, а именно 1 nm , когда на 

каждом проходе цикла выполняется переприсваивание текущего максимума — это 

ситуация когда элементы исходного массива различны и отсортированы по возрас-

танию. В этом случае трудоемкость алгоритма равна: 

          nnnnnf A  4831231112 . (11.1.1) 

Лучший случай. Значение m  будет минимально, и равно нулю ( 0m ), в том 

случае, если первый элемент массива является максимальным. Трудоемкость ал-

горитма в этом случае равна: 

       nnnnf A  15231112  (11.1.2) 

Трудоемкость в среднем. Для анализа трудоемкости этого алгоритма в 

среднем случае необходимо обосновать значение вероятности, с которой проис-

ходит переприсваивание максимума в строке Max  S[i]. Это обоснование мо-
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жет опираться на следующие рассуждения, основанные на равновероятном рас-

пределении положения текущего максимума. Алгоритм поиска максимума после-

довательно перебирает элементы массива, сравнивая текущий элемент массива с 

текущим значением максимума. На очередном шаге, когда просматривается k -ый 

элемент массива, переприсваивание максимума произойдет, если в подмассиве из 

первых k  элементов максимальным элементом является последний. В случае если 

элементы исходного массива подчиняются равномерному распределению, веро-

ятность того, что максимальный из k  элементов расположен в определенной, на-

пример, последней позиции, равна k1 . Обозначим среднее значение m  через m . 

Тогда в массиве, содержащем n  элементов, значение m , а именно оно нас и инте-

ресует, определяется формулой: 

 57,0,1ln11
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k

m n
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k
, 

где nH  — n -ое гармоническое число, а   — постоянная Эйлера [11.1]. Суммиро-

вание начинается с двойки, поскольку первое присваивание максимума уже сде-

лано до входа в цикл. Асимптотическое поведение nH  при n  имеет вид 

[11.1] 
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212

1
2
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nn
nH n . 

Таким образом, если исходный массив состоит из различных чисел, а генеральная 

совокупность представляет собой !n  различных перестановок чисел массива, при 

условии, что появление каждой такой перестановки на входе алгоритма равнове-

роятно, то значение m  — математического ожидания количества операций при-

сваивания максимума в основном цикле алгоритма для массива из n  элементов, 

равно 1nH  (более подробный анализ, основанный на аппарате производящих 

функций см. в [11.2]), а включая первое присваивание — nH , тогда: 

            nnnnnnf A  34ln35ln32311 . (11.1.3) 

Заметим, что для данного алгоритма значение средней трудоемкости значительно 

ближе к лучшему случаю, т. е. смещено влево относительно середины границ коле-

баний трудоемкости при фиксированной размерности задачи. 
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Переходя к задаче поиска минимального и максимального элементов и их 

индексов, можно предложить ее решение в виде простой модификации алгоритма 

Max_A0. Запись этого алгоритма имеет вид: 
MinMax_A1 (S, n; Max, Min, iMax, iMin) 
 Max  S[1]    2 
 iMax=1     1 
 Min  S[1]    2 
 iMin=1     1 
 For i  2 to n  1+3(n-1) 
  If Max < S[i]  2(n-1) 
   then 
    Max  S[i] 2m 
    iMax=i  1m 
  If Min > S[i]  2(n-1) 
   then 
    Min  S[i] 2m 
    iMin=i  1m 
 end For 
Return (Max, Min, iMax, iMin) 
End. 

Трудоемкость этого алгоритма для худшего и лучшего случаев читатели мо-

гут легко получить самостоятельно, а трудоемкость в среднем определяется на 

основе уже известных рассуждений о вероятности появления текущего максиму-

ма в текущем элементе массива, которые, очевидно, справедливы и для текущего 

минимума. Таким образом, 

           
   .66ln67

ln3ln3223111

nnn
nnnnf A


  (11.1.4) 

Заметим, что в этом алгоритме выполняется два сравнения для каждого элемента 

массива, таким образом, два элемента обрабатываются за четыре сравнения. 

Можно ли разработать алгоритм, обладающий меньшей трудоемкостью? 

Более корректно мы должны ответить на два вопроса: 

1. Существует ли алгоритм, обладающий лучшей, чем  n , асимптотиче-

ской оценкой трудоемкости, или алгоритм MinMax_A1 обладает оценкой, совпа-

дающей с теоретическим нижним пределом? 

2. Существует ли алгоритм, функция трудоемкости которого имеет мень-

ший коэффициент у компонента главного порядка, т. е. возможно ли уменьшить 

коэффициент 7 в формуле (11.1.4)? 
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Для данной задачи ответ на первый вопрос отрицательный — улучшения в 

смысле асимптотической оценки невозможны, т. к. для определения максималь-

ного или минимального элемента необходимо просмотреть все элементы массива, 

и, следовательно, оценка  n  есть теоретический нижний предел трудоемкости 

для данной задачи. Но коэффициент в формуле (11.1.4) оказывается можно улуч-

шить, при этом, очевидно, что речь идет об улучшениях в рамках определения 

трудоемкости в базовых операциях принятой модели вычислений. 

Следующий алгоритм решает задачу нахождения минимума и максимума, 

затрачивая всего три сравнения на два элемента массива. Идея состоит в том, что 

вначале два последовательных элемента массива сравниваются между собой, а за-

тем меньший из них проверяется на минимум, а больший — на максимум. Не-

большие трудности, возникающие из-за четного или нечетного числа элементов, 

могут быть достаточно просто преодолены — для массива четной длины цикл не-

обходимо начинать с единицы, а для нечётной длины — с двойки. Запись алго-

ритма, реализующего эту идею, имеет вид: 
MinMax_A2 (S, n; Max, Min, iMax, iMin) 
 Max  S[1]    2 
 iMax=1     1 
 Min  Max    1 
 iMin=1     1 
 i=1+(n mod 2)   2 
 Repeat    
  si  S[i]   2(n/2) 
  sj  S[i+1]  3(n/2) 
  If Si < Sj   1(n/2) 
   then 
    If Max < Sj 1(1/2)(n/2) 
     then 
      Max  Sj 1m1 
      iMax=i+1 2m1 
    If Min > Si 1(1/2)(n/2) 
     then 
      Min  Si 1m3 
      iMin=i 1m3 
   else 
    If Max < Si 1(1/2)(n/2) 
     then 
      Max  Si 1m2 
      iMax=i 1m2 
    If Min > Sj 1(1/2)(n/2) 
     then 
      Min  Sj 1m4 
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      iMin=i+1 2m4 
  end If 
  i  i+2    2(n/2) 
 Until (i>n)    1(n/2) 
Return (Max, Min, iMax, iMin) 
End. 

При анализе трудоемкости в среднем будем предполагать, что первый эле-

мент в каждой паре равновероятно больше или меньше второго элемента пары. 

Это предположение отражено в счетчиках выполнений строк, приведенных в за-

писи алгоритма (множитель 21 ). Поскольку происходит перебор пар элементов, 

то количество проходов цикла равно половине длины массива, а инициализация 

значения счетчика цикла (i) обеспечивает всегда целое число исследуемых пар. 

При этом для массива четной длины обрабатывается 2n  пар, а для нечетной — 

  21n . Заметим также, что при поиске минимального и максимального элемен-

тов исходный массив разбивается на две половины, и, следовательно, сам поиск 

выполняется этим алгоритмом в одной половине элементов массива для миниму-

ма, и в другой половине — для максимума, таким образом, для массива нечетной 

длины 

 124321  nHmmmm , 

а для четной длины 

 24321 nHmmmm  , 

Эти рассуждения позволяют получить функцию трудоемкости этого алгоритма в 

среднем (с учетом предположения, что при равномерном распределении средние 

значения равны — 4321 mmmm  ): 
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 (11.1.5) 

Приближенное равенство в (11.1.5) связано с тем, что формула не учитывает не-

большие расхождения порядка  1  для четных и нечетных длин массива. Автор 

оставляет получение функций  nf A 22  и  122 nf A  в качестве полезного упраж-

нения для заинтересованных читателей. 
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Сравнивая (11.1.3) и (11.1.5) можно сказать, что предложенный алгоритм 

ищет максимум и минимум с практически такой же трудоемкостью, как алгоритм 

поиска максимума. Обращаясь к комплексной оценке ресурсной эффективности, 

можно заметить, что в данном случае «платой» за улучшение трудоемкости явля-

ется увеличение объема памяти, занимаемого программой (длина кода). 

Тем не менее, для всех рассмотренных алгоритмов ресурсная сложность 

одинакова, и имеет вид 

      nnAс  , , 

где второй компонент отражает суммарные затраты памяти, определяемые оче-

видно объемом хранения исходного массива. Дополнительные затраты памяти у 

всех алгоритмов составляют  1 . 

11.2. Организация двоичного счетчика в массиве 

В ряде задач, относящихся к области компьютерной математики, необходи-

мо иметь точный двоичный счетчик с количеством разрядов, превосходящим раз-

мер стандартных типов простых данных. Отметим, что эта задача возникает и при 

экспериментальном исследовании трудоемкости алгоритмов, если нас интересует 

точное значение  Df A . Вообще арифметика длинных целых чисел — это отдель-

ный раздел в области компьютерных алгоритмов с достаточно интересными ре-

шениями, и в этой книге читатель найдет ещё одну задачу из этого раздела, — а 

именно задачу умножения длинных целых чисел. 

Рассмотрим следующую постановку задачи организации двоичного счетчи-

ка: определен массив целых чисел C , элементы которого рассматриваются как 

биты двоичного числа без знака в обычной записи, т. е. старший бит расположен 

слева. Длина массива n , равная разрядности числа, полагается заведомо большей, 

чем двоичный логарифм максимального ожидаемого значения счетчика. Иначе 

говоря, теоретически возможное переполнение не рассматривается, или же анали-

зируется вне алгоритма увеличения счетчика, например, путем проверки на еди-

ницу «резервного» нулевого элемента массива. Изначально массив счетчика об-

нулён, и каждое обращение к процедуре счетчика увеличивает его значение на 

единицу. В рамках данной постановки, задача состоит в разработке такого алго-



278 
ритма, который обладает минимальной трудоемкостью в среднем. Сама задача, 

очевидно, принадлежит к типу nL . 

Первое рассматриваемое решение состоит в сложении числа, содержащего-

ся в массиве C , с единицей путем обычного двоичного сложения с переносом. 

Алгоритм Count_A1, реализующий эту идею, имеет следующую запись: 
Count_A1 (C, n) 
 (начальный перенос в следующий разряд - 1) 
 p  1     1 
 For i  n downto 1 1+3*n 
  sm  C[i]+p  3*n 
  C[i]  sm mod 2 3*n 
  p  sm div 2  2*n 
 end For 
 C[0]  p    2 
Return (C) 
End. 

Данный алгоритм по трудоемкости является, очевидно, количественно-

зависимым (алгоритм относится к классу N ), а его функция трудоемкости может 

быть легко получена на основе анализа операций в строках: 

    nnnf A  4111 . (11.2.1) 

Недостатки этого алгоритма достаточно очевидны — как только текущее 

значение переноса в следующий разряд станет равным нулю, алгоритм выполняет 

бессмысленное прибавление нуля к оставшимся слева разрядам. Таким образом, 

возникает новая идея — необходимо остановить вычисления при обнаружении 

нулевого переноса. Реализация этой идеи приводит к алгоритму Count_A2, кото-

рый, как можно надеется, будет обладать лучшей временной эффективностью. 
Count_A2 (C, n) 
 (начальный перенос в следующий разряд - 1) 
 p  1     1 
 i  n     1 
 Repeat 
  sm  C[i] + p  3*k 
  C[i]  sm mod 2 3*k 
  p  sm div 2  2*k 
  i  i - 1   2*k 
 Until p=0    1*k 
Return (C) 
End. 

Значение k  есть количество повторений цикла, равное числу реально обра-

батываемых бит счетчика. Это значение является вполне конкретным, если извест-
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но, каково текущее состояние массива C . Предположение о невозможности пере-

полнения счетчика есть гарантия того, что индекс массива не станет отрицатель-

ным. Трудоемкость алгоритма Count_A2 зависит от состояния массива, и достаточ-

но просто определить, что лучшим случаем трудоемкости является ситуация, когда 

счетчик хранит четное число, т. е. когда C[n]=0. В худшем случае счетчик хранит 

число 12 n , и все элементы массива, кроме элемента с нулевым индексом, равны 

единице. Таким образом, алгоритм является количественно-параметрическим и от-

носится к классу NPR . Автор надеется, что читателям не составит труда получить 

самостоятельно функции трудоемкости для лучшего и худшего случаев. 

И с практической, и с теоретической точек зрения, представляет интерес 

функция трудоемкости этого алгоритма в среднем, для получения которой при-

дется воспользоваться методом амортизационного анализа (см. главу 5). Напом-

ним, что метод предполагает наблюдение за трудоемкостью алгоритма в серии 

характерных вызовов, которая в данном случае состоит в заполнении предвари-

тельно обнуленного счетчика. Таким образом, наша цель состоит в получении 

информации о значениях k  — числа проходов цикла в зависимости от хранимого 

счетчиком значения на протяжении n2  вызовов, при счете от 0 до 12 n , а также 

частотной встречаемости этих значений. Рассмотрим вначале поведение k  для 

нескольких первых обращений, и попытаемся определить закономерность — со-

ответствующие значения приведены в таблице 11.1, где в скобках приведены де-

сятичные значения счетчика. 

Таблица 11.1 

Состояние счетчика 
до вызова 

Состояние счетчика 
после вызова  Значение k  

0000  (0) 0001   (1) 1 
0001   (1) 0010   (2) 2 
0010   (2) 0011   (3) 1 
0011   (3) 0100   (4) 3 
0100   (4) 0101   (5) 1 
0101   (5) 0110   (6) 2 
0110   (6) 0111   (7) 1 
0111   (7) 1000   (8) 4 
1000   (8) 1001   (9) 1 
1001   (9) 1010 (10) 2 
1010 (10) 1011 (11) 1 
1011 (11) 1100 (12) 3 
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Для всех четных чисел значение 1k  с частотной встречаемостью 21 ; 

2k  в ситуации, когда последние два элемента массива содержат значения 

«...01», а её частотная встречаемость равна 41 ; 3k  (последние три элемента 

массива содержат значения «...011») с частотной встречаемостью 81 , и т. д. Эти 

рассуждения позволяют записать общее выражение для  nk  — значения k  в 

среднем за n2  вызовов алгоритма, при счете от 0 до 12 n , как функции от n : 
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Сумма (11.2.2) может быть легко вычислена на основе применения теоремы о 

дифференцировании абсолютно сходящихся рядов [11.3] к сумме геометрической 

прогрессии, общее решение при 10  x , имеет вид 
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Ряд (11.2.2) достаточно быстро сходится, уже при 10n  значение   993652,110 k  

и для практических расчетов можно считать, что   10,2  nnk . Таким образом, 

как это ни странно, среднее число проходов цикла асимптотически стремится к 

двойке, и практически не зависит от длины массива счетчика при 10n . Это дает 

возможность получить трудоемкость алгоритма Count_A2 в среднем 

     2421121122  nknf A . (11.2.4) 

Мы получили асимптотически оптимальный результат — практически можно 

считать, что трудоемкость в среднем, при 10n , не зависит от длины массива 

счетчика. За что еще можно бороться? Оказывается можно уменьшить значение 

среднего числа базовых операций. Если внимательно проанализировать таблицу 

11.1, то можно заметить, что прибавление единицы приводит к обнулению всех 

единиц справа в записи текущего числа счетчика, до первого нуля, который заме-

няется единицей. Алгоритм Count_A3 реализует эту идею. 
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Count_A3 (C, n) 
 i  n     1 
 While (C[i]=1)  2+2*(k-1) 
  C[i]  0   2*(k-1) 
  i  i - 1   2*(k-1) 
 end While 
 C[i]  1    2 
Return (C) 
End. 

Для четных значений в счетчике алгоритм Count_A3 выполняет только про-

верку и сразу устанавливает младший (правый) элемент в единицу. Если же спра-

ва есть единицы, то они обнуляются до обнаружения первого нуля слева от них, 

который последней строкой устанавливается в единицу, что равноположено сло-

жению текущего числа в счетчике с единицей. Поэтому тело цикла выполняется 

1k  раз, под k  понимается определённое выше число элементов массива С , из-

меняемых алгоритмом двоичного счетчика. На основе этих рассуждений и (11.2.3) 

получаем трудоемкость алгоритма Count_A3 в среднем 

      11651653  nknf A . (11.2.5) 

Таким образом, алгоритм Count_A3 затрачивает в среднем 11 базовых опе-

раций на увеличение счетчика и является оптимальным в принятой модели вы-

числений для рассматриваемой постановки задачи. Отметим, что более чем дву-

кратное улучшение трудоемкости достигнуто и при сокращении дополнительно 

требуемых ячеек памяти — с трех до одной! Еще одно замечание касается того, 

что при разработке алгоритма Count_A3 не использовался какой то «метод» — это 

результат «интеллектуального» подхода к разработке эффективных алгоритмов. 

В заключение отметим, что для алгоритмов Count_A2 и Count_A3 ресурсная 

сложность в среднем имеет вид 

      nAс  ,1 , 

где второй компонент определяется, очевидно, объемом массива счетчика. В слу-

чае, если рассматриваются только затраты дополнительной памяти, то 

      1,1  Aс . 

С точки зрения информационной чувствительности последовательность вызовов 

алгоритма Count_A3 при счете от 0 до 12 n  задаёт такую частотную встречае-
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мость значений трудоемкости, что частота лучшего случая равна 21 , и каждое 

следующее значение трудоемкости имеет вдвое меньшую частотную встречае-

мость. Это собственно и объясняет то, что трудоемкость в среднем не зависит от 

длины массива счетчика. При фиксированном значении n , худший случай трудо-

емкости будет наблюдаться всего один раз, а его частотная встречаемость равна 
n2 . Обратим внимание читателей на еще одну интересную особенность алгорит-

ма Count_A3 — количественно-параметрический алгоритм, обладающий в худ-

шем случае оценкой  n , имеет трудоемкость с оценкой  1  в среднем. 

В таблице 11.2 приведены экспериментальные результаты, подтверждаю-

щие полученные теоретические формулы трудоемкости. В заголовке таблицы Fth 

— теоретическое значение, Fe — экспериментальный результат. 

Таблица 11.2 
n Fth А1 Fe A1 Fth А2 Fe A2 Fth А3 Fe A3 
10 114,00 114,00 24,00 23,892 11,00 10,941 
12 136,00 136,00 24,00 23,967 11,00 10,982 
14 158,00 158,00 24,00 23,990 11,00 10,994 
16 180,00 180,00 24,00 23,997 11,00 10,998 
18 202,00 202,00 24,00 23,999 11,00 10,999 
20 224,00 224,00 24,00 23,999 11,00 10,999 

11.3. Определение областей рационального применения для алгоритмов 
сортировки вставками и сортировки методом индексов 

Достаточно часто при анализе алгоритмов для получения функции трудоём-

кости или других ресурсных функций приходится, помимо основного аргумента 

— длины входа, вводить дополнительные параметры, отражающие особенности 

задачи или данного алгоритма. В этом случае границы областей рационального 

применения алгоритмов зависят уже от нескольких аргументов и представляют 

собой некоторые кривые в пространстве аргументов ресурсных функций. Рас-

сматриваемый пример определения областей рационального применения для ал-

горитмов сортировки вставками и сортировки методом индексов демонстрирует 

описанный выше подход к анализу. 

Алгоритм сортировки массива методом прямого включения. Это доста-

точно хорошо известный алгоритм, использующий метод последовательного 

включения нового элемента в уже отсортированную часть массива. В литературе 
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по алгоритмам его часто называют также алгоритмом сортировки вставками. Из-

начально рассматривается массив, состоящий из одного элемента, к которому по-

следовательно добавляются новые элементы из еще не отсортированной части ис-

ходного массива. При этом одновременно с поиском места для вставки нового 

элемента уже отсортированная часть массива справа сдвигается на одну позицию, 

освобождая место для вставки этого элемента. Таким образом, алгоритм работает 

«по месту», т. е. сортирует массив, не требуя дополнительного массива для раз-

мещения результата. Запись этого алгоритма в принятом алгоритмическом базисе 

имеет следующий вид: 
Sort_Ins_A1 (A, n) 
 For i  2 to n  1+3(n-1) 
  key  A[i]   2(n-1) 
  j  i–1    2(n-1) 
  While (j>0) and (A[j]>key) 4(k+1) 
   A[j+1]  A[j] 4k 
   j  j – 1  2k 
  end While 
  A[j+1]  key  3(n-1) 
 end For 
Return (A) 
End. 

Входом данного алгоритма является массив из n  элементов — соответст-

вующая задача имеет тип nL , а трудоемкость алгоритма зависит как от количества 

чисел в массиве, так и от порядка их расположения — алгоритм является количе-

ственно-параметрическим (класс NPR , подкласс NPRS ). Значение k  в стоках, 

связанных с циклом While, обозначает неизвестное число проходов данного цик-

ла. Нельзя заранее сказать, сколько проходов выполнит цикл While для некоторо-

го элемента массива, но, тем не менее, мы можем получить результат, рассматри-

вая обработку всего массива в целом, т. е. используя амортизационный подход. 

Для анализа трудоемкости в среднем определим, следуя [11.4], среднее общее ко-

личество сравнений, используя метод вероятностного анализа. Для этого заметим, 

что при вставке очередного элемента на i -ом шаге, когда 1i  элементов уже от-

сортированы, существует i  позиций для вставки нового элемента. В предположе-

нии о равновероятном попадании нового элемента в любую позицию алгоритм 

выполняет в среднем 2i  сравнений и перемещений для его обработки, что в сум-
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ме по всему внешнему циклу дает амортизационную оценку суммарного числа 

проходов цикла While при сортировке всего массива 
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Используя трудоёмкости, указанные в строках записи алгоритма и методику ана-

лиза алгоритмических конструкций с учетом того, что на последнем проходе цик-

ла While выполняется только сравнение, окончательно получаем функцию трудо-

емкости этого алгоритма в среднем 
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Таким образом, данный алгоритм относится к группе квадратичных по тру-

доемкости алгоритмов сортировки. Отметим, что поскольку значение коэффици-

ента при главном порядке мало, то можно прогнозировать рациональность этого 

алгоритма при малых длинах входа. 

Приведенные в таблице 11.3 экспериментальные данные, полученные ус-

реднением по 10000 массивам для каждой размерности, подтверждают получен-

ный теоретический результат (Fth — теоретическое значение по формуле (11.3.1), 

Fe — экспериментальные результаты, d% — относительная ошибка). 

Таблица 11.3 
n Fth Fe d% 

4 73,00 73,09 0,1233%
8 239,00 239,20 0,0837%

16 811,00 810,92 -0,0099%
32 2 915,00 2 917,63 0,0902%
64 10 963,00 10 962,09 -0,0083%

128 42 419,00 42 419,06 0,0001%
256 166 771,00 166 782,82 0,0071%
512 661 235,00 661 249,14 0,0021%

 

Для данного алгоритма ресурсная сложность определяется главным поряд-

ком функции трудоемкости и имеет вид 

      nnAс  ,2 , 
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где второй компонент отражает суммарные затраты памяти, определяемые объе-

мом хранения исходного массива. Дополнительные затраты памяти алгоритма со-

ставляют  1 . 

Алгоритм сортировки массива методом индексов. Этот оригинальный 

метод работает не для всех возможных массивов. Его применение предполагает, 

что исходные числа являются целями и положительными. Основная идея алго-

ритма заключается в использовании дополнительного массива, который изна-

чально заполнен нулями, и количество элементов в котором равно максимально-

му значению в исходном массиве. В предположении, что в исходном массиве нет 

повторяющихся элементов, можно использовать значение элемента из исходного 

массива в качестве индекса дополнительного массива. Таким образом, если неко-

торый элемент исходного массива равен 17, то 17-ый элемент дополнительного 

массива устанавливается в единицу. Остается только убрать «лишние» нули, и мы 

получим исходный массив, отсортированный по возрастанию. Более детальное 

рассмотрение этой идеи позволяет уменьшить затраты дополнительной памяти. 

На самом деле, если минимальный элемент исходного массива равен 1000, то, 

очевидно, что первые 1000 элементов дополнительного массива не будут исполь-

зоваться. Таким образом, размер дополнительного массива может быть равен раз-

маху варьирования сортируемых чисел. Реализация такого алгоритма включает в 

себя следующие шаги: 

— определение максимального и минимального значений в исходном мас-

сиве и размаха варьирования; 

— обнуление дополнительного массива; 

— заполнение дополнительного массива единицами методом индексов; 

— получение сортированного массива путем сборки единиц в дополнитель-

ном массиве и сдвига ненулевых индексов на размах варьирования. 

Запись этого алгоритма в принятом алгоритмическом базисе имеет вид: 
Sort_Ind_A2 (A, n) 
 Max  A[1]    2 
 Min  A[1]    2 
 For i  2 to n  1+3(n-1) 
  If Max < A[i]  2(n-1) 
   then 
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    Max  A[i] 2m 
  If Min > A[i]  2(n-1) 
   then 
    Min  A[i] 2m 
 end For 
 d  Min-1    2 
 L  Max-Min+1   2 
 For i  1 to L  1+3L 
  B[i]  0   2L 
 end For 
 For i  1 to n  1+3n 
  B[A[i]-d]  1  4n 
 end For 
 i  1     1 
 For j  1 to L  1+3L 
  If B[j]=1   2L 
   then 
    A[i]=j+d  3n 
    i  i+1  2n 
 end For 
 
Return (A) 
End. 

Отметим, что трудоемкость этого алгоритма существенно зависит от разма-

ха варьирования L , который и будет использован как дополнительный аргумент 

функции трудоемкости. Трудоемкость первого этапа алгоритма — поиска мини-

мума и максимума уже была получена в параграфе 11.1, и мы будем использовать 

результат для среднего случая. С учетом введенной параметризации функция тру-

доемкости может быть легко получена на основе информации о числе базовых 

операций, указанных в строках записи алгоритма. 

    
  .43ln41910

55117151546ln47,2
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Отметим, что при большом размахе варьирования объем дополнительной 

памяти, требуемой данным алгоритмом, может быть значительным. Интересно 

отметить также, что при значениях Ln   данный алгоритм за счет дополнитель-

ный затрат памяти сортирует массив за линейное время. 

Для данного алгоритма ресурсная сложность имеет вид 

      LnLnAс  , , 
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где второй компонент отражает суммарные затраты памяти, определяемые объе-

мом исходного и дополнительного массивов. Дополнительные затраты памяти ал-

горитма составляют  L . 

Определение областей рационального применения алгоритмов. При оп-

ределении областей рационального применения рассмотренных алгоритмов будем 

считать, что исходные размерности таковы, что компоненты порядка    nln,1   

не являются существенными. В этом случае, приравнивая трудоемкости, получа-

ем уравнение 

 nLnn 19105,115,2 2  , 

решая которое относительно L , получаем 

   nnnL
4
3

4
1 2  . (11.3.3) 

Таким образом, в координатах аргументов функции трудоемкости — nL,  мы по-

лучили уравнение параболы, разграничивающей области рационального приме-

нения рассматриваемых алгоритмов, что проиллюстрировано на рисунке 11.1. 

Рисунок 11.1. Разграничение областей рационального применения алго-
ритмов сортировки 

методом индексов и методом прямого включения 

Для конкретных случаев выбора можно вычислить пороговое значение L  по 

формуле (11.3.3) и сравнить с реальным размахом варьирования значений исход-

ного массива. Например, при 100n  пороговое значение L  равно 2425, т. е. если 

размах варьирования в исходном массиве меньше чем 2425, то более эффектив-
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ным по трудоемкости будет алгоритм сортировка индексами (очевидно в рамках 

условий его применения), при больших размахах варьирования — алгоритм сор-

тировки методом индексов. 

11.4. Выбор алгоритма умножения длинных целых чисел на основе 
анализа временной эффективности 

Современная криптография и задача умножения длинных целых чисел. 

В настоящее время реализация целого ряда криптосистем приводит к необходи-

мости выполнения арифметических операций над длинными целями числами. В 

качестве примера рассмотрим систему асимметричного шифрования RSA, разра-

ботанную в 1977 году исследователями из Массачусетского Технологического 

Института Рональдом Ривестом, Ади Шамиром и Леонардом Адлеманом [11.5]. 

Как шифрование, так и дешифрование сообщения в RSA выполняется по одному 

и тому же алгоритму: сообщение (последовательность битов, рассматриваемая, 

как большое целое число) возводится в целую степень и берется остаток от деле-

ния результата на другое целое число (модуль). Ключ при этом состоит из двух 

чисел: показателя степени и модуля. Алгоритм RSA позволяет подобрать такое 

значение модуля и пару показателей степени, что сообщение, зашифрованное од-

ним ключом, расшифровывается другим. Соответственно, один из ключей может 

быть сделан открытым, публично доступным. Все, что будет зашифровано откры-

тым ключом, сможет расшифровать только владелец второго (секретного) ключа 

из пары. Второе применение системы асимметричного шифрования — цифровая 

подпись, подтверждение авторства сообщения. Если зашифрованное сообщение 

удалось расшифровать открытым ключом, значит, оно было зашифровано парным 

секретным ключом, а сделать это мог только его владелец. 

Надежность системы асимметричного шифрования зависит от того, насколь-

ко сложно, зная открытый ключ, подобрать парный ему секретный. Криптостой-

кость алгоритма RSA существенно опирается на то, что в настоящее время неиз-

вестен достаточно быстрый алгоритм для разложения больших чисел на простые 

множители. Рассмотрим более подробно процесс генерации ключей в системе 

RSA. На первом шаге выбираются два больших простых числа p  и q . Эти числа, 

помимо простоты, должны иметь длину в сотни бит (в настоящее время достаточ-
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но надежным выбором считаются числа от 512 бит), а числа  1p  и  1q  — 

иметь хотя бы один большой простой множитель. На втором шаге вычисляется 

произведение простых чисел pqn  , которое будет служить модулем, и функция 

Эйлера     11  qpn . Затем выбирается число e , взаимно простое с  n  и 

подбирается число d , такое, что  ned  mod1 . Для вычисления d  обычно ис-

пользуется расширенный алгоритм Евклида. Открытый ключ составляет пара 

 ne, , а секретный ключ — пара  nd , . Шифрование сообщения x  выполняется 

вычислением nxy e mod , а дешифрование сообщения y  — вычислением 

nyx d mod  [11.5]. 

Итак, для генерации ключей в системе RSA нужно уметь генерировать 

большие простые числа и быстро перемножать их. Шифрование и дешифрование 

сообщений производится быстрым алгоритмом возведения в степень методом по-

вторного возведения в квадрат, что опять приводит к многократному решению за-

даче умножения длинных целых чисел. 

Алгоритм умножения в столбик (А1). Будем далее предполагать, что два 

длинных целых двоичных числа — сомножители, равно как и результат умноже-

ния представляют собой битовые массивы в обычном кодировании, т. е. старший 

бит числа расположен слева и хранится в первом элементе массива. Первый рас-

сматриваемый алгоритм реализует обычное умножение битовых чисел, сводящее-

ся к сложению со сдвигом. Если очередной бит второго числа равен единице, то 

первое число добавляется к результату с соответствующим сдвигом, эту очевид-

ную идею и реализует алгоритм Mult_A1. Массивы A и B содержат исходные n  

разрядные двоичные числа, а результат формируется в n2  ячейках массива C. За-

пись алгоритма Mult_A1 имеет вид. 
Mult_A1(n, A, B, C) 
(A, B - исходные числа - массивы длиной n) 
(C - массив результата длины 2n) 
(D - вспомогательный массив для суммирования) 
 n2  n*2    2 
 n1  n-1    2 
 For i  l to n2  1+3*2*n 
  C[i]  0   2*2*n 
 end for 
 dc  n2 (начальное смещение суммирования) 1 
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 For i  0 to n1  1+3*n 
    (цикл по битам массива B) 
  jb  n-i   2*n 
  If B[jb] = 1  2*n 
   then (суммирование: C=C+A) 
    p  0  1*n 
    jc  dc  1*n 
    For ja  n downto 1 1*n+3*n*n 
     s  C[jc]+A[ja]+p 5*n*n 
     D[jc]  s mod 2 3*n*n 
     p  s div 2 2*n*n 
     jc  jc-1 2*n*n 
    end for 
    D[jc]  p 2*n 
    (копирование в исходный массив) 
    For i  l to n2 1*n+3*2*n*n 
     C[i]  D[i] 3*2*n*n 
    end for 
  end if 
  dc  dc-1   2*n 
 end for 
End. 

Получим трудоемкость этого алгоритма в среднем относительно длины ис-

ходных массивов — n , в предположении о равной вероятности появления нулей и 

единиц в массиве B. Трудоемкость фрагмента сложения не зависит от значений 

бит, хранящихся в ячейках массивов, и на основании количества базовых опера-

ций, указанных в строках записи алгоритма, имеем 

     722
2
11312156

2
19107 222

!  nnnnnnnnf A . (11.4.1) 

Квадратичная сложность этого алгоритма очевидна, и мы будем сравнивать 

его с более эффективным (по асимптотике трудоемкости) алгоритмом умножения, 

предложенным А. А. Карацубой. 

Математическое обоснование алгоритма Карацубы (A2). Читателям уже 

известно, что метод декомпозиции позволяет, в целом ряде случаев, получить 

достаточно эффективные в смысле вычислительной сложности рекурсивные ал-

горитмы. Для задачи умножения длинных целых чисел использование этого ме-

тода позволило А. А. Карацубе [11.6] впервые, в 1962 г., получить алгоритм ум-

ножения двух n  битовых чисел, имеющий асимптотическую оценку, лучшую, 

чем  2n . Изложим основные идеи этого алгоритма. Пусть ba,  — два n  бито-

вых числа в обычном двоичном представлении, т. е. старший бит расположен сле-
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ва. Пусть число разрядов n  таково, что kn 2  — это обеспечивает целое деление 

n  пополам без остатка на всех рекурсивных вызовах. Обозначим через nh  значе-

ние 2n . Поскольку метод декомпозиции предполагает разделение задачи, в дан-

ном случае всегда на две равные части на любом уровне рекурсии, то представим 

числа ba,  в виде 

 1212 2,2 bbbaaa nhnh  , 

где 2121 ,,, bbaa  — числа, имеющие длину в 2nnh   бит (разрядов), причем 22 ,ba  

— старшие nh  разрядов чисел ba, . Произведение ba   может быть записано в 

следующем виде, и это есть основная идея, предложенная А. А. Карауцбой [11.6] 

        112211212122 22 babababbaababa nhn  . (11.4.2) 

Произведения в (11.4.2) могут быть вычислены рекурсивно, но мы должны обес-

печить умножение чисел, имеющих длину nh , это очевидно для чисел 2121 ,,, bbaa  

— они получены делением двух n  битовых чисел пополам. Однако числа 21 aa  , 

и 21 bb   могут иметь 1nh  двоичных разрядов. В этом случае их можно предста-

вить в виде суммы чисел длиной nh  — 33,ba , и однобитовых чисел — 44 ,ba  

 43214321 2,2 bbbbaaaa  , 

тогда 

     444334332121 224 bababababbaa  , (11.4.3) 

где 33 ba   есть произведение чисел длиной nh . Слагаемое 44 ba   в (11.4.3) имеет 

длину один бит, а остальные слагаемые представляют собой произведения nh  би-

тового и однобитового чисел, вычисление которых также не требует рекурсивных 

вызовов. Таким образом, мы свели задачу умножения двух n  битовых чисел к ум-

ножению трех пар чисел, имеющих ровно 2nnh   разрядов. 

Вычислительная сложность алгоритма A2. Получим вычислительную 

сложность алгоритма Карацубы, т. е. асимптотическую оценку функции трудоем-

кости, на основе следующих рассуждений. Очевидно, что пять сложений, одно 

вычитание и операции сдвига на n  и 2n  разрядов, заданные формулой (11.4.2), 

требуют не более чем  n  базовых операций, равно как и операции умножения 

на однобитовые числа, сложения и сдвиги на четыре и два разряда в формуле 
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(11.4.3). В данном случае предполагается, что числа настолько велики, что они 

хранятся в массивах, каждый элемент которого содержит один бит числа. Рекур-

сия останавливается при значении 1n , когда произведение ba   вычисляется 

элементарно, и требует не более чем фиксированного числа базовых операций, 

которое мы обозначим через C . Поскольку алгоритм рекурсивно перемножает 

три пары чисел половинной длины, то приведенные выше рассуждения позволяют 

записать рекуррентное соотношение для функции трудоемкости исследуемого ал-

горитма 

 
 
     







.23
;1

nnfnf
Cf

AA

A  

Используя основную теорему о рекуррентных соотношениях (Бентли, Хакен, 

Сакс), мы немедленно получаем оценку 

     5849,13log3log 22 , nnnnf A  , (11.4.4) 

что асимптотически лучше умножения «в столбик» с оценкой  2n . Для любо-

знательных читателей укажем, что асимптотически лучший (с доказанной нижней 

границей задачи) алгоритм умножения длинных целых чисел, принадлежит 

Штрассену и Шенгаге [11.7] и имеет оценку    nnnnf A lnlnln  . 

Трудоемкость алгоритма А2. Трудоемкость алгоритма Карацубы, реали-

зованного на основе вспомогательных процедур, получена в [11.8] на основе ме-

тода рекуррентных соотношений, и задается следующей формулой 

   5,3522815,667 3log2  nnnf A , (11.4.5) 

что, очевидно, согласуется с асимптотической оценкой. Трудоемкость этого алго-

ритма, в смысле значения коэффициента при главном порядке, может быть улуч-

шена за счет замены каждого вызова вспомогательных процедур на соответст-

вующее тело процедуры. Такая модификация приводит к увеличению длины тек-

ста алгоритма и потери ясности, но любые улучшения ресурсной эффективности 

должны чем-то оплачиваться. Теоретические расчеты, выполненные автором, по-

казывают, что функция трудоемкости такого модифицированного алгоритма со-

ставляет 

   462815,322 3log
2

2  nnnf A , (11.4.6) 
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Решение по рациональному выбору между алгоритмом Карацубы (А2) и ал-

горитмом, реализующим умножение в столбик, может быть принято на основе де-

тального анализа их функций трудоемкости. Соответствующие значения приве-

дены в таблице 11.4, трудоёмкость алгоритма 1A  вычислена по формуле (11.4.1), 

алгоритма 2A  — по (11.4.6), значение    nfnf AA 12  . 

Таблица 11.4 

n   nf A1   nf A2    

2000 54 044 007,0 54 460 220,5 416 213,5 
2005 54 314 454,5 54 676 995,4 362 540,9 
2010 54 585 577,0 54 894 088,8 308 511,8 
2015 54 857 374,5 55 111 500,5 254 126,0 
2020 55 129 847,0 55 329 229,9 199 382,9 
2025 55 402 994,5 55 547 276,9 144 282,4 
2030 55 676 817,0 55 765 641,1 88 824,1 
2035 55 951 314,5 55 984 322,1 33 007,6 
2040 56 226 487,0 56 203 319,7 - 23 167,3 
2045 56 502 334,5 56 422 633,6 - 79 700,9 
2050 56 778 857,0 56 642 263,3 - 136 593,7 

 

На основании этих данных можно рекомендовать алгоритм 2A , как более 

эффективный по трудоемкости, только начиная с длин массивов более 2040. За-

метим, что эта рекомендация относится к обсуждаемой модификации алгоритма 

Карацубы, описанного в [11.8]. Данные ряда публикаций показывают, что алго-

ритм Карацубы эффективнее, начиная с длины сомножителей порядка 1500-2000 

битов [11.9], что согласуется с полученным выше результатом. 

Еще одно замечание касается перехода от трудоемкости к реальному време-

ни выполнения, и, поскольку операции обслуживания программного стека явля-

ются достаточно быстрыми, то следует ожидать определенного понижения грани-

цы рационального выбора для алгоритма Карацубы по критерию временной эф-

фективности. Отметим, что асимптотически оптимальный алгоритм умножения 

длинных целых чисел — алгоритм Штрассена-Шенхаге, реально эффективен, на-

чиная с еще больших длин входа. Возможные дополнительные улучшения рас-

сматриваемых алгоритмов обсуждаются в упражнениях к этой главе. 
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11.5. Выбор рациональных алгоритмов поиска по ключу на основе 
анализа их информационной чувствительности 

В отличие от предыдущих, данный параграф посвящен изложению резуль-

татов реальных исследований, связанных с выбором рациональных алгоритмов 

поиска по ключу по критерию информационной чувствительности на основе 

экспериментально определенных тактовых времен выполнения программных 

реализаций. 

Содержательная постановка задачи. Излагаемые ниже результаты осно-

ваны на статье [11.10], в которой рассматривается задача выбора рационального 

алгоритма для поиска в индексных структурах баз данных оперативной памяти 

(БДОП). Разработка СУБД, поддерживающих БДОП, ведется уже более 20 лет, 

однако широкое их использование стало возможно лишь в последние годы с по-

вышением доступности и ростом объема модулей памяти. Имеется оценка группы 

ведущих исследователей, согласно которой в обозримом будущем все массивы 

данных, за исключением наиболее крупных, будут храниться в БДОП [4]. 

При разработке методов доступа к данным для БДОП важно минимизиро-

вать процессорное время и объем основной памяти, при этом для повышения эф-

фективности поиска в реляционных базах данных (РБД) обычно используют до-

полнительные структуры данных — индексы двух основных разновидностей: де-

ревья поиска и хэш-массивы [11.11]. На стратегию выделения памяти в БДОП 

влияет необходимость обеспечения надежности путем хранения вторичных копий 

данных на дисках. Поэтому память в БДОП выделяется страницами (блоками), 

размер которых согласован с размером кластера файловой системы и обычно со-

ставляет от 2 до 64 килобайт. Оценим количество элементов на странице. Мини-

мальный размер элемента — 4 байта (размер указателя), соответственно, макси-

мальное количество элементов на странице — 16384 (для кластера в 64 Кб). Ниж-

няя оценка количества элементов может быть получена в предположении об ис-

пользовании суррогатных ключей при составных индексах, содержащих не более 

четырех компонентов. В этом случае количество элементов на странице составля-

ет 4096, и, учитывая использование части объема страницы под хранение служеб-
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ной информации, получаем оценку числа элементов на странице в интервале от 

4000 до 16000. 

Таким образом, задача состоит в выборе такого алгоритма поиска по ключу, 

который был бы рационален для массива ключей, длина которого совпадает с 

размером страницы памяти, а число элементов может изменяться от 4000 до 

16000. 

Описание исследуемых алгоритмов. В связи с указанными выше особен-

ностями поиска в БДОП и оговоренным сегментом длин входов, в качестве пре-

тендующих рассматриваются следующие основные алгоритмы: алгоритм бинар-

ного поиска; алгоритм интерполяционного поиска и алгоритм поиска с использо-

ванием хеш-функции. 

Стандартный алгоритм бинарного поиска достаточно полно описан в 

[11.12], и, как известно, имеет следующую оценку временной эффективности в 

среднем —   nln , где n  — длина массива ключей. 

Алгоритм интерполяционного поиска [11.12] в предположении о равномер-

ном распределении ключей имеет оценку в среднем   nlnln , однако выполняет 

большее количество операций на один шаг, что связано с расчетом позиции для 

следующего обращения. 

Для алгоритмов хеширования временные оценки определяются как самой 

хеш-функцией, так и отношением количества ключей к выделенному объему па-

мяти, определяющим среднюю длину списка коллизий [11.7]. В реализации ис-

пользовалась достаточно хорошо зарекомендовавшая себя хеш-функция вида 

[11.7]: 

     MKKKh mod12  , (11.5.1) 

где M  — длина основного хеш-массива ключей, а K  — численное значение 

ключа. Для алгоритмов хеширования временная эффективность сильно зависит от 

выделенного объема памяти, в то время как алгоритмы бинарного и интерполяци-

онного поиска работают непосредственно с отсортированным массивом ключей.  

Для того чтобы уравнять оценки емкостной эффективности можно исполь-

зовать минимальную совершенную функцию хеширования [11.7], но временная 

оценка ее реализации очевидно неприемлема в рамках рассматриваемой поста-
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новки задачи. Поэтому при выборе длины основного хеш-массива ключей будем 

руководствоваться ограничением на значение   — отношения среднего ожидае-

мого количества промахов хеш-функции в основном массиве ключей к длине это-

го массива. Формула для   может быть определена на основе следующих рассуж-

дений: в предположении о равномерном распределении значений хеш-функции 

ключей вероятность занятия элемента основного массива равна M1 , после за-

полнения основного массива n  ключами с построением списка коллизий, по ве-

роятности имеем: 

 
n

M 





 

11 , (11.5.2) 

откуда логарифмируя и используя приближение:   xx 1ln  для малых x , а за-

тем, возводя в степень, окончательно получаем: 

 M
n

e


 . (11.5.3) 

Если 

 Mn  2 , то 0,135335 , 

что является вполне приемлемым в смысле уравнивания оценок емкостной эф-

фективности алгоритма поиска на основе хеш-функции и других рассматривае-

мых алгоритмов. 

Показатель среднего такового времени и методика проведения экспе-

риментов. Сравнение временной эффективности алгоритмов проводилось по по-

казателю среднего тактового времени на одну операцию поиска. Значение 

 keytтакт , где key  — конкретный ключ поиска, определялось на основе обраще-

ния к регистру тактового счетчика до, и после обращения к программной реали-

зации алгоритма поиска. Для получения значимых средних времен при фиксиро-

ванной длине массива ключей количество экспериментов — Ne  рассчитывалось 

на основе методики, предложенной в [11.13], при этом для достоверности 95,0  

значение Ne  определяется по формуле: 

 2

2

8416,3



VNe , (11.5.4) 
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где V  — коэффициент вариации, а   — относительная ошибка между выбороч-

ным и генеральным средними. Поскольку для заданного диапазона длин входов и 

среды реализации  nt такт  не превышает 1000 , то значение   было выбрано рав-

ным 001,0 , что обеспечивает три значащие цифры  nt такт . Для полученных вы-

борочных средних и дисперсий, значение Ne , вычисленное по (11.5.4) лежало в 

диапазоне от 38000 до 56000 в зависимости от исследуемого алгоритма и длины 

массива ключей. Значение  nt такт  определялось как выборочное среднее по Ne  

экспериментам на входах длины n .  

Для каждого исследуемого значения размерности 160004000  n  с шагом 

250n  стандартным равномерным генератором формировался массив исход-

ных ключей в виде действительных 10-байтовых чисел, на котором исследовались 

претендующие алгоритмы. Особенности рассматриваемой постановки задачи по-

иска в БДОП учитывались значением показателя частотной встречаемости обра-

щения по поиску отсутствующего ключа, которое было выбрано равным 50%. В 

каждом из Ne  экспериментов для фиксированной размерности ключ поиска гене-

рировался с равной частотной встречаемостью либо как случайное обращение к 

номеру ключа в исходном массиве, либо как новая случайная генерация ключа, 

что для рассматриваемого сегмента длин массива ключей практически обеспечи-

вало генерацию отсутствующего ключа. 

Программная реализация алгоритмов поиска была выполнена в среде про-

граммирования Borland Delphi 7.0 под ОС Microsoft Windows XP Professional, экс-

периментальное исследование проводилось на компьютере со следующей конфи-

гурацией: 

— процессор Intel Pentium III с тактовой частотой 800 МГц; 

— размер кэш-памяти второго уровня, работающей на частоте 800 МГц — 

256 Кбайт; 

— размер оперативной памяти — 512 Мбайт, 

— частота шины памяти — 133МГц. 

Экспериментальная рациональная граница прямого перебора. Для алго-

ритмов бинарного и интерполяционного поиска хорошо известны рекомендации по 

использованию метода прямого перебора на коротких длинах массива ключей 
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[11.7]. Поскольку реальная граница длины массива, при которой рационально пе-

реходить на прямой перебор, зависит от среды реализации, то предварительной за-

дачей исследования алгоритмов поиска для целей БДОП было ее эксперименталь-

ное определение. Алгоритмы бинарного и интерполяционного поиска сравнива-

лись на сегменте длин массива ключей от 5до 30 с алгоритмом прямого перебора 

по показателю временной эффективности. Логарифмические тренды полученных 

точечных значений среднего тактового времени алгоритмов поиска для исследуе-

мого сегмента размерностей приведены на рисунке 11.2. 

Рисунок 11.2. Зависимость среднего тактового времени от длины массива 
ключей для программных реализаций алгоритмов интерполяционного по-

иска, бинарного поиска и 
поиска методом прямого перебора. 

На основе полученной информации были реализованы комбинированные ал-

горитмы бинарного и интерполяционного поиска с пороговой длиной переключе-

ния на прямой перебор равной 11 и 20 соответственно. 

Предварительный выбор алгоритмов. По описанной выше методике про-

ведения экспериментов для исследуемого сегмента размерностей массива ключей 

[4000, 16000] было проведено исследование алгоритма хеширования, алгоритмов 

бинарного поиска, интерполяционного поиска и их модификаций, полученных 

путем комбинирования с прямым перебором. Логарифмические тренды получен-
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ных точечных значений для среднего тактового времени приведены на рисунке 

11.3. В результате для дальнейшего детального исследования были выбраны ком-

бинированный алгоритм интерполяционного поиска и алгоритм хеширования. 
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Рисунок 11.3. Зависимость среднего тактового времени от длины массива 
ключей для программных реализаций алгоритмов интерполяционного по-
иска, бинарного поиска, их модификаций, комбинированных с прямым пе-

ребором, и алгоритма поиска методом 
хеширования. 

Особенности реализации алгоритмов хеширования и комбинированного 

интерполяционного поиска. Поскольку экспериментальные исследования вы-

полнялись с программными реализациями алгоритмов, то в этом параграфе при-

водятся тексты программ, а не записи алгоритмов в принятом алгоритмическом 

базисе. В алгоритме комбинированного интерполяционного поиска шаги интер-

поляции выполняются до тех пор, пока длина текущего интервала поиска не ста-

новится меньше 20, что было обосновано на этапе предварительного исследова-

ния. Каждый такой шаг начинается со сравнения искомого ключа с крайними зна-

чениями интервала, затем вычисляется индекс ключа, делящего интервал пропор-

ционально искомому ключу. Если ключ с вычисленным индексом совпадает с ис-

комым — поиск завершен, если он меньше искомого — поиск продолжается в 

правом подинтервале, иначе — в левом подинтервале. 
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Function FindInterpolated( AVal: Extended ): Longint; 
var 
 i, iFrom, iTo: Longint; 
Begin 
 Result := 0; 
 iFrom := 0;  
 iTo := DataLen; //максимальный индекс в массиве Data 
 // интерполяция до порога SLevel=20 
 While (iTo-iFrom) > SLevel do 
  begin 
   // проверка на попадание в интервал 
   If (AVal < Data^[iFrom]) or (AVal > Data^[iTo]) 
    then 
     exit; 
   // вычисление индекса 
   i := iFrom +  
       Round(((iTo-iFrom)*(AVal-Data^[iFrom]))/ 
       (Data^[iTo]-Data^[iFrom])); 
   If Data^[i] < AVal 
    then 
     iFrom := i+1 // переход к правому подинтервалу 
    else 
     If Data^[i] > AVal 
     then 
      iTo := i-1 // переход к левому подинтервалу 
     else 
      begin 
       Result := i; // ключ найден 
       exit; 
      end; 
  end; 
 Repeat  // после порога - перебор 
  If (Data^[iFrom]=AVal) 
   then 
    begin 
     Result := iFrom; 
     break; 
    end; 
  iFrom := iFrom+1; 
 until iFrom > iTo; 
End; 

В алгоритме хеширования после вычисления хеш-функции выполняется 

проход по выбранной цепочке коллизий, пока либо не найдется искомый ключ, 

либо не закончится цепочка.  
// вычисление хеш-функции 
Function Hash(AVal: Extended): Longint; 
begin 
 AVal := AVal*HashLen; // HashLen - длина хеш-массива\ 
 Result := Round(AVal*AVal+AVal+1) mod HashLen; 
end; 
 
Function FindHash(AVal: Extended): Longint; 
var 
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 v: Longint; 
 p: PHashRec; 
Begin 
 Result := 0; 
 v := Hash(AVal); // вычисление хеш-функции 
 P := @HashData^[v]; // P - ссылка на элемент хеш-массива 
 Repeat 
  If (P^.V = AVal) 
   then 
    begin 
     Result := v; // ключ найден  
     break; 
    end; 
  P := P^.Next; // переход к следующему ключу в цепочке 
 until P = nil; // пока цепочка не закончится 
End; 

Исследование алгоритмов по частотному распределению тактового вре-

мени поиска. Будем рассматривать в качестве входа множество D , представимое 

в виде массива объектов в котором производится поиск, имеющего размерность 

n . Множество, содержащее все допустимые входы алгоритма размерности n , 

обозначим через nD . Тогда общее количество возможных входов с заданной раз-

мерностью представляется некоторым числом N , таким что: 

  NjnDDDN jjn ,1,|:  , NDn  , (11.5.5) 

причем заведомо 1N  при 0n . Для каждого конкретного входа jD  из множе-

ства nD  имеется функция  jDtтакт , задающая число тактов, выполненных процессо-

ром на входе jD . Отметим, что значение функции  jDtтакт  есть целое положитель-

ное число. Значение  jDtтакт  ограничено между: 

      ntDtnt j
  такттакттакт , (11.5.6) 

где  ntтакт  — лучший случай,  ntтакт  — худший случай, по всем входам из мно-

жества nD . Введем в рассмотрение функцию: 

         ntntm
N
mXmTn

 такттакт
такт ,, , (11.5.7) 

где функция  mX  задает количество элементов во множестве nD , для которых 

  mDt j такт , т. е. количество появлений значения m , как тактового времени вы-

полнения программной реализации алгоритма на входах из множества nD , а N  

есть количество элементов во множестве nD . 
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Фактически функция  mTn

такт  является частотным аналогом закона распре-

деления дискретной ограниченной случайной величины nT , где nT  — количество 

тактов, выполняемых процессором при реализации алгоритма поиска на входах 

длины n . Функция  mTn
такт  является полной характеристикой программной реали-

зации алгоритма с точки зрения тактового показателя его временной эффективно-

сти как дискретной ограниченной случайной величины в заданной среде реализа-

ции. Очевидно, что в эксперименте мы получаем выборочные значения для 

 mTn
такт . 

Исследование алгоритмов на основе функции  mTn
такт  предполагает опре-

деление выборочного размаха варьирования и исследования вида функции 

 mTn
такт , которое и было проведено для выбранных алгоритмов поиска. Совме-

щенный график огибающих для границ значений  ntтакт  приведен на рисунке 

11.4, частотные гистограммы выборочных значений  mTn
такт  для исследуемых ал-

горитмов приведены на рисунках 11.5 и11.6. Гистограммы построены на основа-

нии обработки результатов 61016   экспериментов для каждого значения n . 

Рисунок 11.4. Зависимость минимального и максимального тактового вре-
мени от длины массива ключей для программных реализаций алгоритмов 
комбинированного интерполяционного поиска и поиска методом хеширо-

вания. 
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Рисунок 11.5. Частотная гистограмма значений тактового времени выпол-
нения для программной реализации алгоритма комбинированного интер-

поляционного поиска. 
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Рисунок 11.6. Частотная гистограмма значений тактового времени выпол-
нения для программной реализации алгоритма поиска методом хеширова-

ния. 

 

4000
7000

10000

13000

1600040

20
0

36
0

52
0

68
0

84
0

10
00

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0,16

Ч
ас

то
тн

ая
 в

ст
ре

ча
ем

ос
ть



304 
Сравнивая полученные результаты, следует отметить, что хотя алгоритм 

хеширования показывает лучшее среднее тактовое время, он имеет больший раз-

мах варьирования за счет попадания ключа поиска в конец длинных цепочек кол-

лизий. Гистограммы на рисунках 11.5 и 11.6 показывают, что вид функций рас-

пределения для  mTn
такт  исследуемых алгоритмов различен, что приводит к раз-

личной временной устойчивости тактового времени поиска у этих алгоритмов. 

Заметим также, что при ограничении на максимальное время поиска в 2500 так-

тов, алгоритм интерполяционного поиска является по тренду рациональным на 

всем сегменте длин массива ключей. 

Исследование алгоритмов поиска по информационной чувствительно-

сти тактового времени поиска. Использование характеристики информационной 

чувствительности позволяет принимать рациональные решения по выбору алго-

ритмов в ситуации, когда техническое задание накладывает ограничения на диапа-

зон временной эффективности программной реализации алгоритма, т. е. на вре-

менную устойчивость. В этом случае менее информационно чувствительный алго-

ритм будет являться, при прочих равных, более предпочтительным. Количествен-

ная мера информационной чувствительности алгоритма A  по определяется по 

формуле (см. глава 4): 

         10,  nnQnVn iAAi , (11.5.8) 

где  nVA  — генеральный коэффициент вариации, который для тактового времени 

выполнения программной реализации алгоритма имеет вид: 

         10,такттакт  nVntnnVA , (11.5.9) 

а  nQA  есть нормированный (относительный) размах варьирования ресурсной 

функции для входов длины n , определяемый как отношение половины вариантно-

го интервала к его середине, и в данном случае определяется как: 

            ntntntntnQA
  такттакттакттакт . (11.5.10) 

Полученные значения  ni  для исследуемых алгоритмов приведены в виде 

огибающих точечных значений на рисунке 11.7. На основе полученных экспери-

ментальных данных и информационной чувствительности можно говорить о том, 
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что с учетом требования временной устойчивости алгоритм хеширования является 

более предпочтительным. 
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Рисунок 11.7. Зависимость информационной чувствительности от длины 

массива ключей для программных реализаций алгоритмов комбинирован-
ного интерполяционного поиска и поиска методом хеширования. 

Выводы. Таким образом, на основе анализа частотного распределения так-

тового времени поиска, поведения размаха варьирования тактового времени, и 

информационной чувствительности претендующих алгоритмов на конечном сег-

менте длин ключей, могут быть сформулированы следующие рекомендации: 

— при оценке качества алгоритмов по показателю среднего тактового вре-

мени рациональным на всем исследованном сегменте является алгоритм поиска 

на основе хеш-функции; 

— при оценке качества алгоритмов по значению показателя информацион-

ной чувствительности предпочтение так же может быть отдано алгоритму поиска 

методом хеширования; 

— при оценке качества алгоритмов по показателю тактового времени в 

худшем и лучшем случаях рациональным на всем исследованном сегменте явля-

ется алгоритм комбинированного интерполяционного поиска. 

 

 

Задачи и упражнения к главе 11 
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11.1. Разработайте алгоритм поиска не только первого, но и второго макси-

мального и минимального элементов в массиве. За основу может быть взят алго-

ритм из параграфа 11.1. Может ли быть в этом случае применена идея сравнения 

последовательных пар элементов? 

11.2. Более интересная задача, требующая серьезных алгоритмических раз-

мышлений — поиск k -ого максимума в массиве с линейной оценкой трудоемко-

сти. Попробуйте самостоятельно разработать такой алгоритм, не обращаясь к 

специальной литературе. 

11.3. Рассмотрим задачу организации обратного двоичного счетчика — при 

каждом обращении к нему происходит вычитание единицы из числа, хранящегося 

в битовом массиве. Разработайте алгоритм организации такого счетчика с не за-

висящей от длины битового массива трудоемкостью в среднем. 

11.4. Модифицируйте алгоритм сортировки методом индексов таким обра-

зом, чтобы он работал и в случае, если в массиве есть повторяющиеся элементы. 

11.5. Будет ли приведенный в параграфе 11.3 алгоритм сортировки работать 

правильно, если исходный массив содержит отрицательные числа? 

11.6. Сравнение по трудоемкости не совсем справедливо для программных 

реализаций алгоритмов. Постройте, на основе экспериментальных исследований, 

функции времени выполнения для сравниваемых в параграфе 11.3 алгоритмов 

сортировки. Определите, на сколько изменились коэффициенты параболы, раз-

граничивающей области рационального использования этих алгоритмов? 

11.7. Если использовать реализованную на компьютере операцию умноже-

ния целых двухбайтовых чисел, то можно значительно улучшить трудоемкость 

алгоритма умножения длинных целых чисел. Разработайте соответствующую 

структуру данных и алгоритм умножения. Проанализируйте трудоемкость полу-

ченного Вами алгоритма. Насколько Вам удалось улучшить коэффициент у глав-

ного порядка функции трудоемкости, по сравнению с алгоритмом из параграфа 

11.4, использующим структуру битового хранения длинного целого числа?  

11.8. Приведите несколько примеров реальных ситуаций использования 

программных средств, в которых наиболее значимым критерием оценки качества 
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функционирования программной реализации алгоритма является выполнение ог-

раничения на максимально допустимое время при фиксированной длине входа. 
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Р Е С У Р С Н О - Э Ф Ф Е К Т И В Н Ы Е  

К О М Б И Н И Р О В А Н Н Ы Е  А Л Г О Р И Т М И Ч Е С К И Е  

Р Е Ш Е Н И Я  

Введение 

Использование аппарата теории ресурсной эффективности компьютерных 

алгоритмов, в частности методов получения ресурсных функций в процедурной и 

рекурсивной реализации и методики их сравнительного анализа на конечном ин-

тервале, позволяет решать задачу выбора рациональных алгоритмов в области ре-

альных длин входов при разработке программных средств и систем. Такой выбор 

может носить не только характер рекомендаций, но и позволяет построить комби-

нированные ресурсно-эффективные алгоритмы, в которых выбор того или иного 

алгоритма осуществляется на основе информации о длине входа и характеристиче-

ских особенностях множества исходных данных. Цель настоящей главы — проил-

люстрировать применение аппарата теории ресурсной эффективности компьютер-

ных алгоритмов и соответствующих подходов для решения прикладных задач по 

выбору рациональных алгоритмов и построению комбинированных ресурсно-

эффективных алгоритмических решений, как для модельных задач, так и для неко-

торых реальных программных систем, а именно — для системы конечно-

элементного анализа, реализующей метод конечных элементов для решения обрат-

ных задач термоупругости, и для аналитического компонента индивидуальных ин-

формационных систем в части алгоритмов рациональной организации данных. 

12.1 Комбинированный рекурсивно-итерационный 
алгоритм сортировки 

Введение. Применение метода декомпозиции позволяет получить алгорит-

мы, обладающие хорошей временной эффективностью при больших длинах вхо-

дов. Как правило, при этом платой за улучшение асимптотической оценки функ-

ции трудоемкости является большой коэффициент при главном порядке. Для це-

лого ряда рекурсивных алгоритмов возможно построение комбинированной схе-

мы, обладающей лучшей трудоемкостью за счет более раннего останова рекурсии 

и решения полученных подзадач в листьях дерева рекурсии другим алгоритмом, 
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обладающим лучшей трудоемкостью в полученном сегменте размерностей. Такой 

подход приводит к повышению трудоемкости вычислений в листьях дерева ре-

курсии, одновременно сокращая общее число его вершин, что в свою очередь 

приводит к необходимости решения задачи выбора оптимальных параметров под-

задач для останова рекурсии. В данном параграфе этот подход применяется для 

улучшения трудоемкости классического алгоритма сортировки слиянием, путем 

его комбинирования с алгоритмом сортировки вставками. 

Разработка рекурсивного алгоритма. Метод декомпозиции может быть 

применен для решения задачи сортировки, исторически эта идея приписывается 

Дж. фон Нейману. Напомним, что метод декомпозиции предписывает разделение 

задачи на части, решение подзадач и объединение решений. В применении к зада-

че сортировки этот метод приводит к разделению входного массива на две части 

— для четной длины они будут одинаковые, а для нечетной длины одна из частей 

массива будет на единицу больше. Затем алгоритм рекурсивно вызывается для 

сортировки полученных частей, и возвращенные отсортированные фрагменты 

массива объединяются при возврате из двух рекурсивных вызовов в один сорти-

рованный массив. В классической реализации останов рекурсии происходит при 

единичной длине массива. 

Слияние отсортированных массивов. Собственно продуктивной частью 

данного алгоритма является слияние двух отсортированных массивов в один. 

Идея этого алгоритма состоит в том, что мы устанавливаем два указателя на пер-

вые элементы массивов, и, сравнивая элементы, заданные этими указателями, за-

носим в результирующий массив меньшее значение (при сортировке по возраста-

нию). Указатель перемещенного элемента сдвигается на единицу вправо, и цикл 

повторяется. Есть различные способы останова указателя на границе массива — в 

данном случае выбран способ «концевых заглушек» — в конец двух массивов за-

писывается заведомо большее значение, гарантирующее, что основной цикл вы-

берет при слиянии все числа двух массивов, за исключением заглушек. Отметим, 

что массивы для слияния являются фрагментами основного сортируемого масси-

ва, в связи с чем, необходимо переместить их вначале в два вспомогательных мас-

сива, т. к. результат должен быть помещен обратно в основной массив. Альтерна-
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тивой является более трудоемкий алгоритм, реализующий слияние по месту, т. е. 

в основном массиве, и не требующий дополнительной памяти. Заметим, что про-

блема выбора между этими алгоритмами является иллюстрацией классической 

дилеммы выбора между временной и емкостной эффективностью. 

Рассмотрим алгоритм слияния (Merge) отсортированных фрагментов мас-

сива A, расположенных в позициях между p и r, и r+1 и q. Алгоритм использует 

дополнительные массивы Bp и Bq, в конец которых, с целью остановки указате-

лей, помещаются заглушки. Вначале выполняется копирование отсортированных 

частей в Bp и Bq, а затем объединенный массив формируется непосредственно в 

массиве A между индексами p и q. Для удобства анализа в записи алгоритма спра-

ва указано количество базовых операций в данной строке. 
Merge (A, p, r, q) 
(формирование заглушки) 
 max  A[r]    2 
 If Max < A[q]   2 
  then 
   max  A[q]  2 
 end If 
 (копирование в массивы Bp, Bq) 
 kp  r—p+1    3 
 p1  p—1    2 
 For i  1 to kp  1+3kp 
  Bp[i]  A[p1+i] 4kp 
 end For 
 Bp[kp+1]  max    (заглушка) 3 
 kq  q—r    2 
 For i  1 to kq  1+3kq 
  Bq[i] A[r+i]  4kq 
 end For 
 Bq[kq+1]  max   (заглушка) 3kq 
 
 (слияние частей) 
 pp  1     1 
 pq  1   (инициализация указателей) 1 
 For i  p to q  1+3m 
  If Bp[pp] < Bq[pq] 3m 
   then 
    A[i]  Bp[pp] 3k 
    pp  pp +1 2k 
   else 
    A[i]  Bq[pq] 3l 
    pq  pq +1 2l 
  end If 
 end For 
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End. 

Получим, следуя [12.1], трудоемкость данного алгоритма для объединенно-

го массива, имеющего длину m . Пусть 1 pqkqkpm  есть длина объеди-

ненного массива. На основании указанного в строках количества операций, и 

предположения о том, что строка max  A[q] выполняется в среднем для поло-

вины обращений, можно получить трудоемкость алгоритма слияния отсортиро-

ванных массивов как функцию длины массива результата: 

    1134312343123122 kqkqkpkpmf merge  

     2318237115331  mkqkpmmm . (12.1.1) 

Заметим, что трудоемкость алгоритма слияния отсортированных массивов 

практически не зависит от данных, этот парадокс объясняется тем, что блоки в 

конструкции if Bp[pp] < Bq[pq] содержат одинаковое количество операций, и, 

следовательно, вероятности выбора блоков then и else, очевидно зависящие от 

данных, не влияют на трудоемкость конструкции ветвления в целом. Разница ме-

жду худшим и лучшим случаями равна двум операциям — строка max  A[q] 

либо выполняется, либо обходится. В теории алгоритм принадлежит классу 

NPR , подклассу NPRL , но практически его можно считать алгоритмом класса N . 

Алгоритм сортировки слиянием. Рекурсивный алгоритм MSort_A1 полу-

чает на вход массив A, и два индекса p и q, указывающие на ту часть массива, ко-

торая будет сортироваться при данном вызове. Запись этого алгоритма в виде ре-

курсивной процедуры на языке высокого уровня имеет вид 
MSort_A1 (A, p ,q) 
 If pq  (проверка на останов рекурсии) 1 
  then 
   r(p+q) div 2   (середина массива) 3 
   MSort_A1 (A, p, r)   (сортировка левой части массива) 
   MSort_A1 (A, r+1, q) (сортировка правой части массива) 
   Merge(A, p, r, q)      (слияние отсортированных частей) 
Return (A) 
End. 

Первоначальный вызов данной процедуры для сортировки всего массива A, 

содержащего n  элементов — MSort_A1(A,1,n). Принадлежность этого алгорит-

ма к одному из трудоемкостных классов мы определим после его анализа. 

Анализ трудоемкости алгоритма методом подсчета вершин дерева ре-

курсии. В соответствии с методом детального анализа дерева рекурсий выполним 
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подсчет вершин в дереве рекурсивных вызовов алгоритма сортировки слиянием. 

Рассмотрим случай, когда длина сортируемого массива есть степень двойки — 

nkn k
2log,2  . В этом случае алгоритм, получая на входе массив из n  элемен-

тов, делит его ровно пополам при первом вызове, и это деление продолжается ре-

курсивно вплоть до единичных элементов массива. Получаемое при этом дерево 

рекурсии представляет собой полное бинарное дерево, содержащее k  уровней и 

n  листьев. Дальнейший анализ этого алгоритма излагается в соответствии с 

[12.1]. 

Определим характеристики полного бинарного дерева глубины k , содер-

жащего n  листьев. Общее количество вершин  nR  может быть определено с ис-

пользованием формулы для суммы геометрической прогрессии 

   12122221  nnR kk . 

Поскольку полное бинарное дерево содержит kn 2  листьев, то число листьев 

  nnRL  , а число внутренних вершин, порождающих рекурсию равно 

  1 nnRV . Тем самым вызов данного алгоритма для сортировки массива длины 

n  порождает дерево рекурсии со следующими характеристиками 

       12  nnR ,   1 nnRV ,   nnRL  ,   nnH R 2log1 ,  
12 


n
nnBL .(12.1.2) 

В соответствии с методом подсчета вершин дерева рекурсии определим 

вначале трудоемкость процедуры MSort_A1(A,p,q) на один вызов/возврат — 

 1Rf . Поскольку процедура MSort_A1(A,p,q) передает три параметра ( 3p ), в 

стеке сохраняются значения четырех регистров ( 4r ), ни одно значение не воз-

вращается через имя процедуры ( 0f ), — обращаем на это внимание, и проце-

дура MSort_A1(A,p,q) имеет одну локальную переменную r ( 1l ), то в резуль-

тате имеем 

     181104321 Rf , 

и, следовательно, с учетом (12.1.2) 

         183618121  nnfnRnf RR . (12.1.3) 

Трудоемкость останова рекурсии включает в себя одно сравнение, таким образом 

  11 CLf , следовательно 
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       nnfnRnf CLLCL  11 . (12.1.4) 

Во всех внутренних вершинах дерева (фрагмент рекурсивного вызова) трудоем-

кость включает в себя подготовку двух рекурсивных вызовов, вызов и возврат из 

процедуры Merge(A,p,r,q) —  vfMsort , и трудоемкость выполнения процедуры 

Merge(A,p,r,q) —  vfMerge . В связи с этим представим трудоемкость во внут-

ренней вершине —  vfCV  и суммарную трудоемкость внутренних вершин — 

 nfCV  в виде следующих сумм 

      vfvfvf MergeMsortCV  ,      nfnfnf MergeCVMsortCVCV  .  

Вычислим значение  vfMsort  — выполняется сравнение, вычисление середины 

длины, прибавление единицы (r+1), сохранение значения переменной r ( 1l ), 

передача управления на процедуру Merge(A,p,r,q), имеющую четыре парамет-

ра, и возврат управления обратно, таким образом 

     25110442131 vfMsort , 

и сумма  vfMsort  по всем внутренним вершинам составляет 

         2525251  nnvfnRnf MsortVMsortCV  (12.1.5) 

Для анализируемого алгоритма сортировки функция  jvg , фигурирующая в 

формуле для метода подсчета вершин, в данном случае есть трудоемкость слияния 

в вершине jv  —    jMergej vfvg  . Для рассматриваемого случая на фиксированном 

уровне рекурсивного дерева слиянию подвергаются массивы одинаковой длины. 

Это значительно упрощает вычисление суммы 

  
 




nR

j
j

V

vg
1

, 

поскольку одинаковые слагаемые, связанные с одним уровнем, могут быть объе-

динены. Поскольку трудоемкость алгоритма слияния для массива длины m  со-

ставляет в соответствии с формулой (12.1.1) 2318 m  и алгоритм вызывается 

  1 nnRV  раз с разными длинами объединяемых фрагментов массива на каж-

дом уровне дерева, то значения  jvg  имеют вид 
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Суммируя  jvg  по всем внутренним вершинам дерева, имеем 
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        418421821823 nnnnRV , 

учитывая, что таким образом обрабатываются все уровни дерева, кроме последне-

го, который не содержит внутренних вершин, т. е. k  уровней рекурсивного дерева 

с номерами от 0  до 1k , получаем 

     2323log1812318 2  nnnnknnf MergeCV . (12.1.6) 

Учитывая все компоненты (см. формулы 12.1.3 – 12.1.6), получаем окончательный 

вид функции трудоемкости для алгоритма сортировки слиянием в случае kn 2  

            nfnfnfnfnf MergeCVMsortCVCLRA  

  2323log1825251836 2 nnnnnn  

 .6685log18 2  nnn  (12.1.7) 

и доля операций обслуживания дерева рекурсии составляет 

    
  6685log18

1836
2 




nnn
n

nf
nfnF

A

R
R . (12.1.8) 

Значения  nFR  медленно убывают с ростом длины массива, так при 1024n  

  135,0nFR , а при 1048576n    08,0nFR , и доля трудоемкости обслуживания 

рекурсии для реальных размерностей уже находится в пределах 8-15%. 

Полученная функция трудоемкости в среднем (12.1.7), очевидно согласуется 

с результатом оценки главного порядка  nn 2log , полученным по теореме Бент-

ли, Хакен, Сакса. На основе этого результата можно говорить, что алгоритм отно-

сится к классу P , т. е. является полиномиальным по длине входа. Заметим, что 

асимптотически он лучше, чем простые квадратичные алгоритмы сортировки. 

Лучший и худший случай трудоемкости данного алгоритма могут быть легко 

оценены, исходя из того, что каждый вызов процедуры слияния при вычислении 
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заглушки либо выполняет, либо пропускает 2 операции. Поскольку процедура 

слияния выполняется для каждой внутренней вершины дерева, то имеем 

       .6784log181 2  nnnnRnfnf VAA  

       .6586log181 2  nnnnRnfnf VAA  

Полученные результаты позволяют говорить об очень слабой зависимости трудо-

емкости от данных, алгоритм принадлежит к классу NPRL , и обладает очень хо-

рошей временной устойчивостью. 

Комбинированный алгоритм сортировки. Рассмотрим вариант останова 

рекурсии в алгоритме MSort_A1 при некоторой длине массива, большей единицы. 

Полученные подмассивы в листьях дерева рекурсии будем сортировать методом 

прямого включения, используя алгоритм Sort_Ins_A2 (см. параграф 11.3). По-

скольку функция трудоемкости этого алгоритма имеет вид (см. формулу 11.3.1): 

 ),(135,115,2)( 22
2 nnnnf A   

то за счет малого коэффициента при главном порядке на малых длинах массивов 

он является более рациональным, чем алгоритм сортировки слиянием. В предпо-

ложении, что ячейка с именем k хранит значение оптимального порога переклю-

чения на сортировку вставками, запись такого комбинированного алгоритма име-

ет следующий вид: 
MSort_A3 (A, p ,q) 
 l=q-p+1 
 If l>k  (проверка на останов рекурсии) 
  then 
   r(p+q) div 2         (середина массива) 
   MSort_A3 (A, p, r)     (сортировка левой части массива) 
   MSort_A3 (A, r+1, q)   (сортировка правой части массива) 
   Merge(A, p, r, q)      (слияние отсортированных частей) 
  else 
   (сортировка вставками для коротких длин) 
   Sort_Ins_A2(A, p, q) 
Return (A) 
End. 
 

Определение рационального порога переключения. Поскольку наша 

цель состоит в минимизации трудоемкости комбинированного алгоритма, то в 

первую очередь необходимо получить его функцию трудоемкости, как функцию 

от исходной длины массива и значения порога переключения. Сразу оговоримся, 
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что будет получена некоторая оценка порога переключения, поскольку делается 

допущение о полном бинарном дереве рекурсии и допущение о непрерывности 

аргументов функции трудоемкости с целью последующего дифференцирования. 

Пусть k  есть значение порога переключения, и в силу допущений предпо-

лагается, что весь исходный массив длины n  разбивается на 
k
n  подмассивов дли-

ной k  каждый, которые и сортируются алгоритмом прямого включения в листьях 

дерева рекурсии. На основе формул трудоемкости двух исходных алгоритмов по-

лучаем 

  ),(),(),( 213 knfknfknf AAA  

  )6685log18( 2 k
n

k
nn  

 ),135,115,2( 2  kk
k
n  

что после несложных преобразований приводит к 

  )6685log18log18(),( 223 k
nknnnknf A  

 )135,115,2(
k
nnnk  . (12.1.9) 

Оптимальное значение длины массива для переключения на сортировку методом 

прямого включения можно получить, приравняв нулю частную производную по-

лученной функции трудоёмкости 
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2ln

18725,2
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k
n

k
nn

k
knf A , 

что приводит к следующему квадратному уравнению 

 07296,255,2 2  kk , 

положительный корень которого равен 12,66. Поскольку значение k  является це-

лым числом, то рациональный порог переключения равен 12 или 13. 

Хотя мы получили оценочный результат, тем не менее, проведенные экспе-

рименты подтверждают, что оптимальный порог переключения для массивов 

длиной 1000n  действительно составляет 12 или 13 в зависимости от конкретной 

длины массива. 
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Подстановка значения 12k  в формулу (12.1.9) позволяет получить функ-

цию трудоемкости комбинированного алгоритма 

 6617log18)( 23  nnnnf A . (12.1.10) 

Сравнивая трудоемкости исходного и комбинированного алгоритмов (12.1.7) и 

(12.1.10) можно оценить полученное сокращение трудоемкости 

 nnf A 102)(  . 

Экспериментальные результаты показывают, что на сегменте длин исход-

ных массивов [100, 3000] комбинированный алгоритм обладает почти что вдвое 

лучшей трудоемкостью по сравнению с исходным алгоритмом сортировки слия-

нием, а именно отношение трудоёмкостей изменяется от 2,0 для длины 100 до 

1,54 для длины 3000. 

12.2 Эффективный по трудоемкости комбинированный алгоритм 
решения классической задачи одномерной упаковки 

Введение. Изложение в этом параграфе применения метода динамического 

программирования для решения задачи одномерной оптимальной по стоимости 

упаковки основано на классической книге Р. Беллмана и С. Дрейфуса [12.2]. Два 

алгоритма, реализующие этот метод — табличный и рекурсивный имеют различ-

ные ресурсные характеристики, что позволяет предложить комбинированный ал-

горитм решения задачи упаковки, в котором рациональный порог переключения 

алгоритмов зависит от особенностей входных данных. 

Содержательная постановка задачи упаковки. Представим себе, что у 

нас есть рюкзак с прямоугольным дном и нерастяжимыми стенками определенной 

высоты. У нас есть так же несколько групп коробок, с таким же дном, как у рюк-

зака. В любой группе количество коробок достаточно для упаковки всего рюкза-

ка, каждая коробка в группе одинакова по высоте и имеет определенную стои-

мость. Наша задача состоит в том, что бы упаковать рюкзак, так, чтобы он закры-

вался, и сумма стоимостей упакованных коробок была бы наибольшей. Хотя со-

держательно мы имеем дело с объемом, но в реальности мы рассматриваем толь-

ко высоту рюкзака и высоты коробок — в этом смысле задача является одномер-

ной. Поскольку у нас нет ограничений на состав коробок в рюкзаке, то интуитив-
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ное решение состоит в том, чтобы выбрать коробки из группы, обладающей мак-

симальной удельной (на единицу высоты) стоимостью. Но, к сожалению, мы не 

можем разрезать коробки по высоте — задача является целочисленной, и интуи-

тивное решение не всегда оптимально. Например, из двух групп коробок с высо-

тами 5 и 7 и стоимостями 10 и 18, в рюкзак высотой 10 лучше положить две ко-

робки из первой группы, чем одну из второй, хотя удельная стоимость коробок 

второй группы больше, чем в первой. Другая идея состоит в том, что можно рас-

смотреть все возможные варианты упаковки рюкзака и выбрать наилучший, но 

если рюкзак очень высокий, и у нас много разных групп коробок, то такой пол-

ный перебор может потребовать значительного времени. Ниже будет получена 

оценка сложности алгоритма, реализующего полный перебор вариантов. 

Эта задача, известная, как задача об упаковке рюкзака, более корректно — 

задача оптимальной по стоимости одномерной упаковки, имеет разнообразные 

практические применения, для которых сегодня актуальным является получение 

именно точных решений. К такой постановке сводится задача одномерного рас-

кроя материала, формирования оптимального пакета акций на фиксированную 

сумму. На основе полученных оптимальных решений при значительном количе-

стве групп коробок можно даже построить достаточно надежную криптосистему. 

Математическая постановка задачи. Рассмотрим общую постановку за-

дачи одномерной оптимальной по стоимости упаковки. Пусть задано множество 

типов грузов 

     nicvyyY iiii ,1,,,  , 

где каждый элемент iy , соотнесенный с типом груза, обладает целочисленным 

линейным размером — iv , или «объемом» в общепринятых терминах задачи упа-

ковки, и ценовой характеристикой — ic , которая содержательно отражает прак-

тически значимые предпочтения для загрузки объектов данного типа. Так же це-

лочисленным значением задан основной объем упаковки V . В классической по-

становке элементы iy  называются типами грузов. Для описания количества за-

гружаемых в объем V  элементов iy  введем в рассмотрение следующий характе-

ристический вектор: 
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   nxxi ,1, x , 

где ix  — неотрицательное целое, т. е. 0,  i
n
z xEx . Значение компонента вектора 

kxi   соответствует загрузке k  элементов типа iy  в объем V . Таким образом, 

описание некоторой упаковки грузов представляет собой целочисленную точку в 

n -мерном пространстве n
zE . Среди всех возможных упаковок объема V  грузами из 

Y  должна существовать, по крайней мере, одна, максимизирующая суммарную 

стоимость, что приводит к следующей постановке задачи упаковки как задачи ли-

нейного целочисленного программирования. 

Максимизировать линейный функционал: 

   max)(
11

 


n

i
ii

n

i
iin cxxCP x , Vvx

n

i
ii 

1
. (12.2.1) 

Содержательно ограничение в (12.2.1) означает, что суммарный объем, занимае-

мый грузами всех типов в количествах, указанных характеристическим вектором 

x , не должен превышать общего объема упаковки. 

Вычислительная сложность полного перебора. Поскольку число возмож-

ных решений задачи упаковки, в силу (12.2.1), ограничено сверху, то мы можем 

гарантировать, что существует координатный куб, в который вписан многогран-

ник, формируемый этими ограничениями. В этой связи очевидным методом ре-

шения является полный перебор всех возможных вариантов — точек целочислен-

ного пространства. Заметим, что в англоязычной литературе этот метод называет-

ся British museum technique — техника британского музея. При всей простоте ме-

тода нас останавливает проблема размерности — как только размерность цело-

численного пространства становится большой — перебор требует, хотя и конеч-

ного, но астрономического времени. Попробуем получить некоторые оценки для 

рассматриваемой задачи одномерной упаковки. Из всех n  типов грузов один, по 

крайней мере, имеет минимальный объем. Обозначим через m  максимальное ко-

личество грузов этого типа, размещающихся в объеме V , тогда весь объем пере-

бора ограничен кубом n
zm , который содержит  nm 1  точек. Если задача состоит в 

упаковке 20 типов грузов ( 20n ), и груз каждого типа размещается в объеме V  не 

более 9 раз, то мы имеем задачу перебора 2010 точек в 20-ти мерном пространстве. 
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Попробуйте оценить требуемое время, в предположении, что анализ одной точки 

занимает на Вашем компьютере не более 1000 тактов. 

Более точную оценку можно получить, если рассматривать прямоугольный 

параллелепипед в пространстве n
zE , размеры сторон которого определяются ти-

пами грузов. Это приводит к верхней оценке количества точек перебора в виде 

       ini

n

i

n
i vVmmvV

,11
max,11


 . 

При значительном разбросе значений iv  эта оценка значительно лучше, чем 

 nm 1 , но все равно неприемлема для практически значимых постановок задачи 

упаковки. Этот неутешительный результат и заставляет искать эффективные ал-

горитмы решения задачи одномерной оптимальной упаковки, существенно со-

кращающие перебор. Отметим, в этой связи, что рассматриваемая задача упаков-

ки является NP -трудной, и для нее в общей постановке отсутствуют сегодня по-

линомиальные по n  точные алгоритмы решения. 

Функциональное уравнение Беллмана для задачи упаковки. Опираясь 

на терминологию метода динамического программирования, будем считать, что в 

рассматриваемой задаче распределяемым ресурсом является объем упаковки V , а 

функции дохода линейны —   iiii xcxg  . Наша задача — максимизировать до-

ход (стоимость упаковки), заданный линейным функционалом  xnP  (см. 12.2.1), 

путем распределения ограниченного ресурса объема упаковки между грузами 

указанных типов. В этих условиях мы можем непосредственно использовать идею 

метода динамического программирования. С учетом обозначений, введенных в 

математической постановке задачи упаковки, основное функциональное уравне-

ние Беллмана имеет вид 
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 (12.2.2) 

Таким образом, метод предполагает последовательное решение одномерных задач 

целочисленной оптимизации с использованием информации об оптимальной упа-

ковке объема v  предыдущими типами грузов. Решением поставленной задачи яв-
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ляется значение  Vfn . Поскольку значения  vf1  могут быть элементарно вычис-

лены на основе (12.2.2), то в дальнейшем будет рассматриваться следующее ос-

новное функциональное уравнение для задачи одномерной оптимальной упаков-

ки, записанное в виде рекуррентного соотношения, определяющего рекурсивно 

заданную функцию  vfm  [12.1] 
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Схема алгоритма. Рекурсивная реализация основного функционального 

уравнения Беллмана (12.2.3) для задачи одномерной упаковки (12.2.1) достаточно 

проста. Рекурсивный алгоритм, напрямую реализующий рекуррентные соотноше-

ния (12.2.3), останавливается при значении 1m , когда значение функции  vf1  

может быть вычислено непосредственно. Рекурсия при 2m , выполняется для 

вычисления оптимальной стоимости упаковки текущего объема v  грузами типа 

m  совместно с грузами предыдущих 1m  типов в том же или меньшем объеме. 

Ниже приводится схема данного алгоритма в виде рекурсивной функции A1(V,x) 

в которой пока не детализируется структура данных для хранения вектора упа-

ковки. 
A1(V, x) 
 (V - текущий объем упаковки) 
 (x - номер текущего типа груза) 
 (boxV[1..n], boxC[1..n] – массивы исходных данных) 
 If x=1 
  then  (Останов рекурсии – прямое вычисление при x=1) 
   k  V div boxV[1] 
   F  k*boxC[1] (оптимальная стоимость в V для 1-ого типа) 
  else  (Рекурсивные вызовы для определения max F) 
   Max  0; 
   k  V div boxV[x] 
   For i  0 to k (цикл поиска максимума) 
    Cost  i*boxC[x]+A1((V - boxV[x]*i),x-1) 
    If Cost > Max 
     then 
      Max  Cost 
      Optx  i 
   end (for i) 
   A1  Max (функция возвращает оптимальную стоимость) 
      (Количество грузов типа x в объеме V равно Optx) 
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 end (If) 
Return (A1) 
End. 

Пример дерева рекурсии. Рассмотрим пример решения задачи одномерной 

упаковки с использованием данного алгоритма — нас интересует порожденное 

дерево рекурсии. Мы решаем задачу с тремя типами грузов, при общем объеме 

упаковки 10V . Информация об объемах iv  и стоимостях ic  для трех типов гру-

зов приведена в таблице 12.1. 

Таблица 12.1. Описание типов грузов 
i  iv  ic  
1 2 3 
2 3 5 
3 4 7 

Решением поставленной задачи будет значение функции Беллмана  103f , 

при этом алгоритм порождает дерево рекурсии, показанное на рисунке 12.1 

Рисунок 12.1 Дерево рекурсии, порождаемое алгоритмом упаковки. 

Параметризация задачи. Исследуемый рекурсивный алгоритм упаковки 

является количественно параметрическим. Напомним, что в этом случае число 

элементарных операций, задаваемых алгоритмом, зависит не только от количест-

ва данных на входе, но и от их значений. Из (12.2.3) очевидно, что оценка вычис-

лительной сложности будет зависеть как от значения n , так и от значений пара-

метров nvvV ,,, 1  , учет которых существенно затрудняет анализ. С целью упро-

щения анализа рекурсивного алгоритма, следуя [12.1] введем параметр 

F3(10) 

F2(2) 

F1(2) 

F2(6) F2(10) 

F1(0) F1(3) F1(6) F1(1) F1(4) F1(7) 

x3=0 x3=1 x3=2 

x2=0 
x2=0 

x2=1 
x2=2 x2=3 x2=0 

x2=1 x2=2 

F1(10) 
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характеризующий, сколько грузов среднего объема размещается в объеме упаков-

ки V . Очевидно, что в реальности количество любых грузов, размещенных в объ-

еме V , является целым числом, но для оценки вычислительной сложности в сред-

нем, необходимо учитывать, что параметр k  может быть и действительным (ве-

щественным) числом. 

Структура данных. Исследуемый рекурсивный алгоритм требует двух гло-

бальных одномерных массивов, хранящих описание стоимости и объема типов 

грузов — boxC[1..n], и boxV[1..n]. Для хранения конечного и промежуточных 

результатов мы будем использовать двумерный массив XArr[1..n,0..n], первый 

индекс которого соответствует номеру типа груза, а по второму индексу в 

XArr[x,1..n] хранится оптимальный вектор, а в XArr[x,0] — значение опти-

мальной упаковки. В этой же ячейке — XArr[x,0] мы будем хранить текущий 

максимум. Таким образом, при вызове алгоритма для типа груза с номером x ре-

зультаты непосредственных рекурсивных вызовов располагаются в строке 

XArr[x-1,0..n], а результат формируется в XArr[x,0..n]. 

Рекурсивный алгоритм. Рассмотрим рекурсивный алгоритм, находящий 

оптимальную одномерную упаковку, в виде рекурсивной процедуры A1(V,x) 

(справа указано количество базовых операций в строке). 
A1(V, x) 
 Рекурсивный алгоритм решения задачи упаковки 
 (V - текущий объем упаковки) 
 (x - номер текущего типа груза) 
 (boxV[1..n], boxC[1..n] – массивы исходных данных) 
 (XArr[1..n,0..n] – массив результатов) 
 If x=1    1 
  then  (Останов рекурсии) 
   k  V div boxV[1] 3 
   XArr[1,0]  k*boxC[1] 5 
   (формирование вектора при x=1) 
   For j  2 to n  1+(n-1)*3 
    XArr[1,j]  0 3*(n-1) 
   XArr[1,1]  k 3 
  else  (Рекурсия для определения max F) 
    (Обнуление оптимального вектора) 
   For j  0 to n  1+(n+1)*3 
    XArr[x,j]  0 3*(n+1) 
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   k  V div boxV[x] 3 
    (цикл поиска максимума) 
   For i  0 to k 1+(k+1)*3 
    A1((V - boxV[x]*i),x-1) 4*k 
    Cost  i*boxC[x]+XArr[x-1,0] 7*k 
    If Cost > XArr[x,0] 3*k 
     then 
      (копирование вектора от x-1) 
      For j  1 to n  1+n*3 
          XArr[x,j]  XArr[x-1,j] 6*n 
      XArr[x,x]  i 3 
      XArr[x,0]  Cost 3 
   end (for i) 
 end (If) 
End. 

Анализ алгоритма методом подсчета вершин дерева рекурсии. Дерево 

рекурсии, порождаемое данным алгоритмом, является параметрически зависимым 

— количество порожденных вершин определяется переменной цикла, и, следова-

тельно, параметром k , при этом на каждом рекурсивном вызове меняется еще и 

текущий объем упаковки. Наша задача — попытаться получить явную формулу 

для количества вершин дерева рекурсий в условиях введенной параметризации. 

Обозначим через  knR ,  функцию, задающую общее количество вершин дерева, в 

зависимости от значений n  и k . Рассмотрим структуру дерева рекурсии при не-

которых значениях n  и k . Фрагменты дерева для значений 1k  и 2k , и соот-

ветствующие значения функции  knR , , показаны на рисунках 12.2 и 12.3. 

Рисунок 12.2. Фрагмент дерева рекурсии при 1k . 
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Рисунок 12.3. Фрагмент дерева рекурсии при 2k . 

Для того чтобы найти закономерность для значений  knR ,  построим тре-

угольник Паскаля, первые семь строк которого показаны на рисунке 12.4. 
1 

1   2   1 

1   3   3   1 

1   4   6   4   1 

1   5   10   10   5   1 

1   6   15   20   15   6   1 

1   7   21   35   35   21  7   1 

Рисунок 12.4. Треугольник Паскаля — биномиальные коэффициенты. 

Теперь видно, что значения  knR ,  это элементы треугольника Паскаля — 

биномиальные коэффициенты. Устанавливая соответствие между номерами строк 

треугольника и значениями n  и k , окончательно получаем 

   1, 
 n

knCknR . (12.2.4) 

Проводя аналогичные рассуждения для количества внутренних вершин и листьев 

порожденного дерева (заметьте, например, что    2,42,5 RRV  ), получаем, с уче-

том введенной параметризации, аналогичные формулы для  knRV ,  и  knRL , . 

Поскольку все эти значения являются биномиальными коэффициентами, в целях 

удобства дальнейшего анализа, приведем также коэффициенты для их сведения к 
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Однако, любая ветвь рекурсии требует рассмотрения всех типов грузов, вне зави-

симости от параметра k , что позволяет легко определить глубину дерева, которая 

равна n . Таким образом, на основе (12.2.4) и (12.2.5) можно получить все форму-

лы для характеристик дерева рекурсии, порождаемого алгоритмом Беллмана в 

рамках принятой параметризации 

   1, 
 n

knCknR ,    1
1, 
 n

knL CknR ,    2, 
 n

knV CknR ,  

   nnH R  ,   
kn

kknBL 



1,  (12.2.6) 

Временная эффективность — функция трудоемкости. Трудоемкость дан-

ного алгоритма получим, учитывая предложенную параметризацию, т. е. 

 knff AA , . В соответствии с методом подсчета вершин дерева рекурсии опре-

делим вначале трудоемкость процедуры на один вызов/возврат —  1Rf . Посколь-

ку процедура A1(V,x) передает два параметра ( 2p ), в стеке сохраняются значе-

ния четырех регистров ( 4r ), и процедура имеет четыре локальных переменных 

( 4l ), напомним, что результаты возвращаются через глобальный массив, то 

     221404221 Rf , 

и, следовательно, 

     122,22, 
 n

knR CknRknf . (12.2.7) 

Трудоемкость останова рекурсии включает в себя одно сравнение для входа в 

блок останова, и 66 n  операций формирования вектора, таким образом, 

  761  nfCL , следовательно 

         1
1761,, 
 n

knCLLCL CnfknRknf .  

В целях удобства получения общей формулы введем обозначения для двух коэф-

фициентов, показывающих долю внутренних вершин и листьев в общем количе-

стве вершин дерева рекурсии 

    
kn

kknRknR LLL 
 1,,, ,    

kn
nknRknR VVV 
 1,,,  (12.2.8) 

заметим, что 1 VL , таким образом, 

      knRnknf LCL ,76,  . (12.2.9) 
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Трудоемкость во внутренних вершинах дерева представим в виде суммы трудо-

емкости обнуления вектора и трудоемкости цикла 

      knfknfknf CVforCVvecCV ,,,  ,  

при этом в трудоемкость обнуления вектора включим операцию инициализации 

цикла поиска максимума, и, суммируя операции, получаем 

          knRnvfknRknf VCVvecVCVvec ,126,,  . (12.2.10) 

Наибольший интерес представляет трудоемкость цикла поиска максимума. Заме-

тим, что 17 операций, выполняемых в первых трех строках цикла, включая три 

операции на его обслуживание выполняются для каждого рекурсивного обраще-

ния к процедуре, включая вызовы листьев, за исключением одного основного вы-

зова, что определяет одно слагаемое трудоемкости цикла —   1,17  knR . 

Трудоемкость копирования оптимального вектора внутри цикла поиска 

максимума составляет 79 n  операций. Однако количество переприсваиваний в 

блоке then определяется данными, даже при фиксированном параметре k . Снова 

будет использован метод амортизационного анализа, т. к. можно указать общее 

количество выполнения этого блока по всем рекурсивным вызовам, в то время как 

анализ в отдельно взятой вершине затруднен. В лучшем случае, а именно когда 

для любого объема упаковка первого типа груза является оптимальной, этот блок 

будет выполнен однократно в каждой внутренней вершине дерева. Худшим слу-

чаем, когда блок then будет выполняться каждый раз на проходе цикла, является 

ситуация, при которой упаковка каждого следующего по номеру типа груза явля-

ется предпочтительной. Это означает, что возврат из каждого рекурсивного вызо-

ва, включая листья, будет приводить к выполнению этого блока, что совокупно 

равно общему числу вершин. Анализ в среднем связан с суммированием гармо-

нических чисел, умноженных на биномиальные коэффициенты, и выходит за 

рамки данной книги, однако обычное усреднение дает также вполне приемлемые 

результаты. Для учета этих случаев введем специальный коэффициент относи-

тельно общего количества вершин дерева, значения которого определяются при-

веденными выше рассуждениями 
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Теперь можно записать общую формулу для лучшего, худшего и среднего случа-

ев  knfCVfor , , используя введенный коэффициент 

         knRnknRknf fCVfor ,791,17,  . (12.2.12) 

Объединяя все компоненты в соответствии с методом подсчета вершин дерева ре-

курсии (12.2.7 — 12.2.12), и учитывая, что 1 VL , окончательно получаем 

формулу трудоемкости алгоритма Беллмана в предположении, что все типы гру-

зов обладают одинаковым значением параметра k , а различные случаи трудоем-

кости различаются выбором коэффициента f  в соответствии с (12.2.11) 

                17,7546,96,1  knRknRnnknf fVfA . (12.2.13) 

и доля операций обслуживания дерева рекурсии составляет 
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Для реальных входов значение параметра k  не обязательно одинаково для 

всех типов грузов, и его значение является действительным числом. В этом слу-

чае, как показывают проведенные исследования [12.3], мы можем перейти от 

классической формулы для количества сочетаний, к формуле, использующей 

гамма функцию Эйлера —  s , как вещественному аналогу факториала 

    
   2

1,




kn

knknR . 

Емкостная эффективность — функция объема памяти. Для получения 

оценки емкостной эффективности в области памяти стека нам нужна функция 

 nH R , поскольку 

      1 lfrpmHmV Rst , 

а алгоритм Беллмана требует четыре локальные ячейки, то 

         nnHnHnV RRst  111114042 , 

глобальная память представлена массивами стоимостей и объемов типов грузов и 

двумерным массивом XArr[1..n,0..n], и не зависит от параметра k . Объем гло-

бальной памяти вычисляется элементарно, и 

       nnnnnnVnVnV stram  14113 22 . 



329 
На основе полученных результатов мы можем определить ресурсную слож-

ность алгоритма при введенной параметризации задачи 

      21 ,, nCnkn n
knс  

 , 

при фиксированном значении n  ресурсная сложность алгоритма является наи-

худшей при 2 nk , в силу свойств биномиальных коэффициентов. 

Сложностной класс алгоритма. Полученные результаты, говорят о том, 

что трудоемкость алгоритма Беллмана очень сильно зависит от данных — пара-

метр k  определяет главный порядок функции трудоемкости, и алгоритм принад-

лежит подклассу NPRH . При фиксированном количестве типов грузов дерево ре-

курсии может быть как унарным (при 0k ), так и достаточно широким. Наихуд-

шая ситуация возникает если 2 nk  — мы имеем максимально возможный при 

данном значении n  биномиальный коэффициент, имеющий экспоненциальную 

оценку. В связи с этим в теории алгоритм принадлежит (по оценке худшего слу-

чая при разных значениях параметра k ) к сложностному классу E . 

Некоторые рекомендации по его рациональному применению можно дать на 

основе следующих рассуждений. В силу свойств биномиальных коэффициентов 

    nkknCCC kk
kn

k
kn

n
kn  






 ,, 1111 , 

поэтому при небольших и фиксированных значениях k  мы будем иметь полино-

миальную по n  трудоемкость. Малые k  содержательно означают, что размеры 

типов грузов всего в несколько раз меньше объема упаковки, и алгоритм порож-

дает не очень широкое дерево рекурсии с приемлемой трудоемкостью. Более ин-

тересные и содержательные результаты можно получить на основе сравнительно-

го анализа рекурсивного и табличного алгоритмов решения задачи одномерной 

упаковки. Такой детальный сравнительный анализ, особенно при получении вре-

менных характеристик программных реализаций алгоритмов, дает возможность 

обоснования их рационального выбора, подробнее см в [12.3]. 

Табличный алгоритм решения задачи упаковки. Рассмотрим другой ва-

риант точного решения этой задачи методом динамического программирования 

— табличный алгоритм, позволяющий получить набор оптимальных решений не 

только для заданного объема V , но и для всех промежуточных дискретных значе-

ний этого объема. Обозначим вектор оптимальной упаковки для объема v  эле-
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ментами nmmiy j  ,,1, , через m

vx , а через )(vfm стоимость оптимальной упа-

ковки в этом объеме. В силу принципа оптимальности [12.2] 

 )(max)( xmxm Pvf
m

 , 

а порядок предъявления элементов iy  не является существенным. Решение таб-

личным алгоритмом осуществляется на основе функционального уравнения мето-

да динамического программирования. Результатом решения задачи является на-

бор оптимальных значений целевой функции )(vfn  и соответствующих векторов 

оптимальной упаковки n
vx  для всех объемов v  от 0 до V  исходными элементами 

(грузами различных типов) из множества Y . Отметим, что поскольку табличный 

способ позволяет получить оптимальные решения для всех промежуточных объе-

мов упаковки, то эту информацию можно использовать, например, для исследова-

ния чувствительности целевой функции )(vfn  по изменению объема упаковки. 

Рассмотрим пример решения задачи одномерной упаковки с использовани-

ем табличного алгоритма для исходных данных из таблицы 12.1. Табличная реа-

лизация основного функционального уравнения Беллмана приводит к последова-

тельному рассмотрению типов грузов, для каждого из которых мы получаем оп-

тимальную упаковку для всех дискретов объема от 1 до 10, приведенную в табли-

це 12.2. Заметим, что рекурсивный вызов в функциональном уравнении (12.2.3) в 

табличном алгоритме есть не что иное, как обращение к предыдущей таблице оп-

тимальной упаковки для определенного значения объема. 
Таблица 12.2. Таблица оптимальной упаковки. 

 
v  

1x   vf1   v  
1x  2x   vf2   v  

1x  2x  3x   vf3  
1 0 0  1 0 0 0  1 0 0 0 0 
2 1 3  2 1 0 3  2 1 0 0 3 
3 1 3  3 0 1 5  3 0 1 0 5 
4 2 6  4 2 0 6  4 0 0 1 7 
5 2 6   5 1 1 8   5 1 1 0 8 
6 3 9  6 0 2 10  6 0 2 0 10 
7 3 9  7 2 1 11  7 0 1 1 12 
8 4 12  8 1 2 13  8 0 0 2 14 
9 4 12  9 0 3 15  9 0 3 0 15 
10 5 15  10 2 2 16  10 ? ? ? ? 
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Обратите внимание на то, как изменяется состав грузов, оптимально запол-

няющих объем, при изменении объема упаковки на единицу — такая чувстви-

тельность оптимального решения характерна для целого ряда задач целочислен-

ного программирования. 

Запись табличного алгоритма решения задачи упаковки в принятом алго-

ритмическом базисе имеет следующий вид. 
A2(boxC, boxV, n, V; f,x) 
Табличный алгоритм для задачи упаковкиИнициализация 
 (boxV[1..n] - объемы типов грузов) 
 (boxC[1..n] – стоимости типов грузов) 
 (n - количество типов грузов) 
 (V - объем упаковки) 
 (f[0..V], f1[0..V] – функция Беллмана – оптимальная стоимость 
  упаковки для текущего и предыдущего типов грузов) 
 (x[0..V, 1..n],x1[0..V, 1..n] – массивы векторов оптимальной 
  упаковки для текущего и предыдущего типов грузов) 
Формирование таблицы для грузов типа 1 
 for v  0 to V (по всем дискретам объема) 
  begin 
   x[v, 1]  v div boxV[1] (число грузов типа 1 в объеме i) 
   x1[v, 1]  x[v, 1] 
   f[v]  x[v, 1] * boxC[1] 
   f1[v]  f[v] 
  end 
Основная часть алгоритма 
for i  2 to N (цикл по типам грузов) 
 begin 
  Vi  boxV[i] 
  Ci  boxC[i] 
  for v  0 to V (цикл по дискретам объема упаковки) 
   begin 
    maxKol  0; 
    maxC  f[v] 
    z  v/Vi (z - максимальное количество груза 
         типа i в объеме v) 
    for k  0 to z (цикл нахождения максимума f) 
     begin 
      C  Ci*k+f1[v-k*Vi] 
      if maxC < C 
       then 
          maxC = C 
          maxKol = k 
     end (конец цикла по k) 
    (сохранение оптимального решения 
     и формирование оптимального вектора упаковки) 
    f[v]  maxC 
    jr  v-maxKol*Vi 
    for j=1 to i-1 
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     begin 
      x[v, j] = x1[v,jr] 
     end 
    x[v, i]=maxKol 
   end (конец цикла по дискретам объема) 
 Переход к новому типу груза 
  (копирование массива векторов оптимальной упаковки 
   и массива оптимальных стоимостей 
   упаковок всех дискретов объема грузами i типов) 
  for v=0 to V 
   for j=1 to i 
    x1[v,j]  x[v, j] 
   end (end for j) 
   f1[v]  f[v] 
  end (end for v) 
 end (конец цикла по типам грузов) 
End. 

Оценка вычислительной сложности табличного алгоритма. Оценим вы-

числительную сложность в среднем для основной части алгоритма в условиях 

принятой параметризации. Мы считаем, что все грузы имеют одинаковый объем, 

равный среднему значению, и, следовательно, не более k  грузов каждого типа 

может быть размещено в объеме V . 

Заметим, что количество операций в цикле нахождения максимума целевого 

функционала имеет порядок  1 , равно как и количество операций, задаваемых 

собственно циклом по дискрету объема. Цикл по нахождению максимума целево-

го функционала зависит от цикла по дискретам объема, и их совместное рассмот-

рение приводит к следующим результатам, которые сведены в таблицу 12.3. 

Таблица 12.3. Анализ трудоемкости циклов в табличном алгоритме упаковки 
Значения счетчика цикла по  

дискретам объема 

Количество проходов цикла  

вычисления максимума 

от 0 до 1v  0 

от v  до 12 v  1 

… … 

от   vk 1  до 1vk  1k  

при Vvk   k  
 

Таким образом, совокупное количество проходов внешнего (по v ) и внут-

реннего (по z ) циклов равно 
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Поскольку в силу введенной параметризации vVk  , то подстановка в (12.2.14) 

дает следующую оценку для двух внутренних циклов 

  1
22

2











v
VV

v
V , 

и учитывая, что цикл по типам грузов выполняется 1n  раз, окончательно полу-

чаем вычислительную сложность основной части табличного алгоритма (без уче-

та трудоемкости фрагмента копирования при переходе к следующему типу груза) 

в виде 

 

















22

2 nVk
v

nV . 

Функция трудоемкости табличного алгоритма. Для табличного алгорит-

ма в строках его записи не приведены значения числа базовых операций, которые 

читатель может без труда определить самостоятельно. С учетом проведенного 

анализа вычислительной сложности и очевидной вложенности других циклов 

табличного алгоритма можно получить функцию его трудоемкости. Проверка ре-

зультата, полученного автором, может стать полезным упражнением для читате-

лей. Результат имеет следующий вид. 

    1612313261245868,, 22
2  kVnVknknVnnVkVnkVnf A . (12.2.15) 

Отметим, что в отличие от рекурсивного алгоритма, трудоемкость таблич-

ного алгоритма зависит также и от значения общего объема упаковки. 

Сравнительный анализ и идея построения комбинированного алгорит-

ма. Что лучше использовать — табличный или рекурсивный алгоритм? Если ос-

новным критерием выбора рационального алгоритма является его трудоемкость, 

то при заданных значениях kVn ,,  необходимо вычислить значения по формулам 

(12.2.13) и (12.2.15) и сравнить их. Но, при определенных условиях, зависящих от 

исходных данных, возможно построение комбинированного алгоритма, основной 

идеей которого является предвычисление оптимальных упаковок для некоторого 
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числа грузов табличным алгоритмом и дальнейшее решение задачи рекурсивным 

алгоритмом с сокращенным числом типов грузов. Какова рациональная граница 

(по числу типов грузов) для применения табличного алгоритма? Ответ на этот во-

прос можно получить на основе следующих рассуждений. 

Предположим, что табличным алгоритмом находится оптимальное решение 

для упаковки m  типами грузов, при этом для остальных mn   типов задача реша-

ется рекурсивным алгоритмом. Поскольку исходные данные известны, то на ос-

нове формул (12.2.13) и (12.2.15) можно построить функцию  mg , значением ко-

торой является совокупная трудоемкость комбинированного алгоритма, при этом 

предполагается, что значения kVn ,,  известны и фиксированы 

    kVmfkmnfmg AA ,,),( 21  . 

Тогда оптимальное значение *m  может быть найдено как 

  mgm
nm


0

* minarg . (12.2.16) 

Поскольку значение m  является целым числом, то *m  может быть найдено про-

стым вычислением значений функции  mg , при этом возможны три следующих 

случая, возникновение которых существенно определяется значениями исходных 

данных — kVn ,, : 

1. Случай 1 — 0* m  или 1* m . В этом случае рекурсивный алгоритм, бу-

дучи применен к исходной задаче упаковки, обеспечивает наилучшую трудоем-

кость, и комбинации с табличным алгоритмом не требуется. 

2. Случай 2 — nm * . В этом случае табличный алгоритм, будучи приме-

нен к исходной задаче упаковки, обеспечивает наилучшую трудоемкость, и ком-

бинации с рекурсивным алгоритмом не требуется. 

3. Случай 3 — 12 *  nm . В этом случае рациональным является приме-

нение комбинированного алгоритма с порогом переключения равным *m . 

Совокупно программная реализация будет содержать табличный, рекурсив-
ный и комбинированный алгоритмы и некоторый управляющий фрагмент, кото-
рый по значениям параметров входа — kVn ,,  решаемой задачи определяет зна-
чение *m  по формуле (12.2.16) и, на этой основе, наиболее рациональны алгоритм 
для текущего входа. 
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12.3 Модификация алгоритма метода ветвей и границ для задачи 
коммивояжера на основе рационального использования 
доступного объема памяти 

Введение. Повышение временной эффективности некоторых алгоритмов 

может быть достигнуто за счет использования дополнительного объема памяти. 

Такая ситуация возникает, в частности, и в случае, когда разработчики алгорит-

мического обеспечения сталкиваются с дилеммой — повторные вычисления или 

хранение промежуточных результатов. Хорошим примером для модификации с 

целью улучшения трудоемкости за счет эффективного использования дополни-

тельной памяти является классический алгоритм Дж. Литла, К. Мерти, Д. Суини и 

К. Кэрол для точного решения задачи коммивояжера методом ветвей и границ 

[12.4], который и лежит в основе материала данного параграфа. 

Содержательная постановка задачи. Коммивояжер — это сотрудник тор-

говой организации, задача которого состоит в том, чтобы посетить ряд городов с 

целью рекламы и продажи товаров. Предполагается, что коммивояжер живет в 

стране с развитой транспортной сетью, и между каждой парой городов существует 

собственное транспортное сообщение. Будем называть туром порядок посещения 

всех городов, и потребуем, чтобы каждый город был посещен только один раз — 

это так называемая задача коммивояжера без возвратов. Стоимости проезда между 

городами известны, причем, в общем случае, стоимость проезда туда и обратно 

различны — это несимметричная постановка задачи коммивояжера. 

Собственно сама задача состоит в том, чтобы найти такой тур коммивояже-

ра, который имел бы минимальную стоимость. Очевидно, что число туров — ко-

нечно, и мы можем решить задачу прямым перебором. Оценим объем такого пе-

ребора в задаче с n  городами. Поскольку тур — это замкнутый цикл, то в качест-

ве начального пункта можно выбрать любой город. Отправляясь из него, у нас 

есть 1n  возможных вариантов, и мы выбираем один их них. В следующем горо-

де таких вариантов будет 2n , т. к. возврат обратно запрещен. Поскольку выбор 

является независимым, то полное множество будет содержать  !1n  туров, и пе-

реборный алгоритм решения становится для реальных размерностей задачи со-

вершенно неприемлемым по времени. 
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Постановка в терминах теории графов. Если ассоциировать города с 

вершинами графа, а пути сообщения и стоимости проезда с нагруженными реб-

рами, то получается полный ориентированный асимметричный граф без собст-

венных петель на n  вершинах. Граф может быть описан матрицей стоимости C , 

значение каждого элемента которой — ijc  равно стоимости (измеряемой реально 

в единицах времени, денег или расстояния) прямого проезда из города i  в город 

j . Задача коммивояжера называется симметричной, если njijicc jiij ,1,,  , 

т. е. если стоимость проезда между каждыми двумя городами не зависит от на-

правления, и несимметричной, если это не так. Отсутствие собственных петель 

может быть обозначено как nicii ,1  (подумайте о том, как Вы будете реа-

лизовывать это в реальной программе?). 

Задача в терминах теории графов формулируется как задача нахождения 

покрывающего (полного) цикла наименьшей стоимости, который называется ту-

ром, на полном ориентированном графе, заданном несимметричной (в общем слу-

чае) матрицей стоимостей C . 

Постановка в терминах целочисленного программирования. Задача 

коммивояжера, как задача целочисленного программирования, допускает не-

сколько разных формулировок. Рассмотрим два следующих подхода. 

1. Постановка в пространстве nn
zE 2

. 

Для формулировки задачи коммивояжера, как целочисленной задачи, опре-

делим вначале размерность целочисленного пространства. Поскольку наша цель — 

выбор некоторых ребер полного графа, составляющих тур, из всего множества ре-

бер, то предлагается рассматривать компоненты вектора x , как указатели на выби-

раемые ребра. Полный ориентированный граф на n  вершинах содержит 

  nnnn  21  ребер — это и есть размерность нашего целочисленного про-

странства. Компоненты вектора x  принимают значения 0 или 1, указывая на выби-

раемые ребра и, следовательно, nn
z


2

1x . Поскольку тур содержит ровно n  ребер, 

то вектор x  содержит ровно n  компонент, равных единице. Таким образом, мно-

жество точек перебора — это некоторое подмножество точек положительной полу-
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сферы ( 0ix ) с радиусом равным n , и с центром в нуле. В принятых обозначе-

ниях (см. гл. 7) это —  nS nn
z ,

2
0 . Заметим, что не все точки этой сферы с поло-

жительными целыми координатами являются возможными решениями задачи 

коммивояжера, поскольку ребра, выбранные по единичным компонентам вектора 

x , должны составлять тур. Для построения целевого функционала и ограничений 

необходимо ввести два отображения. Обозначим далее через N  — конечное 

множество целых чисел 

  niiN ,1|  , 

через M  — множество 

  nniiM  2,1| , 

и через R  — множество положительных вещественных чисел. Определим вза-

имно однозначное отображение 

    lkivNNM
v

,,  , 

которое каждому номеру ребра i  ориентированного графа ставит в соответствие 

номера пар инцидентных ребру вершин —  lk , , и отображение 

     klivc
ccicRM   , , 

которое задает веса (стоимости) для последовательно пронумерованных ребер. 

Поскольку задача состоит в минимизации общей стоимости объезда городов, то 

постановка задачи имеет вид 

       min,
2

1
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математическая формулировка последнего условия может быть полезным упраж-

нением для читателей. 

2. Постановка в пространстве 1n
zE . 

Предыдущая постановка, несмотря на кажущуюся простоту структуры век-

тора x , имеет серьёзный недостаток — среди всех рассматриваемых векторов 



338 
только очень немногие образуют тур. Хотелось бы, чтобы все точки некоторого 

множества в пространстве 1n
zE  гарантированно представляли тур. Если это так, то 

опадает необходимость проверки условия тура для точек этого множества, кроме 

того, по очевидным соображениям, хотелось бы уменьшить размерность про-

странства. Новая постановка задачи опирается на понятие перестановки на мно-

жестве целых чисел. Будем далее обозначать через   kllk  ,,  множество всех 

перестановок целых чисел lkk ,,1,  , очевидно, что таких перестановок 

 !1 kl . Рассмотрим множество перестановок  n,2  — оно содержит 

      !1!12,2  nnn  

различных перестановок — ровно столько имеется различных туров коммивояжера 

в задаче с n  городами. Поскольку тур — это полный цикл по всем вершинам, то 

начальная вершина тура может быть выбрана произвольно. Фиксируем вершину с 

номером один, и считаем, что некоторая перестановка из множества  n,2  задает 

порядок обхода вершин, начиная с первой, и после последней вершины, заданной 

этой перестановкой, мы снова возвращаемся в начало тура. Таким образом, компо-

ненты нашего вектора x  в пространстве 1n
zE  — это числа от двух до n , а сам век-

тор ассоциирован с некоторой перестановкой из  n,2 , и мы можем записать 

    njixxninx jii ,2,при,,1,1,,2  x . (12.3.1) 

Множество векторов x , координаты которых совпадают с перестановками 

из  n,2 , обозначим через  nn
z ,21 . Где расположены точки различных векто-

ров x  в пространстве 1n
zE , удовлетворяющие (12.3.1)? Заметим, что сумма квад-

ратов компонент различных векторов x  одинакова — это разные перестановки чи-

сел от двух до n . Таким образом, точки различных векторов x  являются точками 

положительной полусферы в 1n
zE  с центром в нуле и радиусом 

      rSnnnir n
z

n

i
,,1

6
121 1

2

2 0x 
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Осталось сформулировать, как задаются стоимости ребер — воспользуемся 

уже введенными в первой постанове задачи множествами, и определим отобра-

жение 
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которое каждой упорядоченной паре вершин графа ставит в соответствие стои-

мость ребра, инцидентного этой паре. В построенном формализме задача комми-

вояжера в пространстве 1n
zE  имеет следующую постановку 

           min,,1,,1
2

1
111  
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Рассматриваемый далее метод ветвей и границ работает, хотя и не явно, 

именно с этой постановкой задачи коммивояжера. 

Реализация идей метода ветвей и границ для задачи коммивояжера. В 

соответствии с общей идеей метода ветвей и границ все множество допустимых 

решений должно последовательно разделяться на подмножества с целью сокра-

щения перебора — это процедура ветвления. С каждым таким подмножеством 

должна быть связана оценка (нижняя граница при поиске минимума), обеспечи-

вающая отсечение тех подмножеств, которые заведомо не содержат оптимального 

решения — это процедура построения границ. Таким образом, метод приводит к 

исследованию древовидной модели пространства решений. 

В рассматриваемой задаче таким исходным множеством является множест-

во всех туров коммивояжера, и минимизируется целевой функционал, задающий 

стоимость тура. Излагаемые ниже идеи авторов алгоритма — это своего рода 

классика метода ветвей и границ. Для построения алгоритма необходимо описать 

две основные процедуры — ветвление и построение границ. Начнем рассмотре-

ние с процедуры ветвления. Построение поискового дерева решений начинается с 

корня, который будет соответствовать множеству «всех возможных туров», т. е. 

эта вершина дерева представляет множество R  всех  !1n  возможных туров в 

задаче с n  городами. Ветви, выходящие из корня, определяются выбором одного 

ребра, скажем ребра  lk , . Идея авторов алгоритма состоит в том, чтобы разде-

лить текущее множество туров на два множества: одно — которое, весьма веро-

ятно, содержит оптимальный тур, и другое — которое, вероятно, этого тура не со-

держит. Для этого выбирается ребро  lk , , которое, вполне вероятно, входит в оп-
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тимальный тур, и множество R  разделяется на два множества  lk ,  и  lk , . Во 

множество  lk ,  входят все туры из R , содержащие ребро  lk , , т. е. проходя-

щие через него, а во множество  lk ,  — туры, не содержащие это ребро. Заме-

тим, что идея авторов алгоритма очень перспективна — если так организовать 

процесс ветвления, что на каждом шаге выбирается «правильное» ребро, то весь 

процесс будет завершен за n  шагов. 

Проиллюстрируем сказанное на конкретном примере. В таблице 12.4 при-

ведена матрица стоимостей для несимметричной задачи коммивояжера с пятью 

городами (пример из [12.5]). 

Табл. 12.4 Исходная матрица стоимостей 

 1 2 3 4 5 

1 ∞ 25 40 31 27 

2 5 ∞ 17 30 25 

3 19 15 ∞ 6 1 

4 9 50 24 ∞ 6 

5 22 8 7 10 ∞ 
 

В качестве претендентов на ребро ветвления можно рассмотреть ребра, 

имеющие небольшие стоимости. Предположим, что производится ветвление на 

ребре  5,3 , имеющем наименьшую стоимость во всей матрице. Ниже будет рас-

смотрен другой алгоритм выбора ребра ветвления. Корень и первый уровень по-

искового дерева решений будут тогда такими, как показано на рисунке 12.5. Заме-

тим, что каждый тур содержится только в одном из множеств уровня 1. Если бы 

как-то можно было сделать вывод о том, что множество  5,3  не содержит опти-

мального тура, то нужно было бы исследовать далее только множество  5,3  — 

в этой идее, собственно говоря, и заключается суть метода ветвей и границ. 

Продолжая процедуру ветвления, разделяем множество  5,3  так же, как и 

множество R . Следующее по дешевизне ребро в матрице — это ребро  1,2  со 

стоимостью 5. Поэтому можно разделить множество  5,3  на подмножество ту-
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ров, включающих ребро  1,2 , и подмножество туров, не включающих это ребро. 

Полученное поисковое дерево решений показано на рисунке 12.5. 

Рисунок 12.5. Фрагмент поискового дерева решений 

Путь от корня к любой вершине дерева выделяет определенные ребра, кото-

рые должны, или не должны быть включены во множество, представленное данной 

вершиной. Например, левая вершина уровня 2 на рисунке 12.5 представляет мно-

жество всех туров, проходящих через ребро  5,3  и не проходящих через ребро 

 1,2 . Таким образом, процедура ветвления состоит в разделении текущего под-

множества туров на два подмножества путем выбора некоторого ребра. 

Теперь расскажем об идее авторов алгоритма, связанной с процедурой вы-

числения границ. С каждой вершиной дерева связывается нижняя граница стои-

мости любого тура из множества, представленного данной вершиной. Вычисле-

ние нижних границ — основной фактор, дающий возможность сокращения пе-

ребора в любом алгоритме, реализующем метод ветвей и границ. Очевидно, что 

задача состоит в получении как можно более точных нижних границ. Причина 

этого следующая. Предположим, что уже получен конкретный полный тур со 

стоимостью Ct . Если нижняя граница, связанная с множеством туров, представ-

ленных некоторой вершиной поискового дерева, больше, чем Ct , то до конца 

процесса поиска не нужно рассматривать эту и все следующие за ней вершины, 

т. к. если мы гарантируем нижнюю границу, то все содержащиеся в этой верши-

не туры имеют стоимость большую, чем уже найденный тур. В реализации это 

Уровень 0 

Уровень 1 

Уровень 2 

R -Все 
туры 
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приводит к усечению поискового дерева решений путем отбрасывания всех ли-

стьев поискового дерева, имеющих стоимость большую, чем Ct . 

Основной шаг при вычислении нижних границ известен как процедура при-

ведения матрицы стоимостей. Эта процедура основана на следующих двух со-

ображениях: 

1. В терминах матрицы стоимостей  каждый полный тур содержит только 

один элемент (ребро и соответствующую стоимость) из каждого столбца и каждой 

строки матрицы. Заметим, что обратное утверждение не всегда верно — множест-

во, содержащее один и только один элемент из каждой строки и из каждого 

столбца, не обязательно представляет тур. 

2. Если вычесть константу h  из каждого элемента какой-то строки или 

столбца матрицы стоимостей, то стоимость любого тура при новой матрице будет 

ровно на h  меньше. Поскольку любой тур должен содержать ребро из данной 

строки или данного столбца, стоимость всех туров уменьшается на h . Это вычи-

тание называется приведением строки (или столбца) матрицы стоимостей. Пусть 

t  — оптимальный тур при матрице стоимостей C . Стоимость тура t  может быть 

определена как 

  
 





tji
ijctz

,
. 

Если матрица C  получается из матрицы C  приведением строки (или столбца), то 

тур t  должен оставаться оптимальным туром и в матрице C , при этом стоимости 

туров связаны соотношением    tzhtz  , где  tz  — стоимость тура t  в мат-

рице C . Под процедурой приведения всей матрицы стоимостей понимается сле-

дующее: последовательно просматриваются все строки и значение наименьшего 

элемента ih  каждой строки вычитается из каждого элемента этой строки. Затем 

аналогичные действия выполняются для каждого столбца. Если для некоторого 

столбца или строки значение 0ih , то рассматриваемый столбец или строка уже 

приведены, и происходит переход к следующему столбцу или строке матрицы 

стоимостей. 

Полученную в результате матрицу стоимостей назовем приведенной из C . В 

таблице 12.5 показано приведение исходной матрицы стоимостей. Значения ih  
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даны в конце каждой строки и столбца (строки и столбцы последовательно про-

нумерованы). 

Таблица 12.5 Приведенная матрица стоимостей 
 1 2 3 4 5  

1 ∞ 25 40 31 27 h=25 

2 0 ∞ 17 30 25 h2=5 

3 19 15 ∞ 6 1 h3=1 

4 9 50 24 ∞ 6 h4=6 

5 22 8 7 10 ∞ h5=7 

 h6=0 h7=0 h8=0 h9=3 h10=0  
 

Общее приведение составляет 473761525 h , следовательно, 

нижняя граница стоимости любого тура из множества R  равна 47, т. е. 

     47 htzhtz , 

так как   0 tz  для любого тура t  при приведенной матрице C . Эта граница и 

указана около корня дерева на рисунке 12.5. Заметим, что если ребра, имеющие 

нулевую стоимость в приведенной матрице, составляют тур, то алгоритм сразу 

получает оптимальное решение, но, к сожалению, это почти что всегда не так. 

Следующий вопрос — это вопрос о вычислении границ для некорневых 

вершин поискового дерева решений. Авторы алгоритма предлагают следующие 

процедуры для получения этих оценок. По определению ребро  5,3  содержится в 

каждом туре множества  5,3 . Этот факт препятствует выбору ребра  3,5 , так как 

ребра  5,3  и  3,5  образуют цикл, а это не допускается ни для какого тура. По-

этому ребро  3,5  можно исключить из рассмотрения, положив значение 53c . 

Строку 3 и столбец 5 также можно исключить из дальнейшего рассмотрения по 

отношению к множеству туров  5,3 , потому что уже есть ребро из вершины 3 в 

вершину 5. Часть приведенной матрицы стоимостей, из таблицы 12.5, которая бу-

дет необходима для дальнейшего поиска на множестве туров  5,3 , показана в 

таблице 12.6. Она может быть приведена к матрице стоимостей, показанной в 

таблице 12.7 со значением 15h . Теперь нижняя граница для любого тура из 

множества  5,3  равна 47+15=62. 
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Таблица 12.6. Матрица стоимостей для множества  5,3 . 

 1 2 3 4 

1 ∞ 0 15 3 

2 0 ∞ 12 22 

4 3 44 18 ∞ 

5 5 1 ∞ 0 

Таблица 12.7. Приведенная матрица стоимостей для множества  5,3 . 

 1 2 3 4  

1 ∞ 0 3 3 0 

2 0 ∞ 0 22 0 

4 0 41 3 ∞ h=3 

5 15 1 ∞ 0 0 

 0 0 h=12 0  
 

Нижняя граница для множества  5,3  получается несколько иным спосо-

бом. Ребро  5,3  не может находиться в этом множестве, поэтому полагаем 

35c  в матрице, приведенной в таблице 12.5. В любой тур из множества  5,3  

будет входить какое-то ребро из вершины 3 и какое-то ребро к вершине 5. Самое 

дешевое ребро из вершины 3, исключая старое значение  5,3 , имеет стоимость 2, 

а самое дешевое ребро к вершине 5 имеет стоимость 0. Следовательно, нижняя 

граница любого тура во множестве  5,3  равна 47+2+0=49. 

При приведении матрицы стоимости для множества  5,3  нам удалось со-

кратить ее размер. Очевидно, что это сокращение будет происходить, каждый раз 

для множества  lk, , так что при этом значительно сокращаются вычислитель-

ные затраты. Еще один вывод состоит в том, что если можно найти тур из множе-

ства  5,3  со стоимостью, меньшей или равной 62, то тогда вершина  5,3  поис-

кового дерева решений может быть отброшена, и в этом случае будем говорить, 

что вершина  5,3  в дереве отработана. Тогда следующей целью может быть 

ветвление из вершины  5,3  в надежде найти тур со стоимостью в пределах 

6249 Ct . 
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Алгоритм метода ветвей и границ для задачи коммивояжера. Теперь, 

когда ясно как, в общих чертах, выглядят процедуры ветвления и построения гра-

ниц, можно предложить следующую схему алгоритма метода ветвей и границ 

(МВГ) для задачи коммивояжера, в которой приняты следующие обозначения. 

Пусть X  — текущая вершина поискового дерева, а  lk,  — ребро по которому 

происходит ветвление, обозначим вершины, непосредственно следующие за X , 

через Y  и Y . Множество Y  есть подмножество туров из X , проходящих через 

ребро  lk, , а множество Y  — подмножество туров из X , не проходящих через 

ребро  lk, . Вычисленные нижние границы для множеств Y  и Y  обозначим через 

 Yw  и  Yw  соответственно. Самый дешевый тур, известный алгоритму в данный 

момент обозначим через 0z , причем, в момент инициализации, 0z . 

A1(C, n) Схема алгоритма МВГ для задачи коммивояжера 
 (n - размерность, C - матрица стоимостей.) 
 1. Инициализация. 
 2. Приведение матрицы стоимостей C. 
 3. Установка корня поискового дерева решений X=R 
  приведение исходной матрицы - вычисление w(X). 
 While (w(X) < z0) 
  begin 
   4. Выбор ребра ветвления(k,l). 
   5. Процесс ветвления. Создание вершины Y¯ 
    и вычисление w(Y¯). 
   6. Процесс ветвления. Создание вершины Y 
    и вычисление w(Y). 
   If (размер матрицы стоимостей в вершине Y = 2) 
    then 
     begin 
      7. Проведение исчерпывающей оценки для вершины Y 
      If (w(Y) < z0) 
       then 
        begin 
         z0 = 
w(Y)(запоминаем тур) 
        end 
     end 
   8. Выбор следующей вершины поискового дерева 
    решений, и установка X 
   9. Вычисление фрагмента матрицы C, 
    соответствующего выбранной вершине X, 
    на основании пути от корня поискового 
    дерева решений до текущей вершины. 
  end (while w(X) < z0) 
Оптимальное решение со стоимостью z0 найдено 
End. 
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Особенности реализации этапов алгоритма. В приведенной укрупненной 

схеме данного алгоритма остались нераскрытыми некоторые важные детали, ко-

торые необходимо обсудить. 

Этап 1. Установление начальных значений переменных, или инициализа-

ция, не представляет труда для программиста. Единственный вопрос — это выбор 

структуры данных для хранения поискового дерева решений, при этом необходи-

мо иметь в виду, что количество вершин поискового дерева может быть значи-

тельно. Это замечание касается способа выделения памяти под структуру дерева. 

Этап 2. Приведение исходной матрицы стоимостей — это непосредствен-

ная реализация описанной ранее процедуры, детали которой оставляются в каче-

стве упражнения для читателей. 

Этап 3. Инициализация корня поискового дерева. Основной вопрос в том, 

будет ли вместе с вершиной дерева храниться и матрица стоимостей. Альтернати-

вой является перевычисление матрицы стоимостей для текущей вершины на ос-

нове исходной. Это классический выбор между производительностью и требуе-

мым объемом памяти. Вопрос хранения матриц для вершин поискового дерева 

будет более подробно обсуждаться в рамках модификации этого алгоритма. Клас-

сический алгоритм предполагает перевычисление матрицы стоимостей для вновь 

устанавливаемой текущей вершины поискового дерева решений. 

Этап 4. Как уже обсуждалось, выбор следующего ребра ветвления  lk ,  оп-

ределяет множества Y  и Y , непосредственно следующие за текущим множеством 

решений X . Ребро  lk ,  для обеспечения сокращения перебора, нужно выбирать 

так, чтобы попытаться получить большую по величине нижнюю границу на мно-

жестве Y , что облегчит проведение оценки для множества Y . Таким образом, мы 

пытаемся заставить алгоритм выбирать на каждом шаге множество Y , пытаясь ре-

шить задачу всего за n  шагов. Как применить эти идеи к выбору конкретного реб-

ра ветвления  lk , ? В приведенной матрице стоимостей C , связанной с вершиной 

X , каждая строка и столбец имеют хотя бы по одному нулевому элементу (если 

это не так, то матрица C   не полностью приведена). Можно предположить, что 

ребра, соответствующие этим нулевым стоимостям, будут с большей вероятностью 

входить в оптимальный тур, чем ребра с большими стоимостями. Поэтому в каче-
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стве ребра ветвления можно выбрать одно из них, при этом хотелось бы, чтобы у 

множества  lkY ,  была как можно большая нижняя граница. Пусть ребро  lk ,  

имеет 0klc , и, обращаясь к процедуре вычисления нижней границы, мы видим, 

что для множества Y  эта граница задается в виде 

     klljjklkii
ccXwYw




,,
minmin , 

следовательно, из всех ребер  lk , , у которых 0klc  в текущей матрице C   выби-

рается то, которое дает наибольшее значение для нижней границы —  Yw . Более 

подробный алгоритм выбора ребра ветвления на этапе 4 имеет вид 
Выбор ребра ветвления 
Begin 
 (Пусть S — множество ребер (i, j), таких, 
  что с[i,j] = 0 в текущей матрице стоимостей С. 
  Положим  Dij =  min (стоимости в строке i, исключая с[i,j]) 

      + 
       min (стоимость в столбце j, исключая с[i,j]) 
 ) 
  1. Вычисляем Dij для всех (i, j)  S 
  2. Выбираем следующее ребро ветвления (k, l) из условия 
   Dkl = max (Dij) для всех (i, j)  S 
End 

Этап 5. На этом этапе реализуется ветвление, и в поисковое дерево до-

бавляется вершина Y , следующая за X . Нижняя граница для множества Y  вы-

числяется следующим образом 

     klDXwYw  , 

где klD  уже вычислено на этапе 4. 

Этап 6. Вершине Y , следующей за X , соответствует подмножество ту-

ров из множества X , содержащих то ребро  lk, , которое выбрано на этапе 4. 

При формировании матрицы стоимости, соответствующей вершине Y  необхо-

димо учитывать, что наша задача — нахождение тура, и все ребра, которые могут 

привести к более коротким циклам, должны быть запрещены. Детальное рассмот-

рение приводит к следующему алгоритму. 
Формирование матрицы для вершины Y 
 begin 
  1. Из матрицы C для вершины X исключаем  
   строку k и столбец l. 
  If (ребро (k, l) не изолировано от других ребер, 
    включенных в тур по пути от корня дерева до вершины X) 
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  then 
   begin 
    2. Находим начальный - p и конечный - q город пути 
    3. С[p, q]= 
   end 
  4. Выполняем процедуру приведения полученной матрицы 
   стоимостей. h = сумма констант приведения. 
  5. Вычисляем w(Y) = w(X)+h 
 end 

Этап 7. В конце концов, процесс ветвления приводит нас к множествам, 

содержащим так мало туров, что можно рассмотреть каждый из них и провести 

оценку для этой вершины без дальнейшего ветвления. Каждое ребро, про ко-

торое известно, что оно содержится во всех турах из множества Y , сокращает 

размер матрицы стоимостей на одну строку и один столбец. Если в исходной 

задаче было n  городов, а текущая матрица имеет размер 22 , то уже 2n  ре-

бер содержатся во множестве Y , поэтому в Y  содержится самое большее два ту-

ра — можно провести исчерпывающую оценку и получить конкретный тур ком-

мивояжера. 

Этап 8. Теперь нужно выбрать следующую вершину X , от которой необ-

ходимо проводить ветвление. Этот выбор довольно очевиден. Мы выбираем ту 

вершину, которая имеет в данный момент наименьшую нижнюю границу, и из 

которой в данный момент не выходят ветви, т. е. — это лист поискового дерева 

решений с минимальной нижней границей. 

Этап 9. Поскольку новая вершина поискового дерева X  выбрана в качестве 

текущей, то задача этого этапа — получить матрицу стоимостей, соответствую-

щую вершине X . Если мы храним матрицы стоимостей вместе с вершинами 

поискового дерева, то матрица уже есть. В противном случае нам необходимо 

найти путь от корня до этой вершины и последовательно корректировать ис-

ходную матрицу стоимостей. 

В заключение обсуждения этапов приведем фрагмент дерево решений для 

рассматриваемого примера, построенного на основе приведенных алгоритмов — 

рисунок 12.6. 
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Рисунок 12.6. Фрагмент дерева решений для задачи коммивояжера, полу-
ченный 

алгоритмом метода ветвей и границ. 

Обсуждение алгоритма. Каких результатов в смысле вычислительной 

сложности можно ожидать для различных матриц стоимостей фиксированной 

размерности? Обо всех более или менее эффективных алгоритмах, реализующих 

метод ветвей и границ для задачи коммивояжера, известно или имеются предпо-

ложения, что их трудоемкость в худшем случае является экспоненциальной. Это 

предположение основывается на том, что сама задача коммивояжера является 

NP -трудной, и, следовательно, любой точный алгоритм ее решения обладает 

надполиномиальной трудоемкостью. В лучшем случае — если размерность мат-

рицы стоимостей все время сокращается, то оценка вычислительной сложности 

является полиномиальной. Это очевидно, т. к. оценка трудоемкости каждого из 

этапов алгоритма — полиномиальна по линейному размеру  n  матрицы стоимо-

стей, и в лучшем случае основной цикл выполняется не более чем n  раз, если на 

каждом шаге выбирается одно ребро в тур, который состоит из n  ребер. Таким 

образом, разброс ожидаемого времени выполнения при фиксированной размерно-

сти матрицы стоимости n  очень велик и зависит от численных значений ее эле-

ментов. Это пример количественно-параметрического алгоритма с сильной пара-
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метрической зависимостью — алгоритм относится к классу NPRH . Теоретиче-

ский анализ ожидаемой трудоемкости на основе предварительного исследования 

матрицы стоимостей очень сложен и часто выходит за рамки наших аналитиче-

ских возможностей. 

Модификация алгоритма. При обсуждении этапов приведенной выше схе-

мы алгоритма метода ветвей и границ уже отмечалось, что возможен вариант, при 

котором вместе с поисковым деревом решений в каждой вершине хранится соот-

ветствующая матрица стоимости. Схема модифицированного алгоритма в этом 

случае выглядит следующим образом. 
A2(C, n) 
   Схема модифицированного алгоритма МВГ для задачи коммивояжера 
 n - размерность, C - матрица стоимостей. 
Begin 
 1. Инициализация. 
 2. Приведение матрицы стоимостей C. 
 3. Установка корня поискового дерева решений X=R 
  приведение исходной матрицы - вычисление w(X) 
  и сохранение приведенной матрицы в корне дерева. 
 While (w(X) < z0) 
  begin 
   4. Выбор ребра ветвления(k,l). 
   5. Процесс ветвления. Создание вершины Y¯, 
    вычисление w(Y¯) и сохранение приведенной матрицы. 
   6. Процесс ветвления. Создание вершины Y, 
    вычисление w(Y) и сохранение приведенной матрицы. 
   If (размер матрицы стоимостей в вершине Y = 2) 
    then 
     begin 
      7. Проведение исчерпывающей оценки для вершины Y 
      If (w(Y) < z0) 
       then 
        begin 
         z0 = 
w(Y)(запоминаем тур) 
        end 
     end 
   8. Выбор следующей вершины поискового дерева 
    решений, и установка X 
   9. Чтение фрагмента матрицы C, 
    соответствующего выбранной вершине X, 
    из структуры хранения поискового 
    дерева решени. 
  end (while w(X) < z0) 
Оптимальное решение со стоимостью z0 найдено 
End. 

Каковы необходимые в этом случае затраты памяти? Ответ на этот вопрос 

можно получить, если известна функция, задающая число вершин поискового де-
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рева решений в зависимости от исходной матрицы стоимостей. Теоретические 

оценки в этом случае достаточно проблематичны, и информацию о числе вершин 

поискового дерева можно получить на основе экспериментальных данных. При-

водимая ниже формула получена на основе экспериментов с программной реали-

зацией алгоритма A1. В предположении об экспоненциальном росте, вполне со-

гласующимся с экспериментами для других размерностей, коэффициенты функ-

ции были получены с использованием метода наименьших квадратов. Функция 

задает среднее число вершин поискового дерева решений в зависимости от раз-

мерности матрицы стоимостей, элементы которой генерировались с использова-

нием стандартного равномерного генератора псевдослучайных чисел, результат 

опубликован в [12.6]: 

   nenR 1819,06932,3   (12.3.2) 

Несколько значений, вычисленных по формуле (12.3.2), приведены в таблице 

12.8. 

Таблица 12.8 

n   nR  

20 140 
30 866 
40 5 337 
50 32 909 
60 202 905 
70 1 251 049 
80 7 713 582 
90 47 559 556 

100 293 237 462 
 

Если приближенно считать, что средний размер матрицы стоимостей в вер-

шинах поискового дерева равен половине исходного, то несложные расчеты пока-

зывают, что для исходной матрицы с линейным размером 70 требуемый объем 

оперативной памяти для всех хранимых матриц составляет порядка 730 Мб. Тем 

не менее, если такого рода затраты памяти являются допустимыми, то экспери-

ментальные данные показывают, что программная реализация алгоритма A2 

обеспечивает в среднем двух-трех кратное сокращение времени получения точно-

го решения задачи коммивояжера по сравнению с программной реализацией ал-

горитма A1. 
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12.4 Рациональные ресурсно-адаптивные алгоритмические решения 
по компоненту формирования глобальной матрицы в системе 
конечно-элементного анализа 

Содержание этого параграфа отражает некоторые результаты по совершен-

ствованию алгоритмического обеспечения системы конечно-элементного анализа, 

опубликованные в [12.7, 12.8]. В проблематике создания ресурсно-эффективного 

алгоритмического обеспечения, материал этого параграфа демонстрирует вариан-

ты комбинированных алгоритмов как по критерию временной, так и емкостной 

эффективности. 

Введение в проблему. Использование метода конечных элементов (МКЭ) 

для решения различных технических и физических задач имеет давнюю историю. 

Начиная с середины 70-х годов, МКЭ стал активно применяться для расчетов на-

пряженно-деформированного состояния, нестационарных тепловых и гидравли-

ческих процессов и решения многих других актуальных научно-технических за-

дач. В настоящий момент круг задач, решаемых с помощью систем конечно-

элементного анализа, охватывает почти все сферы инженерных расчетов: проч-

ность, колебания, устойчивость, динамика, акустика, гидродинамика, аэродина-

мика и т. д. По сути метод конечных элементов сводит решение уравнений в ча-

стных производных, описывающих исследуемый процесс, к решению системы 

линейных уравнений большой размерности. В связи с этим, программная система, 

реализующая метод конечных элементов, требует больших объемов оперативной 

памяти и значительного процессорного времени, особенно при решении обратных 

задач. В связи с широким распространением систем конечно-элементного анализа 

и усложнением структуры объектов и состава решаемых задач, актуальной явля-

ется проблема повышения их ресурсной эффективности. Одним из путей решения 

данной проблемы является выбор или разработка эффективных алгоритмов, реа-

лизующих этапы конечно-элементного анализа. 

Ресурсные особенности задачи формирования глобальной матрицы в 

методе конечных элементов. Для анализа ресурсных особенностей программных 

систем, реализующих метод конечных элементов, рассмотрим основные этапы, 
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последовательное выполнение которых приводит к получению решения по анали-

зу исследуемого объекта: 

— создание геометрической модели исследуемого объекта; 

— выбор типа конечного элемента; 

— генерация сети конечных элементов; 

— задание физических параметров; 

— задание граничных условий; 

— формирование расчетной задачи, состоящей из задания связи физических 

параметров и граничных условий с конечно-элементной моделью объекта; 

— формирование глобальной матрицы системы линейных алгебраических 

уравнений (СЛАУ); 

— решение СЛАУ; 

— визуализация и анализ результатов решения. 

В ходе исторического развития систем конечно-элементного анализа эти 

этапы были распределены по трем взаимодействующим подсистемам: 

— препроцессор — подсистема, осуществляющая подготовку исходных 

данных; в ее функции входит определение геометрической области и её дискре-

тизация, задание свойств материалов, начальных и граничных условий; 

— расчетная подсистема — подсистема, осуществляющая формирование и 

решение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) на основе исход-

ных данных, сформированных препроцессором; 

— постпроцессор — подсистема, предназначенная для анализа результатов 

расчёта, она включает в себя различные средства отображения результатов. 

Для связи между подсистемами устанавливаются межмодульные интерфей-

сы, реализуемые в виде файлов с установленными стандартами. Обычно перечис-

ленные подсистемы чётко выделены в структуре программной системы и реали-

зованы в виде отдельных модулей, которые могут быть объединены единым поль-

зовательским интерфейсом. Такое разделение оправдано снижением затрат на 

программирование за счёт независимой разработки и тестирования отдельных 

подсистем. 
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Отметим, что независимо от конкретной реализации, ядром конечно-

элементной системы является расчетная подсистема, отвечающая за непосредст-

венное решение задачи, т. к. остальные подсистемы выполняют вспомогательные 

функции и являются обслуживающими. Наличие расчётной подсистемы выделяет 

программное обеспечение систем конечно-элементного анализа в отдельный 

класс, имеющий свои особенности и собственные требования к задаче построения 

эффективного программного обеспечения. Можно выделить следующие основные 

особенности данного класса программных систем: 

— большой объём обрабатываемых данных и необходимость использования 

сложных структур для их хранения. Число элементов конечно-элементных моде-

лей, используемых при решении современных задач, составляет от нескольких 

тысяч до нескольких десятков тысяч, что выдвигает необходимость обрабатывать 

в процессе расчёта миллионы переменных, при этом существует тенденция к уве-

личению числа переменных, что обусловлено усложнением расчётных конечно-

элементных моделей и алгоритмов анализа; 

— применение трудоёмких циклических алгоритмов конечно-элементного 

анализа и других вспомогательных численных методов (например, для решения 

систем линейных алгебраических уравнений). В зависимости от сложности ко-

нечно-элементной модели и нелинейности задачи, время расчета может состав-

лять от нескольких часов до нескольких дней, даже при использовании произво-

дительной вычислительной техники. Очень часто пользователю системы конечно-

элементного анализа приходится выбирать между точностью расчётов и временем 

решения; 

— динамично расширяющийся круг пользовательских задач и областей 

применения, которые должна решать система конечно-элементного анализа. Этот 

фактор, совместно с дальнейшим развитием самого метода конечных элементов, 

приводит к добавлению новых методик и алгоритмов анализа в программную 

реализацию системы. 

Исследование разнообразных программных решений в области систем ко-

нечно-элементного анализа позволяет выделить в настоящее время два следую-

щих направления их развития: 
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— разработка и развитие эффективных численных методов, используемых 

при реализации метода конечных элементов (аппроксимация искомых значений 

на конечных элементах при нелинейных процессах, построение эффективных не-

линейных алгоритмов, численное интегрирование, численное решение систем ал-

гебраических линейных уравнений и т. д.); 

— разработка новых эффективных алгоритмов, основанных на современных 

методах программирования, позволяющих оптимизировать процесс вычислений, 

исходя из анализа их работоспособности применительно к реальной архитектуре 

ЭВМ. Сюда же можно отнести эффективные схемы хранения данных, поскольку 

алгоритмы манипулирования с большими разреженными матрицами неотделимы 

от таких схем. 

В части разработки и развития численных методов сегодня достигнуты зна-

чительные успехи, которые по отношению к рассматриваемой программной сис-

теме касаются в первую очередь разработки эффективных вычислительных алго-

ритмов решения СЛАУ. Более детальная реализация алгоритмического направ-

ления развития систем конечно-элементного анализа связана с разработкой и ис-

следованием эффективных алгоритмов для наиболее ресурсоёмких этапов — 

этапа генерации сети конечных элементов и формирования граничных условий и 

этапа формирования конечно-элементной матрицы. Поскольку для этапа реше-

ния СЛАУ в области численных методов разработано достаточно много эффек-

тивных алгоритмов (упомянем, например, метод сопряженных градиентов с 

предварительным обуславливанием), то речь может идти о выборе наиболее ра-

ционального из них, с учетом особенностей сформированной матрицы. 

Важнейшим и одним из самых трудоемких этапов решения прикладных за-

дач методом конечных элементов является этап формирования глобальной мат-

рицы системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Временные затраты 

на этапы формирования глобальной матрицы и решения СЛАУ во многом опре-

деляют время решения задачи с помощью метода конечных элементов в целом. 

Система линейных алгебраических уравнений, получаемая на основе метода 

конечных элементов, характеризуются сильно разреженной матрицей, в которой 

значащие (отличные от нуля) коэффициенты, составляют, как правило, не более 2-
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3% от общего числа коэффициентов матрицы. Количество значащих коэффициен-

тов в строке матрицы определяется типом используемого конечного элемента, чис-

лом конечных элементов, связанных с узлом, которому соответствует данная стро-

ка матрицы, а также числом степеней свободы в узле, для которого ищется реше-

ние. Так, например, для теплового расчета (одна степень свободы) с помощью 

восьми точечной призмы число значащих коэффициентов составляет, как правило, 

не более 14-ти отличных от нуля элементов в строке глобальной матрицы [12.7]. 

Данная особенность СЛАУ в МКЭ определяет способ хранения коэффици-

ентов СЛАУ в оперативной памяти ЭВМ в форме «ключ — не нулевое значение 

коэффициента», где ключом является индекс не нулевого коэффициента в строке 

матрицы. Такая форма представления матрицы позволяет избежать существенных 

ресурсных затрат оперативной памяти на хранение нулевых элементов. Значи-

тельная размерность СЛАУ в МКЭ для реальных задач делает данный способ 

хранения матрицы практически безальтернативным. Именно большая размер-

ность глобальной матрицы и относительно сложный алгоритм формирования ее 

элементов приводят к значительным временным затратам на этом этапе в МКЭ, и 

обусловливают необходимость поиска рациональных алгоритмических решений. 

Подход к разработке ресурсно-адаптивного алгоритма формирования 

глобальной матрицы. Проведенное исследование особенностей задачи форми-

рования матрицы СЛАУ в МКЭ показало, что дальнейшее сокращение времени 

выполнения этапа формирования глобальной матрицы может быть получено за 

счет принципиально новых алгоритмических решений, повышающих временную 

эффективность за счет дополнительных объемов памяти. 

В рамках этого подхода был разработан новый алгоритм формирования 

глобальной матрицы СЛАУ, который получил название алгоритма прохода по 

строкам [12.8]. Основная идея нового алгоритма состоит в том, чтобы формиро-

вать значения коэффициентов глобальной матрицы, переходя по очереди от одно-

го коэффициента строки к следующему за ним. Таким образом, в этом алгоритме 

исключается необходимость поиска нужной позиции в строке, как это происходит 

в классическом алгоритме. Реализация предложенной идеи потребовала создания 

дополнительной структуры данных, получившей название матрицы связей, кото-
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рая позволяет получить все необходимые данные для расчета значения каждого 

коэффициента матрицы. 

Для задач с одной степенью свободы, каждый элемент матрицы связей по-

зволяет рассчитать значения одного соответствующего ему коэффициента гло-

бальной матрицы. Каждый элемент матрицы связей представляет собой массив, 

элементы которого, в свою очередь, содержат геометрические характеристики и 

характеристики физических параметров материалов конечного элемента, по кото-

рым может быть рассчитан его вклад в соответствующий коэффициент глобаль-

ной матрицы. Таким образом, расчет значения коэффициента матрицы СЛАУ 

предполагает обращение к соответствующему элементу матрицы связей и после-

довательный расчет вкладов каждого конечного элемента, связанного с текущим 

коэффициентом глобальной матрицы. 

Организация дополнительных структур данных была выполнена таким обра-

зом, чтобы максимально сократить объем дополнительных данных, а так же время 

доступа к ним. Это позволило, в основном, не увеличить количество вычислений, 

необходимых для расчета каждого коэффициента глобальной матрицы по сравне-

нию с классическим алгоритмом [12.8]. В итоге объем дополнительных данных, 

необходимых для реализации нового алгоритма для различных типов задач при-

близительно кратен 5-6-ти объемам матрицы СЛАУ в классическом алгоритме. 

Однако, при этом, за счет исключения процесса поиска нужных позиций в строке 

глобальной матрицы, достигается сокращение времени формирования СЛАУ в 

среднем на 30-35% по сравнению с классическим алгоритмом [12.8]. 

Выбор между классическим алгоритмом формирования СЛАУ и новым алго-

ритмом прохода по строкам, по сути, представляет собой достаточно стандартный 

для разработчиков программного обеспечения выбор между трудоемкостью вычис-

лений и доступным объемом оперативной памяти. Таким образом, для данного слу-

чая, функция ресурсной эффективности нового алгоритма формирования глобальной 

матрицы имеет значимый коэффициент компонента емкостной эфффективности. 

Для обеспечения большей гибкости систем конечно-элементного анализа по 

аппаратным требованиям необходима реализация адаптивного выбора алгорит-

мов. Поэтому, с точки зрения теории ресурсной эффективности наиболее пер-
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спективным является разработка комбинированного алгоритма, который будет 

использовать как классический подход к формированию глобальной матрицы по 

локальным матрицам конечных элементов, так и алгоритм прохода по строкам, с 

использованием дополнительных структур данных. 

Такой комбинированный алгоритм может состоять в использовании алго-

ритма прохода по строкам (формировании матрицы связей) только для первых m  

строк матрицы СЛАУ, и классического алгоритма для расчета коэффициентов для 

остальных строк матрицы. Отметим, что в этом случае для расчета коэффициен-

тов нескольких строк матрицы на границе смены алгоритмов необходимо будет 

использовать оба рассмотренных подхода. Адаптация к реальному компьютеру и 

рассчитываемой задаче может быть реализована следующим образом: количество 

строк m , для которых глобальная матрица формируется алгоритмом прохода по 

строкам с использованием дополнительной памяти, динамически определяется 

программной системой на основе анализа исходных данных задачи, и информа-

ции о характеристиках того компьютера, на котором будет проводиться этот рас-

чет. При этом создание такого комбинированного адаптивного алгоритма предос-

тавит пользователям систем конечно-элементного анализа возможность эффек-

тивно использовать то аппаратное обеспечение, которое находится в их распоря-

жении. 

Эффективный комбинированный алгоритм поиска по ключу в структу-

ре хранения глобальной матрицы. Другой подход к принятию рациональных ре-

сурсно-эффективных алгоритмических решений по компоненту формирования 

глобальной матрицы связан с модификацией классического алгоритма. Классиче-

ский алгоритм формирования матрицы СЛАУ в МКЭ, предполагает формирование 

глобальной матрицы (собственно матрицы СЛАУ) на основе локальных матриц от-

дельно взятых конечных элементов. При этом сначала вычисляются значения ко-

эффициентов для локальной матрицы конечного элемента, а затем рассчитанные 

значения добавляются в глобальную матрицу. При использовании в качестве ко-

нечного элемента восьми точечной призмы это означает, что при записи значений 

элементов локальной матрицы в глобальную матрицу СЛАУ необходимо провести 

поиск в общей сложности 36 ключей в 8-и различных строках глобальной матрицы. 
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Таким образом, задача поиска по ключу в структуре глобальной матрицы обладает 

значительной удельной трудоемкостью внутри рассматриваемого этапа. Проведен-

ные эксперименты показывают, что на операции поиска нужной позиции в струк-

туре хранения глобальной матрицы, при использовании классического алгоритма 

формирования СЛАУ, может потребоваться до 50% времени, уходящего на этап 

формирования СЛАУ в целом. При этом можно утверждать, что ресурс оптимиза-

ции алгоритмов поиска по ключу, применительно к матрице СЛАУ в МКЭ, в зна-

чительной степени исчерпан. 

В настоящее время известно достаточное много алгоритмов поиска по клю-

чу в массиве записей, которые значительно превосходят по эффективности метод 

простого перебора или бинарного поиска. Однако преимущества этих алгоритмов 

проявляются при работе с массивами, содержащими от нескольких сотен до не-

скольких тысяч элементов, в зависимости от алгоритма. Поскольку число знача-

щих коэффициентов в строке глобальной матрицы, как правило, значительно 

меньше, то эффективные алгоритмы поиска в строке глобальной матрицы могут 

быть построены на основе методов последовательного перебора и бинарного по-

иска, чья эффективность выше для строк небольшой длины. 

При анализе ресурсной эффективности вычислительных алгоритмов хоро-

шо известна ситуация, когда для некоторой задачи в зависимости от области ре-

альных размерностей множества исходных данных, рациональным по временному 

или более сложному комплексному критерию, является применение различных 

алгоритмов ее решения, что позволяет построить эффективный алгоритм методом 

композиции. Идея композиции состоит в том, что для определенного порога дли-

ны массива ключей, достигнутого алгоритмом бинарного поиска, более опти-

мальным по времени будет использование алгоритма последовательного поиска 

элементов в текущем фрагменте этого массива. 

Очевидно, что пороговое значение длины массива ключей определяется со-

отношением времен на обобщенную базовую операцию и количеством этих опе-

раций на один шаг поиска, задаваемое двумя алгоритмами и языком их реализа-

ции. В силу специфики алгоритмов предположение о том, что общее время на 

один шаг поиска при прямом переборе будет меньше, чем время на один шаг при 
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бинарном поиске, является обоснованным. Это связано с тем, что шаг бинарного 

поиска включает в себя, помимо операции сравнения, вычисление середины дли-

ны текущего массива и сдвиг одной из границ после сравнения. Следовательно, 

для малых длин массива ключей прямой перебор будет выполняться быстрее, чем 

бинарный поиск. Таким образом, возникает задача определения пороговой длины 

массива ключей для алгоритма бинарного поиска. Для длин фрагмента массива 

ключей меньше пороговой, рациональнее выполнять поиск прямым перебором с 

целью минимизации общего времени выполнения программной реализации ком-

позиционного алгоритма. 

Введем следующие обозначения — пусть: n  — длина исходного массива 

ключей; k  — число шагов половинного деления, выполняемых в алгоритме би-

нарного поиска; a  — количество базовых операций языка реализации на одно по-

ловинное деление массива; at  — среднее время на одну обобщенную операцию в 

алгоритме бинарного поиска; b  — количество базовых операций языка реализа-

ции на один шаг последовательного поиска ключа; bt  — среднее время на одну 

обобщенную операцию в алгоритме последовательного поиска. Кроме того, будем 

предполагать, что при последовательном поиске ключа количество сравнений в 

среднем, необходимых для получения результата, равно половине длины обраба-

тываемого массива ключей. 

Учитывая, что после k  шагов алгоритма бинарного поиска мы получим в 

среднем фрагмент массива ключей длиной k2
n , и, вводя обозначение ),( knT  для 

среднего времени выполнения композиционного алгоритма поиска, получаем 

оценку среднего времени в виде: 

 kba
ntbktaknT
22

1),(  . (12.4.1) 

Приравнивая нулю частную производную по k  для выражения (12.4.1) и лога-

рифмируя полученное выражение по основанию 2, определим оптимальное сред-

нее значение k , минимизирующее функцию ),( knT , обозначив его через *k : 
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На основании этой формулы можно определить пороговую среднюю длину фраг-

мента массива ключей — *l , ниже которой рационально использовать алгоритм 

последовательного поиска: 
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где значение L  задается соотношением 
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и определяется языком программирования, но слабо зависит от аппаратной среды 

реализации. В экспериментальном исследовании для задачи поиска элемента в 

структуре хранения разреженной глобальной матрицы, в языке реализации C++, 

было получено среднее значение этого отношения равное 94,2  [12.8]. Таким об-

разом, для выбранного языка программирования значение 4827,8* l  по формуле 

(12.4.3), но поскольку пороговая длина фрагмента массива представляет собой 

целое число, то оптимальная пороговая длина rl  равна 8 или 9 [12.8]. 

Принятие решения по переключению на алгоритм последовательного поис-

ка может приниматься не только на основании значения *l , но и на основании 

значения *k . Отметим, что значение *k  в формуле (12.4.2) дает среднее значение 

числа шагов половинного деления и является действительным числом, но для 

принятия решения в программной реализации это число rk  должно быть целым: 

  *kkr  , или   1*  kkr , 

что, приводит к выбору пороговой длины в более широком диапазоне. Поскольку 

функция логарифма растет достаточно медленно, а возможный диапазон измене-

ния количества не нулевых элементов в строке глобальной матрицы не велик, то 

значение rk  может быть фиксировано. Например, в диапазоне длин массива клю-

чей от 32 до 56 значение 2rk . Проведенные на основе формулы (12.4.2) более 

детальные исследования, подтвержденные программными экспериментами, пока-

зывают, что с учетом целочисленности значения rk , минимум функции ),( knT  

достигается при таких значениях k , которым соответствует значение rl  в диапа-

зоне: 148  rl . Экспериментальные результаты по определению рациональной 



362 
пороговой границы для комбинированного алгоритма поиска приведены на ри-

сунке 12.7. Язык реализации алгоритма — С++, процессор — P IV 1,5 Ггц, значе-

ние срt  — среднее время поиска элемента в структуре разреженной матрицы в на-

носекундах при заданной пороговой длине переключения rl  на алгоритм последо-

вательного поиска. График построен по реальным данным для разреженной гло-

бальной матрицы с количеством ненулевых элементов в строке равным 45 (дан-

ные из [12.8]). 
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Рис. 12.7 Зависимость среднего времени поиска от пороговой длины пере-

ключения 
на алгоритм последовательного поиска 

С учетом теоретических и экспериментальных данных пороговое значение rl  

для переключения на алгоритм последовательного поиска выбиралось в программ-

ной реализации из условия: 14rl . Полученные в результате экспериментальных 

исследований данные позволяют говорить о снижении времени расчета в среднем 

для тепловых нестационарных задач на 20–30 минут при общем расчетном времени 

порядка 3–5 часов [12.8]. 

12.5 Рациональная организация аналитической базы данных 
с использованием алгоритмов решения задачи упаковки с динамической 
внутренней границей объема 

Введение в проблему. Материал этого параграфа основан на статье [12.9], в 

которой рассматривается задача распределения ограниченного структурированно-
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го ресурса с целью рационализации структуры хранения аналитической базы дан-

ных (БД). Задача о распределении ограниченного ресурса встречается, в том числе, 

и в области управления базами данных (БД). В классической постановке для рас-

пределения может быть использован весь доступный объем ресурса. Однако встре-

чаются задачи, решение которых предполагает назначение внутренней структуры 

распределяемому ограниченному ресурсу. Простейший случай организации подоб-

ной внутренней структуры — разбиение доступного объема ресурса на квазистати-

ческий и динамический разделы, первый из которых предназначается для постоян-

ного хранения наиболее предпочтительного набора объектов, а второй — для ди-

намической загрузки или генерации редко запрашиваемых объектов. Одна из таких 

задач связана с рационализацией структуры хранения аналитической базы данных 

в оперативной памяти для индивидуальной информационной системы. В связи с 

этим рассмотрим особенности индивидуальных информационных систем и поста-

новку задачи рациональной организации данных их аналитического компонента.  

Системы управления базами данных (СУБД) индивидуальных информаци-

онных систем (ИИС) должны снабжаться функциями автоматизированного адми-

нистрирования. В отсутствие подобной функциональности индивидуальный поль-

зователь вынужден либо пользоваться услугами администратора базы данных, 

либо самостоятельно выполнять его роль, однако оба эти варианта для подав-

ляющего большинства пользователей неприемлемы. В основе автоматизации ад-

министрирования БД лежит постоянный мониторинг состояния системы и дан-

ных. Модули мониторинга, введенные в состав СУБД, собирают информацию о 

динамике использования разноуровневой памяти как самой СУБД, так и о дея-

тельности пользователя, выражающейся во введении, модификации, удалении и 

поиске данных, о деятельности модулей автоматического поиска информации в 

глобальной сети и т.д. На основе собранной информации система автоматизации 

администрирования БД (САА БД) может решать задачи повышения эффективно-

сти функционирования СУБД, в том числе, путем принятия оптимизационных 

решений, например, переноса редко используемых данных в более медленное 

хранилище, добавления индекса для ускорения выполнения одного из поисковых 
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запросов, и т. п. В ряду этих задач можно выделить задачу автоматизированного 

формирования аналитической подсистемы ИИС. 

Как правило, в корпоративных информационных системах обработка теку-

щих (транзакционных) данных и аналитическая обработка данных выполняются 

разными подсистемами, обладающими раздельными хранилищами данных, причем 

первые — реляционными, а вторые — либо реляционными, либо многомерными 

хранилищами. Известно, что при низких и средних объемах данных, эффектив-

ность применения многомерных хранилищ выше, чем реляционных [12.10]. Хра-

нилище данных аналитической подсистемы проектируется исходя из планируемой 

на него нагрузки: выбор измерений для агрегирования выполняют системные ана-

литики, прогнозируя спектр будущих запросов. Обновление агрегированных дан-

ных в аналитической БД на основе данных транзакционной БД выполняется с не-

которой периодичностью. Исходные данные после агрегирования удаляются из 

транзакционной БД и переносятся в архивную БД, обладающую структурой, анало-

гичной транзакционной БД. Но в ИИС отсутствует возможность упреждающего 

планирования структуры аналитической подсистемы, поэтому необходимо обеспе-

чить возможность динамического выбора измерений для агрегирования в зависи-

мости от типов запросов, выдаваемых пользователем и приложениями САА БД. По 

мере накопления статистики запросов, структура аналитической многомерной БД 

должна уточняться. В результате к некоторому моменту времени будет сформиро-

вана аналитическая БД, удовлетворяющая основные запросы пользователя и обес-

печивающая возможности для эффективного функционирования приложений САА 

БД. Для обслуживания относительно редко возникающих запросов необходимо 

выполнять медленный и неэффективный поиск в архивной БД. Чтобы в этом слу-

чае снизить потери, можно использовать следующий подход. 

Поскольку для хранения аналитической БД выделяется ограниченный объ-

ем оперативной памяти, а разным запросам требуется наличие данных, агрегиро-

ванных по разным измерениям, то часть выделенной памяти можно отвести под 

хранение квазистатического, в смысле набора агрегируемых измерений, раздела 

многомерной БД. Оставшуюся память можно использовать для построения дина-

мического раздела многомерной БД, хранящего агрегированные данные, исполь-
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зованные в последнем «редком» запросе, который не мог быть удовлетворен за 

счет информации квазистатического раздела. Прирост эффективности при данном 

подходе достигается за счет того, что «редкие» запросы имеют тенденцию к груп-

пированию во времени [12.11]: часто после того, как был выдан «редкий» запрос с 

некоторыми параметрами, этот же запрос повторяется с другими параметрами. 

Если в процессе выполнения первого запроса подготовиться к выполнению по-

следующих аналогичных запросов, построив в динамическом разделе многомер-

ную БД по требуемым измерениям, время выполнения последующих запросов 

может быть сокращено. Если поступает другой «редкий» запрос, динамический 

раздел очищается и в нем строится новая многомерная БД, соответствующая но-

вому запросу. Альтернативой могло бы служить сохранение содержимого дина-

мического раздела, но при этом потребуется нести затраты, связанные с постоян-

ным обновлением агрегатов по входящим в них измерениям, что, учитывая малую 

частоту обращений к этим измерениям, нерационально. 

Содержательная постановка задачи. На основе вышеизложенного возни-

кает задача разбиения доступного объема ресурса общей памяти, выделенной для 

хранения аналитической БД, и размещения в квазистатическом разделе агрегиро-

ванных данных в соответствии со статистикой запросов. Анализ поставленной за-

дачи показывает, что она принадлежит к классу задач об оптимальных назначени-

ях c целочисленными параметрами. Точное решение задач этого класса может 

быть получено, например, на основе использования аппарата метода динамиче-

ского программирования. Но в связи с относительной вычислительной сложно-

стью метода представляет интерес определение условий, в которых получение 

точного решения было бы целесообразным. 

Содержательная постановка задачи предполагает знание предпочтений, оп-

ределение которых носит статистический характер. Например, в качестве таких 

предпочтений по выбору агрегируемых измерений для квазистатического раздела 

БД могут быть использованы счетчики обращений, накапливаемые модулем мо-

ниторинга в динамике функционирования ИИС. В смысле характеристики такой 

динамики возможно выделение следующих трех ситуаций по отношению к стати-

стически определяемым значениям предпочтений: 
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— предпочтения не определены. Это ситуация начального этапа функцио-

нирования ИИС, когда информация о предпочтениях отсутствует или очень мала. 

В строгом смысле решение задачи в этой ситуации невозможно. Практически в 

этой ситуации происходит формирование квазистатического раздела из динами-

чески генерируемых многомерных БД с одновременным набором статистики 

предпочтений. 

— система находится в процессе набора статистики предпочтений. Это 

ситуация такого временного этапа функционирования, когда оценка устойчивости 

статистики не попадает в доверительный интервал. Такие оценки могут быть по-

лучены на основе определения минимального объема выборки по известным кри-

териям математической статистики, например, на основе выборочного значения 

дисперсии, с использованием критерия Стьюдента [12.12]. В этой ситуации полу-

чение точного решения задачи нецелесообразно из-за статистической неточности 

исходных данных о предпочтениях. В качестве альтернативы возможно использо-

вание эвристических алгоритмов решения задачи о разбиении доступного объема 

ресурса общей памяти с меньшей вычислительной сложностью и получением ра-

циональных результатов. 

— система находится в состоянии устойчивой статистики предпочтений. 

В этой ситуации возможно точное решение задачи о разбиении доступного объе-

ма ресурса общей памяти аналитической БД. Полученные результаты могут ле-

жать в основе организации оптимальной процедуры управления разбиением ана-

литической БД ИИС на квазистатический и динамический разделы с учетом 

предположения об устойчивости предпочтений. 

Математическая постановка задачи. Рассмотрим общую постановку за-

дачи упаковки, отражающую особенности рассмотренной выше задачи разбиения 

доступного объема ресурса общей памяти, выделенной для хранения аналитиче-

ской БД. Пусть задано множество объектов: 

     ni  , , pv    yn,Y ,y  Y iiii ,1 , 

где каждый объект iy  обладает целочисленным линейным размером — iv , или 

«объемом» в общепринятых терминах задачи упаковки, и ценовой характеристи-

кой — ip , которая содержательно отражает практически значимые предпочтения 
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для загрузки данного объекта, например, выборочная частота встречаемости за-

проса. Целым числом задан так же основной объем упаковки — V . Реальная по-

становка задачи имеет смысл, если суммарный линейный размер (объем) объектов 

превышает основной объем упаковки, таким образом, должно быть выполнено 

следующее условие: 

 Vv
n

i
i 

1
. (12.5.1) 

Для описания подмножества объектов M~ , загружаемых в объем V  из множества 

Y , введем в рассмотрение следующий характеристический вектор: 

     ,n,  i  ,  ,  xx X ii 110  , (12.5.2) 

где значение компонента вектора  1  xi   соответствует принадлежности объекта 

iy  к подмножеству объектов YM~  , загружаемых в объем V . Объекты, состав-

ляющие подмножество M~  должны максимизировать суммарное предпочтение. 

Поскольку после загрузки в основном объеме должно остаться свободное место 

для размещения максимального по размеру незагруженного объекта M~Yyi  , 

то математическая постановка задачи имеет вид:  

Максимизировать линейную форму: 

 max)(
1




n

i
iin pxXP , (12.5.3), 

при выполнении следующего динамического, в смысле текущего набора загру-

жаемых объектов, условия: 

    Vvxvx ii,ni

n

i
ii 


 2mod11

1max . (12.5.4) 

Условие (12.5.4) не является типичным для классической задачи оптимальной по 

стоимости одномерной упаковки. В связи с динамическим изменением внутрен-

ней границы для загружаемых в основной объем объектов, в зависимости от раз-

мера максимального незагруженного объекта, будем называть в дальнейшем эту 

задачу — задачей упаковки с динамической внутренней границей объема. 

Точный алгоритм решения задачи упаковки с динамической внутрен-

ней границей объема. Исследование задачи упаковки (12.5.3) с изменяющимся в 
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ходе решения граничным значением объема показало, что она может быть решена 

путем получения решений классической задачи упаковки для всех объемов v : 

     ni, v  V -  Vv  V - VVvV ii ,1min,max, 2121  , 

которую будем в дальнейшем называть базовой, с последующим выбором той 

упаковки, которая удовлетворяет условию (12.5.4). Для решения базовой задачи в 

указанных объемах может быть использован табличный алгоритм для классиче-

ской одномерной оптимальной по стоимости задачи упаковки (см. параграф 12.2), 

позволяющий получить набор оптимальных решений для всех промежуточных 

дискретных значений основного объема. Базовая задача упаковки есть задача 

максимизации линейной формы (12.5.3) при ограничениях: 

 Vvx
N

i
ii 

1
. (12.5.5) 

Обозначим вектор оптимальной упаковки объектов kjy j ,1,  , являющийся ре-

шением базовой задачи для объема v  через v
kX , а через )(vfk  — стоимость этой 

оптимальной упаковки в данном объеме. Решение табличным алгоритмом осуще-

ствляется на основе функционального уравнения метода динамического програм-

мирования, которое для базовой задачи имеет вид: 
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Результатом решения базовой задачи с ограничением (12.5.5) является набор оп-

тимальных значений целевой функции )(vfn  и соответствующих векторов опти-

мальной упаковки v
nX  для всех объемов v  от 1V  до 2V  исходными объектами из 

Y . Отметим, что вычисления по дискретным значениям объема при n k   могут 

быть сокращены, т. к. оптимальные упаковки для объемов от 0  до   11 V не со-

держат решений, интересующих нас в смысле условия (12.5.4). 

Рассмотрим подзадачу определения максимального объема *v , в котором 

выполняется условие (12.5.4). Поскольку базовая задача имеет целочисленный (по 

iv  и V ) характер, то хотя в каждом решении для объема 21 Vvv: V    и достига-

ется максимум линейной формы (12.5.3), сам объем v  может быть упакован не 
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плотно. В связи с этим рассмотрим специальную функцию )(vd , задающую оста-

ток свободного пространства в оптимально упакованном объеме v : 

 v
n

v
ii

n

i

v
i Xxvxvvd  



,)(
1

. (12.5.6) 

Функция )(vd  неотрицательна в силу выполнения условия, аналогичного (12.5.5) 

для объема упаковки v  при решении базовой задачи. Определим так же функцию 

)(vR , задающую необходимый остаток объема для размещения максимального по 

объему неупакованного элемента: 

   nixivvR v
ii ,1,0:,max)(  . (12.5.7) 

С использованием введенных обозначений выполнение ограничения (12.5.4) сво-

дится к нахождению максимального объема v , такого, что: 

 )()( vRvdvV  . (12.5.8) 

Поскольку функция )(vfn  является неубывающей в силу основного функцио-

нального уравнения, то должно быть выбрано наибольшее значение v, удовлетво-

ряющее условию (12.5.8). Следовательно, оптимальное решение задачи упаковки 

с динамической внутренней границей объема задается тем вектором *v
nX , для ко-

торого значение *v  удовлетворяет условию: 
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 (12.5.9) 

Таким образом, предлагаемый алгоритм 1A  является двух шаговым, при этом на 

первом шаге решается базовая задача упаковки (12.5.3) с ограничением (12.5.5), а 

на втором шаге определяется такая внутренняя динамическая граница упаковки, 

которая доставляет максимум линейной форме (12.5.3) при ограничении (12.5.4), 

путем нахождения *v  по условию (12.5.9). 

Оценка сложности алгоритма 1A  есть максимальная по асимптотике оценка 

сложности двух указанных шагов. Решение базовой задачи реализуется, с учетом 

бинарности значений компонент вектора X , двумя вложенными циклами — по 

объектам iy , и по дискретам объема v . С учетом необходимости дублирования 
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строки таблицы, содержащей вектор v

kX , имеем оценку для первого шага — 

 VnO 2 . Для второго шага вычисление функций  vR  и  vd  требует не более 

  nΟ операций для каждой проверки условия (12.5.9), которая выполняется не 

более чем  12 - V VM   раз. Очевидно, что  V  M   в силу определений 2V  и 1V , и 

в результате, алгоритм 1A  имеет сложность  VnΟ 2 . 

Определение рационального значения дискрета объема. Из оценки 

сложности алгоритма 1A  —  VnΟ 2  очевидно, что сокращение количества опе-

раций (при фиксированном n ) может быть получено только за счет решения зада-

чи выбора большего значения дискрета объема, уменьшающего численно значе-

ния iv  и V . Для точного решения этой задачи необходимо нахождение НОД 

 n,...,v,vV,v 21 . Однако такой путь бесперспективен, т. к. при большом значении n  

вероятность того, что НОД   121 n,...,v,vV,v  близка к единице. Это предположе-

ние опирается на теорему Дирихле [12.13], утверждающую, что вероятность p  

того, что два случайно выбранных натуральных числа взаимно просты, равна 

 607927,06
2 

p . 

В качестве альтернативы рассмотрим следующий эвристический подход к 

определению рациональной единицы измерения объема в задаче упаковки. Пусть 

объемы iv  и V  заданы целыми числами в некоторых единицах объема, которые 

будем считать минимально возможными в рамках реальной задачи. Предполо-

жим, что Vvni i  ,1 , и обозначим через k  коэффициент упаковки объема 

V  объектами со средним значением объема: 
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где  a  — целая часть числа a . Введем в рассмотрение новую единицу измерения 

объема, со значением равным m  минимальных единиц. Тогда значение объема 

объекта iy  в новых единицах равно: 
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Обозначим через iv  приращение объема элемента iy , выраженное в минималь-

ных единицах, при переводе его в новую единицу измерения. Будем предпола-

гать, что значение n  велико, а распределение значений iv  по классам эквивалент-

ности по модулю m  равномерно. Тогда в среднем 
m
k  элементов iy  точно (без ос-

татка) представляются в новых единицах измерения объема, а 





 

m
k 11  элемен-

тов iy  должны быть округлены до ближайшего большего целого с увеличением в 

среднем на 
2
m . В силу предположения о равномерности увеличение суммарного 

объема для k  элементов, упакованных в объем V , составит в минимальных еди-

ницах: 
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Сам общий объем упаковки V  при переводе в новые единицы объема будет уве-

личен в среднем также на 
2
m . Поскольку, в среднем, после упаковки k  элементов, 

в объеме V  останется свободное место размером 
2
v  минимальных единиц, то уве-

личение общего доступного объема составит: 

 
2

vmV 
  . (12.5.11) 

Для сохранения старой упаковки общий объем  V  должен быть увеличен на 

   VvV   минимальных единиц. Условие выбора рационального значе-

ния m  может быть задано как процентное ( %p ) ограничение увеличения общего 

объема V : 

    VvV 
100

%pp,Vp  , (12.5.12) 

Подставляя (12.5.10) и (12.5.11) в (12.5.12) окончательно имеем следующее огра-

ничение на выбор значения m: 

 









)1(

21
k

kvVpm . (12.5.13) 
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Могут быть рассмотрены и другие подходы к определению рационального значе-

ния m . Например, в ситуации, когда коэффициент вариации для распределения iv  

достаточно велик, можно положить 

 )(min
,1 ini

vm


 . 

Из приведенной выше оценки сложности алгоритма 1A , очевидно, что трудоем-

кость вычислений при переходе на новые единицы измерения объема уменьшится 

в  m  раз. 

Эвристический алгоритм решения задачи упаковки с динамической 

внутренней границей объема. Использование эвристических алгоритмов упа-

ковки [12.5] позволяет получить рациональное решение с лучшей временной эф-

фективностью. Достаточно хорошие результаты дает эвристический алгоритм, 

использующий предварительную сортировку объектов по удельному предпочте-

нию на единицу объема (см. оценку Грэхема в [12.5]). Упаковка осуществляется в 

порядке расположения объектов в отсортированной последовательности с поша-

говой проверкой выполнения ограничений. Реализация ограничения (12.5.4) для 

такого алгоритма сводится к проверке возможности расположения максимального 

по объему незагруженного объекта в общий объем. Поскольку пошаговая загруз-

ка осуществляется последовательно из отсортированного массива, то на шаге k  

должна быть выполнена проверка следующего условия: 

  inikk

k

j
j vvvV








1

1

1
max , (12.5.14), 

где нумерация ni ,1  соответствует нумерации в отсортированной последова-

тельности исходных объектов в порядке убывания значений 
i

i

v
p . Если условие 

(12.5.14) не выполняется, начиная с некоторого значения 1k , то предыдущие 

упакованные объекты (с индексами , k,, 21 ) в объеме V  образуют рациональную 

упаковку с динамической внутренней границей объема. 

Реализация условия (12.5.14) требует перевычисления значения максимума 

на каждом шаге добавления объекта в M~ . Определенное сокращение трудоемко-

сти проверки этого условия может быть получено за счет пошагового накопления 
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суммы объемов упакованных элементов и более быстрому поиску максимума. Та-

кой быстрый поиск может быть осуществлен на основе следующих рассуждений. 

Если на некотором шаге упаковки выбирается очередной объект с объемом, 

меньшим текущего максимума, то правая часть условия (12.5.14) может не пере-

считываться. Для вычисления объема максимального неупакованного объекта 

введем в рассмотрение функцию  vM k : 

 

 

 




























).(,max
);(,)(

)(

;max)(

11

11

10

vMvv
vMvvM

vM

vvM

kkinik

kkk
k

ini

 (12.5.15) 

Тогда условие (12.5.14) принимает вид: 
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Таким образом, предлагаемый эвристический алгоритм 2A  является так же 

двух шаговым. На первом шаге выполняется сортировка исходных объектов в по-

рядке убывания значений 
i

i

v
p . На втором шаге определяется внутренняя динами-

ческая граница упаковки, обеспечивающая рациональную суммарную стоимость, 

путем нахождения значения *
kv  по условию (12.5.16), причем значения  vM k  вы-

числяются в соответствии с формулой (12.5.15). 

Получим оценку сложности алгоритма 2A  для среднего случая. Сортировка 

на первом шаге при больших значениях n  может быть выполнена, например, мето-

дом пирамиды с оценкой в среднем случае  nnO ln  [12.5]. На втором шаге форми-

рование вектора X  требует не более k  шагов и, следовательно, проверка условия 

(12.5.16) выполняется не более k  раз, причем значение k  не может превосходить n  

в силу постановки задачи. Покажем, что сложность второго шага не хуже, чем 

 nnO ln  в среднем. Вычисление левой части в условии (12.5.16) имеет сложность 

 1O . Вычисление  vM 0 , выполняемое однократно, имеет сложность  nO . В 

предположении о равномерном случайном распределении n  значений iv  обычный 

алгоритм поиска максимума выполняет в среднем  nO ln  переприсваиваний 
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[12.14], т. е. смен текущего максимума. Таким образом, пересчет  vM k  будет вы-

полнен в среднем, с учетом условия Nk  , не более чем  nO ln  раз, в остальных 

случаях  vM k  вычисляется путем присваивания старого значения со сложностью 

 1O . Сам пересчет максимума для вычисления нового значения  vM k  требует в 

соответствии с (12.5.16) не более  nO  шагов. Объединяя полученные результаты, 

имеем оценку сложности в среднем для второго шага алгоритма в виде: 

          nnOnOnOOnnΟ lnln1  . 

Таким образом, оценка сложности алгоритма 2A  в целом составляет 

 nnO ln , что асимптотически значительно лучше, чем у алгоритма 1A , но при 

этом алгоритм 2A  позволяет получить рациональное, но не оптимально точное 

решение. Заметим также, что вычислительная сложность данного эвристического 

алгоритма не зависит от значений объемов объектов и общего объема упаковки. 

Обсуждение результатов. В заключение необходимо отметить, что в со-

держательной постановке задачи оптимизация формирования квазистатического и 

динамического разделов структуры хранения аналитической БД ИИС произво-

дится на основе анализа статистической информации об обращениях к агрегиро-

ванным данным по отдельным измерениям. С точки зрения принятия решения по 

выбору рациональных алгоритмов, рассмотренная задача служит примером того, 

что такие решения могут приниматься в зависимости от условий реальной экс-

плуатации программных реализаций алгоритмов. В данном случае таким услови-

ем является устойчивость статистики предпочтений, количественный показатель 

которой может быть определен методами математической статистики. В зависи-

мости от значения этого показателя могут быть использованы два, схематично 

описанные выше, алгоритма решения задачи упаковки с динамической внутрен-

ней границей объема — точный и эвристический. Для точного алгоритма решения 

этой задачи дополнительная временная эффективность в программной реализации 

может быть достигнута на основе рационального выбора значения единицы изме-

рения для основного объема упаковки и объемов упаковываемых объектов. 

Таким образом, решение задачи выбора рациональных компьютерных алго-

ритмов на основе анализа их ресурсной эффективности может приниматься и с 
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учетом особенностей жизненного цикла программных средств и систем. Уважае-

мые читатели наверняка смогут привести еще целый ряд примеров, показываю-

щих как некоторые изменения информационной среды, происходящие во время 

жизненного цикла программы, могут оказывать влияние на выбор рационального 

алгоритма решения задачи. 

Задачи и упражнения к главе 12 

 

12.1. Реализуйте программно комбинированный алгоритм сортировки и 

проведите эксперименты с программной реализацией с целью определения опти-

мального порога переключения на алгоритм сортировки вставками. Насколько 

полученный вами результат отличается от значения порога переключения 

( 12k ), полученного на основе анализа функций трудоемкости? 

12.2. Определите оптимальный порог переключения на алгоритм сортиров-

ки вставками при реализации комбинированного алгоритма сортировки на раз-

личных языках программирования и различных компьютерах. Это достаточно ин-

тересное исследование позволит понять, как среда реализации алгоритма влияет 

на решения по рациональному выбору. 

12.3. Получите самостоятельно функцию трудоемкости табличного алго-

ритма упаковки. Совпадает ли Ваш результат с формулой (12.2.5)?  

12.4. Предложите структуру хранения поискового дерева решений для ре-

шения задачи коммивояжера методом ветвей и границ, предусматривающую хра-

нение матрицы стоимости. 
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