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Ãèïåðãðàôû â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ

ýëåêòðîòåõíèêè, â ïðîåêòèðîâàíèè ñåòåé, â ìíîãîèíäåêñíûõ òðàíñïîðòíûõ

çàäà÷àõ, â êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,

â ïðåäñòàâëåíèå ñëîæíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íà ïðîèçâîäñòâå è äðóãèõ

ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ íàóêè. Äëÿ ÷àñòè çàäà÷ (íàïðèìåð ìíîãîèíäåêñíûå

òðàíñïîðòíûå çàäà÷è) ëó÷øå ïîäõîäèò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå 2-êîìïëåêñîâ
� îòäåëüíîãî êëàññà ãèïåðãðàôîâ, â êîòîðîì êàæäîå ðåáðî èíöèäåíòíî

ðîâíî 3-âåðøèíàì. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîìó ãèïåðãðàôó ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð

ñòåïåíåé åãî âåðøèí, íî îáðàòíîå íå âåðíî. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ

âîññòàíîâëåíèÿ (ïîñòðîåíèÿ, ðåàëèçàöèè) 2-êîìïëåêñà ïî ïðîèçâîëüíî âçÿòîìó

âåêòîðó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàôû, ãèïåðãðàôû, êîìïëåêñû, ðåäóêöèîííûé àëãîðèòì.

1. Ââåäåíèå

Çäåñü ïîëó÷åí ðåäóêöèîííûé êðèòåðèé ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà â 2-êîìïëåêñ
(ïîäêëàññ ãèïðåãðàôà [1, 2]). Êîìïëåêñû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ìíîãîèíäåêñíûõ
òðàíñïîðòíûõ çàäà÷àõ [3], êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Ýòà ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [4] �
[8]. Âñå ïîñòðîåíèÿ è êîíñòðóêöèè îñíîâàííû íà ââåä¼ííûõ ïîíÿòèÿõ ïðèâîäèìîñòè
âåêòîðà è ðåäóêöèîííîãî âåêòîðà äëÿ 2-ìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïðè ýòîì ðåäóêöèîííûå
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà â êîìïëåêñ ñòðîÿòñÿ
ïî àíàëîãèè ñ êðèòåðèÿìè ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà â ãðàô. Îäèí èç óêàçàííûõ
êðèòåðèåâ ðåàëèçóåìîñòè â ãðàô ïðèíàäëåæèò Õàêèìè Ë. [9], êîòîðûé ââ¼ë ïîíÿòèÿ
ïðèâîäèìûé âåêòîð è ðåäóêöèîííûé âåêòîð äëÿ 1-ìåðíîãî ñëó÷àÿ. Äðóãîé êðèòåðèé
ðåàëèçóåìîñòè ïðåäëîæåí À. À. Ìèðîíîâûì. Îí îáîáùàåò êðèòåðèé Õàêèìè è
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ¾áîëüøåå¿ êîëè÷åñòâî ðåàëèçàöèé âåêòîðà [7].

2. Ðåàëèçóåìîñòü 2-êîìïëåêñà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïëåêñû ñëåäóþùåãî âèäà.

Îïð å ä å ë å í è å 1. Äëÿ ìíîæåñòâà âåðøèí U(n), ãäå n > 2, ÷åðåç

S3(n) =
{
{ui1 , ui2 , ui3} : uij ∈ U(n), uip 6= uiq ïðè p 6= q

}
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ 3-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ èç U(n). Ïàðà ìíîæåñòâ
{U(n), S3}, ãäå S3 ⊆ S3(n), êîòîðóþ îáîçíà÷èì

G2 = G2
(
U(n), S3 = S3

(
G2
))
,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò �11-01-92691-ÈÍÄ).
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íàçûâàåòñÿ 2-êîìïëåêñîì.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M îáîçíà÷èì |M |. Î÷åâèäíî, ÷òî∣∣S3(n)
∣∣ = C3

n.

Â òð¼õ ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèÿõ ïðèìåíèì òåðìèíîëîãèþ èç òåîðèè ãðàôîâ.

Îïð å ä å ë å í è å 2. Äëÿ 2-êîìïëåêñà G2 = G2 (U(n), S3) âåðøèíû ui1 , ui2 , ui3,
íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ñèìïëåêñó èç S3.
Ñèìïëåêñ {ui1 , ui2 , ui3} èç S3 íàçûâàåòñÿ èíöèäåíòíûì êàæäîé âåðøèíå uij , 1 6
j 6 3, à êàæäàÿ èç âåðøèí uij , 1 6 j 6 3, íàçûâàåòñÿ èíöèäåíòíîé ñèìïëåêñó.

Çàì å ÷ à í è å 1. Ìíîæåñòâî 2-êîìïëåêñîâ Γ2(n) = {G2 (U(n), S3)} åñòü
ïîäìíîæåñòâî âñåõ 2-ìåðíûõ êîìïëåêñîâ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n).

Îïð å ä å ë å í è å 3. Ñòåïåíüþ êàæäîé âåðøèíû ui ∈ U(n) 2-êîìïëåêñà G2 =
G2 (U(n), S3) íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî 2-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå
ui:

deg2 ui =
∣∣{{ui, ui1 , ui2} ∈ S3

}∣∣ .
Îïð å ä å ë å í è å 4. Öåëî÷èñëåííûé íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð A = (a1, . . . , an)

íàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìûì â 2-êîìïëåêñ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé 2-êîìïëåêñ
G2 (A) = G2 (U(n), S3), ÷òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ui ðàâíà ai (deg2 ui = ai),
òî åñòü ëþáàÿ âåðøèíà ui èíöèäåíòíà ai ñèìïëåêñàì ðàçìåðíîñòè 2. Êîìïëåêñ
G2 (A) íàçûâàåòñÿ 2-ðåàëèçàöèåé âåêòîðà A.

Ïóñòü n-êîîðäèíàòíûé âåêòîð A ðåàëèçóåì â 2-êîìïëåêñ. Òàê êàê êàæäûé 2-
ìåðíûé ñèìïëåêñ ïðîèçâîëüíîãî 2-êîìïëåêñà G2 (A) = G2 (U(n), S3) èíöèäåíòåí 3
âåðøèíàì, òî èìååò ìåñòî

Òå î ð åì à 1. Åñëè öåëî÷èñëåííûé íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð A = (a1, . . . , an)
ðåàëèçóåì â 2-êîìïëåêñ, òî

n∑
i=1

ai = 3 · q, ãäå q ∈ Z,

ïðè÷¼ì, q � êîëè÷åñòâî 2-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ ëþáîãî 2-êîìïëåêñà G2 (A)

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè òàêæå çàêëþ÷åíû íåîáõîäèìûå è óñëîâèÿ
ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà â 2-êîìïëåêñ.

Òå î ð åì à 2. Ïóñòü öåëî÷èñëåííûé íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð A = (a1, . . . , an)
ðåàëèçóåì â 2-êîìïëåêñ. Òîãäà

à) ai 6 C2
n−1, 1 6 i 6 n;

á) 3max
16i6n

ai 6
n∑
i=1

ai.

3. Ïðèâîäèìûå âåêòîðû.

Çäåñü ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ 2-ïðèâîäèìîãî âåêòîðà è ðåäóêöèîííîãî âåêòîðà (â 2-
ìåðíîì ñëó÷àå). Íà îñíîâå ýòèõ ïîíÿòèé è áóäåò ïîëó÷åí êðèòåðèé ðåàëèçóåìîñòè
öåëî÷èñëåííîãî íåîòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà â 2-êîìëåêñ.
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Ïîíÿòèå 2-ïðèâîäèìîñòè, ââåäåííîå íèæå, îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè (íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè) A = (a1, . . . , an) ∈ Zn+, ãäå n > 3, òî ñóùåñòâóåò ãðàô G1

ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1 òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî

à) deg1 ui 6 ai, 2 6 i 6 n,

á)
n∑
i=2

deg1 ui > 2a1.

Äëÿ 2-ïðèâîäèìîãî âåêòîðà A èç Zn+ ïðè n > 4 ìîæíî ïåðåéòè ê âåêòîðó

(ðåäóêöèîííîìó) B = (b1, . . . , bn−1) ∈ Zn−1
+

òàêîìó, ÷òî äëÿ âåêòîðîâ A, B è íàáîðà

ñòåïåíåé âåðøèí U(n) \u1 ãðàôà G1 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

à)
n∑
i=2

(ai − bi−1) = 2a1,

á) deg1 ui 6 bi−1, 2 6 i 6 n,

Åñëè âåêòîð A èç Zn+ 2-ïðèâîäèì, òî ïðè óñëîâèè åãî ðåàëèçóåìîñòè â 2-êîìïëåêñ
G2 (A) ìîæíî ïîñòðîèòü âñå 2-ìåðíûå ñèìïëåêñû ñìåæíûå âåðøèíå u1, è ïåðåéòè

ê âåêòîðó (ðåäóêöèîííîìó) B ∈ Zn−1
+

äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ðåàëèçàöèþ â 2-
êîìïëåêñ âåêòîðà B (â ñëåäóþùåì ïóíêòå âûâîäèòñÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà
B, ÷òî ïðè ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà A â 2-êîìïëåêñ, âåêòîð B òàêæå ðåàëèçóåì â
2-êîìïëåêñ).

Ïîíÿòèå 2-ïðèâîäèìîñòè âåêòîðà A = (a1, . . . , an) ∈ Zn
+
âûðàçèì ñ ïîìîùüþ

êîëè÷åñòâà ð¼áåð ãðàôà ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1, ó êîòîðîãî ñòåïåíè âåðøèí
íå ïðåâîñõîäÿò êîîðäèíàò âåêòîðà (a2, . . . , an) : deg1 ui 6 ai, 2 6 i 6 n.

Îïð å ä å ë å í è å 5. Âåêòîð B ∈ Zn
+
íàçûâåòñÿ âïèñàííûì â âåêòîð A ∈ Zn

+
,

åñëè bi 6 ai, 1 6 i 6 n, è ñòðîãî âïèñàííûì, åñëè âåêòîð B âïèñàí â âåêòîð A, íî
íå ðàâåí åìó.

Óñëîâèå âïèñàííîñòè è ñòðîãîé âïèñàííîñòè âåêòîðà B â âåêòîð A áóäåì
ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷àòü B 6 A è B < A èëè A > B è A > B.

Äëÿ âåêòîðà A èç Zn
+
ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå ìíîæåñòâà âïèñàííûõ â A âåêòîðîâ,

ðåàëèçóåìûõ â ãðàô

M (A) = {B ∈ Zn
+

: B 6 A, ñóùåñòâóåò ãðàô � ðåàëèçàöèÿ G1 (B)}.

Íà ïîíÿòèÿõ âïèñàííîñòè âåêòîðîâ è ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà â ãðàô îñíîâàíî
îïðåäåëåíèå 2-ïðèâîäèìîñòè âåêòîðà.

Äëÿ âåêòîðà A ÷åðåç A(p) = (a1,p, . . . , an−1,p) ∈ Zn−1
+

îáîçíà÷èì âåêòîð,
îáðàçîâàííûé èç A óäàëåíèåì p�îé êîîðäèíàòû:

ai,p =

{
ai, 0 < i < p,

ai+1, p 6 i < n.

Îïð å ä å ë å í è å 6. Âåêòîð A èç Zn+, ãäå n > 3, íàçûâàåòñÿ 2-ïðèâîäèìûì, åñëè

a1 6

(
max

D=(d1,...,dn−1)∈M(A(1))

n−1∑
i=1

di

)/
2,

ãäå A(1) = (a1,1, . . . , a1,n−1) = (a2, . . . , an).
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Ïðèìåíÿÿ èäåè àëãîðèòìà Õàêèìè, ïîêàæåì êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà A
èç Zn+, ãäå n > 3, ìîæíî â âåêòîð A(1) = (a2, . . . , an) âïèñàòü âåêòîð, ðåàëèçóåìûé
â ãðàô G1

A(1) ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ð¼áåð. Òîãäà 2-ïðèâîäèìîñòü èñõîäíîãî
âåêòîðà îçíà÷àåò:

à) ÷òî êîîðäèíàòà a1 íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà ð¼áåð ãðàôà G1
A(1);

á) â ñëó÷àå ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà A â 2-êîìïëåêñ ñóùåñòâóåò êîìïëåêñ G2 (A),
â êîòîðîì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà G1

A(1) â êîëè÷åñòâå a1 îáðàçóþò ñ
ïåðâîé âåðøèíîé 2-ìåðíûå ñèìïëåêñû;

â) óêàçàííîå â ïóíêòå á) ïîäìíîæåñòâî ð¼áåð îáðàçóåò 1-ñðåç êîìïëåêñà G2 (A)
(ïðè 2-ðåàëèçóåìîñòè A).

Èç âûøå óêàçàííîãî, ñëåäóåò

Ëåììà 1. Åñëè âåêòîð A ∈ Zn+, ãäå n > 3, ðåàëèçóåì â 2-êîìïëåêñ, òî A �
2-ïðèâîäèì.

Çàì å ÷ à í è å 2. Ïîíÿòèå 2-ïðèâîäèìîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ âåêòîðîâ,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ íå óïîðÿäî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ. Ïóñòü A ∈ Zn

+
, ãäå n > 3, è

ap = max
i
ai. Òîãäà âåêòîð A íàçûâàåòñÿ 2-ïðèâîäèìûì, åñëè

ap 6

(
max

D=(d1,...,dn−1)∈M(A(p))

n−1∑
i=1

di

)/
2;

Ïóñòü A ∈ Zn+, ãäå n > 3. Ïåðåîáîçíà÷èì âåêòîð A(1): A(1) = A2 = (a2, . . . , an) =

(a
(2)
2 , . . . , a

(2)
n ). Ïðèìåíÿÿ èäåè, ñîäåðæàùèåñÿ â àëãîðèòìå (òåîðåìå) Õàêèìè, äëÿ

âåêòîðà A2

à) íàéä¼ì âåêòîð C(A2) = C = (c2, . . . , cn) ∈M (A), äëÿ êîòîðîãî

(1)
n∑
i=2

ci = max
D=(d2,...,dn)∈M(A2)

n∑
i=2

di,

á) ïîñòðîèì ãðàô G1
A(1) = G1(C) � ðåàëèçàöèþ âåêòîðà C = C(A2) ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí U(n) \u1 = {u2, . . . , un}.
Èç (1) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ãðàô G1(C) ñîäåðæèò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ð¼áåð

äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ãðàôîâ, âåêòîðû ñòåïåíåé âåðøèí êîòîðûõ âïèñàíû â âåêòîð
A2 = A(1).

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô-çâåçäà � ýòî ãðàô, â êîòîðîì âñå ð¼áðà èìåþò îáùóþ
èíöèäåíòíóþ ýòèì ð¼áðàì âåðøèíó (âïîëíå íåñâÿçíûé ãðàô îòíîñèòñÿ ê êëàññó
ãðàôîâ-çâ¼çä).

Ïðè ïîñòðîåíèè âåêòîðà C = C(A2) è ãðàôà G1(C) áóäåì ïðèìåíÿòü ôîðìóëó
lAk

(0) = {i : ai = 0, k + 1 6 i 6 n}, ãäå Ak = (ak, . . . , an).

Ïóñòü A = (a1, . . . , an) ∈ Zn+, ãäå n > 3. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî a1 > 0. Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ íóëåâîé âåêòîð ðåàëèçóåì âî âïîëíå
íåñâÿçíûé 2-êîìïëåêñ.

4. Àëãîðèòì óñå÷åíèÿ

Àë ã î ð è òì 1. Ïîñòðîåíèå âåêòîðà C = C(A2) è ãðàôà G1(C), ñîäåðæàùåãî
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ìíîæåñòâå âñåõ ãðàôîâ, âåêòîðû ñòåïåíåé âåðøèí
êîòîðûõ âïèñàííû â âåêòîð A(1) = A2 = (a

(2)
2 , . . . , a

(2)
n )
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Äëÿ âåêòîðàA2 íàéä¼ì ÷èñëî α2 è êîîðäèíàòû âåêòîðàA3 = (a
(3)
3 , . . . , a

(3)
n ) ∈ Zn−2+

ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

(2) α2 =

{
n− 2− lA2(0), a

(2)
2 > n− 2− lA2(0),

a
(2)
2 , a

(2)
2 < n− 2− lA2(0).

(3)



0 6 a
(2)
i − a

(3)
i 6 1, 3 6 i 6 n,

n∑
i=3

(a
(2)
i − a

(3)
i ) = α2,

a
(3)
i > a

(3)
m , a

(2)
i > a

(2)
m ,

a
(3)
i > a

(3)
m , a

(2)
i = a

(2)
m , i < m.

Ôîðìóëû (2) è (3) çàäàþò ãðàô-çâåçäó G1
2 ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1, â

êîòîðîì âåðøèíû uq è ui, ãäå q < i, ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = 2

è a
(2)
i − a

(3)
i = 1, 3 6 i 6 n (ýòîò ãðàô-çâåçäà èìååò èçîëèðîâàííûå âåðøèíû ïðè

α2 < n− 2− lA2(0)). Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ð¼áåð ãðàôà G1
2 ðàâíî α2.

Âåêòîð A3 íàçûâàåòñÿ óñå÷¼ííûì äëÿ âåêòîðà A2 = A(1), à îïåðàöèÿ ïåðåõîäà îò
âåêòîðà A2 ê âåêòîðó A3 íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé óñå÷åíèÿ âåêòîðà A2. Ïîñëåäíèå äâà
óñëîâèÿ èç (3) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óñå÷åíèè âåêòîðà A2, íà åäèíèöó óìåíüøàþòñÿ

íàèáîëüøèå êîîðäèíàòû âåêòîðà (a
(2)
3 , . . . , a

(2)
n ) òàêèì îáðàçîì, ÷òî (a

(3)
3 , . . . , a

(3)
n ) ∈

Zn−2+ .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè n > k + 1 ïðîâåäåíà (k − 2)�àÿ îïåðàöèÿ óñå÷åíèÿ äëÿ
âåêòîðà A2 = A(1): íàéäåíî ÷èñëî αk−1 è ïîñòðîåíû óñå÷¼ííûé âåêòîð Ak =

(a
(k)
k , . . . , a

(k)
n ) ∈ Zn−k+1

+ è ãðàô-çâåçäà G1
k−1 c ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1, ãäå

âåðøèíû èç ìíîæåñòâà {u2, . . . , uk−1} îáðàçóþò âïîëíå íåñâÿçíûé ïîäãðàô è êàæäîå
ðåáðî ýòîãî ãðàôà èíöèäåíòíî âåðøèíå uk−1, à òàêæå èíöèäåíòíî òîé âåðøèíå èç

ìíîæåñòâà {uk, . . . , un}, äëÿ êîòîðîé a(k−1)i − a(k)i = 1.

Â ñëó÷àå n > k + 2 ïðèìåíèì (k − 1)�óþ îïåðàöèþ óñå÷åíèÿ âåêòîðà A2 =

A(1) è íàéä¼ì ÷èñëî αk è ïîñòðîèì âåêòîð Ak+1 = (a
(k+1)
k+1 , . . . , a

(k+1)
n ) ∈ Zn−k+

(Ak+1 � óñå÷åíèå âåêòîðà Ak), è ãðàô-çâåçäó G1
k c ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1,

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

αk =

{
n− k − lAk

(0), a
(k)
k > n− k − lAk

(0),

a
(k)
k , a

(k)
k < n− k − lAk

(0);

0 6 a
(k)
i − a

(k+1)
i 6 1, k + 1 6 i 6 n,

n∑
i=k+1

(a
(k+1)
i − a(k)i ) = αk,

a
(k+1)
i > a

(k+1)
m , a

(k)
i > a

(k)
m ,

a
(k+1)
i > a

(k+1)
m , a

(k)
i = a

(k)
m , i < m;

â ãðàôå-çâåçäå G1
k ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1, âåðøèíû uq è ui, ãäå q < i, ñìåæíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = k è a
(k)
i − a

(k+1)
i = 1, k + 1 6 i 6 n, ïðè÷¼ì αk �
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êîëè÷åñòâî ð¼áåð ãðàôà G1
k. Ïðè ýòîì ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñå÷¼ííûé âåêòîð Ak+1 ∈

Zn−k+ .

Ïóñòü äëÿ âåêòîðà A2 = A(1) ïðîâåäåíà (n − 2)�àÿ îïåðàöèÿ óñå÷åíèÿ. Ýòèì
ïîñòðîåíû öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà αk, 2 6 k 6 n − 1, è ãðàôû-çâåçäû G1

k ñ
ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1, ãäå 2 6 k 6 n− 1.

×åðåç rG1 îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ð¼áåð ãðàôà G1. Ïóñòü G1
A � ïðîèçâîëüíûé ãðàô

ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ð¼áåð â ìíîæåñòâå ãðàôîâ, âåêòîðû ñòåïåíåé âåðøèí
êîòîðûõ âïèñàíû â âåêòîð A ∈ Zn

+
, n > 2. Êîëè÷åñòâî ð¼áåð ãðàôà G1

A áóäåì òàêæå
îáîçíà÷àòü r (A) = rG1

A
.

Ãðàô-çâåçäà G1
k, ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1, ãäå 2 6 k 6 n − 1, îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: rG1
k

= αk è ïîäìíîæåñòâî âåðøèí U(k) \u1 îáðàçóåò âïîëíå
íåñâÿçíûé ïîäãðàô ýòîãî ãðàôà.

Äëÿ ãðàôà � îáúåäèíåíèÿ ãðàôîâ-çâ¼çä, êîòîðûé îáîçíà÷èì

(4) G1
A(1) =

n−1⋃
k=2

G1
k,

ëåãêî âèäåòü, ÷òî

(5) rG1
A(1)

= r(A(1)) =
n−1∑
k=2

αk.

Ãðàô G1
A(1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1. Âåêòîð ñòåïåíåé

âåðøèí ãðàôà G1
A(1) îáîçíà÷èì C(A2) = C = (c2, . . . , cn), ãäå A2 = A(1): G1

A(1) =

G1
A(1)(C). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

C ∈ Zn−1
+

, c2 = α2 > ci, 3 6 i 6 n,
n∑
i=2

ci = 2r(A(1)).

Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 2. Äëÿ A ∈ Zn+, ãäå n > 3, èìååò ìåñòî:

à) íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ìíîæåñòâå âñåõ ãðàôîâ � ðåàëèçàöèé
âåêòîðîâ, âïèñàííûõ â âåêòîð A(1), ðàâíî

r(A2) =

(
max

D=(d2,...dn)∈M(A2)

n∑
i=2

di

)/
2,

ãäå A2 = A(1) = (a2, . . . , an) è r(A2) = r(A(1)).

á) êîëè÷åñòâî ð¼áåð ãðàôà G1
A(1)(C) ðàâíî r(A(1)).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïîëó÷èòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî êîëè÷åñòâó
êîîðäèíàò âåêòîðà A.

Ýòèì àëãîðèòì 1 çàâåðø¼í.

Îïð å ä å ë å í è å 7. Âåêòîð A èç Zn+, ãäå n > 3 íàçûâàåòñÿ 2-ïðèâîäèìûì, åñëè
a1 6 r(A(1)).

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèÿ 6 è 7 ýêâèâàëåíòíû.
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Çàì å ÷ à í è å 3. Àëãîðèòì 1 è ëåììà 2 çàäàþò íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ð¼áåð
ãðàôîâ � ðåàëèçàöèé âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà M(A(1)). Ïóñòü A = (a1, . . . , an) ∈ Zn+,
n > 2, è A0 =

(
a
(0)
1 , . . . , a

(0)
n+1

)
, ãäå a

(0)
1 > a1 è a

(0)
i = ai−1, 2 6 i 6 n + 1. Òîãäà

A0(1) = A è èç ëåììû 2 ñëåäóåò

Òå î ð åì à 3. Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ìíîæåñòâå âñåõ ãðàôîâ �
ðåàëèçàöèé âåêòîðîâ, âïèñàííûõ â âåêòîð A ∈ Zn+, ãäå n > 2, ðàâíî r(A) = r(A0(1))
è

r(A) =

(
max

D=(d1,...,dn)

n∑
i=1

di

)/
2.

Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì 1 äëÿ âåêòîðà A ∈ Zn+, ãäå n > 2, ïîñòðîèì ÷èñëà αk è
ãðàôû-çâ¼çäû G1

k ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n), 1 6 k 6 n − 1, òàêèå, ÷òî rG1
k

= αk,

è ìíîæåñòâà âåðøèí U(k) îáðàçóþò âïîëíå íåñâÿçíûå ïîäãðàôû ãðàôîâ G1
k. Òîãäà

äëÿ ãðàôà

(6) G1
A =

n−1⋃
k=1

G1
k

èìååò ìåñòî

rG1
A

= r (A) =
n−1∑
k=1

αk.

Îïð å ä å ë å í è å 8. à) Ïóñòü A ∈ Zn
+
, ãäå n > 2. Ïðîèçâîëüíûé ãðàô G1

A ñ
íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ð¼áåð â ìíîæåñòâå ãðàôîâ, âåêòîðû ñòåïåíåé âåðøèí
êîòîðûõ âïèñàíû â âåêòîð A, íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî âåêòîðà
A.

á) Åñëè A ∈ Zn+, n > 2, òî ãðàô G1
A èç (6), ïîñòðîåííûé àëãîðèòìîì 1,

íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì ìàêñèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî âåêòîðà A.

Äëÿ âåêòîðà A ∈ Zn+, ãäå n > 3, è ñòàðøåãî ìàêñèìàëüíîãî ãðàôà G1
A(1)

îòíîñèòåëüíî âåêòîðà A(1) îáîçíà÷èì

(7) p(A(1)) = max {k : αk > 0} .

Î÷åâèäíî, ÷òî p(A(1)) 6 n − 1, è ëåãêî âèäåòü, åñëè p(A(1)) < n − 1, òî ïðè
p(A(1)) + 1 6 k 6 n− 1 èìååò ìåñòî αk = 0 è G1

k � âïîëíå íåñâÿçíûé ãðàô è âåêòîð
Ak+1 èìååò íå áîëåå îäíîé ïîëîæèòåëüíîé êîîðäèíàòû. Èç (4), (5) è (7) ñëåäóåò, ÷òî

rG1
A(1)

= r(A(1)) =

p(A(1))∑
k=2

αk, G1
A(1) =

p(A(1))⋃
k=2

G1
k.

Èññëåäóåì âåêòîð ñòåïåíåé âåðøèí C = C(A2) = (c2, . . . , cn) ãðàôà G1
A(1) =

G1
A(1)(C), ãäå A2 = A(1) = (a2, . . . , an), ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìîì 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî p(A(1)) = n − 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà an > n − 2: åñëè
an > n − 2, òî ci = n − 2, 2 6 i 6 n, è G1

A(1) � ïîëíûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí

U(n) \u1. Ýòî ïðîñòåéøèé ñëó÷àé.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Äëÿ êàæäîãî ãðàôà-çâåçäû G1
k èìååò ìåñòî:
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à) rG1
k

= αk > 0 ïðè 2 6 k 6 p(A(1)) è
rG1

k
= αk = 0 ïðè p(A(1)) < k 6 n− 1;
á) ìíîæåñòâî âåðøèí U(k) \u1 îáðàçóåò âïîëíå íåñâÿçíûé ïîäãðàô;
â) αk âåðøèí èç ìíîæåñòâà U(n) \U(k) ñìåæíû âåðøèíå uk.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâà âåðøèí U(n) \U(p(A(1))) ãðàôà G1
A(1) = G1

A(1)(C) îáðàçóåò
âïîëíå íåñâÿçíûé ïîäãðàô.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ñòåïåíåé âåðøèí C = (c2, . . . , cn) ââåä¼ì
îáîçíà÷åíèå:

(8) pi(A(1)) =

{
|{k : a

(k)
i − a

(k+1)
i = 1, 2 6 k 6 i}|, 2 6 i 6 p(A(1)),

|{k : a
(k)
i − a

(k−1)
i = 1, 2 6 k 6 n− 1}|, p(A(1)) < i 6 n.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî pi(A(1)) � ýòî êîëè÷åñòâî îïåðàöèé óñå÷åíèÿ âåêòîðà A(1) = A2,
ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå i�îé êîîðäèíàòû (î÷åâèäíî, ÷òî p2(A(1)) = 0).
Òîãäà èç (8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà C = C(A(1)) èìååò ìåñòî

(9) ci = αi + pi(A(1)), 2 6 i 6 n.

Ââåä¼ì äâóõèíäåêñíóþ íóìåðàöèþ ð¼áåð ñòàðøåãî ìàêñèìàëüíîãî îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà A(1) ãðàôà G1

A(1) èç (4). Ýòî ïîòðåáóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè 2-ìåðíûõ

ñèìïëåêñîâ âèäà {u1, uj, uk} ïðè 2-ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà A ∈ Zn+, ãäå n > 3.
Äëÿ ýòîãî ðåáðî ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà, èíöèäåíòíîãî âåðøèíàì ui è uj, ãäå i < j,
îáîçíà÷èì (ui, uj).

Ãðàô G1
k, ãäå 2 6 k 6 n−2, ñîäåðæèò αk ð¼áåð. Åñëè αk = 1, òî äëÿ åäèíñòâåííîãî

ðåáðà ãðàôà ïîëîæèì (uk, ui) = (uk, ui)k,1. Â ñëó÷àå, êîãäà αk > 2, äëÿ ðàçëè÷íûõ
ð¼áåð (uk, ui) è (uk, uj), ïðèíàäëåæàùèõ ãðàôó G1

k, ïîëîæèì (uk, ui) = (uk, ui)k,l è
(uk, uj) = (uk, uj)k,m, ãäå èíäåêñû l è m óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: 1 6 l, m 6 αk è
l < m ïðè i < j.

Àë ã î ð è òì 2. Ïîñòðîåíèå ïîäãðàôà G1
a1;A(1) ãðàôà G

1
A(1) ñ êîëè÷åñòâîì ð¼áåð

rG1
a1;A(1)

= a1, äëÿ 2-ïðèâîäèìîãî âåêòîðà A = (a1, . . . , an) èç Zn+.

Èç 2-ïðèâîäèìîñòè (îïðåäåëåíèé 6 è 7) âåêòîðà A ñëåäóåò, ÷òî

a1 6 r(A(1)) =
n−1∑
k=2

αk.

Ïîýòîìó êîîðäèíàòó a1 âåêòîðà A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(10) a1 =
∑
k<t

αk + α′t, 0 6 α′t < αt,

ãäå 2 6 t 6 p(A(1)).

Ïîäãðàô G1
a1;A(1) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ãðàôå

G1
A(1)(C) =

n−1⋃
k=2

G1
k =

p(A(1))⋃
k=2

G1
k
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âûáåðåì âñå ð¼áðà èç ãðàôîâ G1
k, ãäå k < t, è α′t ïåðâûõ ð¼áåð èç ãðàôà G1

t . Ýòèì
ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî ð¼áåð

(11) R(a1;A(1)) =

(⋃
k<t

(⋃
l6αk

(uk, ui)k,l

)) ⋃
l6α′t

(ut, ui)t,l.

Ìíîæåñòâî ð¼áåð (11) çàäà¼ò ãðàô G1
a1;A(1) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n) \u1: â

ãðàôå G1
a1;A(1) âåðøèíû ui è uj îáðàçóþò ðåáðî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ui, uj) ∈

R(a1;A(1)).

Àëãîðèòì 2 çàâåðø¼í.

Â ñëó÷àå ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà A â 2-êîìïëåêñ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò
êîìïëåêñ ñ G2 (A), â êîòîðîì âñå ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà G1

a1;A(1), ñ âåðøèíîé
u1 îáðàçóþò 2-ìåðíûå ñèìïëåêñû.

Âåêòîð ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà G1
a1;A(1) îáîçíà÷èì

D(a1;A(1)) = D = (d2, . . . , dn).

Îïð å ä å ë å í è å 9. Ïóñòü A = (a1, . . . , an) ∈ Zn+, ãäå n > 4.

à) Âåêòîð B′ = B′ (A), ãäå

(12) B′ = (b1, . . . , bn−1) = A(1)−D(a1;A(1)) = (a2 − d2, . . . , an − dn)

íàçûâàåòñÿ 2-ðåäóêöèîííûì äëÿ âåêòîðà A.

á) Ïåðåõîä îò âåêòîðà A ê âåêòîðó B′ íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèîííûì øàãîì.

â) Âåêòîð A′ = A′ (A) =
(
a′1, . . . , a

′
n−1
)
íàçûâàåòñÿ ñòàðøèì 2-ðåäóêöèîííûì

âåêòîðîì äëÿ A, åñëè A′ ïîëó÷åí èç B′ = B′ (A) óïîðÿäî÷èâàíèåì åãî êîîðäèíàò

ïî íåâîçðàñòàíèþ (A′ = B̃′); ïåðåõîä îò B′ ê A′ òàêæå íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèîííûì
øàãîì.

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Äëÿ âåêòîðà A èç Zn+, ãäå n > 4, ñóùåñòâóåò (ñòàðøèé) 2-
ðåäóêöèîííûé âåêòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � 2-ïðèâîäèìûé âåêòîð.

Íèæå íà ïîíÿòèÿõ 2-ïðèâîäèìîñòè è 2-ðåäóêöèîííîñòè (îïðåäåëåíèÿ 6 � 8)
ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ
ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà â 2-êîìïëåêñ. Ïåðåä ýòèì ïðèâåä¼ì ïðèìåð. Äëÿ âåêòîðà
ýòîãî ïðèìåðà ïåðâàÿ êîîðäèíàòà íå îïðåäåëåíà. Áóäåò óñòàíîâëåíî ïðè êàêèõ
çíà÷åíèÿõ ýòîé êîîðäèíàòû âåêòîð åñòü 2-ïðèâîäèìûé. Áóäåò ïîñòðîåí ãðàô ñ
íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ð¼áåð ñðåäè âñåõ ãðàôîâ, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ âïèñàíû
â èñõîäíûé âåêòîð, ó êîòîðîãî óäàëåíà ïåðâàÿ êîîðäèíàòà (àëãîðèòì 1). Ïðè äâóõ
çíà÷åíèÿõ ïåðâîé êîîðäèíàòû âû÷èñëåíû êîîðäèíàòû (ñòàðøèõ) 2-ðåäóêöèîííûõ
âåêòîðîâ. Íèæå (â ïðèìåðå 15), ïðè óêçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðâîé êîîðäèíàòû, â îäíîì
ñëó÷àå ïîêàçàíà íåðåàëèçóåìîñòü â 2-êîìïëåêñ, à â äðóãîì ïîêàçàíà 2-ðåàëèçóåìîñòü
è ïîñòðîåí ñîîòâåòñòâóþùèé 2-êîìïëåêñ.

Ïðèì å ð 1. Ïóñòü A = (a1, 13, 11, 10, 10, 6, 4, 3, 2) ∈ Z9

+. Ïîñòðîèì ãðàô
G1

A(1)(C), óäîâëåòâîðÿþùèé ëåììå 2, è îïðåäåëèì ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a1 âåêòîð A
ÿâëÿåòñÿ 2-ïðèâîäèìûì.
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Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû îïåðàöèè óñå÷åíèÿ âåêòîðà A(1):

à) ïåðâàÿ ñòðîêà � ýòî èíäåêñû êîîðäèíàò âåêòîðà A(1),

âòîðàÿ ñòðîêà � ýòî êîîðäèíàòû âåêòîðà A(1),

â îñòàëüíûõ ñòðîêàõ òàáëèöû âû÷èñëåíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, ïîëó÷àåìûõ
îïåðàöèÿìè óñå÷åíèÿ âåêòîðà A(1);

á) ñëåâà îò êàæäîãî âåêòîðà ïðèâåäåíî çíà÷åíèå lAk
(0) � êîëè÷åñòâî íóëåâûõ

êîîðäèíàò âåêòîðà Ak = (ak, . . . , a9) ïðè i > k;

â) ñïðàâî ó êàæäîãî âåêòîðà Ak ïðèâåäåíî çíà÷åíèå αk, ïðè÷¼ì ó ïðåäïîñëåäíåãî
âåêòîðà óêàçàíî çíà÷åíèå (ñì. (7)) p(A(1)) � íîìåð ïîñëåäíåãî íå òðèâèàëüíîãî
óñå÷¼ííîãî âåêòîðà;

ã) ýëåìåíòû ïîñëåäíåé ñòðîêè � ýòî êîîðäèíàòû òðèâèàëüíîãî óñå÷¼ííîãî
âåêòîðà A6 (α6 = 0).

2 3 4 5 6 7 8 9 �

lA2(0) = 0 13 11 10 10 6 4 3 2 A2 α2 = 7
lA3(0) = 0 6 10 9 9 5 3 2 1 A3 α3 = 6
lA4(0) = 1 - 4 8 8 4 2 1 0 A4 α4 = 4
lA5(0) = 2 - - 4 7 3 1 0 0 A5 α5 = 2, p(A(1)) = 5
lA6(0) = 3 - - - 5 2 0 0 0 A6 α6 = 0

Òàáëèöà 1.

Ôîðìóëà èç (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ð¼áåð ñòàðøåãî ìàêñèìàëüíîãî ãðàôà
G1

A(1) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà A(1) ðàâíî rG1
A(1)

= r(A(1)) = 19.

Ïðèìåíÿÿ (8) è (9), ïîëó÷èì âåêòîð ñòåïåíåé âåðøèí ìàêñèìàëüíîãî ãðàôà
G1

A(1) = G1
A(1)(C), êîòîðûé âïèñàí â âåêòîð A(1):

C = (c2, . . . , c9) = (
2

7,
3

7,
4

6,
5

5,
6

4,
7

4,
8

3,
9

2).

Íàä êîîðäèíàòàìè âåêòîðàC = C(A(1)) ðàñïîëîæåíû èíäåêñû âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ
ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G1

A(1) ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì. Ñàì ãðàô G1
A(1)

ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðèìåíèâ ôîðìóëû (2.13) è (2.14). Íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíû ãðàôû-
çâ¼çäû G1

k, 2 6 k 6 5 = p(A(1)), è ãðàô G1
A(1) � îáúåäèíåíèå ãðàôîâ G1

k.

Èç îïðåäåëåíèÿ 7 ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíûé âåêòîð èç Z9

+ ÿâëÿåòñÿ 2-ïðèâîäèìûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 13 6 a1 6 19.

Òàê êàê ñóììà êîîðäèíàò âåêòîðà A ïðè åãî 2-ðåàëèçóåìîñòè êðàòíà òð¼ì, ÷òî
ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, òî a1 ∈ {13, 16, 19}. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: à) a1 = 19
è á) a1 = 16. Áóäåì ñòðîèòü ðåäóêöèîííûå è ñòàðøèå ðåäóêöèîííûå âåêòîðû è
íàä êîîðäèíàòàìè ýòèõ âåêòîðîâ óêàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì èíäåêñû âåðøèí èç
ìíîæåñòâà U(9) \u1 (èëè êîîðäèíàò âåêòîðà A(1)). Ýòî ïîòðåáóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
2-êîìïëåêñîâ ïðè óñëîâèè 2-ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðîâ.

à) Ïóñòü a1 = 19 è A = (19, 13, 11, 10, 10, 6, 4, 3, 2). Îòìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè
ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà A â 2-êîìïëåêñ âñå ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà G1

A(1) ñ
âåðøèíîé u1 îáðàçóþò 2-ìåðíûå ñèìïëåêñû.
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Òàê êàê G1
19;A(1) = G1

A(1) (ñì. ðèñ. 8), òî èç (10) è (11) ñëåäóåò, ÷òî D(19;A(1)) =

C(A(1)). Ïðèìåíÿÿ (2.25), ïîëó÷èì ðåäóêöèîííûé âåêòîð B′ = B′ (A):

B′ = (b1, . . . , b8) = A(1)−D(19;A(1)) = (
2

6,
3

4,
4

4,
5

5,
6

2,
7

0,
8

0,
9

0).

Óïîðÿäî÷èâ êîîðäèíàòû âåêòîðà B′ ïî íåâîçðàñòàíèþ, ïîëó÷èì (îïðåäåëåíèå 9)

ñòàðøèé ðåäóêöèîííûé âåêòîð A′ = A′ (A) = B̃′:

A′ = (a′1, . . . , a
′
8) = (

2

6,
5

5,
3

4,
4

4,
6

2,
7

0,
8

0,
9

0).

á) Ïóñòü a1 = 16 è A = (16, 13, 11, 10, 10, 6, 4, 3, 2). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ (10),
16 = α2 + α3 + α′3 = 7 + 6 + 3. Èç (2.23) ñëåäóåò, ÷òî ãðàô G1

16;A(1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ

âñå ð¼áðà èç ãðàôîâ-çâ¼çä G1
2, G

1
3 è òðè ðåáðà (u4, u5), (u4, u6), (u4, u7) èç ãðàôà G

1
4.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âåêòîðà ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà G1
16;A(1) èìååò ìåñòî

D(16;A(1)) = (d2, . . . , d9) = (
2

7,
3

7,
4

5,
5

3,
6

3,
7

3,
8

2,
9

2).

Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåäóêöèîííîãî âåêòîðà B′ = B′ (A) èìååò ìåñòî:

B′ = (b1, . . . , b8) = A(1)−D(16;A(1)) = (
2

6,
3

4,
4

5,
5

7,
6

3,
7

1,
8

1,
9

0),

è óïîðÿäî÷èâ êîîðäèíàòû âåêòîðà B′ ïî íåâîçðàñòàíèþ, ïîëó÷èì ñòàðøèé
ðåäóêöèîííûé âåêòîð A′ = A′ (A) = B̃′:

A′ = (a′1, . . . , a
′
8) = (

5

7,
2

6,
4

5,
3

4,
6

3,
7

1,
8

1,
9

0).

5. Ðåäóêöèîííûé êðèòåðèé ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà â 2-êîìëïåêñ

Â ñëåäóþùåì àëãîðèòìå (êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå) çàêëþ÷åíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ 2-ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà. Ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ è 2-êîìïëåêñ �
ðåàëèçàöèÿ âåêòîðà â ñëó÷àå åãî 2-ðåàëèçóåìîñòè.

Àë ã î ð è òì 3. Ïîñòðîåíèå êîìïëåêñà G2 (A) � ðåàëèçàöèè âåêòîðà A.

Ïóñòü A ∈ Zn+. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî n > 4.

Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì 1, âûÿñíèì: ÿâëÿåòñÿ âåêòîð A � 2-ïðèâîäèìûì èëè íåò.
Åñëè èñõîäíûé âåêòîð íå ÿâëÿåòñÿ 2-ïðèâîäèìûì, òî àëãîðèòì çàâåðø¼í è ïîñòðîèòü
2-êîìïëåêñ � ðåàëèçàöèþ âåêòîðà A ýòèì àëãîðèòìîì íåâîçìîæíî. Åñëè âåêòîð A
� 2-ïðèâîäèì, òî ïðèìåíèì 1-ûé ðåäóêöèîííûé øàã (îïðåäåëåíèå 9 è ëåììà 3) è
ïîñòðîèì ñòàðøèé 2-ðåäóêöèîííûé âåêòîð A′ =

(
a′1, . . . , a

′
n−1
)
.

Åñëè n > 5 è âåêòîð A′ � 2-ïðèâîäèì (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àëãîðèòì 3 çàâåðø¼í),
òî ïðèìåíèì 2-îé ðåäóêöèîííûé øàã äëÿ âåêòîðàA (ðåäóêöèîííûé øàã äëÿ âåêòîðà
A′) è ïîñòðîèì ñòàðøèé 2-ðåäóêöèîííûé âåêòîð A′′ = (A′)′ =

(
a′′1, . . . , a

′′
n−2
)
.

Ïóñòü äëÿ âåêòîðà A ïðèìåíåíî (åñëè ýòî âîçìîæíî) k − 1 ðåäóêöèîííûõ øàãîâ

è ïîñòðîåí ñòàðøèé 2-ðåäóêöèîííûé âåêòîð A(k−1) =
(
a
(k−1)
1 , . . . , a

(k−1)
n−k+1

)
.
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Åñëè n > k + 3, ãäå k > 1, è âåêòîð A(k−1) � 2-ïðèâîäèì, òî (ëåììà 3) ïðèìåíÿÿ
k-ûé ðåäóêöèîííûé øàã ê âåêòîðó A (èëè ðåäóêöèîííûé øàã (îïðåäåëåíèå 9)
äëÿ âåêòîðà A(k−1)), ïîñòðîèì ñòàðøèé 2-ðåäóêöèîííûé âåêòîð A(k) = (A(k−1))′ =(
a
(k)
1 , . . . , a

(k)
n−k

)
.

È òàê äàëåå.

Àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó, åñëè íà êàêîì-òî ðåäóêöèîííîì øàãå
îáðàçóåòñÿ âåêòîð, íå ÿâëÿþùèéñÿ 2-ïðèâîäèìûì (áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
èñõîäíûé âåêòîð íå ðåàëèçóåì â 2-êîìïëåêñ).

Ïóñòü ïîñòðîåíû âñå ñòàðøèå 2-ðåäóêöèîííûå âåêòîðû

A(k) =
(
a
(k)
1 , . . . , a

(k)
n−k

)
, 1 6 k 6 n−3, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 2-ïðèâîäèìûìè (äîñòàòî÷íî

2-ïðèâîäèìîñòè âåêòîðà A(n−3) = (a
(n−3)
1 , a

(n−3)
2 , a

(n−3)
3 )).

Ïåðåîáîçíà÷èì èñõîäíûé âåêòîð A èç Zn+, ãäå n > 4:

A = (a1, . . . , an) = A(0) =
(
a
(0)
1 , . . . , a

(0)
n

)
.

Ïàðàëëåëüíî ñ ðåäóêöèîííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âåêòîðîâ ïðè ïåðåõîäå îò
âåêòîðà A(k−1) ê âåêòîðó A(k), ãäå 1 6 k 6 n − 3, ìîæíî íà ìíîæåñòâå âåðøèí
U(n) ñòðîèòü 2-ìåðíûå ñèìïëåêñû.

Íàïîìíèì: à) äëÿ îïðåäåëåíèÿ 2-ïðèâîäèìîñòè âåêòîðà A áûë ïîñòðîåí
(àëãîðèòì 1) ñòàðøèé ìàêñèìàëüíûé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà A(1) ãðàô G1

A(1),

èìåþùèé r(A(1)) ð¼áåð (âåêòîð A � 2-ïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a1 = a
(0)
1 6 r(A(1))) è ð¼áðà ãðàôà G1

A(1) áûëè ïåðåíóìåðîâàíû äâóìÿ èíäåêñàìè;

á) çàòåì, â ñëó÷àå a1 6 r(A(1)), áûë ïîñòðîåí (àëãîðèòì 2) ïîäãðàô G1

a
(0)
1 ;A(1)

ãðàôà

G1
A(1), ó êîòîðîãî êîëè÷åñòâî ð¼áåð ðàâíî a

(0)
1 = a1.

Äëÿ 2-ïðèâîäèìîãî âåêòîðà A = A(0) ïîñòðîèì âñå 2-ìåðíûå ñèìïëåêñû
{u1, up, uq} ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U(n), äëÿ êîòîðûõ (up, uq) � ðåáðî ãðàôà
G1

a
(0)
1 ;A(0)(1)

, ãäå A(0)(1) = A(1).

Ïðè ïåðåõîäå îò 2-ðåäóêöèîííîãî âåêòîðà B = (b1, . . . , bn−1) ê ñòàðøåìó 2-

ðåäóêöèîííîìó âåêòîðó A′ =
(
a′1, . . . , a

′
n−1
)
(A′ = B̃) ïåðåîáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

âåðøèí U(n): U(n) = {u1, . . . , un} = U (0)(n) =
{
u
(0)
1 , . . . , u

(0)
n

}
. Çàòåì ïåðåíóìåðóåì

(ïðèìåíÿÿ âåðõíèé èíäåêñ) âåðøèíû èç U(n) \u1. Ïîëîæèì U (1)(n − 1) ={
u
(1)
1 , . . . , u

(1)
n−1

}
= U(n) \u1, ãäå âåðøèíà u(1)i ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòå a′i: âåðøèíà

u
(1)
j îáîçíà÷åíà ÷åðåç u

(1)
i , åñëè j-àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà B ïîëó÷èëà èíäåêñ i â

âåêòîðå A′ = B̃.

Ïóñòü ïîñòðîåí ñòàðøèé 2-ðåäóêöèîííûé 2-ïðèâîäèìûé âåêòîð A(k). Òîãäà

ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðøèí U (k)(n − k) =
{
u
(k)
1 , . . . , u

(k)
n−k

}
= U (k−1)(n − k +

1) \u(k−1)1 , ãäå n−k > 3, ïîñòðîåííîå ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è ìíîæåñòâî U (1)(n−1):

âåðøèíà u
(k)
j îáîçíà÷åíà ÷åðåç u

(k)
i â ñëó÷àå, êîãäà j-àÿ êîîðäèíàòà 2-ðåäóêöèîííîãî

âåêòîðà, ïîñòðîåííîãî íà k-îì ðåäóêöèîííîì øàãå, ïîëó÷èëà èíäåêñ i ïðè ïåðåõîäå
ê ñòàðøåìó 2-ðåäóêöèîííîìó âåêòîðó A(k).

Åñëè n − k = 3 è A(n−3) � 2-ïðèâîäèìûé âåêòîð, òî èç îïðåäåëåíèÿ 9 ñëåäóåò,
÷òî A(n−3) = (0, 0, 0) èëè A(n−3) = (1, 1, 1). Â ýòîì ñëó÷àå íà ìíîæåñòâå
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âåðøèí U (n−3)(3) = {u(n−3)1 , u
(n−3)
2 , u

(n−3)
3 } ïîñòðîèì ñèìïëåêñ òîëüêî â ñëó÷àå

A(n−3) = (1, 1, 1).

Åñëè n − k > 4 (è ìîæíî ïîñòðîèòü ñòàðøèé 2-ðåäóêöèîííûé âåêòîð A(k+1)), òî

ïîñòðîèì âñå 2-ìåðíûå ñèìïëåêñû {u(k)1 , u
(k)
p , u

(k)
q } ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí U (k)(n−k),

äëÿ êîòîðûõ (u
(k)
p , u

(k)
q ) � ðåáðî ãðàôà G1

a
(k)
1 ;A(k)(1)

, ïîñòðîåííîãî ïî ôîðìóëàì (4),

(10) è (11) äëÿ âåêòîðà A(k) =
(
a
(k)
1 , . . . , a

(k)
n−k

)
.

È òàê äàëåå.

Ïðîöåññ (àëãîðèòì) ïîñòðîåíèÿ 2-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ çàêàí÷èâàåòñÿ â äâóõ
ñëó÷àÿõ.

à) Íà íåêîòîðîì k-îì ðåäóêöèîííîì øàãå ñòðîèòñÿ âåêòîð A(k), ãäå 0 6 k 6 n−3,
íå ÿâëÿþùèéñÿ 2-ïðèâîäèìûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî óêàçàííûé àëãîðèòì íå ïðèâîäèò ê
2-ðåàëèçàöèè âåêòîðà A.

á) Âåêòîð A(n−3) � 2-ïðèâîäèì (A(n−3) = (0, 0, 0) èëè A(n−3) = (1, 1, 1)). Òîãäà
àëãîðèòì ñòðîèò 2-êîìïëåêñ G2 (A) è âåêòîð A 2-ðåàëèçóåì.

Àëãîðèòì 3 çàâåðø¼í.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â àëãîðèòìå 3 çàêëþ÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåàëèçóåìîñòè
âåêòîðà â 2-êîìïëåêñ.

Ëåììà 4. Ïóñòü A ∈ Zn+, ãäå n > 3. Åñëè âåêòîð A � 2-ïðèâîäèì è 2-ïðèâîäèì
êàæäûé ñòàðøèé 2-ðåäóêöèîííûé âåêòîð A(k), ïîñòðîåííûé íà k-îì ðåäóêöèîííîì
øàãå ïðè n > 4 è 1 6 k 6 n− 3, òî âåêòîð A � 2-ðåàëèçóåì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû 4 ÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûìè äëÿ 2-
ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà.

Ëåììà 5. Ïóñòü A ∈ Zn+, ãäå n > 3, è A � ðåàëèçóåì â 2-êîìïëåêñ. Òîãäà A �
2-ïðèâîäèì è, â ñëó÷àå n > 4, 2-ïðèâîäèì êàæäûé ñòàðøèé 2-ðåäóêöèîííûé âåêòîð
A(k), 1 6 k 6 n− 3.

Èç ëåìì 4 è 5 ñëåäóåò ðåäóêöèîííûé êðèòåðèé 2-ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà.

Òå î ð åì à 4. Ïóñòü A ∈ Zn+, ãäå n > 3. Âåêòîð A ðåàëèçóåì â 2-êîìïëåêñ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � 2-ïðèâîäèì è ïðè n > 4 êàæäûé ñòàðøèé 2-
ðåäóêöèîííûé âåêòîð A(k), ïîñòðîåííûé íà k-îì ðåäóêöèîííîì øàãå, 1 6 k 6 n− 3,
ÿâëÿþòñÿ 2-ïðèâîäèìûìè âåêòîðàìè.

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò:

à) â àëãîðèòìå 3 çàêëþ÷¼í êðèòåðèé 2-ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà;

á) â ñëó÷àå 2-ðåàëèçóåìîñòè âåêòîðà àëãîðèòì 3 ñòðîèò 2-êîìïëåêñ � ðåàëèçàöèþ
âåêòîðà.

Çàì å ÷ à í è å 4. Åñëè íà íåêîòîðîì k-îì ðåäóêöèîííîì øàãå ïîëó÷åí ñòàðøèé
ðåäóêöèîííûé âåêòîð A(k) = (1, 1, 1, 0 . . . , 0) èëè âåêòîð A(k) = (0, 0, . . . , 0), òî
âñå ñòàðøèå ðåäóêöèîííûå âåêòîðà A(l), ãäå k + 1 6 l 6 n − 3, åñòü 2-ïðèâîäèìûå.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì 3 ìîæíî çàâåðøèòü íà k-îì øàãå è èñõîäíûé
âåêòîð ðåàëèçóåì â 2-êîìïëåêñ.

Çàì å ÷ à í è å 5. Òåîðåìà 4 íå òðåáóåò êðàòíîñòè òð¼ì ñóììû êîîðäèíàò âåêòîðà.
Íî ïåðåä èññëåäîâàíèåì âåêòîðà íà 2-ðåàëèçóåìîñòü èìååò ñìûñë ïðîâåðèòü ýòî.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 4 çàêëþ÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â ìîäåëå î ñîñòàâëåíèè ïîäàðî÷íûõ íàáîðîâ (ãëàâà 1), à
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àëãîðèòì 3 íàõîäèò ýòî ðåøåíèå ïðè åãî ñóùåñòâîâàíèè.
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