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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

ẋ = Ax + B1u + D1w,

y = C1x + D2w,

z = C2x + B2u,

x � ñîñòîÿíèå, y � íàáëþäàåìûé âûõîä, z � óïðàâëÿåìûé âûõîä, w �âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, íåñëó÷àéíûå, îãðàíè÷åííûå: ‖w(t)‖ 6 1.Óïðàâëåíèå: u = Kx (îáðàòíàÿ ñâÿçü ïî ñîñòîÿíèþ)

u = Kx̂, x̂ � íàáëþäàòåëü (îáðàòíàÿ ñâÿçü ïî âûõîäó)Çàäà÷è:1. àíàëèç (íåò óïðàâëåíèÿ):à) îöåíèòü {x} èëè {z} ñâåðõó;á) �èëüòðàöèÿ: îöåíèòü e = x − x̂.2. ñèíòåç: u = Kx èëè u = Kx̂, ìèíèìèçèðîâàòü z.2



Îñíîâíàÿ òåõíèêàA) Èíâàðèàíòíûå ýëëèïñîèäû

ẋ = Ax + Dw, ‖w‖ 6 1.Ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

Ex = {x ∈ R
n : xTP−1x 6 1}, P > 0,íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî ïåðåìåííîé x (ïî ñîñòîÿíèþ), åñëè:1) èç óñëîâèÿ x(0) ∈ Ex ñëåäóåò x(t) ∈ Ex äëÿ âñåõ t > 0;2) ïðè x(0) 6∈ Ex áóäåò x(t) → Ex, t → ∞ (ïðè ýòîì, âîçìîæíî,

x(t) ∈ Ex ïðè t > T äëÿ íåêîòîðîãî T > 0).Åñëè Ex � èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä, òî âûõîä z = Cx ïðè x(0) ∈ Exïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó Ez = {z ∈ R
l : zT(CPCT)−1z 6 1}, à ïðè

x(0) 6∈ Ex ñòðåìèòñÿ ê íåìó. Åãî áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷èâàþùèì ïîâûõîäó.×àñòíûé ñëó÷àé ñêàëÿðíîãî âûõîäà z: min max |z|.3
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Á) Ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà (LMI)(Boyd, ×óðèëîâ, Êîãàí)

A0 +
∑

xiAi 6 0, Ai = AT
i � ìàòðèöû, xi � ñêàëÿðíûå ïåðåìåííûå;

AP + PAT
6 0 (íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà), P � ìàòðè÷íàÿ ïåðåìåííàÿ.Ìîùíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ: YALMIP, SeDuMi, 
vx
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Íîâîå1. Îãðàíè÷åííûå ïîìåõè2. Íåïðåðûâíûé è äèñêðåòíûé ñëó÷àé3. �àçíîîáðàçíûå çàäà÷è (îãðàíè÷åíèÿ íà x, íà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,íà óïðàâëåíèå è ò.ï.)4. �îáàñòíûé âàðèàíò5. Òåõíèêà (S-òåîðåìà ñ äâóìÿ îãðàíè÷åíèÿìè)
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I. Óïðàâëåíèå ïî ñîñòîÿíèþ. Àíàëèç

ẋ = Ax + Dw, ‖w‖ 6 1,

z = Cx,

A ãóðâèöåâà, ïàðà (A, D) óïðàâëÿåìà, C � ìàòðèöà ìàêñ. ðàíãà.Òåîðåìà 1. Ýëëèïñîèä Ex ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî ñîñòîÿíèþ äëÿíåïðåðûâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ L∞-îãðàíè÷åííûìè âíåøíèìè âîç-ìóùåíèÿìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà P óäîâëåòâîðÿåò ëè-íåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó
AP + PAT + αP +

1

α
DDT

6 0,ïðè íåêîòîðîì α > 0.
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâàÂâåäåì êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ Ëÿïóíîâà V (x) = xTQx, Q > 0,ïîñòðîåííóþ íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû. Òîãäà

V̇ (x) = xT(ATQ + QA)x + 2wTDTQx.×òîáû òðàåêòîðèè x(t) ñèñòåìû íå âûõîäèëè çà ãðàíèöó ýëëèïñîèäà Ex,ïîòðåáóåì ïðè V (x) > 1 è wTw 6 1 âûïîëíåíèÿ V̇ (x) 6 0, ò. å. ÷òîáû

xT(ATQ + QA)x + 2wTDTQx 6 0, ∀(x, w) : xTQx > 1, wTw 6 1.Â ñèëó íåóùåðáíîñòè S-ïðîöåäóðû ñ äâóìÿ îãðàíè÷åíèÿìè, ïîëó-÷åííîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî LMI

ATQ + QA + τ1Q QD

DTQ −τ2I


 6 0ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ τ1, τ2 òàêèõ, ÷òî τ1 > τ2 > 0.
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Ïî �îðìóëå Øóðà, íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ATQ + QA + τ1Q +
1

τ2
QDDTQ 6 0.Îáîçíà÷èâ P = Q−1 è óìíîæèâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñëåâà è ñïðàâàíà P , ïîëó÷àåì

PAT + AP + τ1P +
1

τ2
DDT

6 0.Èòàê, óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé P > 0 ýê-âèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ïîñëåäíåãî ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâàïðè íåêîòîðûõ τ1 > τ2 > 0. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ìèíèìàëüíûå ýë-ëèïñîèäû, òî τ2 = τ2max = τ1. Ïåðåîáîçíà÷èâ τ1 = α, ïîëó÷àåì èñêîìîåíåðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà. Óïðàâëåíèå ïî ñîñòîÿíèþ. Àíàëèç

xk+1 = Axk + Dwk, ‖wk‖ 6 1,

zk = Cxk,

A øóðîâñêàÿ, ïàðà (A, D) óïðàâëÿåìà, C � ìàòðèöà ìàêñ. ðàíãà.Òåîðåìà 1a. Ýëëèïñîèä Ex âèäà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ äèñ-êðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ l∞-îãðàíè÷åííûìè âíåøíèìè âîçìó-ùåíèÿìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà P óäîâëåòâîðÿåò ëèíåé-íîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó
1

α
APAT − P +

1

1 − α
DDT

6 0,ïðè íåêîòîðîì α ∈ (0, 1).
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâàÂâåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ Ëÿïóíîâà

V (xk) = xT
k Qxk, Q > 0,ïîñòðîåííóþ íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû. ×òîáû òðàåêòîðèè xk ñèñòåìû íåâûõîäèëè çà ãðàíèöó ýëëèïñîèäà Ex ïîòðåáóåì ïðè V (xk) 6 1 è wT

k wk 6

1 âûïîëíåíèÿ V (xk+1) 6 1, ò. å.
(Axk + Dwk)TQ(Axk + Dwk) 6 1, ∀(xk, wk) : xT

k Qxk 6 1, wT
k wk 6 1.Â ñèëó íåóùåðáíîñòè S-ïðîöåäóðû ñ äâóìÿ îãðàíè÷åíèÿìè, ïîëó-÷åííîå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî LMI


ATQA − τ1Q ATQD

DTQA DTQD − τ2I


 6 0ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ τ1, τ2 > 0 òàêèõ, ÷òî τ1 + τ2 6 1.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû Øóðà íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ATQA − τ1Q 6 ATQD
(
DTQD − τ2I

)
−1

DTQA.Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ìèíèìàëüíûå ýëëèïñîèäû, ò. å. ñ íàèáîëüøåéìàòðèöåé Q, íî äîëæíî áûòü DTQD − τ2I < 0, òî

τ2 = τ2max = 1 − τ1.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé îá îáðàùåíèè ìàòðèö

(
Q−1 − (1 − τ1)

−1DDT)
−1

= Q + QD
(
(1 − τ1)I − DTQD

)
−1

DTQïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
P > τ−1

1 APAT + (1 − τ1)
−1DDT, P = Q−1.Ïåðåîáîçíà÷èâ τ1 = α, ïîëó÷èì èñêîìîå.Ïðè óñëîâèè V (xk) > 1 ïîòðåáóåì, ÷òîáû V (xk+1) 6 V (xk). Òîãäàïðèäåì ê òåì æå íåðàâåíñòâàì. Òåîðåìà äîêàçàíà.13



Çàìå÷àíèÿÄëÿ èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà ìû ìîæåì ó÷èòûâàòü íåîïðåäåëåí-íîñòü â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè

x(0) ∈ E0 =
{
x : xTP−1

0 x 6 1
}
, P0 > 0,òðåáóÿ, ÷òîáû E0 ⊂ Ex, ò. å.

P > P0.Â êà÷åñòâå öåëåâîé �óíêöèè ðàññìîòðèì êðèòåðèé ñëåäà

f(P ) = tr
[
CPCT]

,êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñóììå êâàäðàòîâ ïîëóîñåé îãðàíè÷èâàþùåãî ýë-ëèïñîèäà ïî âûõîäó èñõîäíîé ñèñòåìû. Âîçìîæíû è äðóãèå êðèòåðèèîïòèìàëüíîñòè; íàïðèìåð, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü íîðìó y. Çàìåòèì,÷òî â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî âûõîäà, îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèïñîèä � ïðîñòîîòðåçîê.
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Ñëåäñòâèå 1Ìèíèìàëüíûé ïî êðèòåðèþ f(P ) èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä ðàññìàò-ðèâàåìîé ñèñòåìû ïðè E0 =
{
0
} ïðèíàäëåæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìóñåìåéñòâó ýëëèïñîèäîâ, ïîðîæäåííîìó ìàòðèöàìè P (α), êîòîðûå óäî-âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëÿïóíîâà

AP + PAT + αP +
1

α
DDT = 0íà èíòåðâàëå 0 < α < −2max

i
Re λi(A), ãäå λi(A) � ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ ìàòðèöû A.Ïðè ýòîì �óíêöèÿ ϕ(α) = tr

[
CP (α)CT

] ñòðîãî âûïóêëà íà óêàçàí-íîì èíòåðâàëå.
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II. Ôèëüòðàöèÿ� ïðè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ çàäà÷à ðåøàåòñÿ �èëüòðîì Êàëìàíà.� ìû ñòðîèì ãàðàíòèðîâàííûå à íå âåðîÿòíîñòíûå îöåíêè ñîñòîÿíèé, àèìåííî:� ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è� èùåòñÿ îöåíêà ñîñòîÿíèÿ òàêàÿ, ÷òî åå îøèáêà çàêëþ÷åíà â åäèíûé(èíâàðèàíòíûé) ýëëèïñîèä, ò.å. îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé� �èëüòð èùåòñÿ â êëàññå ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ �èëüòðîâ.
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Ôèëüòðàöèÿ. ÏðîäîëæåíèåÂ ýòîì ñóæåííîì êëàññå çàäà÷ è îöåíîê ïðîáëåìà îêàçûâàåòñÿ ïîë-íîñòüþ ðàçðåøèìîé, ò.å. óäàåòñÿ ïîñòðîèòü îïòèìàëüíûé �èëüòð è îöåí-êó ñîñòîÿíèÿ.Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ãàðàíòèðîâàííûõ (à íå âåðî-ÿòíîñòíûõ) îöåíîê ñîñòîÿíèé áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Âèöåíõàóçåíà,Áåðòñåêàñà è �îäåñà, Øâåïïå. Â ðàáîòàõ Êóðæàíñêîãî è ×åðíîóñüêîáûëà ðàçâèòà ýëëèïñîèäàëüíàÿ òåõíèêà �èëüòðàöèè. Îäíàêî äàííàÿ ïî-ñòàíîâêà çàäà÷è îòëè÷àåòñÿ îò óïîìÿíóòûõ âûøå; òàì ðàññìàòðèâàëèñüáîëåå îáùèå ìîäåëè, ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå áûëî ëèøü ñóáîïòèìàëüíûì,à ðàâíîìåðíîñòü îöåíîê íå èìåëà ìåñòà.
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Ôèëüòðàöèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

{
ẋ = Ax + D1w,

y = Cx + D2w,

w ∈ R
m � îãðàíè÷åííîå â íîðìå âíåøíåå âîçìóùåíèå. Ïàðà (A, D1)óïðàâëÿåìà, à D1D

T
2 = 0. Cîñòîÿíèå x ñèñòåìû íåäîñòóïíî èçìåðåíèþ;èí�îðìàöèÿ î ñèñòåìå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âûõîäîì y.Ïîñòðîèì �èëüòð ñî ñòðóêòóðîé íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà, îïèñû-âàåìûé óðàâíåíèåì
˙̂x = Ax̂ + F (y − Cx̂), F ∈ R

n×l.îòíîñèòåëüíî îöåíêè ñîñòîÿíèÿ x̂.
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Íåâÿçêà e(t) = x(t)− x̂(t) õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü �èëüòðàöèè. Îíàáóäåò óäîâëåòâîðÿòü äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ė = (A − FC)e + (D1 − FD2)w. (1)Çàäà÷à � íàéòè ìèíèìàëüíûé ýëëèïñîèä, ñîäåðæàùèé íåâÿçêó e.Ýëëèïñîèä
E = {e ∈ R

n : eTP−1e 6 1}, P > 0,íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ ñèñòåìû (1), åñëè: 1) èç óñëîâèÿ e(0) ∈ E(ìàëûå óêëîíåíèÿ) ñëåäóåò e(t) ∈ E äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t >

0; 2) ïðè e(0) 6∈ E (áîëüøèå óêëîíåíèÿ) áóäåò e(t) → E , t → ∞ (ïðèýòîì, âîçìîæíî, e(t) ∈ E ïðè t > T äëÿ íåêîòîðîãî T > 0). Èòàê, ìûîöåíèâàåì àñèìïòîòè÷åñêóþ (à ïðè ìàëûõ óêëîíåíèÿõ è ðàâíîìåðíóþïî t) òî÷íîñòü �èëüòðàöèè.
19



Òåîðåìà 2�åøåíèå Q̂ è Ŷ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè tr H → min ïðè îãðàíè÷åíèÿõ


ATQ + QA − Y C − CTY T + αQ QD1 − Y D2

(QD1 − Y D2)
T −αI


 6 0, (2)


H I

I Q


 > 0, (3)ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì Q = QT, Yè H = HT è ÷èñëîâîìó ïàðàìåòðó α > 0, îïðåäåëÿåò ìàòðèöó P̂ =

Q̂−1 ìèíèìàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþ-ùóþ ýòîìó ýëëèïñîèäó ìàòðèöó �èëüòðà
F̂ = Q̂−1Ŷ .
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâàÂâåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ Ëÿïóíîâà V (e) = eTQe, Q ∈ R
n×n,

Q > 0, ïîñòðîåííóþ íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1). Òîãäà

V̇ (e) =
(
(A − FC)e + (D1 − FD2)w

)T
Qe + eTQ

(
(A − FC)e+

+(D1−FD2)w
)

= eT(
(A − FC)TQ+Q(A−FC)

)
e+2eTQ(D1−FD2)w.×òîáû òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1) íå âûøëè çà ãðàíèöó ýëëèïñîèäà E ïðè

e(0) ∈ E, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè V (e) > 1 è wTw 6 1 âûïîëíÿëîñü V̇ (e) 6

0, (ýòî æå óñëîâèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî V (e) ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè V (e) >

1, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà). Èòàê

eT(
(A − FC)TQ + Q(A − FC)

)
e + 2wT(D1 − FD2)

TQe 6 0,

∀(e, w) : eTQe > 1, wTw 6 1. (4)Ïðèìåíèì òåïåðü S-òåîðåìó äëÿ äâóõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, òîãäà

21



(4) ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó


(A − FC)TQ + Q(A − FC) + αQ Q(D1 − FD2)

(D1 − FD2)
TQ −βI


 6 0ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ α, β òàêèõ, ÷òî α > β > 0.Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè ýëëèïñîèäà ñ ìàòðèöåé P =

Q−1 > 0 ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ïîñëåäíåãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâàïðè íåêîòîðûõ α > β > 0. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ìèíèìàëüíûåýëëèïñîèäû, òî β = βmax = α.Ââîäÿ ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ Y = QF , èñêëþ÷àÿ F , ïðèõîäèì ê(2). ×òîáû ñâåñòè çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè tr Q−1 ê ëèíåéíîé, ââåäåì ìàòðè-öó H = HT, òàêóþ, ÷òî Q−1
6 H; ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî(3). Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèøëè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè tr H → min ïðèîãðàíè÷åíèÿõ (2), (3). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèÿÎòìåòèì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì α äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìè-íèìèçàöèè ëèíåéíîé �óíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñî-áîé ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà, ò. å. ê çàäà÷å ïîëóîïðåäåëåííîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ (Semi-De�nite Programming, SDP), êîòîðàÿ ïðèíàä-ëåæèò ê êëàññó çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.Äëÿ åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïàêåòîâ, â ÷àñò-íîñòè, SeDuMi Toolbox, YALMIP Toolbox, à òàêæå LMI Toolbox ñèñòåìûMatlab.Îäíîìåðíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïî α âñåãäà îêàçûâàëàñü âûïóêëîé, îä-íàêî ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ýòîãî �àêòà îñòàåòñÿ îòêðûòîé çàäà÷åé.
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Âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ1. Åñëè ìû îáëàäàåì àïðèîðíîé èí�îðìàöèåé î íà÷àëüíîì ñîñòî-ÿíèè ñèñòåìû x(0) ∈ E0 = {x : xTP−1
0 x 6 1}, òî, âûáèðàÿ x̂(0) = 0 ìûìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî e(0) ∈ E0. Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû E0 ⊂ E ,òî ìû ãàðàíòèðóåì, ÷òî e(t) ∈ E äëÿ âñåõ t. Èòàê, åñëè ê ñèñòåìå LMIâ òåîðåìå 2 äîáàâèòü åùå îäíî Q 6 P−1

0 , òî ìû ïîëó÷èì íå òîëüêîàñèìïòîòè÷åñêóþ, íî è ñïðàâåäëèâóþ äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè îöåí-êó òî÷íîñòè �èëüòðàöèè.2. Ïóñòü íàì íóæíî îöåíèâàòü êà÷åñòâî �èëüòðàöèè íå âñåõ êîîð-äèíàò ñîñòîÿíèÿ x, à ëèøü íåêîòîðûõ. Ïóñòü èìååòñÿ âûõîä y1 = C1x(íàïðèìåð, îäíà èç êîîðäèíàò ñîñòîÿíèÿ) è æåëàòåëüíî ñäåëàòü îøèá-êó åãî îöåíêè e1 = y1 − ŷ1 = C1(x − x̂) âîçìîæíî ìàëîé. Òîãäà çàäà÷àñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè tr C1PCT
1 âìåñòî tr P , ÷òî ëåãêî ìîæåò áûòüçàïèñàíî â �îðìå, àíàëîãè÷íîé òåîðåìå 2.
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3. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è èíûìè êðèòåðèÿìèîïòèìàëüíîñòè âìåñòî ñóììû êâàäðàòîâ ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà. Íàïðè-ìåð, ìû ìîæåì ìèíèìèçèðîâàòü L∞-íîðìó íåâÿçêè, ò.å. ðàäèóñ øàðà,ñîäåðæàùåãî ýëëèïñîèä E . Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåì r → max ïðè äîïîëíè-òåëüíîì îãðàíè÷åíèè Q > rI.4. Íàêîíåö, ìîæíî ðàññìîòðåòü ðîáàñòíûå âàðèàíòû çàäà÷è, êîãäàîïèñàíèå ñèñòåìû ñîäåðæèò íåîïðåäåëåííîñòè (ò.å. ìàòðèöû A, D âêëþ-÷àþò îãðàíè÷åííûå íåîïðåäåëåííîñòè). Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðî-åíèè �èëüòðà è ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê åãî òî÷íîñòè, ñïðàâåäëèâûõïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ íåîïðåäåëåííîñòÿõ. Ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì òîé æå òåõíèêè, ÷òî è âûøå.
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Ïðèìåð�àññìîòðèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî äâîé-íîãî ìàÿòíèêà, äâèæóùåãîñÿ â âÿçêîé ñðåäå. Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìûâûáåðåì â �îðìå x =
(
xT

1 xT
2 vT

1 vT
2

)T, ãäå x1, x2 � êîîðäèíàòû�âåðõíåãî� è �íèæíåãî� ãðóçèêà, à v1, v2 � èõ ñêîðîñòè. Ïóñòü íàáëþ-äàåìûé âûõîä ñèñòåìû èìååò âèä y =
(
xT

1 xT
2

)T, à ìèíèìèçèðóåìûéâûõîä ðàâåí y1 =
(
vT
1 vT

2

)T. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà ñêîðîñòü íèæíåãîãðóçèêà âëèÿåò âíåøíåå âîçìóùåíèå w.Ïðè åäèíè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû è êîý��èöèåíòå ñîïðîòèâëå-íèè ñðåäû 0.2 ïîëó÷àåì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ïîëàãàÿ P0 =

0.01I, ðåøàÿ çàäà÷ó SDP è ìèíèìèçèðóÿ ïî α íàõîäèì ìàòðèöû �èëüòðà

F̂ è èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà P̂ , îáåñïå÷èâàþùåãî ìèíèìóì ýëëèïñà,ñîäåðæàùåãî íåâÿçêó e1.
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�èñ. 1: Îöåíêà (ýëëèïñ) è òðàåêòîðèè íåâÿçîê.Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ýëëèïñ, à òàêæå äâå òðàåêòîðèè e1(t) (äëÿ áîëü-øèõ è ìàëûõ óêëîíåíèé). Â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ âûáèðàëîñü ëîêàëüíîíàèõóäøåå � òî âîçìóùåíèå, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò V̇ (e) ïðè çàäàííîì

e. Îíî çàäàåòñÿ �îðìóëîé w∗ = DTP̂−1e/‖DTP̂−1e‖.27
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 t�èñ. 2: Ôèëüòðàöèÿ êîîðäèíàòû v2.Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè v2(t) (ñïëîøíîé ëèíèåé) è v̂2(t) (ïóíê-òèðîì). Âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü �èëüòðàöèè âåñüìà âûñîêà (äëÿ êîîðäèíà-òû v1(t) îíà åùå âûøå).
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Çàäà÷à �èëüòðàöèè. �îáàñòíûé âàðèàíò�àññìîòðèì ñèñòåìó
ẋ =

(
A + ∆A(t)

)
x +

(
D1 + ∆D1(t)

)
w,

y = Cx + D2w,

(5)ãäå w(t) ∈ R
m � âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, ‖w(t)‖ 6 1, ∀t > 0, à

∆A(t) = FA∆A(t)HA, ∆D1(t) = FD1
∆D1

(t)HD1
, (6)ãäå FA, FD1

, HA, HD1

� ïîñòîÿííûå ìàòðèöû, à

‖∆(t)‖ 6 1 èëè ‖∆(t)‖F 6 1 ∀t > 0.Ìàòðèöà A ãóðâèöåâà � äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè åå ñîáñòâåííûõ çíà-÷åíèé îòðèöàòåëüíû, ïàðà (A, D1) óïðàâëÿåìà, à C � ìàòðèöà ìàêñè-ìàëüíîãî ðàíãà; êðîìå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî D1D
T
2 = 0.
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Ïîñòðîèì �èëüòð ñî ñòðóêòóðîé íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà, îïèñû-âàåìûé óðàâíåíèåì
˙̂x = Ax̂ + F (y − Cx̂), F ∈ R

n×l, (7)îòíîñèòåëüíî îöåíêè ñîñòîÿíèÿ x̂. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñòðóêòóðà �èëüòðàçàäàåòñÿ çàðàíåå � îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñòàöèîíàðíûì, ïîäëåæèò âû-áîðó ëèøü ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà F .Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåâÿçêó e(t) = x(t)− x̂(t), îíà õàðàêòåðèçóåòñîáîé òî÷íîñòü �èëüòðàöèè; ñîãëàñíî (5), (7), îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòüäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
ė = (A − FC)e + ∆Ax + (D1 + ∆D1 − FD2)w.Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

{
ẋ = (A + ∆A)x + (D1 + ∆D1)w,

ė = ∆Ax + (A − FC)e + (D1 + ∆D1 − FD2)w.
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Öåëü � íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå) åäèíî-ãî ýëëèïñîèäà, ñîäåðæàùåãî íåâÿçêó e. Ïóñòü g =


x

e


 ÿâëÿåòñÿ ðåøå-íèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ġ =


A + ∆A 0

∆A A − FC




︸ ︷︷ ︸
Ã

g +


 D1 + ∆D1

D1 + ∆D1 − FD2




︸ ︷︷ ︸
D̃

w.

Çàêëþ÷èì g â ýëëèïñîèä Eg, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé

P =


P1 0

0 P2


 ∈ R

2n×2n, P > 0,è áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèï-ñîèä, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé P2.
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Òåîðåìà 3�åøåíèå Q̂2 è Ŷ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè tr H → min ïðè îãðàíè÷åíèÿõ




Ψ1 0 Q1D1 Q1FA Q1FD1

0 Ψ2 Q2D1 − Y D2 Q2FA Q2FD1

DT
1 Q1 DT

1 Q2 − DT
2 Y T

−αI + ε2HT
D1

HD1
0 0

FT
A Q1 FT

A Q2 0 −ε1I 0

FT
D1

Q1 FT
D1

Q2 0 0 −ε2I




6 0,

ãäå

Ψ1 = ATQ1 + Q1A+ αQ1 + ε1HT
AHA, Ψ2 = ATQ2 +Q2A−Y C −CTY T +αQ2,


H I

I Q2


 > 0,ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì Q1 = QT

1 , Q2 = QT
2 ,

Y è H = HT, ε1, ε2 ∈ R è ÷èñëîâîìó ïàðàìåòðó α > 0, îïðåäåëÿåò ìàòðèöó

P̂2 = Q̂−1
2 ìèíèìàëüíîãî îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà, à òàêæå ñîîòâåòñòâó-þùóþ ìàòðèöó íàáëþäàòåëÿ F̂ = Q̂−1

2 Ŷ .32



Ëåììà Ïèòåðñåíà�àññìîòðèì G ∈ S
n×n, M ∈ R

n×p, N ∈ R
q×n, M,N 6= 0.Íåðàâåíñòâî

G + M∆N + NT∆TMT
6 0âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ∆ ∈ R

p×q, ‖∆‖ 6 1, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî
G + εMMT +

1

ε
NTN 6 0.Çäåñü ‖ · ‖ � ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà; G 6 0 îçíà÷àåò îòðèöàòåëüíóþïîëóîïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû.���������Petersen I., A stabilization algorithm for a 
lass of un
ertain systems, Syst.Control Lett., 1987, 8, 351�357. 33



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ÏèòåðñåíàÏóñòü
G + M∆N + NT∆TMT

6 0äëÿ âñåõ ‖∆‖ 6 1. Ýòî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ

xTGx + 2xTM∆Nx 6 0äëÿ âñåõ x ∈ R
n è ‖∆‖ 6 1.Ïîëîæèì xTM∆

.
= yT. Òîãäà ïðåäûäóùåå óñëîâèå çàïèøåòñÿ êàê

xTGx + 2yTNx 6 0äëÿ âñåõ x ∈ R
n è y ∈ R

q òàêèõ, ÷òî
yTy = xTM∆∆TMTx 6 xTMMTx.Èñïîëüçóÿ S-ïðîöåäóðó ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì, çàêëþ÷àåì, ÷òî âû-ïîëíåíèå ïîëó÷åííîãî óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ε > 0 òà-34



êîãî, ÷òî 
G + εMMT NT

N −εI


 6 0,èëè, îãðàíè÷èâàÿñü ε > 0 è ïðèìåíÿÿ ëåììó Øóðà,

G + εMMT +
1

ε
NTN 6 0.Ëåììà äîêàçàíà.
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Íåñêîëüêî íåîïðåäåëåííîñòåé: òîëüêî äîñòàòî÷íîñòü

G +

ℓ∑

i=1

(Mi∆iNi + NT
i ∆T

i MT
i ) 6 0 ∀ ‖∆i‖ 6 1?? m ??

∃ ε1, . . . , εℓ > 0 : G +

ℓ∑

i=1

(
εiMiM

T
i +

1

εi

NT
i Ni

)
6 0

���������Mao, W.-J., Chu, J., IEEE TAC , 2003, 48, 6, 1007�1012.Mao, W.-J., Chu, J., IEEE TAC , 2006, 51, 8, 1404�1405.
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III. Óïðàâëåíèå ïî ñîñòîÿíèþ. Ñèíòåç

ẋ = Ax + B1u + Dw,

y = Cx + B2u,

w ∈ R
m � âíåøíåå âîçìóùåíèå, ‖w‖ 6 1. Ìàòðèöà A íå ïðåäïîëàãàåòñÿãóðâèöåâîé, (A, B1) óïðàâëÿåìà, à òàêæå BT

2 C = 0.Öåëü � íàéòè ðåãóëÿòîð K â �îðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîéñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ
u = Kx,êîòîðûé ñòàáèëèçèðóåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó è îïòèìàëüíî (â ñìûñëå ìè-íèìàëüíîñòè ñëåäà èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà âûõîäà) ïîäàâëÿåò âîç-äåéñòâèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé w(t).
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Òåîðåìà 4Çàäà÷à ñèíòåçà ñòàòè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî ñîñòîÿíèþ, îïòèìàëüíî(â ñìûñëå ñëåäà èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà ïî âûõîäó) ïîäàâëÿþùåãîâíåøíèå âîçìóùåíèÿ, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè

tr
[
CPCT + B2ZBT

2

]
−→ minïðè îãðàíè÷åíèÿõ

AP + PAT + αP + B1Y + Y TBT
1 +

1

α
DDT

6 0, α > 0,


 Z Y

Y T P


 > 0, P > P0,ãäå Y = KP , à ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííûì α ∈ R, P = PT,

Y è Z = ZT.
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Çàìå÷àíèÿ1. Ïðè �èêñèðîâàííîì α äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîëó-îïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (SDP), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ê êëàñ-ñó çàäà÷ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâó-åò ìíîæåñòâî ïàêåòîâ, â ÷àñòíîñòè, SeDuMi è YALMIP íà áàçå ñèñòåìûMatlab.2. Îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

K = Y (α∗)P−1(α∗).

39



Îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèåÏóñòü P � ìàòðèöà èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà ïî ñîñòîÿíèþ äëÿëèíåéíîé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì âèäà u = Kx. Ïóñòü òàêæå

Y = KP.Òîãäà îãðàíè÷åíèå
‖u(t)‖ 6 µýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäóþùåãî LMI äëÿ ìàòðèö P è Y :


P Y T

Y µ2I


 > 0.Îãðàíè÷åíèÿ íà �àçîâûå ïåðåìåííûå

x(t) ∈ E0 = {x : xTP−1
0 x 6 1},

P > P0.40



Óïðàâëåíèå ïî ñîñòîÿíèþ. �îáàñòíûé ñëó÷àé. Àíàëèç

ẋ =
(
A + ∆A(t)

)
x +

(
D + ∆D(t)

)
w,

y = Cx,

w ∈ R
m � âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, ‖w(t)‖ 6 1,

∆A(t),∆D(t) � ñèñòåìíûå íåîïðåäåëåííîñòè:

∆A(t) = FA∆A(t)HA, ∆D(t) = FD∆D(t)HD,

∆A(t),∆D(t) � ìàòðè÷íûå íåîïðåä-òè, îãðàíè÷åííûå â íîðìå:

‖∆(t)‖ 6 1 èëè ‖∆(t)‖F 6 1 ∀t > 0.Ñèñòåìà óñòîé÷èâà (A ãóðâèöåâà), ïàðà (A, D) óïðàâëÿåìà, C �ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà.
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Òåîðåìà 5Ýëëèïñîèä Ex ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî ñîñòîÿíèþ, åñëè ìàòðèöà

P óäîâëåòâîðÿåò LMI



AP + PAT + αP + ε1FAFT
A + ε2FDFT

D D PHT
A 0

DT
−αI 0 HT

D

HAP 0 −ε1I 0

0 HD 0 −ε2I




6 0, P > P0,

ïðè íåêîòîðûõ α, ε1, ε2 > 0.Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîãî ïî êðèòåðèþ ñëå-äà èíâàðèàíòíîãî ýëëèïñîèäà ñâåëàñü ê çàäà÷å îäíîìåðíîé ìèíèìèçà-öèè ïî ïàðàìåòðó α ïðè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ ïî ïåðå-ìåííûì P = PT è ε1, ε2 ∈ R.
42



Óïðàâëåíèå ïî ñîñòîÿíèþ. �îáàñòíûé ñëó÷àé. Ñèíòåç

ẋ =
(
A + ∆A(t)

)
x +

(
B1 + ∆B1(t)

)
u +

(
D + ∆D(t)

)
w,

y = Cx + B2u,

w ∈ R
m � âíåøíåå âîçìóùåíèå, ‖w‖ 6 1,

∆A(t),∆B1(t),∆D(t) � ñèñòåìíûå íåîïðåäåëåííîñòè:

∆A(t) = FA∆A(t)HA, ∆B1(t) = FB1
∆B1

(t)HB1
, ∆D(t) = FD∆D(t)HD,

∆A(t), ∆B1
(t), ∆D(t) � ìàòðè÷íûå íåîïð-ñòè: ‖∆‖(F ) 6 1.Ìàòðèöà A íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ãóðâèöåâîé, ïàðà (A, B1) óïðàâëÿåìà.Öåëü � íàéòè ðåãóëÿòîð u = Kx â �îðìå ñòàòè÷åñêîé ëèíåé-íîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ, êîòîðûé ñòàáèëèçèðóåò çàìêíóòóþñèñòåìó è ïîäàâëÿåò âîçäåéñòâèå âíåøíèõ âîçìóùåíèé ïðè âñåõ íåîïðå-äåëåííîñòÿõ.
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Òåîðåìà 6�åøåíèå P̂ è K̂ = Ŷ P̂−1 çàäà÷è ìèíèìèçàöèè tr
[
CPCT+B2ZBT

2

]
−→ minïðè îãðàíè÷åíèÿõ




Ω D PHT
A Y THT

B1
0

DT
−αI 0 0 HT

D

HAP 0 −ε1I 0 0

HB1
Y 0 0 −ε2I 0

0 HD 0 0 −ε3I




6 0,

Ω = AP + PAT + B1Y + Y TBT
1 + αP + ε1FAFT

A + ε2FB1
FT

B1
+ ε3FDFT

D ,

 Z Y

Y T P


 > 0, Y = KP, P > P0, α > 0,ïî ïåðåìåííûì α ∈ R, ε1, ε2, ε3 ∈ R, P = PT, Y è Z = ZT, äîñòàâëÿåò ñîîòâåò-ñòâåííî èíâàðèàíòíûé ýëëèïñîèä è ñòàòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïî ñîñòîÿíèþ äëÿðàññìàòðèâàåìîé ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, îïòèìàëüíîïîäàâëÿþùèé âíåøíèå âîçìóùåíèÿ. 44



Íàèõóäøèå âîçìóùåíèÿ è íåîïðåäåëåííîñòèÂ ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6 ìû ñòðîèì �óíêöèþ Ëÿïó-íîâà V (x) äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû, òàêóþ, ÷òî V̇ (x) 6 0 ïðè V (x) > 1.Åñòåñòâåííî çàäàòüñÿ öåëüþ íàéòè âíåøíåå âîçìóùåíèå w̃(t) è ìàòðè÷-íûå íåîïðåäåëåííîñòè ∆̃A(t), ∆̃B1
(t) è ∆̃D(t), ìàêñèìèçèðóþùèå V̇ (x).Ëåììà. Äëÿ ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ãäå ìàò-ðè÷íûå íåîïðåäåëåííîñòè îãðàíè÷åíû âî �ðîáåíèóñîâîé íîðìå, âíåøíååâîçìóùåíèå w̃(t) çàäàåòñÿ �îðìóëîé

w̃(t) =

(
D + FD∆D(t)HD

)T
P̂−1x(t)

∥∥(
D + FD∆D(t)HD

)T
P̂−1x(t)

∥∥ ;â ÷àñòíîñòè, åñëè âíåøíåå âîçìóùåíèå îäíîìåðíî, òî
w̃(t) = sign

(
D + FD∆D(t)HD

)T
P̂−1x(t).
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Ìàòðè÷íûå íåîïðåäåëåííîñòè ∆̃A(t), ∆̃B1
(t) è ∆̃D(t) çàäàþòñÿ �îð-ìóëàìè

∆̃A(t) =
FT

A P̂−1x(t)xT(t)HT
A∥∥FT

A P̂−1x(t)xT(t)HT
A

∥∥
F

,

∆̃B1
(t) =

FT
B1

P̂−1x(t)xT(t)(HB1
K̂)

T

∥∥FT
B1

P̂−1x(t)xT(t)(HB1
K̂)

T∥∥
F

,

∆̃D(t) =
FT

D P̂−1x(t)wT(t)HT
D∥∥FT

D P̂−1x(t)wT(t)HT
D

∥∥
F

.Åñëè ìàòðè÷íûå íåîïðåäåëåííîñòè îäíîìåðíû, òî

∆̃A(t) = sign FT
A P̂−1x(t)xT(t)HT

A ,

∆̃B1
(t) = sign FT

B1
P̂−1x(t)xT(t)(HB1

K̂)
T
,

∆̃D(t) = sign FT
D P̂−1x(t)wT(t)HT

D.
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Óïðàâëåíèå ïî âûõîäó





ẋ = Ax + B1u + D1w,

y = C1x + D2w,

z = C2x + B2u,ãäå w � âíåøíåå âîçìóùåíèå, îãðàíè÷åííîå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè:

‖w(t)‖ 6 1, ∀t > 0. Ìàòðèöà A íå ïðåäïîëàãàåòñÿ óñòîé÷èâîé, ïàðà

(A, B1) óïðàâëÿåìà, BT
2 C2 = 0, à òàêæå D1D

T
2 = 0.Ïóñòü ñîñòîÿíèå x ñèñòåìû íåäîñòóïíî èçìåðåíèþ è èí�îðìàöèÿ îñèñòåìå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ åå âûõîäîì y.Ïîñòðîèì íàáëþäàòåëü, îïèñûâàåìûé ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëü-íûì óðàâíåíèåì, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ ðàññîãëàñîâàíèå âûõîäà y è åãîïðîãíîçà C1x̂:

˙̂x = Ax̂ + B1u + F (y − C1x̂), F ∈ R
n×l.

47



Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåâÿçêó e(t) = x(t)− x̂(t); îíà áóäåò óäîâëå-òâîðÿòü äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ė = (A − FC1)e + (D1 − FD2)w.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè îáðàòíîé ñâÿçè ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷å-ñêîãî ðåãóëÿòîðà u = Kx̂ ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

{ ˙̂x = (A + B1K)x̂ + FC1e + FD2w,

ė = (A − FC1)e + (D1 − FD2)w.Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè âûõîäà z:
z = C2x + B2u = C2(x̂ + e) + B2Kx̂ = (C2 + B2K)x̂ + C2e = Cg,ãäå

C =
(
C2 + B2K C2

)
, g =


x̂

e


 .
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Ïðè ýòîì âåêòîð g ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ
ġ =


A + B1K FC1

0 A − FC1




︸ ︷︷ ︸
Ã

g +


 FD2

D1 − FD2




︸ ︷︷ ︸
D̃

w.
Çàêëþ÷èì g â ýëëèïñîèä Eg, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé

P =


P1 0

0 P2


 ∈ R

2n×2n, P > 0,è áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) îãðàíè÷èâàþùèé ýëëèï-ñîèä ïî âûõîäó z, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé CPCT.
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Òåîðåìà 7�åøåíèå P̂1, Q̂2, Ŷ1 è Ŷ2 çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

tr[C2(P1 + H)CT
2 + B2Z1B

T
2 ] → minïðè îãðàíè÷åíèÿõ




Z + 1
α

R Y2C1 −
1
α

R 0

(Y2C1)T −
1
α

R ATQ2 + Q2A − Y2C1 − CT
1 Y T

2 + αQ2 + 1
α

R Q2D1

0 DT
1 Q2 −αI


 6 0,


2Q2 + Z I

I −(AP1 + P1A
T + B1Y1 + Y T

1 B1
T + αP1)


 > 0,


 R Y2D2

DT
2 Y T

2 I


 > 0,


 Z1 Y1

Y T
1 P1


 > 0,


H I

I Q2


 > 0,ãäå ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî ìàòðè÷íûì ïåðåìåííûì P1 = PT

1 , Q2 =

QT
2 , Y1, Y2, Z = ZT, Z1 = ZT

1 , R = RT, H = HT è ÷èñëîâîì ïàðàìåò-50



ðå α ∈ R, îïðåäåëÿåò ìàòðèöó ĈP̂ ĈT îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäà ïîîïòèìèçèðóåìîìó âûõîäó ñèñòåìû, ãäå

Ĉ =
(
C2 + B2K̂ C2

)
, P̂ =


P̂1 0

0 Q̂−1
2


 ,à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó èíâàðèàíòíîìó ýëëèïñîèäó äèíàìè÷å-ñêèé ðåãóëÿòîð

K̂ = Ŷ1P̂
−1
1è ìàòðèöó íàáëþäàòåëÿ

F̂ = Q̂−1
2 Ŷ2.
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Óïðàâëåíèå äâîéíûì îñöèëëÿòîðîìÏðîäåìîíñòðèðóåì ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê ïîäàâëåíèþ âíåøíèõâîçìóùåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ íà ïðèìåðåçàäà÷è óïðàâëåíèÿ äâîéíûì îñöèëëÿòîðîì, ò. å. ñèñòåìîé èç äâóõ òâåð-äûõ òåë ñ ìàññàìè m1 è m2, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíîé ñ êîý��èöèåíòîìóïðóãîñòè k, ñêîëüçÿùèõ áåç òðåíèÿ âäîëü íåïîäâèæíîãî ãîðèçîíòàëü-íîãî ñòåðæíÿ (ñì. ðèñ. 3).
• • • •

��B
BB�

��B
BB�

��B
BB�

��
��

m1 m2

k

-w1

-u
-x1

-w2

-x2
�èñ. 3: Äâîéíîé îñöèëëÿòîð.
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Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u ∈ R ïðèêëàäûâàåòñÿ ê ëåâîìó òåëó ñöåëüþ êîìïåíñèðîâàòü âëèÿíèå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ

w =
(
w1 w2

)T

∈ R
2, ‖w(t)‖ 6 1êîìïîíåíòû êîòîðîãî âîçäåéñòâóþò íà ëåâîå è ïðàâîå òåëî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, v1 ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòó è ñêîðîñòü ëåâî-ãî òåëà, à ÷åðåç x2, v2 � ïðàâîãî òåëà. Òîãäà

x =
(
x1 x2 v1 v2

)T

∈ R
4âåêòîð �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.Â êà÷åñòâå íàáëþäàåìîãî âûõîäà ñèñòåìû âîçüìåì âåêòîð

y =
(
x1 x2 + w3

)T

,à â êà÷åñòâå ìèíèìèçèðóåìîãî âûõîäà ñèñòåìû âîçüìåì âåêòîð

z =
(
u x2

)T

∈ R
2.
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Ïðè åäèíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 7 áûëîïðåäåëåí îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð K̂ è ìàòðèöà íàáëþäàòåëÿ F̂ , îáåñïå-÷èâàþùåé ìèíèìóì (ïî êðèòåðèþ ñëåäà) îãðàíè÷èâàþùåãî ýëëèïñîèäàïî âûõîäó.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðî-âàíèÿ ìû èñïîëüçîâàëè SeDuMi Toolbox è YALMIP Toolbox íà áàçå ñè-ñòåìû Matlab. Â ðåçóëüòàòå,
K̂ ≈

(
−1.5925 0.2679 −1.9023 −1.3278

)
,

F̂ ≈




1.3747 0.0822

0.2346 1.1966

1.1805 0.1155

0.3140 0.5991




.
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ÂûâîäûÏðåäëîæåí ïðîñòîé è óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïî-äàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åííûõ âíåøíèõ âîçìóùåíèé ñ ïîìîùüþñòàòè÷åñêîé ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ è ïî âûõîäó ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì íàáëþäàòåëÿ, à òàêæå çàäà÷è �èëüòðàöèè. Ýòîò ïîäõîäîñíîâàí íà ìåòîäå èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ, êîòîðûé ñâîäèò ñèíòåçîïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ê ïîèñêó íàèìåíüøåãî èíâàðèàíòíîãî ýëëèï-ñîèäà äëÿ çàìêíóòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.Ïðèìåíåíèå êîíöåïöèè èíâàðèàíòíûõ ýëëèïñîèäîâ ïîçâîëÿåò ïåðå-�îðìóëèðîâàòü èñõîäíóþ ïðîáëåìó â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõíåðàâåíñòâ, à ñàì ñèíòåç ðåãóëÿòîðà íåïîñðåäñòâåííî ñâåñòè ê çàäà÷àìïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îäíîìåðíîé âûïóêëîé ìèíèìè-çàöèè, ëåãêî ðåøàþùèõñÿ ÷èñëåííî.Â ðàâíîé ìåðå ðàññìîòðåí íåïðåðûâíûé è äèñêðåòíûé ñëó÷àè, àòàêæå ðîáàñòíûå âàðèàíòû çàäà÷.
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