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О проблеме фазовых ограничений 

 

Постановка задачи 

 

DvBuAxx ++=
.

 , 0)0( xtx =  , 
0
tt ≥  ,                                                    (1) 

x, u, v - n×n, m×1, r×1,  

A, B, D - n×n, n×m, n×r. 

 

Ограничения: 

u ∈ U     ,      v ∈ V,                                              (2) 

где      U ⊆  Rm  ,      V ⊂  Rr. 

 

Необходимо, чтобы 

         )()( tQtxx ∈= , 0tt ≥ ,                                                                     (3) 

 

где  },1,0),(:{ χψ ∈≤∈= itxi
nRxQ ,                                                 (4) 

             )(),(),( tiqxitxi −= αψ , 

        iα  - n×1 ,   - 1×1. iq



Рассматривается стационарный случай. 

Причем consti≡α  , constiqtiq ≡=)( , χ,1∈i . 

 

Предполагается, что Q – симметричный относительно 0 ∈ Rn 

параллелепипед, т.е. 

 
Рис. 1. Фазовый многогранник 

 

Требуется:  

                   выбрать  

u = Ku,  

y = Cx,                                                             (5) 

 

K, C - m×l , l×n, 

 

чтобы для системы (1) с учетом (2) обеспечивались 

ограничения (3). 



Формирование достаточных условий разрешимости 

Основные соотношения 
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Считаем, что . Тогда 

 
~( ≤− iqiMiTA &α

,0

 ν

t t≥  ,,1 χ∈i  ,,1 iN∈ν                                                                         (7) 

~ ,BKCAA +=
iMν ,iQQ

  где 

 - ν-я вершина на i-ой грани Γ∩Γ  

iN

,0),

 - число вершин на i-ой грани. 

 

 

Для стационарного фазового параллелепипеда 
~( ≤iMiTA να ,0tt≥   

,,1 ni∈ ,,1 N∈ ν  

12 −=≡ nNiN .,1 ni∈∀

MM i =ν

                                                                         (8) 

 

Соотношения (8) можно рассматривать относительно 

произвольной  для пересекающихся в ней n граней. 



Приведение задачи к эквивалентному виду 

 

Многогранник  преобразуется к прямоугольному 

параллелепипеду 

Q

Q : 

                                         z = T x,                                                          (9) 

T = Z X-1      -                                                                                       (10) 

 - матрица преобразования,  

где X = [x1 x2… xn]  , Z = [z1z2…zn], 

,,1 n∈i  - оси симметрии Q  и Q  xi, zi, 

 

система (1) примет вид  

,vDuBzAz ++=&                                                                                  (11) 

,1−=TATA  ,TBB=  ,TD=

,

D  

,1−Kyu=  ,zCy=  ,zCy= =CTC  

A~ A BKC+= . 

 
Рис. 2. Прямоугольный фазовый многогранник 



Рассмотрим неравенства 
~ ,0),( ≤M iiT  A να .,1 N∈ν  

Отсюда  

,~
iKiTA ∈α ,,1 ni∈                                                                              (12) 

где  - конус, образованный гиперплоскостями, 

ортогональными векторам 
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Рис. 3. Конус K1 с осью симметрии OZ1 



Поскольку  

 
то (12) приводится к виду 

 

.,1,)( niiKib
TKTCia ∈∈+− 14) 

ешение задачи синтеза

                                                        (
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где .

K

T T TK C K−=  

видно, iKi∈∀ϕ  

,isiPi=ϕ                                                                          (16) 

где 0≥is  - N×1 векто
i
1pi трица, 

Оче

р, 

Pi=[p 2…pi
N] - n×N ма

Nip ,1, ∈νν  - ребра конуса Ki. 
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Введем обозначения 
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де , ia jk  - вектор-столбцы матриц AK , , г

       - вектор-строка матрицы ipξ iP . 

 

Тогда (17) принимает вид 

).(~~ spakB +=                                                                             (18) 

 

ля разрешимости требуется Д

)~()( BLs ∈  pa+

или 

0))~(),(( =+ BLspaρ                               (19) 

 



Первый метод решения 

 

Пусть 
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1
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 mb
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1}ˆ{ =νν  - базис )~(BL . 

 

Тогда  

,0ˆˆ)( aa−=⋅ρ            

где ),(ˆ spaa +=  

 - ортогональная проекция на        ˆ aFaBBBBa TT ˆˆˆ)ˆ(ˆˆ 10 == −

)

â  
~(BL . 

 

ешаем задачу Р
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       ∇

         ni ,1∈  

Использо иван е «усечённых» конусов для сокращения 

размерности задачи 



2 метод решения 

Пусть  

FaaBBTBBa =−= ˆ1)ˆˆ(ˆ0  - ортогональная проекция  на a )~(BL . 

Сформируем  матрицу )(2 nNn ⋅× P  и 1)( ×⋅nN  вектор S : 

TTnSTSTSS ])()2()1[( K= ; 
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,~ nNN ⋅=   вектор-столбец, 0  - нулевой 12×− nip N×1  вектор. 

Представим P  в виде 

,0 PPP +=  

где матрицы PP ,0 содержат столбцы соответственно 

принадлежащие )~(BL  и ортогональные )~(BL . 

Очевидно, Pssp =)( . 



Тогда для разрешимости задачи синтеза требуется 

 

0,0)()0( ≥=+−=+− ssPaFEsPaa                                        (22) 

 

F E a)(Согласно (22) вектор −  должен принадлежать одному из 

конусов, образованных столбцами матрицы P . 

 

 

PДля разрешимости (22) достаточно, чтобы столбцы матрицы  

не принадлежали одному полупространству. 

 

 
Рис. 4. Условие разрешимости (22) 

 

 

Необходимым и достаточным условием неразрешимости (22) 

является существование гиперплоскости, разделяющей вектор 

F E a)( −  и столбцы матрицы P . 

 



Синтез при действии возмущений и нестационарных 

ограничениях. 

Пусть  
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Соотношения (6) принимают вид  
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Отсюда получим  
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где  

,)v,( iii dq += &δ                                                                                   (26) 

  -  i-я вектор-строка матрицы D. id



 
Рис. 5. Смещенный конус К1 

 

Отсюда получим 
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Пусть  

,0 Δ+Δ=Δ  
~ ~

где (),(0 BLBL ⊥Δ∈Δ ). 

 

Тогда синтез робастного регулятора основан на соотношениях 
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